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1. Postoji li niz (z,),>1 pozitivnih realnih brojeva takav da je lim, . x, = +00 i da red
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Rjesenje. Koriste¢i dobro poznatu ocjenu e* > x + 1 dobivamo
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Odavde je ocito da ako je lim,,_,o x, = +00, red E cntl o divergira u +o00 pa niz
x

n=1 n

sa trazenim svojstvima ne postoji.

2. Neka je a realan broj takav da je |a| < 2. Ozna¢imo s A, € M,(R) matricu kojoj je
svaki element dijagonale jednak a, neposredno iznad i ispod dijagonale jednak 1, a svi
ostali elementi jednaki 0, npr.
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1 a 1 0
A4—01a1
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Dokazite da je det A,, negativan broj za beskona¢no mnogo n.

Rjesenje. Neka je z, = det A,,. Koristenjem Laplaceovog razvoja po prvom stupcu
vidimo da vrijedi rekurzija

ro=1, x1=a, T,=0aTp_1— Tp_szan>2.

Opce rjesenje te rekurzije je x, = c; AT + co Ay pri cemu su A 1 Ag rjeSenja jednadzbe
A?2 —aX + 1 = 0, a kompleksni brojevi ¢; i ¢, zadovoljavaju pocetne uvijete 1 = ¢; + ¢,
a = 61)\1 + CQ)\Q, tj.
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Brojevi A1 i Ag su kompleksno konjugirani, pa su i brojevi ¢; i co kompleksno konjugirani.
Zato je x, = 2 - Re(ci ). Iz Vieteovih jednadzbi slijedi [A\;]> = A Ay = 1, pa moZemo
pisati A\ = €®, ¢; = Ce? i

T, = 2C - Re(e!0F)),

pri ¢cemu je C' > 0 realan broji 0 < o < 7.
3
Realan broj z,, je negativan ako postoji k € Z takav da je g < v+ na—2kr < ;

—T
2
onda zbog 0 < a < 7 postoji n > m takav da je g < v 4 na— 2kt < g Dakle, za

3
Nekajem € Niy+ma =2kn+fzanekik € Z i §B<77T. Akoje—g<ﬂ§g,

svaki m € N postoji n > m takav da je x, negativan, pa takvih prirodnih brojeva n ima
beskonacno.



3. Dani su skupovi A = {(z,y) € R* | 2* +¢* € Z}, G = {(z,y) € R? | y = |z|},
B = {(z,y) € R? | dy((z,y),G) € Z}. Neka je f: A — B proizvoljna neprekidna
funkcija. Za dvije tocke iz skupa A kazemo da ¢ine sretan par ako su centralno simetri¢ne
obzirom na ishodiste i f ih preslikava u istu tocku. Dokazite da postoji barem 2013
sretnih parova.

Rjesenje. Dokazat ¢emo da za svaki prirodan broj n na kruznici A, = {(z,y) € R? |
r? 4+ y* = n} postoji barem jedan sretan par, pa sretnih parova ima beskona¢no.

Buduéi da je kruznica povezan skup njena slika pri preslikavanju f je ¢itava sadrzana
unutar jedne komponente povezanosti skupa B. Nadalje, svaka komponenta povezanosti
skupa B je graf realne funkcije, pa za svaki xy € R postoji toéno jedna tocka (o, o)
u svakoj komponenti povezanosti od B. Zato f preslikava tocke (x1,y1) 1 (z9,y2) s iste
kruznice A,, u istu tocku ako i samo ako su prve koordinate tocaka f(x1,y1) i f(x2, o)
jednake.

Neka je p: R? — R projekcija na prvu koordinatu p(z,y) = z, te a: R* — R? an-
tipodalno preslikavanje a(z,y) = (—x,—y). Neka je g,: A, — R funkcija definirana
formulom g, (z,vy) = p(f(z,vy)) —p(f(a(z,y))).Bududi da su funkcije f, p i a neprekidne
slijedi da je funkcija g, takoder neprekidna. Zakljucujemo da sretan par postoji na
kruznici A,, ako i samo ako g,, ima nultocku.

Ako je g,(n,0) = 0, onda smo gotovi. Ako je g,(n,0) # 0, onda iz g,(—n,0) = —g,(n,0)
vidimo da g,, poprima i negativnu i pozitivnu vrijednost pa po Bolzano-Weierstrasssovom
teoremu g, mora imati nultocku.

4. Roger igra teniski me¢ (s malo izmijenjenim pravilima) protiv strasnog protivnika u
kojemu prilikom svakog poena jedan od njih servira. Ako servira Roger, vjerojatnost
da ¢e osvojiti taj poen jednaka je py, a ako servira protivnik vjerojatnost da ¢e Roger
osvojiti taj poen jednaka je po. Postoje dva moguca pravila o servisima:

(a) Igraci serviraju naizmjence.

(b) Igrac servira sve dok ne izgubi poen, a nakon toga servira drugi igrac, i tako dalje.

U svakom slucaju, Roger servira prvi i prvi igra¢ koji osvoji n poena je pobjednik.
Pokazite da je vjerojatnost da Roger pobijedi neovisna o odabiru pravila o servisima.

Rjesenje. Pretpostavimo da igraci nastavljaju igrati i nakon Sto se zna pobjednik, te
neka je Q = {0,1}*" ' = {(ay,...,an;by1,...,by_1)} vierojatnosni prostor koji modelira
ishod prvih n Rogerovih servisa i prvih n — 1 protivnikovih servisa, dakle a; = 1 ako
Roger osvoji svoj i-ti servis, a b; = 1 ako osvoji ¢-ti protivnikov servis. Uoc¢imo da je
neovisno o odabiru pravila o servisima

o =S ap o b n—1-"""1p,
P (a1, @nibr, 1)) = Pt (1 = py)" e oipgi=t P (1 )t

Kljuéna stvar za uociti je da je Roger pobjednik ako i samo ako je u prvih n svojih
i prvih n — 1 protivnikovih servisa, osvojio barem n poena, odnosno da su dogadaji
{Roger je pobjednik} i {>""  a;+ Z?;ll b; > n} jednaki. U slucaju pravila 1 to je ocito
jer se radi upravo o prvih 2n—1 servisa u mec¢u. U slucaju pravila 2, u to se lako mozemo
uvjeriti uo¢ivsi da je do trenutka u kojem je Roger osvojio n-ti poen (pobjednicki), on
upravo n puta servirao. Neke od tih servisa je izgubio, ali je jednak broj njih opet dobio
kada je protivnik servirao (i to u prvih n — 1 njegovih servisa). Analogno razmisljamo
i u slucaju protivnikove pobjede.

Medutim, dogadaj {327, a; + >0 'b; > n} se moze rastaviti na disjunktnu uniju
dogadaja za koje smo prethodno izracunali vjerojatnost i komentirali da ona ne ovisi o
izboru pravila o servisima, pa je tvrdnja dokazana.
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1. Neka je Z = {z € C: 2¥" # 1,zasve n > 1}. Za koje 2z € Z red

o'e] n—1
P
11—z
n=1 <
konvergira i prema ¢emu?

Rjesenje. Za promatrani red N-ta parcijalna suma jednaka je

N (Zznf 4—1> —1 N 1 1 1 1
S == = — ft —_ .
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——. S druge strane, ako je |z| > 1
koristec¢i nejednakost trokuta imamo

~ . . 1
pa u tom slucaju red konvergira prema ;—.

Kona¢no, neka je |z| = 1, tj. z = € zaneki 0 € [0,27). Tada je z~™—2™ = —2isin(mf),
pa je

22 1 1

1—22" 272"t 20 94sin(2n16)]

Sto je po apsolutnoj vrijednosti veée od %, pa opdi ¢lan promatranog reda ne konvergira
prema 0. Zakljucujemo da red divergira.

2. Neka je G skup, te M = (m;;) matrica dimenzije n X n sa elementima iz G takva da su
u svakom retku i stupcu svi elementi razli¢iti. Ako je F polje sa vise od n elemenata,
dokazite da postoji funkcija f: G — F takva da je

det f(M) # 0,

pri cemu je f(M) = (f(mij)); j—y. .-
Rjesenje. Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po n. Za n = 1, tvdnja je jednostavna,

jedino $to je potrebno je funkciju f definirati na nacin da jedinom elementu matrice M
pridruzuje element razlic¢it od 0.

Pretpostavimo da je g € G element matrice M. Determinanta matrice f(M) je polinom
u varijabli f(g) stupnja najvise n < |F|. Nadalje, iz Laplaceovog razvoja je vidljivo da
je vodedi koeficijent tog polinoma jednak determinanti neke podmatrice od f(M). Po
pretpostavci indukeije, f se moze definirati na skupu G\ {g} tako da taj koeficijent nije
0. Ovako dobiveni polinom u f(g) onda nije nul-polinom, pa ima najvise n nultocaka,
odakle slijedi da se za f(g) moze odabrati element iz F za koji njegova vrijednost (a
time i trazena determinanta) nije jednaka 0.



3. Neka je G konacna grupa koja nije abelova. Dokazite da najvise 5/8 parova elemenata
iz G komutira.

Rjesenje. Neka je
C={(x,y) € GXG: zy=yx}.

|C| = Z |Cm|7

zeG

Prije svega, uo¢imo da je

pri cemu C, oznacava centralizator elementa x. Poznato je (i lako za pokazati) da
ako su z i y konjugirani elementi, tada su C, i C, konjugirane podgrupe. Nadalje,
broj elemenata u klasi konjugiranja elementa z jednak je [G : C,]. Uzevsi elemente
x1,To, ..., T kao predstavnike klasa konjugiranja u grupi GG, dobivamo

k

C] =[G :Cu]-|Cs,

=1

= k|G,

pa se ostatak zadatka svodi na trazenje gornje ograde za k, broj klasa konjugiranja.

Prije svega uocimo da je klasa konjugiranja trivijalna (jednoclana) ako i samo ako je
njen jedini element sadrzan u Z, centru grupe G. Zato je

|Gl = 2] + [Kq| + [Kaf + - - + K],

pri cemu K1, Ko, ..., K predstavljaju netrivijalne klase konjugiranja, dakle k = |Z| +1.
Svaka netrivijalna klasa komuniciranja ima bar 2 elementa, pa je

16117
i 2 .

S druge strane, G nije abelova pa G/Z nije ciklicka zbog ¢ega ima bar 4 elementa, tj.
|G|/|Z| > 4. Dobivamo

k= 2]+ < G2
=T

5
< -G
< (G
odnosno .
Cl < =|G)?
cl < 2I6P,
Sto smo 1 trebali dokazati.

4. Neka je G abelova grupa, E Banachov prostor, te neka je f: G — FE funkcija koja je
skoro aditivna, tj. takva da za neki € > 0 vrijedi

If(x+y)— flx)— fy)] <€ zasvex,yeQG.

Dokazite da postoji aditivna funkcija h: G — E koja je blizu funkcije f, tj. takva je da
vrijedi
h(z) 4+ h(y) = h(z +vy), =zasvez,y€ G,

If(z) —h(z)|| <€ zasvexeQq.



Rjesenje. Ideja je da definiramo niz funkcija h,,: G — E koje su sve blize i blize tome da
budu aditivne (u smislu gornje ograde za odstupanje od aditivne jednakosti), a pritom
ostaju blizu funkcije f.

Preciznije, induktivno ¢emo definirati funkcije h,,: G — F tako da je hy = f,

Ihne +9) = hul) = ha() < 5, zasve v,y € G,

1B (2) — hnes (2)]] < zin zasve z € G.

Slucaj n = 0 vrijedi zbog danog uvjeta za funkciju f. Pretpostavimo da smo definirali
funkciju h,, sa trazenim svojstvima za neki n > 0, te definiramo h,1(x) = h,(2x)/2.
Tada je

1 €
11 (2 +y) = hnsi (2) = a9 = 5 17a (22 + 2y) = ha(22) = ha(29)]] < 7

pri cemu zadnja nejednakost slijedi iz pretpostavke indukcije. Takoder,

|mwam—h4@n=HhM@m—ham

1
- - — <
; = ha(22) = 2ha(2)] <

pri cemu zadnja nejednakost opet slijedi iz pretpostavke indukcije.

Uoc¢imo da je za proizvoljni x € Gin >m

n—1 n—1
€ €
) ~ @] < 3 s (@)~ ha@)] < 3 5oy < oo
k=m k=m

Odavde slijedi da je niz (h,(x))n,>0 Cauchyjev pa zbog potpunosti prostora £ mozemo
definirati
h(z) := lim h,(z).

n—oo

Uocimo da uz m = 0 iz prethodne nejednakost takoder zakljucujemo da je

[ () = fl2)]| <€

Iz ove nejednakosti te iz

[Fon e + ) = o) = ha®)] < 3.

pustanjem n — oo, te koristenjem neprekidnosti norme dobivamo da funkcija h zado-
voljava trazena svojstva.
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