IZBORNO NATJECANJE ZA VOJTECH JARNIK - RJESENJA
JUNIORI
15. 03. 2017.

Zadatak 1. Neka je n prirodni broj i neka su aq,as,...,a, prirodni brojevi djeljivi s 2017 i
strogo manji od 3". Za svakii € {1,2,...,n} neka je

n
—1
aj =y ;3
=1

(jedinstveni) ternarni zapis broja a;. Dokazi da je determinanta matrice A = (; ;)
djeljiva s 2017.

n

il takoder
3J=

Rjesenje. Kako su svi brojevi aq,as,...,a, djeljivi s 2017, postoje prirodni by, bs, ..., b,
takvi da je a; = 2017b;, i = 1,2,...,n. Na matrici A ¢emo napraviti sljedecu transformaciju:
za sve j = 2,...,n ¢emo j-ti stupac matrice pomnoziti s 3°~! i dodati prvom stupcu. Tom
transformacijom ne mijenja se determinanta matrice:

T11 Ti2 - Tin ap Ti12 - Tin by Ti2 - Tin

To1 T22 -+ T2n Qa2 T22 -+ Tan bo T2 -+ T2n
det A= . . =1 o .| =2017] | . .

Tnil Tni1 ' Tnn Ap Tp1 ' Tnn bn Tn1 " Tpn

Zadnja matrica ima elemente koji su cijeli brojevi pa je i determinanta cjelobrojna, ¢ime je
dokaz gotov. v

Napomena. Iz dokaza se vidi kako su baza 3 i broj 2017 u ovom zadatku proizvoljno odabrani.

Zadatak 2. Neka su (a;,)inen 1 @ realni brojevi takvi da je

(a) lim max |a;,| =0, (b) r}grgo;azn =a, (c) sup Y _ain| < oo.

n—00 1<i<n neN i=1
n
1. Dokazi da je lim 1+a;,)=c¢c
‘] n—oo ]-_[1( + z,n)
1=

2. Vrijedi li nuzno ista tvrdnja bez uvjeta (c)?

Rjesenje.

1. Logaritmiranjem dobivamo tvrdnju ekvivalentnu trazenoj

nh—golo ;ln (1 +ain) =a.

In(1+a; )

- . Zelimo dokazati da ta suma tezi u a, a kako zbog

Promotrimo izraz )7, a;,
(b) znamo da je lim 37, a;n = a dovoljno je pokazati da je
n—oo

T,

nhjglozai:nm(lw _ Zai,n = 0.
i=1 i=1



(1+z)

Neka je € > 0 proizvoljan. Bududi da je hH(l) =1, postoji 6 > 0 takav da za svaki

|z| < 0 vrijedi 1“% 1‘ < e. Bududi da je zbog (a) Jim max; i<y, la;»| = 0 postoji

N = N (0) € N takav da je za svaki n > N, maxj<;<, |a;,] < 0. Onda je posebno za
svaki n > N iza svaki 1 <1i < n, |a;,| < 0, a iz toga sljedi da je za svaki n > N i za
svaki 1 < i <n, InQ+ain) _ 1’ < e. Neka je n > N, tada vrijedi

Qj.n

1+am In 1+am)
Zam

(]JZ'7

< 6Z]am] < €sup2|am|

neN ;1

< Z |inl

Ain
Bududi da je zbog (¢) sup,eyn >oiq |@in| < 00, a € proizvoljan dobivamo trazenu tvrdnju.

2. Promotrimo niz a;,, = (\})l Za njega vrijedi

1
i | = Jiy o = Jim =,
n n 1 .
Jim 30, = Jim 32— i {01 =0
i=1 -1 V1 nee |5 momeparan
i n
sup > |a; .| = supz = Sup — = 00.
neN i=1 neN = 1 neN n

Promotrimo ¢emu je za ovaj niz jednako H (1+a;,) ito samo u slucaju podniza, kada
i=1
je n paran.

. . (—1)1')_(\/%—1 ﬁ+1>3:(n—1>3 A

(]_ —+ ai,n) = (]. + = . — —
1l o7 NN n NG

Iz ovoga zakljuéujemo da ista tvrdnja ne vrijedi nuzno bez uvjeta (c) v
Zadatak 3. Dan je neusmjeren jednostavan (i netezinski) graf I s vrhovima vy, ..., v,. Njemu

pridruzujemo kvadratnu matricu Ar € M, a sljedeéi nacin:

deg(v;) :i=j
Aij=1¢-1 .1 # j i postoji brid izmedu i i j
0 : 1 # 7 i ne postoji brid izmedu i i j

Dokazite:
a) Defekt matrice Ar jednak je broju komponenata povezanosti grafa I'.

b) Neka je I' povezan, a Br dobivena tako da je svakom elementu matrice Ar dodana jedna
jedinica. Dokazi da je matrica Br regularna.

(Ako student ne pokaze a) dio, smije u b) dijelu iskoristiti da graf ima defekt jednak 1.)

Rjesenje. Prva napomena: umjesto Ar i Br krace pisemo A i B redom.

Rijesimo prvo a) dio. Dokazimo prvo tvrdnju za povezan graf. Dakle, trebamo pokazati
da je dimenzija jezgre od A jednaka 1. Iz nacina stvaranja matrice, jasno je da je vektor
e = (1,...,1)T u jezgri od A: jednostavno kombinatorno prebrojavanje nam daje da je suma



svakog retka (ali i stupca, matrica je simetri¢na) jednaka 0. Dokazimo da su svi ostali vektori
jezgre paralelni s njime.

Neka je x # 0 neki vektor takav da je Ax = 0. Neka je a € {1,...,n} indeks takav da je
ro, = max;{z;}. Pogledajmo a-ti red sustava Ax = 0:

deg(vy)To = Z xg.

B : vgrva

Kako je x, maksimalni element, imamo da je svaki sumand na desnoj strani manji ili jednak
od z,, i tih sumanada ima upravo deg(v,). Dakle, zapravo vrijedi

deg(va)xa Z Z zg.

B 1 vgrva

Od malo prije znamo da u gornjoj nejednakosti vrijedi jednakost. To je moguce ako i samo ako
vrijede sve jednakosti 23 = z,. Dakle, pokazali smo sljedece:

To = max{z;} 1 Vg > Vg, => Tg = Ty. (1)
(2

Sad ovaj zaklju¢ak ponavljamo: ako je neki element x,, tada su svi njegovi susjedi x4 (susjedi
u smislu grafa I') maksimalni elementi, pa tada primjenom zakljucka za svaki taj element x4
zakljucujemo da su i njihovi susjedi maksimalni elementi. Kako je graf povezan, sve ¢emo
vrhove posjetiti. Dakle, svi elementi su maksimalni, a to znaci i jednaki:

Ty = =Iy=- =&, — X=1I.,6 —> X||e,

sto je i trebalo pokazati.

Pogledajmo sad primjer nepovezanog grafa. Neka ima k komponenata povezanosti. BSO
postoje ny,ng, . ..ng_1 takvi da su vrhovi vy, ..., v,, u prvoj komponenti, vy, 41,...,v,, 0 dru-
goj komponenti, ..., vp, ,41,...,V, U zadnjoj komponenti. Ako nije tako, to se moze postici
drugacijom numeracijom vrhova i primjenom matrica permutacije s lijeva i zdesna na A. Kako
su one regularne, i kako mnozenje regularnom matricom ne mijenja rang (pa i defekt), proces
je valjan.

Sada je matrica A blok dijagonalna. Za svaki od tih blokova znamo da se vektor €; nalazi
u njihovoj jezgri, gdje taj vektor ima svugdje nule, osim na mjestima n;_; + 1,...,n;, gdje su
jedinice. Takoder, slicno rezoniranje kao za povezan graf, zaklju¢ujemo da svaki vektor u jezgri
mora biti linearna kombinacija vektora €;. Jasno je da su ti vektori linearno nezavisni i da ih
ima k, pa je a) dio gotov.

Dokazimo sada b) dio. Prema a), matrica A ima rang n — 1. Dapace, znamo i vise. Neka
su Wi, ..., W, stupci matrice A. Kako je e jedini element baze jezgre simetricne matrice A,
znamo sljedece:

YDopwi=0 = Am=0 = [y = =,
(2
gdje jem = (pug, ..., pn)T.
Dokazimo da su stupci wy + e,...,w, + e linearno nezavisni. Pretpostavimo suprotno,

AN, A, A e[| # O takvi da

Uredivanjem, i uvodenjem L = 3, \; imamo

Z)\Zwi = —Le. (2)

3



Ovo je zapravo linearan sustav jednadzbi: matrica sustava ¢ine vektori w;, dakle matrica sustava
je A. Nepoznanica je y := (A, ..., \,)T, vektor desne strane je —Le. Dakle

Ay = —Le.

Zbrojimo sve jednakosti koje imamo. Kako je za svaki redak, ve¢ puno ponavljano, suma svih
elemenata u retku jednaka nuli dobijemo

0=—-ILn. = L=0.
Kada to vratimo u (2), imamo

Zadnja dva zakljucka zajedno daju da je nuzno svaki \; jednak nuli, dakle B je regularna.

Napomena. Jednadzbu 2 mogli smo samo skalarno pomnoziti s e.
Zadatak se moze poopéiti i na tezinski graf, ukoliko su te tezine pozitivne (ako nisu, ne mozemo
zakljucivati jednakost kod nejednakosti i dobiti (1)).

Zadatak 4. Pakiranje kocke Q C R” je svaki skup P C () koji je unija kugala jedini¢nog
polumjera s medusobno disjunktnim nutrinama. Zan € Nir > 0 oznacimo sa V,,(r) supremum
skupa volumena svih pakiranja kocke [0, 7]". Dokazite da za svaki n € N postoji lim Va(r)/r™.

Rjesenje. Oznacimo:

M := sup Va(r)

r>0 1"

€ (0,1].

Za svaki ¢ takav da je 0 < e < M postoji r. > 0 takav da je V,(r.) > (M — €)r”, a potom i
pakiranje P. od [0, .]™ volumena veéeg od (M —e)r?. Za bilo koji k € N kocku [0, kr.]" mozemo
podijeliti na k™ kongruentnih manjih kocaka. Svaku od njih mozemo pakirati translatom od P.
te unija svih tih pakiranja daje pakiranje od [0, kr.]" volumena veceg od (M —e)k™r”. Funkcija

r+— V,(r) je svakako neopadajuca pa za bilo koji r > 0 uz oznaku k = |r/r.| sada imamo

V() Vi(kre) (M —e)k™? 1 \"
rn = (k+ 1)nrn - (k+1)nym (M—a)(l a ) ‘

[\
o

Ako je k. € N dovoljno velik da vrijedi (1 - gl )n > A=

ke+1 —£
Va
M—2e< ) gy
Tn
Dakle, trazeni limes postoji i zapravo je jednak M. v

Napomena. Izvor zadatka: Tricki, http://www.tricki.org, ¢lanak: Use self-similarity to get
a limit from an inferior or superior limit. Kao $to je tamo pokazano, tvrdnja (uz isti dokaz)
vrijedi i za pakiranja izometrickim kopijama nekog kompaktnog skupa s rubom mjere nula
(umjesto kuglama).



IZBORNO NATJECANJE ZA VOJTECH JARNIK - RJESENJA
SENIORI
15. 03. 2017.

Zadatak 1. Neka je R prsten takav da za svaki a € R vrijedi a®> = a. DokaZi da je R
komutativan.

Rjesenje. Dokazimo najprije da za svaki izbor a,b € R vrijedi ab = —ba.
Iz (a+b)? = a + b slijedi
a+ab+ba+b>=a+b = a+ab+ba+b=a+b = ab+ba=0,

to jest ab = —ba.
Sada preostaje uociti da za svaki element x € R vrijedi x = 2% = (—1)? = —z.
Posebno, vrijedi i —ba = ba, dakle ab = ba, $to je trebalo pokazati. v

Zadatak 2. Izracunaj lim nsin (n! - 2me).

Rjesenje. Neka je

"1
Gy = —.
|
i k!
Znamo da je
lim =e.

Stavimo r, = e — a,. Prvo pokazimo da je n%rl <nl-r, < % Lijeva strana nejednakosti je
o¢ita iz definicije od r,. Imamo

US| 1 w1 1 1
ntm = 00 = 2 T < (n—i—l)!(,;) (n+2>k> GRS pp——
Pustanjem m — oo i koristenjem ¢injenice da je
Jim 0, = o
dobivamo r,, = e—a,, < %, a mnozenjem s n! konacno i nlr, < % < % Iz pokazanog

imamo da je

lim n-nlr, = 1.
n—oo

Konacno:

. . . . . sin(2mnlr
lim n - sin(27nle) = lim n-sin(27nlr,) = lim n - QWH!TnM = 2m,
n—00 n—00 n—00 27T7L!T'n

gdje smo u prvoj jednakosti koristili da je e = r, +a,, nla, € Z i da je funkcija sin(x) periodi¢na
s periodom 27, a u posljednjoj jednakosti ¢injenicu da je

lim n-nlr, = 1.
n—oo



Zadatak 3. Prirodan broj k nazvat ¢emo sarenim ako postoji prirodan broj n takav da k dijeli
sve brojeve

n n n

1)’ 2/ n—1)

RjeSenje. Dokazat ¢emo da su svi Sareni brojevi 1 (Sto je ocito jer jedan dijeli sve brojeve) i

Nadi sve Sarene brojeve.

prosti brojevi. Zaista, za sve proste p izraz (i), gdje je 0 < k < p, sastoji se od brojnika koji
jest djeljiv s p te nazivnika koji nije.
Dokazimo prije glavnog dijela dokaza dvije pomoéne tvrdnje.

Tvrdnja 1: Neka je a > 1 prirodan broj relativno prost s p. Tada (O;%? nije djeljivo s p.
U dokazu koristimo formulu za najvec¢u potenciju prostog broja koja dijeli n!:

=5 7]

(v,(m) je najveéi nenegativan cijeli broj k takav da p* | m). Ovdje imamo

ap”\\ & (| ap” (a=Dp”| |p°
Vp 3 = IV VR B e
p k=1 p p p
Sada mozemo vidjeti kako je svaka zagrada u sumi jednaka nuli: za k£ < [ imamo najvece cijele
a1)p8
( pi)p
dva uzastopna broja s p*?, kako veéi od njih nije djeljiv s p*=#, rezultat pri cjelobrojnom

dijeljenju je jednak) te {‘;‘;—ﬂ = 0 (jer je broj manji od 1).

dijelove od cijelih brojeva, a za k > ( imamo da je {apiﬂ = [ J (jer uzimamo kvocijent

Turdnja 2: Broj (pé’fjl) nije djeljiv s p?.
U dokazu opet koristimo istu formulu. Promatramo sumu

(-1 1)

i dokazujemo da je jednaka 1. Za k < (8 uzimamo najvece cijele dijelove od cijelih brojeva. Za
k > ( svako najvece cijelo iznosi 0. Jedino za k =  sumiramo zagradu oblika (1 — 0 — 0),
odakle vidimo kona¢no da je trazeni broj djeljiv s p, ali ne i p?.

Dokazimo sada ostatak zadatka. Neka je k neki Sareni broj, a n odgovarajué¢i broj iz teksta
zadatka. Iz uvjeta zadatka vidimo k | (711) = n. Pretpostavimo da k£ ima vise od jednog
prostog faktora. Tada vise od jednog prostog faktora ima i n, pa ga mozemo zapisati u formatu
n=ap’ p|k a>1ipf{a Tada prema Tvrdnji 1 (O;f,}ﬁ) nije djeljivo s p, pa ne moze biti
djeljivo niti s k.

Pretpostavimo sada da je k barem druga potencija prostog broja: k& = p?. Sli¢no kao gore,
n je takoder djeljiv s p?, ali nije djeljiv ni sa kojim drugim prostim brojem (jer opet mozemo
primijeniti Tvrdnju 1), dakle oblika je n = p”. Tada prema Tvrdnji 2 (pgi) nije djeljiv s p?,
pa niti s k, ¢ime je dokaz gotov. v



Zadatak 4. Neka je n prirodan broj i A realna n x n matrica. Dokazi da postoji realni ne-nul
polinom P, u n varijabli, takav da je

P(Az) =det A- P(x), VYxeR"

Rjesenje. Neka su ai,s,...,a,, sve realne i B1,B1, B2, Ba, - ..., B, Be sve kompleksne svoj-
stvene vrijednosti matrice A* (m + 2k = n). Tada vrijedi

det A =det A" = ajas ... apmf1Bi - .. BiBr.

Neka su aq, as, . . ., a,, pripadajudi realni, a by, b, . .., by pripadajué¢i kompleksni svojstveni vek-
tori matrice A'. Promotrimo funkcije

R" — R, reata; iz (') - (2'D;).
Ocito se radi o realnim ne-nul polinomima u n varijabli, za sve 1 = 1,2,...,m, j =1,2,... k.
Tada je i
m k
P(z) = [[(z'a;) [T(2'6;) - (D))
i=1 j=1

realni ne-nul polinom u n varijabli. Tvrdimo da je to trazeni polinom.

(2" A'D;) - (2" A'D)

=

P(Az) = ﬁ(:ctAtai)
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Ovime smo dokaz priveli kraju. v



