IZBORNO NATJECANJE ZA VOJTECH JARNIK - ZADACI
JUNIORI
23. 03. 2018.

Zadatak 1. Postoji li familija neprekidnih funkcija {f, : [0,1] — R, a € R} koja zadovoljava
sljedece uvijete:

e za sve medusobno razli¢ite «, 8 € R grafovi funkcija f, i fs sijeku se u tocno tri tocke; i

e za sve medusobno razli¢ite o, 3,7 € R grafovi funkcija f,, f3 i f, imaju toc¢no dvije
zajednicke tocke?

Zadatak 2. Neka M, (R) skup realnih n x n matrica. Nadite sve surjektivne funkcije
f: M,(R) —{0,1,2,...,n}

takve da vrijedi

FXY) <min{f(X), f(Y)},
za sve X, Y € M,(R).

Zadatak 3. Neka je ¢ Eulerova funkcija. Nadite sve prirodne brojeve n takve da jednadzba

¢ (- (0(x))) = n,

gdje se funkcija ¢ pojavljuje k puta, ima rjesenja za svaki prirodni broj k.

Zadatak 4. Oznac¢imo Q" :=QnN(0,+00) i S:=Q" x Q™.

(a) Dokazite da jednadzba z¥ = y* ima beskonacno mnogo rjeSenja (x,y) € S takvih da je

x #y.

(b) Dokazite da za svaki € > 0 jednadzba z¥ = y* ima kona¢no mnogo rjesenja (z,y) € S
takvih da je |z —y| > e.



IZBORNO NATJECANJE ZA VOJTECH JARNIK - RJESENJA
SENIORI
23. 03. 2018.

Zadatak 1. Postoji li neprekidna funkcija f: R — R koja poprima svaku vrijednost to¢no
dvaput?

Zadatak 2. Neka M, (R) skup realnih n x n matrica. Nadite sve surjektivne funkcije
f: M,(R) — {0,1,2,...,n}

takve da vrijedi

SXY) < min {f(X), f(Y)},
za sve X, Y € M,(R).

Zadatak 3. Za konacan podskup skupa prirodnih brojeva A C N definiramo p(A) kao broj
razli¢itih prostih faktora umnoska elemenata skupa A:

p(A) = card{p prost: p | [] a}.

acA

Nadalje, definiramo A*:
At ={a+0b:a,be A a#b}.

Primjerice, za A = {5,6,9,10} imamo p(A) = card{2,3,5} = 3, AT = {11, 14,15, 16, 19}.
U ovisnosti o n € N\{1} odredite, ako postoje, najmanji M, i najveéi m,, takve da je nejednakost

ma < p(A) - p(A¥) < M,

zadovoljena za sve n-Clane skupove A.

Zadatak 4. Nadite sve prirodne brojeve n za koje postoji familija F' troc¢lanih podskupova
skupa S = {1, 2, .., n} takva da vrijedi:

1. za svaka dva razlic¢ita elementa a,b € S postoji to¢no jedan A € F koji sadrzi a i b

2. akosua,b,c,z,y, z € S takvi da su {a, b,x}, {a, c,y}, {b, c,z} € F', tada je {x,y,z} e F.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova. Vrijeme pisanja je 240 minuta.
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