JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

KOMPLEKSNA ANALIZA
Prvi ispit (nastavnic¢ki smjer) — 15. lipnja 2026.

Svaki zadatak rjesavajte na odvojenom papiru.
Vrijeme rjesavanja je 120 minuta.

Zadatak 1. (14 bodova) Definirajte zvjezdast skup. Iskazite Cauchy-ev teorem za
zvjezdast skup. Objasnite glavne ideje dokaza tog teorema. Koja je uloga Goursat—
Pringsheimovog teorema? Svoj odgovor obrazlozite.



JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

KOMPLEKSNA ANALIZA
Prvi ispit (nastavnic¢ki smjer) — 15. lipnja 2026.

Zadatak 2. (14 bodova) Diskuitirajte razvoj u red potencija cijele funkcije (holomorfne
na C) oko tocke zg = 0 (lokalno uniformna konvergencija i radijus konvergencije). Iskazite
u tom slucaju Cauchy—eve ocjene na koeficijente i objasnite kako se koriste da se dokaze
Liouvilleov teorem.
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Zadatak 3. (14 bodova) Zadana je funkcija u : R* — R formulom
u(z,y) = e” cosy — 2zy.
Odredite (ako postoje) holomorfne funkcije f = u +iv : C — C takve da je
(a) f(1)=e—1+ (e+2)i,
(b) f(ir) = —1+im.

Dobivene funkcije zapisite kao funkcije u varijabli z = x + iy.

Rjesenje 3. Racunamo:

ou N 0*u N
By L Y) = efcosy =2y, —(z,y) = e’ cosy,

odnosno
O ) = —esiny — 20, Lz, y) = —¢"
—(z,y) = —€"siny — 2z, —(x,y) = —€” cos y.
ay 7y y Y ayQ 7y y
Lagano se pokazuje da je v € C?*(R?). Imamo
0?u 0?u

Dakle, u je harmonijska. Ako je u realni dio neke holomorfne funkcije f, onda moraju
vrijediti C-R uvjeti, odakle dobivamo:

ov @

i — e )
ay(x,y) e*cosy — 2y, o

Integriranjem prve jednadzbe po y dobivamo

(z,y) = € siny + 2x.

v(z,y) = e"siny —y* + C(a),

a zatim deriviranjem dobivene jednadzbe po z i izjednacavanjem s izrazom dobivenim
C-R uvjetom imamo

C’'(z) = 2x, odnosno C(x) = 2* + D za neki D € R.
Dakle,
f(z+iy) = u(z,y) +iv(z,y) = " cosy — 2xy +i(e“siny — y*> + 22 + D)

odnosno
f(z)=e*+iz> +iD, D € R.

(a) f(1)=e—14+(e+2)i=e—1+(e+2)i=e+i(l+ D) = trazeni D ne postoji.
(b) fimr)=—-1+ir = —1+in=—-1+i(-m*+ D) = D =n(1+n).
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Zadatak 4. (14 bodova) Zadana je funkcija

2026
ez—-1

2342224 2

f(z) =

(a) Odredite singularitete funkcije f te ispitajte njihov karakter. Za polove (ako isti
postoje) odredite red.

(b) Koristeci teorem o reziduumima izrac¢unajte integral

[ e

pri ¢emu je I' pozitivno orijentirana kruznica oko 0 polumjera 2.

RjesSenje 4.

(a) Singulariteti funkcije f su z =0, z = 11z = -1. O¢ito su svi izolirani. Klasificirajmo
ih:

(e DLy = 0, (24 Dt = (2(2 4+ D)]eey = 0, (24 1)) ooy #0
—> -1 je nultocka drugog reda funkcije z r—> (2 +1)2
— -1 je pol drugog reda funkcije z —

2026
ez—1

(z+1)2 +1)

Jer je funkcija z — holomorfna u -1 te je njena evaluacija u toj tocki
razli¢ita od nule, prema tvrdnji s vjezbi (2.6.3) zaklju¢ujemo da je -1 pol 2.
reda funkcije f.

- Z|z:0 = 07 Zl|z:0 7é 0
=—> 0 je nultocka prvog reda funkcije z — 2
=—> 0 je pol prvog reda funkcije z l
2026

Jer je funkcija z — holomorfna u 0 te je njena evaluacija u toj tocki

(z+1)2 +1)
razli¢ita od nule, prema tvrdnji s vjezbi (2.6.3) zaklju¢ujemo da je 0 pol 1.
reda funkcije f.

— Funkcija z — €7 je holomorfna na C i vrijedi e* = > 72 2,z € C. Odavde
2026 oo 2026" 1

je funkcija z — =1 holomorfna na C \ {1} i vrijedi e==1 = > == o

Direktno iz Laurentovog reda isCitavamo da je 1 bitan singularitet funkcije
2026

2> et
Ponovno, jer je funkcija z — m holomorfna u 1 te je njena evaluacija u
toj tocki razli¢ita od nule, prema spomenutoj tvrdnji s vjezbi zaklju¢ujemo da

je 1 bitan singularitet funkcije f.




(b) Prema (a) je 1 bitan singularitet funkcije f (koji se ujedno nalazi unutar S(0,2)),
stoga je prirodno pokuSati izra¢unati integral koristeci reziduume u singularitetima
koji se nalaze izvan S(0,2). Ra¢unamo:

%026 3 2026z
1 el z°e =1
z)=Jf(=)= - '
f1(2) f(z) zi3+z%+§ 1422422

Ocito je lim, o f1(2) = 0, stoga zaklju¢ujemo da je f analiticka u beskona¢nosti.
Sada je

2026
) R ez—-1
Res(f? OO) = ZE&HOOZ(JC(OO> o f(Z)) - zllgi-noo 22 +22+4+1 N

Koristeci teorem o reziduumima i relaciju za sumu reziduuma dobivamo

2026

/Ldz = —2miRes(f,o0) = 0.
r

24222+ 2
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Zadatak 5. (14 bodova) Izrac¢unajte integral

+00 2
/ cos(2x) .

o (24 1)(22+9)

Rjesenje 5. Oznac¢imo gornji integral s [ i stavimo

1

IG) =G+

Singulariteti funkcije f su 2y = 7,20 = —i, 23 = 31,24 = —3i. Primijetimo da su svi z;
polovi 1. reda te da se z; i 23 nalaze u gornjoj poluravnini. Primijetimo takoder da se
niti jedan singularitet ne nalazi na realnoj osi.

Za |z| = R (gdje je R dovoljno velik) imamo

()] = : < S
0+ S —10f—9 R -10—9
Stavimo A
M(R) = ! Flo) e —
RY*—10R% -9’ (22+1)(22+9)
Viijedi

. , 1
Aim M(R) = lim s =

stoga prema Jordanovoj lemi imamo

0,

+oo
/ F(z)dx = 2mi (Res(F,i) + Res(F, 3i)) .
Rac¢unamo pripadne reziduume:

Res(F,i) =lim(z —i)F(z) = i

z—1 1662’

Res(F,3i) = Zh_r)rgll(z —3i)F(z2) = e

+oo _ i i (et — 1)
/_Oo J(x)de =% (27” (_1662 * 4866)> T 246

pa je




