JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

KOMPLEKSNA ANALIZA
Drugi ispit (nastavnicki smjer) — 29. lipnja 2026.

Svaki zadatak rjesavajte na odvojenom papiru.
Vrijeme rjesavanja je 120 minuta.

Zadatak 1. (14 bodova) Iskazite i dokazite Cauchy-ev teorem za derivaciju. Iskazite
Cauchy-ev teorem za zvjezdast skup i iskoristite ga da odredite primitivnu funkciju od
1/z na domeni koju treba specificirati.
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Zadatak 2. (14 bodova) Definirajte podruéje. Definirajte gomiliste skupa. Iskazite
princip jedinstvenosti za holomorfne funkcije. Ako je cijela funkcija f identicki jednaka
nuli na imaginarnoj osi, koliko je f(1)? Svoj odgovor obrazloZite.
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Zadatak 3. (14 bodova) Razvijte funkciju
f(2) =sin* 2z 4 cos* 2
u Taylorov red oko tocke zy = 0 i odredite radijus konvergencije dobivenog reda.

Rjesenje 3. Uocimo,

f(Z)_Sin4Z_|_COS4z— ﬂ 4+ M 4—i(A+B)
N N 2 2 16 '

Racunamo:
— 64@2 _ 46222 16— 46—212' + 6_422.

Analogno je
B — (eiz + e—iz)4 _ phiz +4e2iz +6 +4€—2iz + o iz

Konacno,

Podrucje konvergencije reda je cijeli C.
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Zadatak 4. (14 bodova) Odredite broj nulto¢aka funkcije
h(z) = 2"+ 524 + 1022 + 1
unutar V'(0; 1, 2), pritom rac¢unajuéi njihove kratnosti.

RjeSenje 4. Odredit ¢emo broj Ng,1)(h) nultocaka funkcije h unutar S(0,1), zatim
broj Ng(,2)(h) istih unutar S(0,2), a potom od Ng2)(h) oduzeti Ngq1)(h) i broj nul-
tocaka funkcije h na S(0,1).

e Uzmimo f(2) = 1022, g(z) = 2" + 52 + 1. O¢ito je h = f + g. Nadalje, za
z € 5(0,1) vrijedi

[f(2)] =10[z* = 10, |g(2)| = [T + 52" + 1| < |27+ 5|2* + 1 =7.

Dakle, za sve z € S(0,1) vrijedi |g(2)| < |f(2)], stoga iz Rouchéovog teorema slijedi
Nso1)(h) = Ns,)(f) = 2.

e Uzmimo f(2) = 27, g(z) = 5z* + 1022 + 1. Ocito je h = f + g. Nadalje, za
z € 5(0,2) vrijedi

1£(2)] = |2|" = 128, |g(2)] = |52 +1022+1| < 5]z|*+10[2]*+1 = 80+40+1 = 121.

Dakle, za sve z € S(0,2) vrijedi |g(2)| < |f(2)|, stoga iz Rouchéovog teorema slijedi
Ns(.2)(h) = Ns2)(f) = 7.

e Ima li A nulto¢aka na S(0,1)? Pretpostavimo da ima, tj. da je h(z) = 0 za neki
z € 5(0,1). Tada je
27452 + 1022 = —1.

Medutim, tada je
1=|—1] = [z" 4+ 52" +102%] > 10|z — |2|" = 5|2[* =10 — 1 — 5 = 4,
Sto je kontradikcija. Dakle,

Ny (o;1,2)(h) = Ns,z2)(h) — Ny (h) =7 -2 =5.
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Zadatak 5. (14 bodova) Izra¢unajte integral

/+°° z? cos(5x)

o (@2 +1)(2% +16)

Rjesenje 5. Oznac¢imo gornji integral s [ i stavimo

Z2

1C) = e T1e)

Oznac¢imo ‘

F(2) = f(2)e’.
Singulariteti funkcije f su 21 = 4, 20 = —i, 27 = 41, z4 = —4¢. Primijetimo da su z; i 23
u gornjoj poluravnini te da funkcija f nema signulariteta na realnoj osi. Svi singulariteti
su polovi 1. reda. Za |z| = R (gdje je R dovoljno velik) vrijedi

E [ R

’|
< = =
](22 + 1)(22 + 16)] - \2]4 — 17\2]2 —16 R*—17R? — 16

[f(2)| =

M(R).
Oc¢ito M(R) — 0 kada R — oo, stoga prema Jordanovoj lemi vrijedi

/_ h F(z)dz = 2mi (res(F,z1) + res(F,z3)).

o0
Racunamo
N 2265iz o 6_5 .
o res(F i) = (z4+17z2+16)'|2=i =30 b
N Z2€5iz - 46_20 .
o res(F,4i) = m\z:m‘ = "3
Kako je

N e VR

uvrdtavanjem dobivamo I = % (4e72 —e7°).



