RJESENJA ZADATAKA ZA CETVRTE VJEZBE

Zadatak 1.4.3. Rijesite jednadzbe:
(a) In(i—2)=1
(b) €* +2e* —3=0
(c) sinz+cosz =2
(@) Itgz| =1

Rjesenje. (a) Prvo provjerimo da se 1 nalazi u kodomeni glavne grane prirodnog logaritma,
1 € R x (—m, 7). Broj 1 je u kodomeni, pa dalje ra¢unamo:

In(i—2)=1

Inji —z|+iarg(i—z) =1

Inji—z|=1, arg(i —z) =0

li—z|=e, arg(i—2)=0
Slijedi ¢ — z = e, pa je rjeSenje z =i — e.

(b) Ra¢unamo:

(c) Racunamo:

sinz +cosz =2
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(d) Vrijedi [tgz| = 1 ako i samo ako je |sinz| = |[cosz| i cosz # 0. Pisemo z = z + iy.
Prisjetimo se da vrijedi

sin(iz) = ish(z), cos(iz) = ch(z).

Izrazit ¢emo lijevu i desnu stranu u algebarskom obliku jer imamo modul. Koristenjem
adicijskih formula imamo:

sin z = sin(x + iy) = sin(z) cos(iy) + cos(x) sin(iy) = sin(x) ch(y) + i cos(z) sh(y)
cos z = cos(x + 1y) = cos(x) cos(iy) + sin(x) sin(iy) = cos(z) ch(y) + ¢sin(z) sh(y).

Sada mozemo nastaviti:

= | cos z|

|sin 2|2 = | cos z|?

(sin(z) ch(y))? + (cos(z) sh(y))* = (cos(z) ch(y))” + (sin(x) sh(y))
sin? z(ch? y — sh? y) = cos? z(ch?y — sh?y)

sinz = cos® z

ltgz| =1

tgx = +£1.
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Iz ovoga slijedi da su rjesenje svi kompleksni brojevi z takvi da je Rez = £75 +km, k € Z.

O
Zadatak 1.4.4. Funkcijom f(z) = e* preslikajte sljedeée skupove:
(a) {z+iyeC|0<z <400, 0<y<Z}
(b) {z+iyeC|-o0o<zx<0, 0<y <27}
Rjesenje. (a) PiSemo e* = e®"% = e%(cosz + isiny). Zbog = € (0,+00), moramo imati

le*| = e¥ € (1,+00). Iz drugog uvjeta citamo arge® € (0, 7). Dakle, slika naseg skupa je
skup
v
{weC:|w >1,0<argw < 5}

(Nacrtajte sliku!)
(b) Sli¢nim argumentima kao u (a) dijelu zadatka, rjesenje je
{weC:0< |w| <1,0<argw < 27}.

To je krug polumjera 1 bez pozitivnog realnog polupravca i bez ruba. Ovdje smo s argw
bili oznacili one kutove u Arg w koji su unutar [0, 27).
O

Zadatak 1.4.5. Funkcijom f(z) = Inz preslikajte skup

G:{ZEC]1<|2|<6,0<argz<g}.



Rjesenje. Prisjetimo se da je po definiciji
Inz =In|z| +iargz,

gdje je arg z onaj kut iz Arg z koji je unutar (—m, 7), za z € C\{z : z € R,z < 0}. Iz prvog uvjeta
slijedi da je 0 < Re(Inz) = Ine < 1, a iz drugog uvjeta slijedi da je 0 < Im(Inz) = argz < 7.
Dakle,

f(G) = {w € C:Rew € (0,1), Imw € (0, g)}

(Nacrtajte taj skup!) O
Zadatak 1.4.6. Izracunajte:
1+i\*
a —_—
@ (75)
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Rjesenje. (a) Lako se vidi da je ’1—\7;

=1, arg (%) =7, paje
Ln (1\_);> = {Z <Z+2kﬂ'> 1k e Z}.

2
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(b) Vidimo da je Ln(—1) = {i(2k + 1)7 : k € Z}. Tada je

Slijedi da je

(*1)‘/5 = V@R cos(V2(2k + 1)) + i sin(vV2(2k 4 1)7)

Zadatak 1.4.7. Izracunajte:
(a) Arccosi
(b) Arctgs

Rjesenje. Oba zadatka pokusajte rijesiti bez formula, tako da rijesite pripadne jednadzbe (a)
cosz=11(b)tgz = % Slijedi rjesenje pomoc¢u formula.

(a) z=14,22 —1=—-2,V22 — 1 =+V2i.
Ln(i £ v2i) = In|i + V2i| + i Arg(i + V/2i) =
- {1n(1+\/§)+i(g+2km) ke Z}u {111(\/5—1) +i(—g+2kw) ke Z}.
Slijedi da je

Arccos(z):{g+2kw—i-ln(\/§+1):kGZ}U{—g—i—Qkﬂ—i-ln(\/i—l):keZ}.
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