RJESENJA ZADATAKA ZA VJEZBE U DESETOM TJEDNU

2.5 Laurentov red
na podrucju

Zadatak 2.5.1. Razvijte u Laurentov red funkciju f(z) = .

(a) K(0,1)

(b) C\ K(0,1)
(a) Taylorov red funkcije f oko nule je
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pa je zbog jedinstvenosti reda sa svojstvom iz napomene neposredno prije ovog zadatka,

Rjesenge.

to ujedno i Laurentov red funkcije f oko nule.

(b) Za z € C\ K(0,1) je |z| > 1, pa je |1| < 1. Stoga vrijedi
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Zadatak 2.5.2. Razvijte u Laurentov red funkciju f(z) = G-D(-2
z — Z —

podrucju
(a) K(0,1)
(b) V(0,1,2)

(¢) C\ K(0,2)

Rjesenje.  (a) Funkcija f je holomorfna na K (0, 1) pa tu njen Laurentov red nema netrivijalnih
koeficijenata uz negativne potencije:
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(b) Funkcija f je holomorfna na V(0,1,2). Za 1 < |z| < 2 imamo
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te je stoga trazeni Laurentov red jednak
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(¢) Funkcija f je holomorfna na C\ K(0,2) pa njen Laurentov red nema netrivijalnih koefi-
cijenata uz pozitivne potencije. Za |z| > 2 imamo
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Zadatak 2.5.3. Razvijte funkciju f(z) = m u Laurentov red oko tocke zp u
z—1)(z —

podrucju D, ako je
(a) z0=-1,3€D
(b) z0=1,2€D

Rjesenje. (a) Funkcija f je holomorfna na C\ {1,2}. Buduéi da podruc¢je D sadrzi tocku %,
zakljucujemo da je D podrucje unutar vijenca V(—1,2,3) ={z € C |2 < |z + 1] < 3} ili
cijeli taj vijenac.
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(b) D je podrugje unutar K(1,1)\ {1} =V (1,0,1). Imamo
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Zadatak 2.5.4. Razvijte u Laurentov red funkciju f(z) =

koje sadrzi tocku —i.
Rjesenje. Funkcija f je holomorfna na C\ {0}. Podrué¢je D je skup
D={zeC|1<|z—1i] <+oo}.

Znamo da je Z% = (—l)/.
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Zadatak 2.5.5. Ragzvijte u Laurentov red u okolini tocke 0 funkciju f zadanu sa
(a) f(z) = ¢
1
(b) f(z) = 2%sin <7rz i )
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Rjesenje. (a) Funkcija z — e* je holomorfna na C i za svaki z € C vrijedi
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Iz toga slijedi da je

(b) Vrijedi
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Dakle, f(z) = —2%sin 7. Funkcija sin 2z je holomorfna na C i za svaki z € C
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Podrucje konvergencije redova iz (a) i (b) je C\ {0} = {2z € C|0 < |z| < +o0}.



