RJESENJA ZADATAKA ZA VJEZBE U JEDANAESTOM TJEDNU

Zadatak 2.5.6. Odredite koje se od sljede¢ih funkcija daju razviti u Laurentov red u okolini
tocke 0.
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Rjesenje. U svakom od ova tri podzadatka treba ispitati da li postoji p > 0 takav da je funkcija
holomorfna na probusenom krugu K*(0, p). Ako postoji, funkcija se moze razviti u Laurentov
red oko 0.

(a) Funkcija z —+ sinz je holomorfna na C, pa je funkcija z — sin1 holomorfna na C \ {0}.
Dakle, zadana funkcija se moze razviti u Laurentov red na C\ {0}.
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(b) Funkcija z — nije definirana tamo gdje je sinz = 0, tj. za

z € Arcsin0 = {km | k € Z}.

Dakle, funkcija z — =~ je holomorfna na C\ {k7r | k € Z}. Oko nule z — —— j
dakle holomorfna na probusenom krugu K*(0,7), pa se na tom podru¢ju moze razviti u
Laurentov red.

(¢) Funkcija z +— siil nije definirana tamo gdje je z = 0 i tamo gdje je Sin% = 0, tj. nije
definirana za ’

ze{;’keZ}U{O}.

Sada vidimo da za svaki p > 0 skup K*(0, p) sadrzi tocke u kojima funkcija f nije defini-
rana, zbog

Dakle, zadana funkcija se ne moze razviti u Laurentov red niti na jednoj okolini tocke 0.
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Zadatak 2.5.7. Razvijte sljedece funkcije u Laurentov red u okolini zadane tocke i odredite
podrucje konvergencije dobivenog reda.
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(a) f(z) = 2?sin
(b) f(z) =sinz-sinl oko 0

(c) f(z) = "= oko 0



Rjesenje. (a) Uvedimo supstituciju w = z — 1. Za w # 0 imamo
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Red konvergira na C\ {1}.

(b) Laurentov red oko nule za sinus je
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i on konvergira za sve z € C. Zaklju¢ujemo da je Laurentov red oko nule za sin Jednak
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i da konvergira za sve z € C\ {0}. Laurentov red za f(z) dobit ¢emo kao umnozak ta dva
Laurentova reda:
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pri ¢emu vidimo da je koeficijent
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Zamjeéujemo da ¢emo dobiti koeficijente ¢ samo za parne potencije, jer k = 2(n — m).
Oznacimo k = 2[. Sada imamo co;11 =01
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Znamo da funkcija f ima Laurentov red oko nule konvergentan na probuSenoj ravnini
C\ {0} i znamo da njegovi koeficijenti moraju biti jednaki ovima, dakle, zakljucujemo



da gore dobiven red koji definira koeficijent cy; zaista konvergira. (Kako biste dokazali
direktno da red konvergira?)

Laurentov red je dakle
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Laurentov red je dakle
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Laurentov red konvergira na C\ {0}.

2.6 Singulariteti

Zadatak 2.6.1. Odredite singularitete i ispitajte njihov karakter za funkcije

() f() =
) fz) =
© ()= =

Rjesenje. (a) Singulariteti funkcije f su tocke z u kojima funkcija tg nije definirana (to jest
cosz = 0), a to su tocke skupa

{g +km| ke Z}
i tocke z u kojima je tgz = 0, a to su tocke skupa

{kn | k € Z).



Skup singulariteta je unija
{k%\kez}

Odredimo prvo kojeg su tipa singulariteti oblika § + km, k € Z. Vrijedi

T
z)=——cosz, z€C {k— k:GZ},
f(z) g \ k5 |
pa je
lim f(z)= lim ( - cosz) =0,
z—>g+k7r z—>g+k7r Sin z
jer je
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Budu¢i da postoji limes funkcije f u tockama § + kw, k € Z, zakljucujemo da se radi o
uklonjivim singularitetima.

Odredimo sada kojek su tipa singulariteti oblika kw, k € Z. Razdvojit ¢emo ovo na dva
slucaja, kada je k = 0 i kada je k # 0.

Za k =0 iz lim, ¢ 5> = 1 imamo:

lim f(z) = lim —
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cosz =1,
pa zakljucujemo da je 0 uklonjiv singularitet funkcije f.

Kada z — km, k # 0, tada sin z — 0, | cos z| — 1. Slijedi da je
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pa zaklju¢ujemo da su te tocke polovi funkcije f.

Moramo jos odrediti kojeg reda su polovi k7w, k # 0. To mozemo tako da odredimo red
nultocaka km, k # 0, funkcije %
Vrijedi
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Funkcija z — ZC(I)SZ je holomorfna na nekim okolinama tocaka kw, k € Z i te tocke nisu

njene nultocke, pa je dovoljno gledati red nulto¢aka k7 za funkciju z — sin z.
Vidimo da je sin(kmw) = 0 i sin’(k7) = cos(km) # 0. Dakle, red tih nultocaka je 1 pa su
tocke km, k € Z polovi prvog reda funkcije f.
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Singulariteti funkcije f su 0 i 1 jer funkcija u tim to¢kama nije definirana.

z—1
Odredimo prvo kojeg je tipa singularitet 0. Vrijedi

n=1

Vidimo da je u tom razvoju oko 0 beskonaélno mnogo ¢lanova s negativ?im potencijama,
pa je 0 bitan singularitet za funkciju z +— e> — 1. To znaéi da lim,_,o(e> — 1) ne postoji.



1
Buduéi da je lim, . ﬁ = —1, zakljuéujemo da ne postoji ni lim,_,g f(z) = lim,_o %,
pa je 0 bitan singularitet funkcije f.

Promotrimo sada singularitet 1. Funkcija z +— ez — 1 je holomorfna u 1. Razvijmo tu
funkciju u red oko 1. Taj red neée imati ¢lanova s negativnim potencijama, jer je funkcija
holomorfna u 1. Imamo

e%—1:a0+a1(z—1)+a2(z—1)2+a3(z—1)3+...,

gdje je ap = f(1) = e — 1.
Funkcija z — ﬁ ima u 1 pol prvog reda (ona je ve¢ razvijena u red oko tocke 1).

Dakle, imamo
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Dakle, tocka 1 je pol prvog reda funkcije f.
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Singulariteti funkcije f su tocka 0 i tocke z u kojima je sin% = 0, dakle tocke skupa
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Veé smo vidjeli u primjeru na pocetku poglavlja da singularitet 0 funkcije f nije izolirani
singularitet, pa nam preostaje odrediti tip ostalih singulariteta.

Tocke ﬁ, k € Z su nultocke funkcije

= 1 1

Z+— —— =sin—.

f(2) z

One su reda 1 jer je vrijednost funkcije sin’ % = — L cos L u tocki ki razli¢ita od 0. Dakle,
z z e

tocke ﬁ, k € Z su polovi prvog reda funkcije f.
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