Parcijalne diferencijalne jednadzbe 2
Kolokvij 9.7.2021.

1. (54+3=8 bodova)

(a) Definiramo preslikavanje T : D(R) — R na sljededi nacin:

T.9)i= [ apta)dn

Je i T distribucija? Je li T temperirana distribucija? Svoje odgovore
obrazlozite.

(b) Neka su a1, ...,z, € R medusobno razli¢iti. Dokazite da je {0.,,...,0z,}

linearno nezavisan podskup D'(R).

2. (5 bodova) Odredite
(D) — lim ——

n—oo r2 4 L

n2
3. (5 bodova) Koriste¢i Fourierovu transformaciju rijesite zadacu:

{ut—Au:O, na R? x R*,

u(xy, w9, 23,0) = coswy cosxy coswz, na R x {t =0},

4. (443=7 bodova) Neka su (f,),(g.) € S, f,g € S. Pretpostavimo da vrijedi
S .. S
fn — f 1Gn — 4.
(a) Dokazite: f, * g, N f*g,
(b) Vrijedi li f,gx N fg? Dokazite ili opovrgnite.

5. (5 bodova) Neka je 2 C R? ogranicen i otvoren. Neka su A € L>(Q; My(R)) i
b e L>®(Q,R) te pretpostavimo dodatno da za neki ¥ > 0 vrijedi

Az)g-€ 2 0lg)?, € eR™

Zadan je operator Lu := —div (AVu) + bu. Pokazite da postoji p > 0 takav da,
uz uvjet b(r) > —pu za s.s. x € Q, pripadna bilinearna forma B(-,-) na H}(Q)
zadovoljava uvjete Lax-Milgramovog teorema.



Rjesenja

1. (a) Primijetimo kako je zapravo T' = T, gdje je f(z) = xH(x). Kako je f €
Li. .(R), rije¢ je o regularnoj distribuciji. Nadalje, za ¢ € S imamo
(ol < [ s ePleids < llellso | s
o (I+z) “Jo (I+a)?
Kako je zadnji integral konacan, slijedi da je T' € S'.
(b) Neka su ay,...,q, € R takvi da vrijedi
i=1
Za j €{1,...,n} neka je v € CX(R) takva da je
ii. suppy N{zy,..., 2.} = {z;}.
Tada je 0 = (3" | a0, %) = a;1(z;), pa zakljucujemo da je a; = 0. Kako
je 7 bio proizvoljan, slijedi tvrdnja.
2. Stavimo fu(z) = 7 1 ga(z) = sIn(z? + %). Imamo f, = g}, pa je dovoljno
x 2 n
odrediti lim,, g,,. O¢ito za s.s x € R imamo g, — In|z|. Takoder, na (0, 1) je niz
gn dominiran s |Inz| + 1, dok je na (1, 00) dominiran s 1 In(z? + 1), pa kako su
obje funkcije u L (R), primjenom LTDK-a dobivamo
lim{gn, ¢) = (Inz},¢), @€ CZ(R).
Konacno, imamo da je lim,, f,, = lim,, ¢/, = (lim,, g,) = p.v.%.
3. Rjesenje identicno zadatku iz 2019. (dostupno na forumu u odgovarajuéem thre-

adu). Alternativno dio s racunanjem posljednjeg dijela se moze napraviti i na
sljedeci nacin: kao formulu za rjesenje dobijemo

2
=]

3
u(xy, o, x3,t) = ug(x1, To, x3) * (dmt) 2™ 40

no kako je ug separirana po varijablama, to je dovoljno izracunati jednodimen-
zionalnu konvoluciju, te izmnoziti tri rezultata (Fubini). Imamo

1 _a? 1 —an2¢%
cosx * (—4mt)ze 4 = (5(51/% +0_1/2x)e )A

= 1(61/2,, + 5_1/27r)e_t
(5 y

= e tcoszx.

Dakle, rjesenje je dano s

u(z,t) = up(x)e "



4.

(a)

Na vjezbama je u Propoziciji 3.6.3. pokazano da za proizvoljne N € N, 5 €
N¢ vrijedi
[luxvl|np < Cllullvy g |[0] s 82,

za tamo izracunate polunorme. Imamo

||fn *Gn — f*gHN,ﬁ < an* (gn _Q)HN,B"i_ H(fn - f) *gHN,ﬁ
< Ol fallvgillgn — gllns, + Cllfn = Fllinvegillgllng 6,

Prema pretpostavci, ||fn - f||N1,517 ||gn - g||N2,,32 — 0, dok je niz ||fn||N1,,31
ogranicen, pa pustanjem limesa slijedi tvrdnja.

Tvrdnja vrijedi; slijedi direktno iz a) primjenom Fourierove transformacije
koja je izomorfizam na funkcije f,, g,, f, g i ¢injenice da konvolucija prelazi
u produkt.



