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Uvod

Pri¢u o nedokazivim formulama Peanove aritmetike nemoguce je zapoceti bez pri¢e o ne-
potpunosti. Jo$ prije no Sto je 1920. godine Hilbert svojim programom potaknuo pitanje
formalizacije cijele matematike, matematicari su pokuSavali konstruirati formalni sistem koji
bi opisivao prirodne brojeve i unutar kojeg bi bilo moguée dokazati sve istinite tvrdnje o
njima. PoZeljna svojstva takvog sistema bila su potpunost i konzistentnost, to jest, defini-
rana teorija je trebala biti takva da je unutar nje mogucée dokazati svaku u njoj izrazivu
tvrdnju ili njenu negaciju, i to tocno jednu od njih.

Odgovor na pitanje je li moguée definirati konzistentnu i potpunu teoriju prvog reda
koja bi opisivala prirodne brojeve dao je Godel. Jedanaest godina nakon objave Hilberto-
vog programa Godel dokazuje svoje teoreme nepotpunosti, iz kojih je slijedila nepotpunost
Peanove aritmetike, do danas najprihvaéenije teorije prvog reda ¢iji aksiomi opisuju prirodne
brojeve. Situacija je zapravo bila joS i gora jer je Godel pokazao da je svaka konzistentna
teorija prvog reda koja je dovoljno jaka da dokaze osnovna svojstva prirodnih brojeva nuzno
nepotpuna.

Tako su Godelovi teoremi nepotpunosti bili izrazito negativan rezultat u kontekstu Hilbe-
rtovog programa, jos uvijek je postojala nada da ¢emo koriste¢i Peanove aksiome modéi
dokazati svaku istinitu tvrdnju o prirodnim brojevima. Naime, Goédel je dokazao svoje
teoreme konstruiravsi reCenicu koja je, u jeziku aritmetike, govorila sama za sebe da je
nedokaziva te je kao takvu nije bilo moguce izraziti kao matematicki zanimljivu tvrdnju
u prirodnom jeziku. Ipak, u meduvremenu su se pojavili primjeri u Peanovoj aritmetici
nedokazivih tvrdnji koji su istovremeno bili teoremi nekih drugih matematickih disciplina,
kao sto su kombinatorika ili teorija brojeva.

Fenomen matematicke nepotpunosti te njegov utjecaj na logiku i, opéenito, poimanje



UvOD

ljudskog uma, nacina na koji razmislja, zakljucuje i za $to je sposoban, i filozofski je zani-
mljiva tema te se u literaturi moze na¢i mnostvo tekstova koji koriste Godelove teoreme u
argumentaciji ovakvih tvrdnji. U ovom se radu nec¢emo baviti takvim razmatranjima, veé
¢emo se drzati matematicke strane problema. Zanimat ¢e nas tvrdnje o prirodnim brojevima
koje su istinite i izrazive u formalnom sistemu Peanove aritmetike, ali nisu dokazive unutar
teorije. Najvedi dio rada posvecen je jednoj takvoj, Ramseyjevom teoremu za relativno ve-
like skupove. U radu ¢emo dokazati istinitost tvrdnje teorema, kao i njegovu nedokazivost
u Peanovoj aritmetici, te pokuSati dati objasnjenje zaSto ga, s matematickog gledista, ne
mozemo dokazati koristeéi samo Peanove aksiome.

Rad je podijeljen na ¢etiri poglavlja. U prvom poglavlju dajemo pregled osnovnih defini-
cija i rezultata potrebnih za razumijevanje ostatka rada. U drugom poglavlju navodimo i
dokazujemo Ramseyjev teorem te njegovu verziju za relativno velike skupove koja, iako
izraziva, nije dokaziva u formalnom sistemu Peanove aritmetike. U tre¢em poglavlju provo-
dimo dokaz da ta verzija Ramseyjevog teorema nije dokaziva u Peanovoj arimetici. Na-
posljetku, u ¢etvrtom poglavlju navodimo primjere joS nekih istinitih tvrdnji koje nisu
dokazive u Peanovoj aritmetici.

Na kraju, koristim priliku da se zahvalim profesoru Vukovic¢u, ¢ija su predavanja u meni
pobudila fascinaciju ovim podruéjem, §to je bio iznimno strpljiv dok sam ja bila iznimno
neodlucna u izboru teme. Takoder se zahvaljujem svim onima koji su korisnim savjetima i

kritikama pridonijeli kona¢nom izgledu rada.



POGLAVLJE 1

Osnovni pojmovi i rezultati

Kroz cijeli rad podrazumijevat ¢emo predznanje obuhvaéeno kolegijem Matematicka logika,
¢iji sadrzaj prati [25], te osnovno predznanje o rekurzivnim funkcijama i kodiranju, obu-
hvaceno kolegijem Izracunljivost (kao literatura za navedeno gradivo moze posluziti [2]). U
ovom poglavlju dajemo pregled rezultata koji ¢e biti koristeni u nastavku rada te uvodimo
neke nestandardne oznake. Prvo dajemo par komentara o skupovima i njihovim oznakama.

U cijelom ¢emo radu s w oznacavati skup prirodnih brojeva, uklju¢ujuéi nulu. Prirodne
¢emo brojeve interpretirati i u smislu teorije skupova pa ¢emo tako simbol za prirodan broj n
ujedno koristiti i kao oznaku za pocetni segment skupa w kardinalnosti n, n = {0,...,n—1}.
Pritom se pocetni segment definira na standardan nacin: X C w je pocetni segment od w
ako x € X iy < x povlace y € X. Proizvoljne podskupove od w, ne nuzno pocetne
segmente, oznacavat ¢emo masno tiskanim simbolima (npr. h). Za h,h’ C w, piSemo
h < h’ ukoliko za svako x € h iy € h'/ vrijedi x < y (slican komentar vrijedi i za ostale
skupovne nejednakosti).

U ostatku poglavlja navest ¢emo neke metateoreme o teorijama prvog reda te reéi nesto

o Peanovoj aritmetici i rekurzivnim funkcijama.

1.1 Neki rezultati za teorije prvog reda

U ovom odjeljku isticemo samo pojmove vazne za ovaj rad i za njih vezane rezultate koje
¢emo u nastavku rada koristiti. Navedeni rezultati odnosit ée se na proizvoljnu teoriju prvog
reda T. Teorija prvog reda te pojmovi vezani za jezik teorije prvog reda, kao $to su term,
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formula i reCenica, definiraju se na standardan nacin. Standardne su i definicije strukture i
modela teorije, uklju¢ujuéi definiciju istinitosti formule u strukturi te za nju vezanih pojmova
poput ispunjivosti i valjanosti formule. Iz istog razloga preska¢emo definicije dokaza, izvoda
i teorema (sve se definicije mogu naéi u [25]). Cinjenicu da je formula ¢ teorem teorije T
oznadavat éemo s T F . Sli¢no, s T}/ ¢ ozna¢avamo da formula ¢ nije teorem teorije T.
Sad navodimo definiciju konzistentnosti te dva teorema korisna za dokazivanje konzi-

stentnosti neke teorije.

Definicija 1.1.1. Teorija T je konzistentna ako ne postoji formula ¢ teorije T' takva da
T + TFE .

Ako teorija nije konzistentna, kaZemo da je inkonzistentna.

Sliéno moZemo definirati i konzistentnost skupa formula u teoriji: skup formula I" teorije
T bit ¢e konzistentan u T ako ne postoji formula ¢ teorije T takva da se i ¢ i ~¢ mogu

izvesti iz I'. Prvo navodimo propoziciju koja se moZe naci u [25].

Propozicija 1.1.2. Neka je I' skup formula teorije T. Ako postoji model teorije T koji je

model i za skup I, tada je skup I' konzistentan u teoriji T.
Uzmemo li za I' skup aksioma teorije T, kao korolar dobivamo sljedeéi teorem.
Teorem 1.1.3. Ako teorija T ima model, tada je konzistentna.

Sad navodimo verziju teorema kompaktnosti za teorije prvog reda ¢iji se dokaz moze

nac¢i u [21].

Teorem 1.1.4 (Teorem kompaktnosti). Teorija T ima model ako i samo ako svaki konacan

podskup aksioma od T ima model.
Osim konzistentnosti, vazno svojstvo svake teorije je potpunost.
Definicija 1.1.5. Teorija T je potpuna ako za svaku zatvorenu formulu o teorije T' vrijedi
TFHe i TE -
Ako teorija nije potpuna, kaZemo da je nepotpuna.
Uz nepotpune teorije vezan je pojam neodluc¢ivih formula, ,svjedoka nepotpunosti”.

Definicija 1.1.6. Formula ¢ teorije T je neodluciva u teoriji T ako vrijedi

THe i TH-e.
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Naposljetku, navodimo teorem potpunosti, koji daje vezu izmedu dokazivosti i valjanosti

formula teorije prvog reda.

Teorem 1.1.7 (Teorem potpunosti). Neka je ¢ formula teorije T. Tada vrijedi

TkE ¢ akoisamo ako M= ¢, za svaki model M od T.

1.2 Peanova aritmetika

Peanova aritmetika je teorija prvog reda koja opisuje prirodne brojeve. Skup nelogickih
simbola Peanove aritmetike sastoji se od dva dvomjesna funkcijska simbola, + 1 -, i jednog je-
dnomjesnog funkcijskog simbola, s, ¢ije su Zeljene interpretacije funkcije zbrajanja, mnozenja
i sljedbenika, te jednog konstantskog simbola, 0. Jedini relacijski simbol je =, ¢ija je Zeljena
interpretacija relacija jednakosti.

Standardno, pisat ¢emo = +y i x - y umjesto +(z,y) i -(z,y) te x # y umjesto —(x = y)
(iste se primjedbe odnose na formule dobivene zamjenom individualnih varijabli proizvoljnim
termima).

Zan € w, s 0 éemo oznacavati term ¢ija je Zeljena interpretacija prirodan broj n,

n=s(s(...s(0)...)).

———

n puta

Terme ovog oblika nazivat ¢emo numerali.

Sad zadajemo nelogicke aksiome Peanove aritmetike.

Definicija 1.2.1. Nelogicki aksiomi Peanove aritmetike su:
(i) aksiomi jednakosti,

e r=uxte

e =y — (p(x) = ¢(v), gdje je o(x) atomarna formula, a ¢'(y) formula
dobivena zamgjenom nekih, moZda i svih, slobodnih nastupa varijable x varijablom

Y
(ii) aksiomi koji opisuju svojstva koja treba zadovoljavati funkcija sljedbenika,

o s(x)=s(y) >z =y te
o 0+# s(x),

(iii) aksiomi zbrajanja,
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e r+0=uxte
e z+s(y) =s(x+y),

(iv) aksiomi mnoZenja,

e z-0=0 te

e z-s(y)=w-y+u,
(v) te shema aksioma indukcije,

©(0) = (Va(p(x) = ¢(s(x))) = Vap(x))
gdje je p(x) proizvoljna formula.

U daljnjem ¢emo tekstu cesto za Peanovu aritmetiku koristiti oznaku PA.

Moze se pokazati da su mnoga svojstva zbrajanja i mnoZenja prirodnih brojeva te,
StoviSe, 1 glavni teoremi teorije brojeva, dokazivi u PA (za neke primjere i dokaze vidi [17]).

Teorija PA ima model kojem je nosa¢ skup prirodnih brojeva w, funkcijski simboli +, -
i s interpretirani su standardnim funkcijama zbrajanja, mnozenja i sljedbenika na skupu w,
a konstantski simbol 0 interpretiran je prirodnim brojem nula. Ovu strukturu oznacavat
¢emo s (w;+, -, s,0) 1 zvat ¢emo je standardnim modelom za PA.

Svaki model za PA koji nije izomorfan standardnom zvat ¢emo nestandardnim mo-
delom za PA.

Buduéi da PA ima model, iz teorema [1.1.3|slijedi da je konzistentna. Medutim, moze se

pokazati da teorija PA nije potpuna, o ¢emu govori Godelov prvi teorem nepotpunosti.

Teorem 1.2.2 (Godelov prvi teorem nepotpunosti). Postoji zatvorena formula G teorije
PA za koju vrijedi
PAFG i PAY-G.

Takoder, osim $to je nepotpuna, iz drugog Goédelovog teorema nepotpunosti slijedi da
teorija PA ne moZe dokazati ni svoju konzistentnost. Oznacimo li s Conpp formulu teorije PA

koja izrazava njenu konzistentnost, drugi teorem nepotpunosti mozemo iskazati u sljede¢em
obliku.

Teorem 1.2.3 (Gddelov drugi teorem nepotpunosti).

PA /¥ Conpa.
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Godelova recenica G iz teoremal[l.2.2)bila je prvi svjedok nepotpunosti teorije PA. Medu-
tim, iako teoretski vazna, reCenica G ne moZe se interpretirati kao tvrdnja o prirodnim
brojevima.

U ovom ¢éemo se radu baviti primjerima neodlucivih formula teorije PA koje govore nesto
zanimljivo o prirodnim brojevima te ¢iju istinitost mozemo dokazati. Kako su takve tvrdnje
istinite u standardnom modelu, iz teorema slijedi da je, da bismo dokazali njihovu
neodlucivost, dovoljno pokazati da nisu dokazive u PA.

1.3 Rekurzivne funkcije

U ovom odjeljku navodimo definiciju i najvaznije rezultate vezane za rekurzivne funkcije.
Rekurzivne funkcije predstavljaju klasu funkcija koje smatramo u intuitivhom smislu izra-
¢unljivima i vazan su alat za rad unutar teorije PA. Naime, mnoge tvrdnje o prirodnim bro-
jevima, kao i mnoge tvrdnje o samoj teoriji, mogu se izraziti pomocu rekurzivnih funkcija
te zatim i zapisati pomocu formula teorije PA. Ovim se Cesto Kkoristi kad se Zeli pokazati da
je neka tvrdnja (ne)dokaziva u PA.

Da bismo mogli definirati klasu rekurzivnih funkcija, potrebno je prvo definirati jednu

uzu klasu funkcija, primitivno rekurzivne funkcije.

Primitivno rekurzivne funkcije

Prvi korak u definiranju primitivno rekurzivnih funkcija je definicija inicijalnih funkcija.

Definicija 1.3.1. Funkciju Z: w — w definiranu sa Z(x) = 0 nazivamo nul-funkcija.
Funkciju Sc: w — w definiranu sa Sc(x) = x + 1 nazivamo funkcija sljedbenika.
Zancw il <k<n, funkciju I} : W™ — w definiranu sa I})(x1,. .., x,) = T nazivamo

projekcija.

Funkcije Z, Sc i I}}(n € w,1 < k < n) nazivamo inicijalne funkcije.

Neka su f, g: wF — w, zaneko k > 1. Sa f ~ g oznatavamo da za svaku uredenu k-torku
& € W vrijedi
f(@) 1 g(Z) su definirani i vrijedi f(&) = g(&)
ili
f(@) i g(2) su nedefinirani.

Sad uvodimo definicije funkcija pomocéu kompozicije i primitivne rekurzije.

Definicija 1.3.2. Neka su g, hq, ..., h, funkcije. Neka je funkcija f definirana sa
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Tada kaZemo da je funkcija f definirana pomocéu kompozicije funkcija.

Definicija 1.3.3. Neka je g totalna funkcija mjesnosti k, a h totalna funkcija mjesnosti
k 4+ 2. Neka je funkcija f mjesnosti k + 1 definirana na sljedeéi nacin:

f(0,2) = g(&),
fly+1,&) = h(f(y, @)y, ).

Tada kaZemo da je funkcija f definirana pomocéu primitivne rekurzije. Ukoliko je k =0,

funkciju f definiramo pomocu primitivne rekurzije na sljedeci nacin:

f(0) = a(aew),
fly+1) = h(f(y),y).

Naposljetku, definiramo klasu primitivno rekurzivnih funkcija.

Definicija 1.3.4. Najmanja klasa totalnih funkcija koja sadrzi sve inicijalne funkcije te je
zatvorena za kompoziciju i primitivnu rekurziju naziva se klasa primitivno rekurzivnih

funkcija.

(Parcijalno) rekurzivne funkcije

Pokazuje se da klasa primitivno rekurzivnih funkcija nije dovoljna da obuhvatimo sve u intu-
itivnom smislu izrac¢unljive funkcije. Zbog toga se za definiranje klase rekurzivnih funkcija

uvodi joS i p-operator.

Definicija 1.3.5. Neka je f funkcija. S py(f(&,y) ~ 0) oznacavamo funkciju koja (&,y)
pridruzuje najmangi z, ukoliko postoji, takav da je izraz f(&,y) definiran za sve y < z te je
f(@,2) =0. Ako takav ne postoji, vrijednost py(f(Z&,y) ~ 0) je nedefinirana.

Kazemo da je funkcija py(f(Z,y) ~ 0) definirana pomocu p-operatora.

Definicija 1.3.6. Najmanja klasa funkcija koja sadrzi sve inicijalne funkcije te je zatvorena
za kompoziciju, primitivnu rekurziju i p-operator naziva se klasa parcijalno rekurzivnih
funkcija. Parcijalno rekurzivna funkcija koja je totalna naziva se rekurzivna funkcija.

Kazemo da je relacija rekurzivna ako je njena karakteristicna funkcija rekurzivna.

Ponekad se koristi i definicija funkcije pomoc¢u p-operatora i relacije. Neka je R relacija
mjesnosti k+1, za neko k € w. Tada s pyR(&, y) oznacavamo funkciju koja (&, y) pridruzuje
najmanji z, ukoliko postoji, takav da vrijedi =R(&, y) sve y < z te vrijedi R(Z, z). Ako takav
ne postoji, vrijednost puyR(Z,y) je nedefinirana.

8
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Ako je R rekurzivna relacija, lako se vidi da je tada pyR(&,y) parcijalno rekurzivna
funkcija pa je klasa parcijalno rekurzivnih funkcija zatvorena i na ovako definirane funkcije.
Ackermannova funkcija

Ackermannova je funkcija primjer funkcije koja je rekurzivna, ali nije primitivno rekurzivna.

Definiramo prvo pomocu primitivne rekurzije funkciju B: w? — w,

B(an) = 24y,
Bz 41.0) = sg(x).
Bzx+1,y+1) = B(z,B(z+1,y)).

Ovdje smo sa sg oznacili funkciju predznaka, definiranu sa

() 0, ako je x = 0,
sg(x) =
g 1, ako je x > 0.

Ackermannova funkcija A: w — w tada je definirana s
A(z) = B(z,x).

Spomenimo jos i da Ackermannovu funkciju karakterizira jako brzi rast, Sto se moze vidjeti

veé¢ i na malim ulaznim vrijednostima.

Reprezentabilnost rekurzivnih funkcija u PA

Sad dajemo par komentara o reprezentabilnosti rekurzivnih funkcija (i njihovih grafova) u
PA. Prvo definiramo pojam grafa funkcije.

Definicija 1.3.7. Neka je f k-mjesna funkcija. Graf od f je relacija Gy mjesnosti k + 1
definirana s

Gy(Z,y) ako i samo ako f(Z) ~y.

Teorem 1.3.8 (Teorem o grafu). Funkcija f je rekurzivna ako i samo ako je njen graf

rekurzivna relacija.
Sad definiramo $to znaci da neku funkciju ili relaciju mozemo izraziti u PA.

Definicija 1.3.9. Neka je R relacija mjesnosti k te D(x1,. .., xzx) formula teorije PA sa slo-
bodnim varijablama x1, . ..,x,. KaZemo da je relacija R definirana formulom D(x1,...,xx)

u teoriji PA ako vrijede sljedeéa dva uvjeta:
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e PAF D(ny,...,Tig), za sve nq,...,ny takve da R(ny,...,ng),
e PAF -D(n1,...,1g), za sve nq,...,ny takve da ~R(ny,...,ng).
Kazemo da je relacija R definabilna u PA ako postoji formula koja je definira.

Definicija 1.3.10. Neka je f: w* — w funkcija te F(xq,...,x1,y) formula teorije PA sa
slobodnim varijablama x1,...,xk,y. KaZemo da je funkcija f reprezentirana u teoriji PA

formulom F(x1,...,2k,y) ako za sve ny,...,n; € w vrijedi
PAEVy(F(nL, ...,y y) <> y =m), gdje je m = f(ni,... ng).
KazZemo da je funkcija reprezentabilna v PA ako postoji formula koja je reprezentira.

Prije nego iskazemo teorem o reprezentabilnosti rekurzivnih funkcija u PA, potrebno je
jos definirati pojam Yi-formule.

Definicija 1.3.11. Za formulu teorije prvog reda kaZemo da je Ag-formula ako ne sadrzi
neogranicene kvantifikatore (moZe sadrzavati proizvoljno mnogo ogranicenih kvantifikatora).

Kazemo da je formula X1-formula ako je oblika Jxp, gdje je ¢ neka Ag-formula.

Teorem 1.3.12. Svaka rekurzivna funkcija reprezentabilna je u PA nekom X1-formulom.
Svaka rekurzivna relacija definabilna je uw PA nekom X1 -formulom.

Iz ovoga slijedi da rekurzivne funkcije i njihove grafove moZzemo izraziti ¥;-formulama

u PA.

10



POGLAVLJE 2

Ramseyjev teorem

2.1 Uvod

Ramseyjev teorem proizasao je iz starog kombinatornog pitanja: koliki je minimalan broj
ljudi koji trebaju biti nazoé¢ni na zabavi da bismo mogli naéi homogenu trojku - trojku unutar
koje se ili svi medusobno poznaju ili nitko ne poznaje nikog? RjeSenje je problema poznato,
a do brojke od Sest osoba brzo se dode jednostavnim rasc¢lanjivanjem na moguce slucajeve.
Promatramo li pak umjesto trojki veée grupe, i problem postaje tezi i opéenito nije jasno
kako bismo za proizvoljan broj r jednostavno odredili broj uzvanika koji bi osigurao barem
jednu homogenu r-torku.

Zamijenimo li grupe ljudi skupovima i relaciju poznavanja nekom relacijom ekvivalencije,

dolazimo do Ramseyjevog teorema:

Neka su 7, s i n, pri ¢emu je n > r, prirodni brojevi. Tada postoji prirodan broj m
i n-¢lani podskup H skupa M = {0,1,...,m — 1} takav da, bez obzira na na¢in na
koji su r-¢lani podskupovi skupa M particionirani u s klasa, svi r-¢lani podskupovi
skupa H pripadaju istoj klasi.

Ramseyjev teorem i dokaz koristili su samo konac¢ne skupove. Upotrebom prikladnog
kodiranja takvih skupova, teorem je moguce iskazati te provesti dokaz analogan originalnom
unutar Peanove aritmetike. Druga verzija dokaza koristi ,,beskona¢nu” verziju Ramseyjevog
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2. Ramseyjev teorem

teorema, poopcenje teorema na beskonacne skupove.

Postoje i druga poopéenja Ramseyjevog teorema, i upravo je jedno takvo ué¢inilo teorem
toliko znacajnim. Naime, jednostavno prosirenje teorema na tzv. relativno velike skupove
iznjedrilo je primjer u Peanovoj aritmetici neodluc¢ive formule koju je istovremeno bilo
moguce izraziti kao matematicki problem u prirodnom jeziku i dokazati matematickim
aparatom.

U daljnjem tekstu iskazat éemo i dokazati verziju Ramseyjevog teorema za beskona-
¢ne skupove. Definirat ¢emo pojam relativno velikih skupova te iskazati pripadnu verziju
Ramseyjevog teorema. Na kraju ¢emo pokazati kako se pomocu beskonacne verzije Ra-
mseyjevog teorema, primjenom teorema kompaktnosti, mogu dokazati gore navedeni teorem
i njegov analogon za relativno velike skupove. Cilj iduceg poglavlja bit ¢e pokazati da se taj

dokaz ne moze provesti u Peanovoj aritmetici.

2.2 Beskonac¢na verzija Ramseyjevog teorema

Prije samog iskaza i dokaza verzije teorema za beskona¢ne skupove, potrebno je dati par
komentara vezanih za notaciju.

Za prirodan broj r i dani skup m uvodimo oznaku [m]"

za skup svih njegovih r-¢lanih
podskupova. Proizvoljnu s-¢lanu particiju P takvog skupa predstavljat ¢emo funkcijom
kojoj je kodomena s-¢lani skup (P: [m]" — s). Pritom ¢emo dopustati da neke od klasa
budu prazne. Dalje, ¢injenicu da svi r-¢lani podskupovi skupa h pripadaju istoj klasi
particije P moZemo izraziti tako da kazemo da je skup Im P\[h]r jednoé¢lan (kazemo jos da

je h homogen za P). Ovdje smo s P|[hr oznadili restrikciju od P na skup [h]".

Slika 2.1: Prikazana je particija P: [5]2> — 4. Skup {1,2,4} homogen je za P

12



2. Ramseyjev teorem

Sad je sve spremno za iskaz beskonacne verzije Ramseyjevog teorema:

Teorem 2.2.1 (Beskonacna verzija Ramseyjevog teorema). Neka sur, s prirodni brojevi te

f: [w]" — s. Tada postoje prebrojivo beskonacni podskup h od w i prirodan broj j € s takvi
da je Im f|[p]r = {5}

Dokaz. Neka je s proizvoljan prirodan broj. Za fiksni s, dokaz se provodi matematickom
indukcijom po 7.

Nekajer =11 f: [w]' — s proizvoljna. Definiramo ay = {x: f({z}) =k}, zal <k < s.
Buduéi da je w beskonac¢an, mora postojati k € s takav da je aj beskona¢an. Oznacimo s
7 najmanji takav. Tada je ocito f\[aj]l ={j}

Pretpostavimo sad da tvrdnja vrijedi za neki prirodan broj r te neka je f: [w]"t! — s.
Za svaki prirodan broj ¢ definiramo prirodne brojeve b;, j;, prebrojivo beskonacne skupove
Y;, Wi, z;, te funkciju f;: [w]” — s, na nacin koji ¢emo sada opisati.

Neka je yy = w. Pretpostavimo da je y, definiran te definirajmo b; kao njegov najmanji
element. Sad definiramo z; = y; \ {b;}. Primijetimo da je, buduéi da je y; beskonacan, i z;
prebrojivo beskonacan. Dakle, z; mozemo napisati u obliku z; = {zoi) < zy) < zéi) <...}
Sad definiramo f;: [w]” — s. Za proizvoljni r-¢lani podskup k = {ki1,...,k,} od w, stavimo

Fillke, .k d) = f{bi 220,

Buduéi da su svi z,(:l), e ,z,(g? medusobno razli¢iti i razli¢iti od b;, f; je dobro definirana.
Sad, po pretpostavci indukcije, postoje prebrojivo beskonacan skup w; i prirodan broj j;
takvi da je Im fz‘|[wi]7" = {j;}. Na kraju, definiramo y, | = {zl(f): k € w;}. Primijetimo da
vrijedi y;,1 C z; C y,;. Takoder, bududi da je b; manji od bilo kojeg ¢lana skupa z;, vrijedi
bit1 < b;.

Neka je sad a, = {i: j; = k}, za 1 < k < s. Oznacimo sa j najmanji prirodan broj takav
da je a; beskonacan (takav ocito postoji). Definirajmo h = {b; : i € a;} = {b; : j; = j} te
pokazimo da je h trazeni skup. Bududi da je a; beskonacan te da je b, # by, za | # k, h je
takoder prebrojivo beskonacan. Preostaje jos pokazati da je Im f|[h]r+1 ={j}

Neka je b proizvoljan r + 1-¢lani podskup od h. MoZemo ga napisati u obliku

b ={b < by <--- < b,}. Bududi da je (y;)i>0 padajuéi niz skupova, b;,,...,b;. se
nalaze u skupu y;,; = {z,(;) : k € w;}. Dakle, vrijedi b;;, = z,(jl), cey by, = z,(c?, za neke
ki,...,k, € w;. Brojevi b;,,...,b;. su medusobno razli¢iti, iz Cega slijedi da je {k1,...,kr}

r-¢lani podskup od w;. Iz konstrukcije skupa w; slijedi f;(k1,..., k) = j;. Sad je

F®) = F({bibiy, b)) = F({bi 2l 200 = filfkr, k) = Gi = 4,

gdje posljednja jednakost slijedi iz i € a;. O
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2. Ramseyjev teorem

2.3 Verzije Ramseyjevog teorema za konacne skupove

Prije nego prijedemo na dokaze drugih verzija Ramseyjevog teorema, trebat ¢e nam pojam

stabla i jedan rezultat vezan za njega.
Definicija 2.3.1. Stablo se sastoji od:
e nepraznog skupa T cije elemente nazivamo ¢vorovima stabla,

e particije skupa T,
T=ToUTiU...,

na konacan ilv beskonacan broj skupova koje nazivamo razinama stabla,

o dvomgjesne relacije R na skupu T. Pritom relacija R zadovoljava sljedece uvjete:

— nt za koje a € T i b € Ty ne vrijedi aRb,

— za b€ T,11, aRb vrigeds za toéno jedan a € T ¢ pritom je a € T,,.
Ako vrijedi aRb, kaZemo da je a toéno ispod b, odnosno da je b toéno iznad a.

Kazemo da je stablo konaéno (beskonaéno) ako je skup T konacan (beskonacan). Grana
stabla je niz (konacan ili beskonacan) c¢vorova stabla G = (ay) C T takvih da je a, tocno

1spod ap 11, 26 SVE Qp,ant1 € G.

Lema 2.3.2 (Konigova lema). Neka je T beskonacno stablo te neka je skup cvorova na

svakoj razini od T konacan. Tada T ima barem jednu beskonacnu granu.

Dokaz. Danom stablu T pridruZujemo alfabet teorije prvog reda na sljedeéi na¢in. Oznacimo
S cgz), e ,c,(;i) ¢vorove koji se nalaze na i-toj razini stabla, za ¢ > 0. Skup konstantskih

simbola tada definiramo kao skup

U{cgi),...,c,ii)}.

>0

Skup relacijskih sadrzavat ¢e samo jedan jednomjesni relacijski simbol G (Zeljena inter-
pretacija izraza G(z) je 'z pripada grani’), a skup funkecijskih simbola bit ¢e prazan.
Sad definiramo prebrojiv skup S formula te teorije. Skup S sastojat ¢e se od tri vrste

formula:
(i) G(e{) Vv Glel),

(i) ~(G(el?)AG(c),i20,1 <41 < ki
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2. Ramseyjev teorem

(iii) —|G(c§.i)) v G(cgiﬂ)) \VERERY; G(cg-ijl)), za sve i > 0, pri ¢emu su sa cgiﬂ), . .,cg-:rl)
i)

oznaceni ¢vorovi toéno iznad ¢;”. Ukoliko takvih nema, pripadna je formula —G(c}“).

—

Ako postoji model za S, T' ima beskona¢nu granu. Naime, istinitost formule (i) povlaci
da u nultoj razini stabla postoji barem jedan &vor cﬁo) za koji je G(cgno)) istinita. Zbog
istinitosti formula oblika (ii) za i = 0 zaklju¢ujemo da postoji to¢no jedan takav ¢vor. Iz
(iii) zad =017 = r1i(2) zai = 1 dobivamo da postoji to¢no jedan ¢vor to¢no iznad
cfno) za koji je pripadna atomarna formula istinita. Analognim zakljuc¢ivanjem dolazimo do
prebrojivog niza ¢vorova sa svojstvom da je svaki ¢lan niza to¢no iznad svog neposrednog
prethodnika, tj. dolazimo do beskona¢ne grane.

Preostaje pokazati da postoji model za S. 1z teorema kompaktnosti slijedi da je dovoljno
pokazati da svaki konacan podskup od S ima model.

Neka je S’ neki konacan podskup od S. Za k > 0, ozna¢imo sa Sj podskup od S koji
sadrzi formulu (i) te sve formule oblika (ii) i (iii) za ¢ < k. Ozna¢imo s [ najmanji broj takav
da je S” C S;. Dovoljno je pokazati da postoji model (M, ) za S;.

Definirajmo nosa¢ M kao skup svih ¢vorova stabla T te definirajmo vrijednosti od ¢ na
skupu konstantskih simbola tako da svakom kostantskom simbolu pridruzimo odgovarajuéi
¢vor. Uzmimo sad proizvoljni ¢vor koji se nalazi na [-toj razini stabla i definirajmo relaciju
©(G) na skupu M na nacin da relaciju zadovoljavaju to¢no oni ¢vorovi koji leze na grani
od odabranog ¢vora do nekog ¢vora iz nulte razine. Sad se lako vidi da je (M, ) model za

S O

Iskazimo sad Ramseyjev teorem u malo drugacijoj formi i dokazimo ga primjenom dosad
navedenih rezultata.

Teorem 2.3.3 (Ramseyjev teorem). Neka sur, s in (n > r) prirodni brojevi. Tada postoji
prirodan broj M takav da za svaku funkciju f: [M]" — s postoje n-élani podskup h od M i
prirodan broj j € s takvi da je Im f|[h}” ={j}.

Dokaz. Pretpostavimo da tvrdnja teorema ne vrijedi. U tom slu¢aju postoje prirodni brojevi

" za koju ne mozemo naéi

r, s i n takvi da za svako m > n postoji particija P skupa [m]
nijedan n-¢lani homogeni podskup skupa m. Pridruzimo toj particiji, na jedinstven nacin,
funkciju

fp:m]" —s

te zatim od svih takvih particija formirajmo stablo na sljedeéi na¢in. Na k-tu razinu stabla
stavimo sve funkcije koje odreduju particije skupa [n+k|" za koje ne postoji n-¢lani homogeni
podskup od n + k. Pritom funkciju f: [m + 1] — s smjeStamo to¢no iznad funkcije

g: [m]" — s ukoliko f prosiruje g, tj. ukoliko vrijedi f|[m]r =g.
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2. Ramseyjev teorem

Lako je vidjeti da za danu funkciju f postoji to¢no jedna ovakva funkcija na razini ispod.
Naime, takva je funkcija jedinstveno odredena vrijednostima funkcije f |[m]r. Takoder,
funkcija f] [rn]" ne moze odredivati niti jedan n-¢lani homogeni podskup od m jer bi tada to
bio i n-¢lani homogeni podskup od m + 1 funkcije f. Iz ovoga slijedi da opisana struktura
zaista zadovoljava definiciju stabla.

Buduéi da za svako m > n postoji barem jedna funkcija na pripadnoj razini stabla,
zaklju¢ujemo da stablo ima beskona¢no mnogo ¢vorova. Iz konstrukcije stabla slijedi da
svaka razina stabla sadrzi najviSe kona¢no mnogo ¢vorova (svih s-¢lanih particija skupa
[m]" ima kona¢no mnogo, za svaki m). Primjenom Kénigove leme sad slijedi da stablo mora
sadrzavati barem jednu beskona¢nu granu.

Oznacimo s fi ¢vor te grane koji se nalazi na k-toj razini. Iz definicije grane slijedi da
fr prosiruje fr_1, za svako k > 1. Sad ¢emo definirati funkciju F': [w]" — s.

Za dani r-¢lani podskup & od w, nadimo najmanji kK > 0 takav da je € C n + k te
stavimo F(x) = fr(x), $to je, zbog svojstva profirenja, jednako fj(x), za svako | > k.
Funkcija F' odreduje jednu s-¢lanu particiju na skupu svih r-¢lanih podskupova od w pa
primjenom teorema slijedi da postoji prebrojivo beskona¢ni podskup y od w homogen
za tu particiju. Oznacimo s y,, skup koji sadrzi n najmanjih elemenata tog skupa. Najveci
element tog skupa je tada oblika n + I, za neko [ > 0. Bududi da je y,, homogen za F', iz
definicije od F slijedi da je homogen i za particiju odredenu s f;, $to je u kontradikciji s
pretpostavkom da f; pripada stablu. ]

Na koncu, iskazimo i dokazimo verziju Ramseyjevog teorema za relativno velike skupove.

Definicija 2.3.4. KaZemo da je konacan skup prirodnih brojeva h relativno velik ukoliko
je card h > min h.

Teorem 2.3.5 (Ramseyjev teorem za relativno velike skupove). Neka sur, s in (n >71)
prirodni brojevi. Tada postoji prirodan broj M takav da za svaku funkciju f: [M]" — s
postoje relativno velik podskup h od M, kardinalnosti barem n, i prirodan broj j € s takvi
da je Im f|[p]r = {j} (pisemo M —= (n);).

Dokaz. Pretpostavimo da tvrdnja teorema ne vrijedi. Analogno kao u dokazu Teorema[2.3.3]
mozemo konstruirati stablo s beskona¢nim brojem ¢vorova. Funkcija ¢e pripadati k-toj
razini stabla ako su svi relativno veliki podskupovi od n + k, kadinalnosti barem n, ne-
homogeni za particiju koju ta funkcija odreduje. Na isti nac¢in kao prije dolazimo do niza
funkcija (f)nen koje leZe na istoj grani stabla, funkcije F' koja odreduje particiju skupa
w 1 prebrojivo beskonacnog skupa y homogenog za tu particiju. Oznaimo s p najmanji
element tog skupa i definirajmo h kao skup koji sadrzi najmanjih ¢ elemenata skupa y,
gdje je ¢ = max (p,n). Tada je h relativno velik skup kardinalnosti barem n, homogen za
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particiju od w odredenu s F'. Oznacimo li s [ najmanji prirodan broj takav da je h C n 41,
zaklju¢ujemo da je h relativno velik podskup tog skupa, homogen za particiju odredenu s

fi1, 8to je kontradikcija s pretpostavkom da f; pripada stablu. O
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POGLAVLJE 3

Nedokazivost Ramseyjevog teorema u Peanovoj aritmetici

3.1 Uvod

Cilj je ovog poglavlja dokazati sljedeci teorem:

Teorem 3.1.1 (Paris-Harrington). Ramseyjev teorem za relativno velike skupove (teorem

nije dokaziv u teoriji PA.

Nekoliko verzija dokaza teorema dostupno je u literaturi. Prvi i najpoznatiji dokaz
objavili su Paris i Harrington u [21]. Isti autori zasluZni su i za alternativni dokaz teorema
[19, 12] koji koristi takozvane indikatorske funkcije, proizasle iz rada Parisa i Kirbyja (vidi
npr. [I4] i [20]). Za razliku od ovog dokaza koji koristi rezultate teorije modela, dokaz
kombinatorne prirode ponudili su Ketonen i Solovay [13]. Jo$ jedan dokaz moZe se izvesti iz
[11], gdje su Kanamori i McAloon pokazali da Ramseyjev teorem za relativno velike skupove
u PA povlaéi jedan drugi kombinatorni princip nedokaziv u PA.

Ideja je dokaza objavljenog u [2I] pokazati da Ramseyjev teorem za relativno velike
skupove povla¢i Conpa, gdje je s Conpa oznacena formula teorije PA koja izrazava njenu
konzistentnost. Tada iz Gdelovog drugog teorema nepotpunosti slijedi tvrdnja teoremal[3.1.1]
U dokazu se prvo definira teorija T ¢iji su aksiomi skrojeni na nacin da je pocetni segment
odredenog oblika modela za T ujedno i model teorije PA. Zatim se pokaze kako se, koristeéi
Ramseyjev teorem za relativno velike skupove, za svaki konac¢an podskup aksioma od T
moze konstruirati model. Tada, koristeé¢i teorem kompaktnosti i svojstva konzistentnosti,
dobivamo da konzistentnost teorije T povlac¢i konzistentnost teorije PA.
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3. Nedokazivost Ramseyjevog teorema u PA

Vazno je napomenuti da ovdje treba razlikovati ono sto se dogada ,,unutar” i ,yan” teorije.
wVan” teorije znamo da PA ima model (skup prirodnih brojeva sa standardnim operaci-
jama zbrajanja, mnoZzenja i sljedbenika) te je i konzistentna, no konzistentnost ne mozemo
dokazati unutar teorije (Godelov drugi teorem nepotpunosti). Dakle, ¢itanje dokaza van
teorije ne daje niSta novo te tvrdnju teorema dobivamo tek kad dokaz provedemo
unutar PA.

Kodiranje i teorija rekurzivnih funkcija omoguéili su da o svojstvima teorije pricamo
unutar nje same. Godelovi teoremi nepotpunosti primjer su kako je kodiranjem alfabeta
teorije, te zatim i sintaktickih objekata poput recenice ili dokaza, moguce izraziti neka
svojstva teorije jezikom PA. Iz opisa je dokaza jasno da je ovdje potrebno ié¢i jos dalje i
kodirati i semantiku, kako bismo unutar PA mogli izraziti, primjerice, da je neka formula
ispunjiva ili pak da teorija ima model.

lako ¢emo u daljnjem tekstu provesti sve korake dokaza, u njihovu se formalizaciju
ovdje ne¢emo upustati (za neke primjere formalizacije semantickih svojstava vidi [10] i [12]).
Umjesto toga, iskoristit ¢emo ih na na¢in slian onome koji se moZe naéi u 23] da dobi-
jemo izravniji dokaz teorema [3.1.1] Ovaj ¢e pristup ujedno dati i jasnije objasnjenje zasto
Ramseyjev teorem za relativno velike skupove nije dokaziv u teoriji PA. Naposljetku, dat
¢emo i par komentara o dokazu koji koristi indikatorske funkcije, kao i o dokazu navedenom
u [I3], te njihovoj vezi s dokazom koji ovdje provodimo.

3.2 Dokaz Paris-Harringtonovog teorema

Dokaz koji ¢emo ovdje provesti oslanjat ¢e se na svojstva funkcije f: w — w definirane s

f(@) = pyly — (x+1)7].

Funkcija f prirodnom broju z pridruzuje najmanji y € w takav da za proizvoljnu particiju
P: [y]* — z postoji podskup od y kardinalnosti barem z+ 1 homogen za P. Iz Ramseyjevog
teorema za relativno velike skupove slijedi da je f totalna funkcija, no, kao sto é¢emo u
nastavku pokazati, to ne moZzemo dokazati u PA. Naime, iako je u PA za svako n € w
moguce dokazati Jy (y — (n + 1)2) (vidi [21]), ne moze se pokazati VoIy (y — (z + 1)%).
Kad bismo htjeli dati intuitivno objasnjenje za to, rekli bismo da je problem u tome $to
f raste prebrzo te je za opceniti x vrijednost f(z) toliko velika da PA ne moze dokazati
da uopce postoji. Buduéi da se totalnost funkcije f u PA moZe dokazati iz Ramseyjevog
teorema za relativno velike skupove, iz nedokazivosti totalnosti funkcije f odmah ¢ée slijediti
i tvrdnja teorema (3.1.1]

Dokaz poc¢injemo zadavanjem alfabeta i aksioma teorije T. Alfabet teorije T sadrzavat
ée alfabet teorije PA te prebrojivo mnogo konstantskih simbola ¢;, gdje je i € w.
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3. Nedokazivost Ramseyjevog teorema u PA

Prije nego krenemo dalje, dajemo par primjedbi vezanih za oznake koje ¢e biti koristene
u ovom poglavlju. Primjedbe se odnose kako na formule teorije T, tako i na formule teorije
PA. Obi¢no tiskanim simbolima, kao z, y, z, oznaCavat ¢emo individualne varijable, a
masno tiskanim simbolima (&, y, z) nizove varijabli, s indeksima u rastu¢em poretku. Za
formulu ¢ koristimo oznaku v (x) kako bismo naglasili da je 1 formula u kojoj se kao
slobodne pojavljuju neke varijable iz  (mozda i sve). Standardno, piSemo z < y umjesto
Jz(z # 0 ANz + z = y). lzraze oblika 3z < y 1 pisat ¢emo kao pokratu za Jzx(x < y A1), a
izraz Vo < y 1) kao pokratu za Va(x < y — ). Sli¢no kao kod oznaka skupova, ako je y =
Yiys- - Yip, Y < 2z koristit éemo umjesto (y;, < z) A--- A (y;, < z) (slican komentar vrijedi i
za z < y). Takoder ¢emo koristiti standardnu pokratu z < y za formulu (z < y)V (z = y) te
x>y ix >y umjesto y < x, odnosno y < x (iste se primjedbe odnose na formule dobivene
zamjenom individualnih varijabli proizvoljnim termima). Naposljetku, u formulama teorije

T nekad ¢emo pisati c(k) za niz konstantskih simbola s indeksima odredenim skupom k C w.
Definicija 3.2.1. Aksiomi teorije T su:
(i) aksiomi teorije PA, pri cemu instance sheme aksioma indukcije sadrzi samo Ag-formule,
(11) za svakii € w, aksiom ¢; - ¢; < ¢iq1, te

(111) za svako i < k,k’, gdje su k i k' podskupovi prirodnih brojeva iste kardinalnosti, i

svaku Ag-formulu 1 (y, z) koja ne sadrzi konstantske simbole aksiom

Vy < il (y, c(k)) < d(y, c(k'))].

Pritom podrazumijevamo da je broj elemenata u z jednak broju elemenata u k i k'.

m

Za danu o-strukturu 9t = (M, @) obi¢no ¢emo pisati +7%, -7, ™ te =M za odgovarajuce

funkcije, odnosno relacije, na elementima nosac¢a. Ako je 9t model za teoriju T, iz aksioma

oblika (i) i standardnih svojstava zbrajanja i mnozenja slijedi ¢ <™ c?ﬁh za svako 1 € w

(ovdje pod ci-m <M C%l zapravo podrazumijevamo pripadnu formulu u kojoj se pojavljuju

m

samo + i =™ a slitno ¢emo podrazumijevati i ubuduce).

Oznac¢imo s J strukturu kojoj je nosac¢ skup

I={aeM: postojii € wt.d. a <™ "},

a funkcijski i relacijski simboli interpretirani su pripadnim funkcijama i relacijama na M,
restringiranima na I. Pokazat éemo da je, ukoliko je 9t model za T, J model za PA. Za to
¢e nam prvo trebati sljedeca lema.

Lema 3.2.2. Vriyede sljedece turdnje:

20



3. Nedokazivost Ramseyjevog teorema u PA

(i) Skup I zatvoren je na zbrajanje i mnoZenje.

(ii) Ako je p(x) Ag-formula u kojoj su sve kvantifikacije oblika Vx < t, Iz < t, gdje je
t term u kojem se ne pojavljuju konstantski simboli ili je t = ¢; za neko 1 € w, tada
vrijeds

J E e(a) ako i samo ako M = p(a),

za svaki niza C I.

M
10
vrijedi p—i—mc?? <M c??. Naime, u slu¢aju p+™ c?it >M c?gt, iz svojstava zbrajanja slijedilo bi
da postoji p’ <™ c?gf takav da je p’ +™ c?it = ci»”;. Iz definicije (iii) tada zaklju¢ujemo
p +7 c?:f = c?jt, za svako j > i, Sto je kontradikcija s komentarom da svi konstantski
simboli u nosa¢u moraju biti interpretirani kao razli¢iti elementi. Dakle, vrijedi p—i—imc?it <M
27, ?Zf, iz Cega slijedi da je za svako ¢ <™ cg{z, p+Tg <™ cg?. Time smo
dokazali zatvorenost na zbrajanje. Takoder, za ig < 71 < ig vrijedi c?f} 4+ c?if <m c?;?.
Pretpostavimo sad da I nije zatvoren na mnoZenje. U tom slucaju iz svojstava zbrajanja

Dokaz. Pokazimo zatvorenost na zbrajanje. Primijetimo prvo da za ig < i1 < ia ip <™ ¢

™ za svako p <™ ¢

i mnozenja slijedi da postoji p <™ c??f takav da p - cg? < cgf < sM(p) M c?if. Dodamo li
c%f s obje strane prve nejednakosti, dobivamo s™(p) -™ C?:F < c?? +7 c;, pa iz komentara
za dokaz zatvorenosti na zbrajanje i definicije (iii) slijedi s™(p) -2 c?? < c?-ﬁ, za svako
j >ig > io. S druge strane, iz definicije (iii) i druge nejednakosti, c?? < sM(p) M c?{t,
dobivamo c?ﬁ < M (p) M c??, za svako j > i3, §to je kontradikcija. Time smo dokazali
tvrdnju (i).

Dokaz za (ii) ide indukcijom po sloZenosti formule (pod slozenosti podrazumijevamo
broj veznika A, V, = te kvantifikatora ¥V i 3 u formuli). Tvrdnja o¢ito vrijedi za sve formule
slozenosti 0 jer su sve takve atomarne. Pretpostavimo sad da tvrdnja vrijedi za sve formule
slozenosti najvise n, za neko n € w, te neka je 6(x) formula sloZenosti n + 1.

Ako je O(x) formula oblika 0 (x) A O2(x), tada za a C I vrijedi

JE6(a)
< JFE6(a) i JE6(a)
& MEO(a) i MEO(a)
& M= b(a),

pri ¢emu druga ekvivalencija slijedi iz pretpostavke indukcije za formule 81 (), 62(x). Analo-
gan dokaz mozemo provesti ukoliko je (x) oblika 6, (x) V 02(x) ili =0, (x).
U slucaju kad je () oblika Vy < t(x) 01 (x,y) i t(x) term u kojem se ne pojavljuje niti

jedan konstantski simbol, za a C I vrijedi
J |= 6(a) ako i samo ako za svako b <” t(a),J = 61(a, b).
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3. Nedokazivost Ramseyjevog teorema u PA

Bududi da je I poCetni segment od M zatvoren na zbrajanje i mnoZenje, slijedi
(bel:b<ta)}={beM:b<™ta)}
pa, koristeéi pretpostavku indukcije, zaklju¢ujemo

JE=0(a)
& zasvako b <M t(a), M = 01(a,b)
& MEH(a).

Ako je O(x) oblika Vy < ¢;01(x,y) za neko i € w, moZemo provesti isti dokaz, uz
komentar da u ovom slucaju {b € I : b <? ¢j} = {b € M : b <™ ™} vrijedi po definiciji
skupa I. Potpuno analogno dokazuju se slu¢ajevi kad je 0(x) oblika Jy < t(x) 01 (x,y) ili
Jy < ¢; 01(x,y). O

Propozicija 3.2.3. Ako je 9 model za T, tada je I model za PA.

Dokaz. Bududéi da je 9 struktura za T i alfabet teorije PA je podskup alfabeta teorije T,
J je struktura za PA. Iz definicije (i) i leme slijedi da su u J istiniti svi aksiomi
teorija PA koji se odnose na definicije zbrajanja, mnozenja i funkcije sljedbenika. Preostaje
jos pokazati da J zadovoljava sve instance sheme aksioma indukcije.

Neka je 6(x) proizvoljna formula teorije PA te neka je Jy1Vya ... Jyrp(x, y) njen zapis
m

u preneksnoj normalnoj formi. Tada za a C I, a <™ ¢

5o vrijedi

JE3InVye ... Jykela,y)
& dip > igVio > iy ... i > i1 t.d. T |: Jy1 < Cilvyg < Ciy .- Ty < cikcp(a,y)
& iy > dgVip >4y ... Fig > ip—g t.d. M= Ty < ¢, Vy2 < ¢y ... Fyi < cip(a,y)
& ME Ty < cigr1VY2 < Cigr2 -+ - Yk < Ciprrp(a, y).

Ovdje smo u drugoj ekvivalenciji iskoristili lemu (ii) (o(x,y) je formula teorije PA pa
se u njoj ne pojavljuju konstantski simboli), a tre¢a je posljedica istinitosti aksioma (iii) iz
definicije Iz ovoga slijedi da indukciju za bilo kakve formule u J moZemo zamijeniti
indukcijom za ograni¢ene formule u 9, $to ¢e biti zadovoljeno zbog istinitosti aksioma (i)
iz definicije [3.2.1 O

Sljededi je korak pokazati da svaki konac¢an podskup aksioma od T ima model. Za to ¢e
nam biti potrebno nekoliko lema vezanih za particije skupova.

Lema 3.2.4. Neka su M, e, ro i r1 prirodni brojevi te Py: [M]¢ — ro ¢ Py: [M]® — 1
particije. Tada postoji particija P: [M]¢ — ro - 11 takva da je h C M homogen za P ako i
samo ako je homogen za Py i Pj.
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3. Nedokazivost Ramseyjevog teorema u PA

Dokaz. Za e-clani podskup a od M definiramo P’(a) kao kod niza Py(a), Pi(a),
P'(a) = (Py(a), Py(a)) = 2P@+L 3R@+,

Ako je h € M homogen za Py i za Py, iz definicije particije P’ odmah slijedi da je homogen
i za P’. Obratno, ako je h homogen za P’, iz injektivnosti funkcije kodiranja slijedi da je
homogen i za Py i P;.

Particija P’ definirana je tako da poprima najvise rg - r; razli¢itih vrijednosti. Pomi-
canjem ovih vrijednosti unutar skupa rg - 1 dobivamo particiju P: [M]¢ — rg - r1 koja

zadovoljava trazene uvjete. O

Lema 3.2.5. Neka su M, e ir prirodni brojevi te P: [M]¢ — r particija skupa [M]¢. Tada
je h € M homogen za P ako i samo ako je svaki podskup od h kardinalnosti e +1 homogen
za P.

Dokaz. Ako je h C M homogen za P, tada je oCito i svaki njegov podskup kardinalnosti
e + 1 homogen za P.

Obratno, neka je h C M takav da je svaki njegov podskup kardinalnosti e + 1 homogen
za P i pretpostavimo da h nije homogen za P. Ozna¢imo s @ = {a; < - -+ < a¢} najmanjih
e elemenata skupa h. Budué¢i da h nije homogen za P, postoji e-¢lani podskup b od h
takav da je P(a) # P(b). Odaberimo takav b = {b; < --- < b.} C h koji zadovoljava
P(a) # P(b) i pritom je suma Y ;_; b; minimalna. Oznacimo s ¢ minimalni indeks takav
da je a; # b; (a; < b;) i definirajmo ¢ = {a1,...,a;,b;,...,b.}. Tada je ¢ podskup od h
kardinalnosti e + 1. Bududi da je ¢ po pretpostavci homogen za P i b C ¢, mora vrijediti i
P({a1,...,ai,bi,...,be_1}) = P(b). Takoder, zbog a; < b; < b, vrijedi

% e—1 e—1 e
SRS ST SR oY
7=1 =i =1 =1
Sto je kontradikcija s izborom skupa b. O

Za prirodan broj r, definirajmo /r kao najmanji prirodan broj s takav da je s > r.
Lako se vidi da za sve r > 7 vrijedi 7 > 1 4 2/7.

Lema 3.2.6. Neka su M, e i r prirodni brojevi te P: [M|® — r particija skupa [M]¢. Tada
postoji particija P': [M]*Tt — 1+ 2/r takva da za svaki h C M kardinalnosti barem e + 2
vrijedi da je h homogen za P ako i samo ako je homogen za P'.

Dokaz. Neka je s = +/r. Za proizvoljni e-¢lani podskup a od M vrijedi
Pla)<r—1<s>—1=s(s—1)+(s—1),
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3. Nedokazivost Ramseyjevog teorema u PA

iz ¢ega slijedi da P(a) mozemo napisati u obliku
P(a) =s-Qq + Ra,

pri ¢emu su Qq, Rq € s. Na ovaj nac¢in dolazimo do particija Q, R: [M]¢ — s, definiranih s
Q(a) = Qa, R(a) = R,.

Definirajmo sad particiju P'. Za b= {b; < --+ < bey1} € M ozna¢imo s b’ skup koji
sadrzi njegovih e najmanjih elemenata, b = {b; < --- < b.}, 1 stavimo

0, , ako je b homogen za P,
P'(b) = ¢ (0,R(b)), ako je b homogen za @, ali ne i za P,
<1, Q(b’)>, inace.

Primijetimo da P’ poprima najvise 2s + 1 razli¢itih vrijednosti koje po potrebi mozemo
skalirati tako da kodomena bude 2s+ 1, kao §to bi i trebala. PokaZimo jo§ da P’ zadovoljava
zeljeno svojstvo. Neka je h proizvoljan podskup od M kardinalnosti barem e+ 2. Oznac¢imo
s hy < --+ < heyo najmanjih e + 2 elemenata skupa h.

Pretpostavimo da je h homogen za P i da nije homogen za P’. Tada moZemo naci
skupove e¢1, ¢z, podskupove od h kardinalnosti e + 1, takve da je P'(e1) # P'(c2). Iz
definicije particije P’ tada slijedi da ili ¢; ili ¢ nije homogen za P, §to je kontradikcija s
tvrdnjom leme [3.2.5

Obratno, neka je h homogen za P’. Ozna¢imo sa ¢ skup koji sadrzi e + 1 najmanjih
elemenata skupa h, ¢ = {h; < -+ < het1} 1 pokazimo da je P'(e) = 0.

Pretpostavimo da vrijedi P’'(¢) # 0. Tada vrijedi ili P'(c) = (1,Q(c)) ili P'(¢) =
(0, R(c)).

U slucaju P'(c) = (1,Q(c)), iz definicije particije P’ zaklju¢ujemo da ¢ nije homogen ni
za P niza Q. Slijedi da moZemo naci ¢; C ¢ kardinalnosti e takav da je Q(c’) # Q(c1). Tada
mora biti P'(¢; U {heta}) # P'(e), $to je kontradikcija s pretpostavkom da je h homogen
za P’

U slucaju P’'(e) = (0, R(c')), iz definicije particije P’ zaklju¢ujemo da je ¢ homogen za
P Q, aline iza P. Slijedi da moZzemo nadi ¢; C ¢ kardinalnosti e takav da je P(c) # P(c1).
Zbog Q(c') = Q(c1), mora vrijediti R(c') # R(e1). Na slidan nacin kao prije dolazimo do
P'(c1 U{hesa}) # P'(c), $to je opet kontradikcija s pretpostavkom da je h homogen za P’.

Dakle, mora vrijediti P’(¢) = 0. Sad, buduéi da je h homogen za P’, vrijedi P'(d) = 0,
za svaki d C h kardinalnosti e + 1. Iz definicije particije P’ slijedi da je svaki podskup od h
kardinalnosti e + 1 homogen za P pa primjenom leme zaklju¢ujemo da je h homogen
za P. O

Lema 3.2.7. Neka su M, n, e;, r;(0 < i < n) prirodni brojevi te P;: [M]% — r;,
i = 0,...,n — 1, particije. Oznacimo e = max;e; te v = [[, max(r;,7). Tada postoji
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3. Nedokazivost Ramseyjevog teorema u PA

particija P: [M]¢ — r takva da za svaki h C M kardinalnosti barem e + 1 vrijedi da je h

homogen za P ako i samo ako je homogen za P;, 0 < i < n.

Dokaz. Svakoj od particija Pj, 0 < j < n, pridruzujemo particiju P](: [M]¢ — max (r;,7)
sa svojstvom da je svaki h C M kardinalnosti barem e + 1 homogen za P; ako i samo ako
je homogen za P].
Ukoliko je e; = max; e;, do PJ’ dolazimo tako da samo eventualno prosirimo kodomenu.
Ako je pak e; < max; e;, od P; prvo, koristeci lemu dolazimo do particije

PO M9+ 1420/

Ako je e§-1) = e; +1 < max; e;, postupak nastavljamo s Pj(l). Bududi da je T](l) =1+4+2yr; <
max (1, 7) (vidi napomenu prije leme [3.2.6), postupak mozemo nastaviti tako da u svakom
koraku kodomena ostane max (75, 7). Jasno je da ¢emo na ovaj nac¢in nakon kona¢no koraka
do¢i do particije PJ’~ sa Zeljenim svojstvom.

Naposljetku, primjenom leme na particije PJ{, 0 < j < n, u kona¢no koraka dobi-

vamo particiju P koja zadovoljava tvrdnju leme. O

Lema 3.2.8. Neka je M prirodan broj. Za svaki prirodan broj p postoji particija Q: [M]' —
p+1 takva da za svaki h C M kardinalnosti barem 2 koji je homogen za @Q vrijedi min h > p.

Dokaz. Za a € M, definirajmo Q({a}) = min (a,p). Tada je Q: [M]' — p+ 1.

Neka je sad h C M homogen za @ i kardinalnosti barem 2. U slucaju da postoji
element skupa h manji od p, () bi poprimala barem dvije razli¢ite vrijednosti na h, sto je
kontradikcija s pretpostavkom homogenosti. O

Za proizvoljnu funkciju f i prirodan broj k oznacimo s f*) funkciju koju dobijemo
komponiranjem funkcije f same sa sobom k puta. Definirajmo induktivno

folz) = z+2, te
for1(z) = f9(2), zan>0.

Za ovako definirane funkcije karakteristi¢no je da rastu jako brzo (sli¢no kao Ackermannova
funkcija), 8to je svojstvo koje ¢e biti bitno u glavnom dijelu dokaza. Primjerice, lako se vidi
.2

da vrijedi fi(z) > 2z, fo(z) > 2%, f3(z) > 92" (izraz je sastavljen od = dvojki), i tako
dalje.
Takoder, moZe se pokazati da je za svako n € w funkcija f, primitivno rekurzivna.

Lema 3.2.9. Neka su M ¢ r prirodni brojevi. Za svaki prirodan broj m postoji particija
R: [M]? — r, pri cemu r ovisi samo o m, takva da za svaki relativno velik h C M kardi-
nalnosti barem 3 koji je homogen za R i x, y € h vrijedi da x < y povlaci fn,(x) < y.
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3. Nedokazivost Ramseyjevog teorema u PA

Dokaz. Za 0 < i < m, definiramo particiju P;: [M]? — 2,

0, ako je fi(a) < b,

1, inace.

bi({a <b}) = {

Ozna¢imo p = f,(3) i, koristeéi lemu pridruZzimo mu particiju Q: [M]' — p + 1.
Iskoristimo lemu da od particija P;, 0 < i < m, i Q dobijemo particiju R: [M]? — r.
Pritom je r dobiven kao (] [y<;<,, max(2,7)) - max (fm(3) + 1,7), stoga ovisi samo o m.
Neka je sad h C M horﬂoéen za R i kardinalnosti barem 3. Oznac¢imo a = minh i
b = max h. Induktivno se lagano vidi da za svaki i < m vrijedi f;(a) < b. Tada, buduéi da
je h homogen za R, stoga i za P;, slijedi da za sve z,y € h vrijedi f;(xz) < y. Posebno, za
i=m1isve x,y € h vrijedi f,,(x) <y, kao §to je i trazeno. O

Lema 3.2.10. Neka su M, m, e (e > 2) i s prirodni brojevi i P: [M|¢ — s particija skupa
[M1¢. Tada postoji particija P*: [M]¢ — s, pri éemu s' ovisi samo o m i s, takva da za
svaki relativno velik y C M kardinalnosti barem e+ 1 koji je homogen za P* postoji relativno
velik € C M homogen za P i kardinalnosti barem max (e + 1, f,(minx)).

Dokaz. Za a € M ozna¢imo s h(a) najveéi x € M takav da je fp(z) < a (ukoliko takav
postoji). Zatim definirajmo particiju S: [M]¢ — s + 1,

P(h(a)), ako je h(a1) < --- < h(ae),

s, inace.

Sla) =S({a1 <---<ac}) :{

Za dano m uzmimo particiju R: [M]? — r kao u tvrdnji leme Primjenom leme
na particije R 1S dolazimo do particije P*: [M]¢ — s’. Pritom s’ ovisi samo o r i s, odnosno,
om1is (r ovisi samo o m).

Neka je sad y C M relativno velik skup homogen za P* i kardinalnosti barem e+ 1 > 2.
Bududéi da je, iz tvrdnje leme [3:2.7 y homogen i za R, zakljuCujemo da y zadovoljava uvjete
leme odnosno, za bilo koja dva elementa y i 1y skupa y vrijedi da vy < 3" povladi
fm(y) <y’. Definirajmo & = h(y) i pokazimo da je & skup s trazenim svojstvima.

Pokazimo prvo da x i y imaju jednak broj elemenata. Neka su ¢/, y” € y i neka vrijedi
y < y". Tada je fn(y') < y” pa zakljuujemo 3’ < h(y”). Iz definicije h(y') i svojstava
funkcije f,, tada slijede nejednakosti f,(h(y") < v < fm(¥") < fi(h(y”)) pa imamo
h(y') < h(y").

Dakle, vrijedi card @ = cardy > e + 1. Takoder, bududéi da je y homogen za S (tvrdnja
leme , iz definicije od S slijedi da je & homogen za P. Vrijedi jos i

cardx = cardy > miny > f,,(minx) > minx.
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3. Nedokazivost Ramseyjevog teorema u PA

Prva nejednakost vrijedi jer je y relativno velik, a druga zbog h(miny) = minx. Iz ovoga

slijedi da x zadovoljava sva trazena svojstva. O

Sad mozemo prije¢i na konstrukciju modela za T. Model za kona¢ni podskup aksioma
od T konstruirat éemo koristeéi sljedeéu propoziciju, koju dokazujemo pomoéu Ramseyjevog
teorema za relativno velike skupove i lema za particije dokazanih u ovom poglavlju.

Propozicija 3.2.11. Neka su e, k i v prirodni brojevi. Tada postoji prirodan broj M takav
da za bilo koju familiju (P; : i < 2M) particija P;: [M]® — r postoji € C M kardinalnosti

barem k takav da vrijedi:
(i) za bilo koje a,b € x, a < b povlaci a®> < b, i
(ii) ako je a € x te i < 2%, tada je x \ (a + 1) homogen za P;.

Dokaz. Oznafimo e’ = 2e + 1 te odaberimo p € w takav da je za svako a > p f3(a) ,,puno
veéi” od e, r, ki a (iz zadnjeg dijela dokaza bit ¢e jasno koliko ,puno veéi”).

Za bilo koji N > 0 i bilo koju familiju particija Q;: [N]¢ — r, i < 2!V, moZemo provesti
postupak koji ¢emo sad opisati i do¢i do s’ koji ovisi samo o €’ i p. Prvo definiramo particiju
Sy : [N]¢ — 2 tako da za a € N te b, ¢ C N kardinalnosti e stavimo

0, ako je Qi(a) = Qi(b), za svako i < 2¢

1, inace.

Sn(a,b,c) = {

Zatim iz leme dobijemo particiju Qn: [N]! = p+1, te iz leme za m = 2 particiju
Ry : [M]? — r. Koristeci lemu od Qn, Sy 1 Ry dobivamo particiju Py. Naposljetku,
pomocu leme za m = 3 dobivamo P¥: [M]¢ — s. Iz konstrukcije slijedi da s’ ovisi
samo o €' i p.

Sad za ¢’ 1 s, koriste¢i Ramseyjev teorem za relativno velike skupove, nadimo M takav
da M — (¢' + 1)?; Uzmimo proizvoljnu particiju (P;: i < 2M) te definirajmo particije
S:[M]¢ = 2, Q: [M]' = p+1 te R: [M]> - r na analogan nacin kao prije. Kori-
stedi lemu [3:2.7, od @, S i R konstruirajmo particiju P te od nje, opet kao prije, pomocu
leme za m = 3 dobijmo P*: [M]¢ — .

Iz Ramseyjevog teorema za relativno velike skupove slijedi da postoji relativno velik
h C M, kardinalnosti barem e + 1 i homogen za P*. Budué¢i da h zadovoljava uvjete
leme moZemo naci relativno velik  C M, homogen za P (pa ondaiza Q, Ri5) i
kardinalnosti barem max (¢ + 1, f3(minx)). PokaZimo da je x traZeni skup.

Bududi da je & homogen za R, relativno velik i kardinalnosti barem ¢’ +1 = 2e+2 > 2, iz
leme zakljuéujemo da za svako a,b € x t.d. a < b vrijedi fo(a) < b. Zbog fa(x) > 22,
za svako z, slijedi a? < b pa & zadovoljava (i).
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Pokazimo jo§ da je, za proizvoljno a € x, x \ {0,...,a} homogen za P;, za svako i < 2%.
Iz definicije particije S slijedi da je dovoljno pokazati da vrijedi S(a,b,c) = 0, za sve
b,c C z\ (a+1). Kako je  homogen za S, bit ¢e dovoljno pronaéi neke a’ € z te b',¢' C =
kardinalnosti e t.d. vrijedi S(a’,b’,¢’) = 0. Uzmimo a’ = minz. Buduéi da je  homogen
za @, vrijedi @’ > p. Takoder, vrijedi cardx > f3(a’). Iz nac¢ina kako smo birali p na
pocetku dokaza, vidimo da smo card  mogli odabrati da bude dovoljno velik u odnosu na r
i a’, odnosno, toliko velik da svih e-¢lanih podskupova od  ima vise od 72*. Buduéi da za
proizvoljni e-¢lani skup z postoji 72" razli¢itih mogucénosti za niz (P;(z) : i < 2%), moZemo
naéi dva e-¢lana podskupa b’ i ¢’ od x takva da je P;(b') = P;(c), za svako i < 2%. Tada je
S(a’,b', ) =0, kao &§to je i trazeno. O

Propozicija 3.2.12. Svaki konacan podskup aksioma od T ima model.

Dokaz. Neka je dan konacan podskup S aksioma od T te neka su cg, . . ., cx_1 svi konstantski
simboli koji se pojavljuju u S. Konstruirat ¢emo model za S kojem je nosa¢ skup w,
funkcijski simboli 4, - i s interpretirani su standardnim operacijama zbrajanja, mnoZenja i
funkcije sljedbenika na w, a konstantski simboli elementima xg, . .., zp_1 skupa x kojeg ¢emo
dobiti koristeci propoziciju Ovakvu strukturu oznacit ¢emo s (w; +, -, 8, gy - -+, Th—1)-

Neka je N € w proizvoljan te neka je za svaku ograni¢enu formulu 9 (y, z) koja se
pojavljuje u nekom od aksioma oblika (iii) dana bilo kakva particija Q. : [M]'en(2) — 2, gdje
smo s len(z) oznadili duljinu niza z. Tada, koriste¢i lemu particijama @, moZemo
pridruziti particiju P: [M]¢ — r, pri ¢emu e i r ovise samo o broju i obliku aksioma iz skupa
S.

Za te e, r i k nadimo M € w iz propozicije Zatim za svaku ograni¢enu formulu
¥ (y, z) koja se pojavljuje u nekom od aksioma oblika (iii) iz S i svako £ € w duljine len(y)
definirajmo particije Fy¢: [M]len(z) — 2 na nacin koji éemo sada opisati. Broj £ € w
interpretiramo kao kod niza prirodnih brojeva a () i pritom smatramo da je svaki podskup
skupa b = {0,...,b— 1} kodiran nekim brojem manjim od 2°. Za niz ¢ iz M duljine len(2)
tada stavljamo Fy¢(c) = 0, ako je ¥(a(&),c) istinita u (w;+,-,s), a Fy¢(c) = 1, inace.
Buduéi da formula ¢ (y, z) ne sadrzi konstantske simbole, interpretabilna je u (w;+, -, s) pa
je Iy ¢ dobro definirana. Sad za fiksno &, koriste¢i lemu particijama Fy ¢ moZemo
pridruziti particiju Pe: [M]¢ — r. Za familiju particija (P : ¢ < 2M) tada moZemo naci
x C M koji zadovoljava uvjete (i) i (ii) iz propozicije

Ozna¢imo s g < --+ < xk_1 najmanjih k elemenata skupa x i pokazimo da je
(w;+,+, 8,20, ...,Tx—1) model za S.

Jasno je da su svi aksiomi oblika (i) za T zadovoljeni, a istinitost aksioma oblika (ii)

odmabh slijedi iz [3.2.111).
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3. Nedokazivost Ramseyjevog teorema u PA

Pokazimo jo$ da su svi aksiomi oblika (iii) za T zadovoljeni. Uzmimo proizvoljan takav.
Neka je i < k, 0(y, z) ogranicena formula te i < I, I’ < k, gdje su l i I’ nizovi iste duljine.
Pripadni je aksiom Yy < ¢;[0(y, c(l)) <> 0(y, c(l))].

Bududi da je ¢; interpretiran brojem z;, da bismo provjerili istinitost aksioma, gledamo
valuacije za koje je svaki ¢lan niza y interpretiran prirodnim brojem manjim od x;. Treba
pokazati da za svaku takvu v formule 6(v(y),z(l)) i O(v(y),x(l’)) imaju istu istinitosnu
vrijednost.

Pridruzimo valuaciji v kod ¢ njenih vrijednosti na y, pri ¢emu je ¢ < 2%. Iz propozi-
cije[3.2.11]slijedi da je &\ (2; + 1) homogen za P, pa onda i za Fy ¢, iz Cega zakljutujemo da
za proizvoljne x(7), (3") € \ (z;+1) formule 6(a(¢),z(j)) i 6(a(¢), z(j")) imaju istu isti-
nitosnu vrijednost. Posebno, 8(a(¢),z(1)) i 6(a(¢),z(l’)) imaju istu istinitosnu vrijednost.
Iz ovoga slijedi istinitost aksioma. O

Sad prelazimo na dokaz glavnog teorema ovog poglavlja. Kao jednostavnu posljedicu
teorema dobit ¢emo i dokaz teorema Za iskaz teorema bit ¢e nam potrebna definicija
dokazivo rekurzivne funkcije.

Neka je g rekurzivna funkcija. Iz teorema o grafu tada slijedi da joj je graf rekurzivna
relacija te je definabilan ¥j-formulom u PA. Oznaimo s g(z) ~ y X;-formulu teorije PA

koja izrazava da (z,y) pripada grafu od g.

Definicija 3.2.13. Rekurzivna funkcija g je PA-dokazivo rekurzivna ako
PAFVz3y (9(z) ~ ).

Dakle, rekurzivna funkcija je PA-dokazivo rekurzivna ako PA moZe dokazati njenu to-
talnost. Poznato je da klasa PA-dokazivo rekurzivnih funkcija sadrzi sve primitivno rekurzi-
vne funkcije [I0]. Posebno su sve elementarne funkcije, kao $to su zbrajanje, mnoZenje,
dijeljenje, eksponencijalna funkcija, PA-dokazivo rekurzivne. Primjer funkcije koja nije pri-
mitivno rekurzivna, a PA dokazuje njenu totalnost, je Ackermannova funkcija. Ipak, nisu
sve rekurzivne funkcije PA-dokazivo rekurzivne. Jedna je takva, kao Sto ¢emo uskoro vidjeti,
funkcija f definirana na pocetku ovog poglavlja.

Teorem 3.2.14. Ako je g: w — w PA-dokazivo rekurzivna funkcija, tada postoji prirodan

broj n takav da m > n povlaci f(m) > g(m), za svaki prirodan broj m .

Prije nego krenemo na dokaz teorema, vratit ¢emo se na komentar s pocetka ovog
poglavlja. Kad smo htjeli dati intuitivno objasnjenje zasto je Ramseyjev teorem za re-
lativno velike skupove nedokaziv u PA, rekli smo da je, za opéeniti x, vrijednost f(x) ,toliko

velika da PA ne moZze dokazati da uopée postoji”.
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3. Nedokazivost Ramseyjevog teorema u PA

Ovaj teorem daje malo jasniju sliku o tome §to se ovdje zapravo dogada. Rekurzivne
su funkcije ono $to smatramo dobrim funkcijama - funkcije koje znamo izra¢unati, za svaku
ulaznu vrijednost, i izraziti formulama teorije PA. Dokazivo rekurzivne funkcije moZzemo u
tom smislu zamisljati kao aparat koji smijemo koristiti za opisivanje drugih objekata unutar
PA. Dakle, problem s kojim se ovdje susreéemo je sljedeéi: znamo da za svaki konkretni
prirodan broj a vrijednost f(a) postoji, medutim, kad bismo za neki opceniti = htjeli opisati
f(x) jezikom PA (ili barem postaviti gornju medu za tu vrijednost), u opisu ne bismo mogli
upotrijebiti nijednu takvu funkciju.

Sad dajemo dokaz teorema [3.2.14]

Dokaz. Za potrebe ovog dokaza alfabetu teorije T dodat ¢emo jos jedan konstantski simbol
¢ (bit ¢e jasno da ¢e sve tvrdnje koje budemo koristili vrijediti i za ovako promijenjenu
teoriju). Pretpostavimo da za svako n € w postoji m > n takav da je f(m) < g(m) i
pokazimo da g tada nije PA-dokazivo rekurzivna.

Neka je S proizvoljan konacan podskup aksioma od T i neka je k € w takav da su svi
konstantski simboli koji se pojavljuju u S sadrzani u ¢(k). Iz dokaza propozicija i
vidljivo je da za dovoljno velik n moZzemo naci a > n takav da je f(a) < g(a) idaje k
elemenata skupa x, koji ¢e interpretirati konstantske simbole, sadrzano u intervalu [a, f(a)].

Oznac¢imo sa S’ skup formula koji dobijemo kad skupu S dodamo formulu ¢ < ¢y te za
svako i < k formulu Vz < ¢; =(g(c) ~ ). Iz dokaza propozicije[3.2.12]i pocetne pretpostavke
slijedi da S’ ima model kojem je nosa¢ skup prirodnih brojeva s operacijama zbrajanja,
mnoZenja i sljedbenika, pri ¢emu su cg,...,cr_1 interpretirani elementima skupa x, a c
se interpretira kao a. Iz teorema kompaktnosti sad zaklju¢ujemo da skup 7" koji sadrzi
aksiome teorije T i formule ¢ < ¢q te za svako i € w formulu Yz < ¢; =(g(c) ~ x) ima model
M = (M, ). Iz propozicije tada slijedi da je struktura J kojoj je nosa¢ I pocetni
komad skupa M odreden s C?ﬁ, 1 € w, model za PA.

Kad bi postojao d € I takav da J = g(c¢) ~ d, vrijedilo bi M = g(c) ~ d A d < ¢; za
neko 7 € w, §to je kontradikcija s pretpostavkom da je 9t model za T”. Dakle, mora vrijediti

PAFVx3y (g(x) ~ y) pa g nije PA-dokazivo rekurzivna. O

Iz definicije funkcije f jasno je da je f parcijalno rekurzivna funkcija, a iz Ramseyjevog
teorema za relativno velike skupove slijedi da je i totalna. Iz ovoga odmah dobivamo sljedeéi
korolar:

Korolar 3.2.15. PAFVz3y (f(x) ~ ).

Iz ovog korolara slijedi da Ramseyjev teorem za relativno velike skupove nije dokaziv
u PA (lako je vidjeti da je dokaz da Ramseyjev teorem za relativno velike skupove povlaci
Va3y (f(x) ~ y) moguce provesti u PA). Ovim razmatranjima dokazali smo teorem
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3. Nedokazivost Ramseyjevog teorema u PA

3.3 Indikatori

U ovom dijelu dajemo kratak osvrt na dokaz Paris-Harringtonovog teorema pomocu indika-
tora. Indikatori su formule teorije PA koje zadovoljavaju odredene uvjete i glavni su nositelji
opcéenite tehnike razvijene za dokazivanje neodlucivosti formula u PA.

Da bismo mogli definirati indikatore, potrebno je prvo nesto rec¢i o po¢etnim segmentima
modela za PA. Prisjetimo se, ako je 9 = (M, ¢) model za PA, tada je I C M pocetni
segment od M (s obzirom na ¢) ukoliko za svako a € I i b <™ qa vrijedi b € I. U svakom
modelu za PA moZemo naéi barem dva pocetna segmenta, prazan skup i M. Nas ¢e ovdje
zanimati pocetni segmenti razli¢iti od ova dva trivijalna, pravi pocetni segmenti, koji jos

imaju dodatno svojstvo zatvorenosti na funkciju sljedbenika.

Definicija 3.3.1. Neka je M = (M, ¢) model za PA te I C M pravi pocetni segment od
M. Kazemo da je I usjek od M (s obzirom na @) ako je I zatvoren na s™. U tom slucaju
pisemo I C. M.

Iz definicije slijedi da je usjek zatvoren i na +” i -™ pa inducira jednu strukturu za PA,
s funkcijama zbrajanja, mnoZenja i sljedbenika naslijedenima iz 9.

Za svaki model 9t od PA koji nije izomorfan standardnom (skup w s operacijama zbra-
janja, mnoZenja i funkcijom sljedbenika) moZzemo naéi usjek N od M izomorfan skupu w.
Krenimo od najmanjeg elementa u M (s obzirom na <™), 0™. Tada pomocu funkcije slje-
dbenika moZzemo doéi do sljede¢eg najmanjeg elementa s™(0™), pa do sljedeceg, s™(s™(0™)),
i tako dalje. Na ovaj nac¢in dolazimo do skupa N koji izgleda kao w i ¢iji elementi zado-
voljavaju aksiome zbrajanja i mnozZenja. Iz ovoga slijedi da je N, zajedno s funkcijama
zbrajanja, mnoZenja i sljedbenika naslijedenima iz 9, i sam model za PA (ovakav ¢emo
model oznacavati s M). U skladu s oznakama uvedenima u poglavlju [1} s @ >™ N ¢emo
oznacavati ¢injenicu da je a veéi, s obzirom na <™, od bilo kojeg elementa iz N (takav ¢emo
a zvati nestandardnim elementom od M).

Spomenimo jos da za svaki nestandardni model od PA moZemo pronaéi usjeke razlic¢ite
od ovako dobivenog N koji su takoder nosai modela za PA (vidi [§]).

Usjeci nisi definabilni aritmetickim formulama u PA. Naime, kad bi postojala formula
f(x) takva da

M = 6(a) ako i samo ako a € I,

gdje je I C, M, tada bi moralo vrijediti

M = 6(0) AVz(0(x) — 0(s(x))) A Vzh(x)
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3. Nedokazivost Ramseyjevog teorema u PA

pa jedna instanca sheme aksioma indukcije ne bi bila istinita u 9. Ipak, iako usjeke nije
moguce izravno izraziti u PA, ¢esto je moguce definirati formule koje ukazuju na prisustvo

usjeka s odredenim svojstvom P. Takve formule bit ¢e indikatori.
Definicija 3.3.2. Formula Y (x,y, z) je indikator za usjeke sa svojstvom P ako vrijedi:
(i) Y(z,y,z) je ¥1-formula,

(i) PA FVYavy3lzY (z,y, 2),

Sto nam omogucuje da formuli Y wu danom modelu IM za PA pridruzimo funkciju
Y M x M — M, definiranu s

Y™ (a,b) = ¢ ako i samo ako M =Y (a,b,c).
Naposljetku, treba vrijediti

(i) Y™ (a,b) >™ N ako i samo ako postoji I C. M sa svojstvom P takav da je a € I i
b>M .

Dakle, ,velika” (veéa od svakog standardnog elementa u M) vrijednost Y™ (a, b) pokaza-

telj je da postoji usjek I od M sa svojstvom P kojem je desni rub smjesten unutar [a, b).

~N—
L

Slika 3.1: Indikatori nam pomaZu da odredimo polozaj usjeka.

Moze se pokazati da za dosta zanimljivih svojstava P postoje indikatori. Mi ¢emo se
ovdje detaljnije pozabaviti indikatorima za svojstvo da je usjek model za PA, vaznima za
dokazivanje neodlucivosti formula u PA. Da bismo mogli objasniti vezu izmedu ovakvih
indikatora i neodlu¢ivosti, potreban nam je teorem koji ¢emo sad iskazati (za dokaz vidi

[19])-

Teorem 3.3.3. Neka je 9 model teorije PA te Y indikator za modele PA. Oznacimo s
Y(z,y) > z formulu 3t(Y (z,y,t) ANt > z). Tada vrijedi:

(i) PAE Y23y (Y(z,y) >n), za svako n € w,
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3. Nedokazivost Ramseyjevog teorema u PA

(11) N = VavVz3y (Y (z,y) > 2), te
(iii) PAYNzY23y (Y (z,y) > 2).

Iz tvrdnji (ii) i (iii) odmah slijedi da je, ako je Y (z,v, z) indikator modela teorije PA,
formula VaVz3y (Y (z,y) > z) neodluciva u PA.
Da bismo dokazali neodlu¢ivost neke formule u PA, cilj je zapisati je u obliku

Vavz3y (Y(x,y) > 2),

gdje je Y (z,y, z) indikator modela teorije PA. Naputak kako konstruirati formulu Y ¢itamo
iz (iii): naSa tvrdnja zapisana u terminima z, y, z trebala bi biti takva da vrijednost od y
raste jako brzo u usporedbi s vrijednostima z i z.

Pogledajmo sad kako ove primjedbe moZemo iskoristiti da dobijemo drugi dokaz Paris-
Harringtonovog teorema. S obzirom da nam je ovdje glavni cilj objasniti ideju dokaza i
usporediti ga s onim danim u prethodnom dijelu, veéinu tvrdnji komentirat ¢emo samo
neformalno (detaljniji dokaz moze se naci u [16]).

Prisjetimo se funkcije f, definirane u prethodnom dijelu ovog poglavlja, koja je broju

xT

T (odnosno, najmanji y takav da za svaku

x pridruzivala najmanji y takav da y —+ (x + 1)
particiju P: [y]* — x postoji podskup od y kardinalnosti barem 4+ 1 homogen za P). Bitno
svojstvo funkcije f bilo je da f raste jako brzo, brze od bilo koje PA-dokazivo rekurzivne
funkcije, uklju¢ujuéi Ackermannovu funkciju. U skladu s tim, definiramo Y(z,y, z) kao

aritmeticki zapis recenice
»Z je makismalan t.d. [z,y] = (z +1)2".

Objasnimo prvo zasto bi iz pretpostavke PAFVaVzTy (Y (x,y) > z) slijedila nedokazivost
teorema 2.3.5 u PA.

Lako je vidjeti da ako za neke x, y, z vrijedi [z, y] = (2+1)Z, tada vrijedi i [z, y] = (u+

z
z
1)¥ za svako u < z. Naime, proizvoljnu particiju P skupa svih u-¢lanih podskupova od [z, y]
moZemo pro8iriti na particiju P’ skupa svih z-¢lanih podskupova od [z, 3] tako da svakom z-
¢lanom podskupu od [z, y] pridruzimo vrijednost od P na njegovih najmanjih u elemenata.
Tada je najmanjih u + 1 elemenata skupa x kardinalnosti z + 1, homogenog za P’, skup
homogen za P. Nakon provodenja dokaza u PA, dobivamo da PA}VaVz3y (Y (z,y) > 2)
povladi PAFV2Vz3y ([z,y] = (2 + 1)2). Iz ovoga slijedi PAYV2Ty (y — (2 + 1)?) (ovdje
pod VaVz3y ([z,y] == (2 + 1)%) i Vz3y (y == (2 + 1)%) zapravo podrazumijevamo formule
teorije PA koje izrazavaju odgovarajuce tvrdnje). Dokaz teorema tada dobivamo na
isti nac¢in kao u dokazu iz prethodnog dijela.

Dokaz da je Y zaista indikator modela za PA nesto je zahtjevniji i ovdje ga neéemo

provoditi. Spomenimo samo da se svojstvo (i) iz definicije m provjerava raspisivanjem,
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a svojstvo (ii) slijedi iz Ramseyjevog teorema za relativno velike skupove (teorem
i primjedbe da je vrijednost od z omedena odozgo s vrijednosti od y. Za svojstvo (iii)
potrebno se malo viSe pomuditi i dokazati rezultat analogan onome iz propozicije |3.2.3
Pritom ovdje, ponovno koristeéi teorem za proizvoljni model M = (M, ) za PA treba
nadi niz ¢;, gdje je i € w, elemenata iz M koji zadovoljavaju (ii) i (iii) iz definicije [3.2.1]

U literaturi je moguce pronaci jo§ formula sliénih Vz3y (y —= (2 + 1)?) koje se takoder
mogu povezati s indikatorima za modele teorije PA. Na taj je nac¢in u [22] pokazano da
je recenica Vz3y (y — (z + 1)5) neodluciva u PA, dok se u [I2] moze pronaci dokaz za
neodlucivost recenice Vz3y (y — (22)3). Iz metode s indikatorima proizasli su i razni drugi
primjeri u PA neodluéivih re¢enica (vidi [19], [20], [12] i [10]).

Za kraj, pogledajmo jedno obrazloZenje, dano u [20], zasto su tvrdnje koje mozemo
povezati s indikatorima modela za PA nedokazive u PA. Zanimljivo je da je ovo obrazloZenje
sli¢no onome koje smo dali kad smo, prouc¢avajuéi dokaz Paris-Harringtonovog teorema koji
nije koristio indikatore, pokusali dati odgovor na pitanje zaSto teorem [2.3.5| nije dokaziv u
PA.

Za svaki prirodan broj m definirajmo funkciju g,,: w — w,
gm (k) = najmanji [ t.d. Y(Em,fn) >N,

Iz definicije [3.3.2(1) i teorema |3.3.3((1) slijedi da je funkcija g,, PA-dokazivo rekurzivna, za

svako m € w. Takoder, moze se pokazati da vrijedi sljedeéi rezultat (za dokaz vidi [19]).

Teorem 3.3.4. Ako je h PA-dokazivo rekurzivna funkcija, tada postoji m € w takav da je
h(k) < gm(k), za svako k € w.
Definirajmo sad funkciju g: w — w,
g(k) = gr(k) = najmanji [ t.d. Y(Em,fﬁ) ST

Buduéi da je g(k) > gm(k) za sve osim eventualno konaéno mnogo k-ova, iz teorema
slijedi da ¢ nije PA-dokazivo rekurzivna te, StoviSe, da je ne moZemo opisati ni omediti
nijednom takvom funkcijom. Dakle, opet mozemo reéi da je za opcenite x i z vrijednost y

za koju je Y (z,y) > z ,toliko velika da PA ne moze dokazati da uopée postoji”.

3.4 Hijerarhija brzo rastucéih funkcija

U prethodnim smo odjeljcima komentirali dva razli¢ita dokaza neodlucivosti Ramseyjevog
teorema za relativno velike skupove u PA. Vidjeli smo da u pozadini oba dokaza lezi brzo
rastucéa funkcija koja svugdje, osim u eventualno kona¢no mnogo toc¢aka, postize vrijednosti
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veée od proizvoljne PA-dokazivo rekurzivne funkcije. U ovom ¢emo odjeljku malo jasnije
docarati koliko brzo takva funkcija zapravo treba rasti.

Pitanje koliko brz rast je stvarno brz rast uvelike ovisi o kontekstu te je nemoguée dati
univerzalan odgovor na njega. Hijerarhije brzo rastuéih funkcija su u tom smislu pokusaj
stupnjevanja funkcija po brzini rasta. Takva je hijerarhija definirana na nacin da pri svakom
skoku na iduéu razinu dobivamo funkciju s puno brzom stopom rasta od funkcije na trenutnoj
razini.

Sad definiramo hijerarhiju na nacin opisan u [I3|, gdje se koristi ponesto izmijenjena
Wainerova hijerarhija [27]. Definiramo wy = w, wr11 = w**, te g9 = limg_y0o wg. Zatim,
za grani¢ni ordinal A s ({A\}(n) : n € w) oznac¢avamo kanonski rastuci niz ordinala kojem je
limes A (detalji konstrukeije takvog niza mogu se naéi u [13]). Kao prije, s F*) oznacavamo
funkciju dobivenu komponiranjem funkcije F' same sa sobom k puta.

Za 0 < a < g¢ definiramo funkcije Fy: w — w,

Fo(l‘) = x—i—l,
Fpa(x) = FF (@),

te, za granic¢ni ordinal A,

F/\($> = maX{F{)\}(j) j S [E}

Kako bismo ilustrirali kolike su razlike u stopama rasta medu funkcijama na susjednim
razinama, navodimo ocjene za brzine rasta prvih nekoliko funkcija u hijerarhiji. Tako je
.2%

Fi(x) = 2z, Fy(x) =~ 2%, F3(x) =~ 92" (u izrazu se pojavljuje z dvojki), a funkcija
F) veé raste toliko brzo da se, za razliku od prve ¢etiri funkcije, ne moZe opisati ni na koji
elementarniji na¢in. Funkcija F,, raste kao Ackermannova funkcija.

Moze se pokazati da je za svaki a < gg funkcija F, strogo rastuca, za a < w primi-
tivno rekurzivna, te, za a < gy, PA-dokazivo rekurzivna. Osim toga, svaka PA-dokazivo
rekurzivna funkcija g dominirana je nekom funkcijom iz hijerarhije (to¢nije, za danu PA-
dokazivo rekurzivnu funkciju g postoje oo < g9 i n € w takvi da je g(m) < Fq(m), za sve
m > n). Takoder se moze pokazati da je za a, < g¢ funkcija F,, dominirana funkcijom
Fg ako i samo ako je v < 8 [13]. Dakle, funkcija Fy, je prva funkcija u hijerarhiji koja je
dominantna nad svim PA-dokazivo rekurzivnim funkcijama.

Hijerarhija brzo rastuéih funkcija je, osim za karakterizaciju rekurzivnih funkcija, vazna
i za bolje razumijevanje fenomena nedokazivosti istinitih i prirodnih matematickih tvrdnji
u Peanovoj aritmetici. Jedna tehnika za dokazivanje neodlucivosti takve tvrdnje u PA je
pokazati da generira funkciju koja je po stupnju brzine rasta usporediva s Fy, (u svjetlu
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3. Nedokazivost Ramseyjevog teorema u PA

toga, razinu g moZemo dozivljavati kao granicu Peanove aritmetike). Na taj je na¢in u [13]
pokazano da Ramseyjev teorem za relativno velike skupove nije dokaziv u PA. Navodimo
glavne rezultate iz [13].

Oznac¢imo sa ¢ funkciju definiranu s
o(r.y) = pzlz — (x + 1))

Tada je o(z,xz) = f(x), gdje je f funkcija definirana na pocetku odjeljka , te je o(x,x)

reda veli¢ine F;, (x — 2). Naime, za x > 20 vrijede sljedece ocjene:

g7 g
® =
|
NN
IAIA
22
& 8
3 &
IA A
SRS

o

8

|

=

Takoder, vrijedi

o(x,x —=7) < F,(x—2) te o(z,x) < F,(x—1).
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POGLAVLIE 4

Jos neke nedokazive formule u Peanovoj aritmetici

U prethodnim poglavljima bavili smo se primjerom jedne u Peanovoj arimetici neodlucive
recenice, Ramseyjevim teoremom za relativno velike skupove (teorem . Teorem smo
iskazali i dokazali te smo proveli dokaz da teorem nije dokaziv u teoriji PA. Takoder smo
naveli par primjera nedokazivih recenica usko povezanih s teoremom [2.3.5)

U ovom poglavlju navodimo jo§ neke druge primjere u Peanovoj aritmetici neodlucivih

reCenica. lako ¢emo definirati i objasniti sve potrebne pojmove, ne¢emo nista dokazivati.

4.1 Goodsteinov teorem

Prvi primjer koji navodimo je jedan teorem teorije brojeva, Goodsteinov teorem.
Za prirodne brojeve m i n prvo definiramo reprezentaciju broja m u bazi n na sljedeci
nacin. Zapisimo m kao zbroj potencija broja n,

m = aknk + ak_lnk_l + -+ a1n + ap,

gdje je ap # 010 < oy < n za i < k (poznato je da za svaki prirodan broj m ovo
moZzemo napraviti na jedinstven nac¢in). Sad isti postupak ponovimo s eksponentima, zatim
s eksponentima eksponenata i tako dalje dok svaki broj u zapisu ne bude manji ili jednak
n. Primjerice, zapis u bazi 2 za broj 515 dobivamo ovako:

515 =29 + 241 =22+ 1011 =92+l 4 o4 q

Sad definiramo Goodsteinov niz G(m) broja m, G(m) = (mg)ge,- Prvi ¢lan niza je
m. Ako je m jednak 0, sljedeé¢i ¢lan niza je 0. Ako je m razli¢it od 0, zapiSemo ga u bazi
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4. Jo$ neke nedokazive formule u PA

2, kao sto je opisano. Sljedeéi ¢lan niza m; dobivamo tako da sve nastupe broja 2 u tom
zapisu zamijenimo s 3 i oduzmemo 1. Zatim meo dobivamo iz m; tako da sve nastupe broja
3 zamijenimo s 4 i oduzmemo 1 i tako dalje. Opcenito, u k-tom koraku mj dobivamo tako
da sve nastupe broja k 4+ 1 u zapisu mg_1 u bazi k + 1 zamijenimo s k£ + 2 i oduzmemo 1.
Kao primjer navodimo prvih nekoliko ¢lanova niza G(14):

14y = 22t1 422492

14, = 331433+ 2 =110,
14y = 4414 4% 41 = 1281,
143 = 571455 =18750.

Ovim smo opisali Goodsteinove nizove koji po¢inju sa zapisom u bazom 2. Na analogan
nacin mogu se definirati nizovi koji poc¢inju s bazom n, za bilo koji n > 1.

Goodsteinovi nizovi ve¢ za male vrijednosti broja m rastu jako brzo. Tako niz koji
pocinje s 19 u samo pet koraka premaduje vrijednost 1020990 Tim vige iznenaduje sljedeci
rezultat. Stoviée, moze se pokazati da isti rezultat vrijedi za nizove koji poc¢inju s bazom n
(n>1) [15].

Teorem 4.1.1 (Goodstein). Za svaki m postoji k € w takav da je my = 0.

Dokaz Goodsteinovog teorema koristi svojstva ordinalnih brojeva (vidi [20]) te se ne
moze formalizirati u Peanovoj aritmetici. Prvi dokaz nedokazivosti Goodsteinovog teorema
u PA pomocu teorije indikatora dan je u [15], a jos jedan dokaz moZe se naci u [7].

Uz Goodsteinov teorem veze se brzo rastu¢a Goodsteinova funkcija G koja prirodnom
broju m pridruzuje najmanji k£ takav da je my = 0. Goodsteinova funkcija raste kao F¢,
definirana u odjeljku [3:4] Za ilustraciju navodimo prvih nekoliko vrijednosti funkcije G:

(1) 1
(2) 3,
B) =5
(4) 3

Q

9

Q Q

. 2402653211 —3.

Q

Izvod za vrijednost G(4) moZe se naci u [24].
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4. Jo$ neke nedokazive formule u PA

4.2 Heraklo i Hidra

Jos jedan primjer u Peanovoj aritmetici nedokazive formule proizasao je iz igre inspirirane
pricom o borbi grékog junaka Herakla s nemani Hidrom. U igri je Hidra predstavljena
stablom s jednim istaknutim ¢vorom na nultoj razini, korijenom (vidi sliku . Relacije
medu ¢vorovima prikazane su segmentima. Cvor koji nema nasljednika (¢vorova koji su
tocno iznad njega), zajedno s pripadnim segmentom, nazivamo glava. Cvor koji je to¢no
ispod takvog ¢vora je njegov ¢vor-otac, a ¢vor to¢no ispod ¢vora-oca (ukoliko takav postoji)
njegov ¢vor-djed.

¢vor-otac
&vor-djed ¢vor

segment\\

Slika 4.1: Hidra

korijen

U n-tom vremenskom trenutku Heraklo odsijeca jednu glavu Hidri. Ukoliko je ¢vor-otac
odsjecene glave korijen, ne dogada se nista. Ako ¢vor-otac nije korijen, u sljede¢em trenutku
iz. ¢vora-djeda odsjecene glave nice jos n kopija ovako osakac¢enog podstabla (vidi sliku .
Heraklo pobjeduje ako uspije obezglaviti Hidru, to jest, sasijeéi je do korijena, u kona¢nom
broju koraka.

Cini se da broj Hidrinih glava sa svakim korakom nezaustavljivo buja pa je pomalo
iznenadujucéa tvrdnja da Heraklo uvijek pobjeduje, bez obzira kojim redom odsijecao glave.
Definiramo li strategiju kao funkciju koja prirodnom broju n pridruzuje glavu koju Heraklo
odsijeca u n-tom vremenskom trenutku, ovu tvrdnju mozemo iskazati u obliku sljedeceg
teorema. Dokaz teorema, sli¢no kao i dokaz Goodsteinovog teorema, koristi svojstva ordinala
[15].

Teorem 4.2.1. Svaka Heraklova strategija vodi do pobjede.
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4. Jo$ neke nedokazive formule u PA

Slika 4.2: Heraklo odsijeca glave Hidri

Stoviée, moZe se pokazati da isti rezultat vrijedi i promijenimo li pravila igre na nacin da u
svakom koraku odsjeenu glavu zamjenjuje proizvoljan prirodan broj pripadnih podstabala.

Neformalno, Hidra tokom igre postaje Sira, ali i niza. Naime, svaku glavu moZemo
strpljivim odsijecanjem nakon nekog vremena srezati do podstabla s kona¢nim brojem glava
na prvoj razini, odmah iznad korijena, a takve glave viSe ne mogu dati nove glave. Kad
jednom sve glave snizimo na prvu razinu, u svakom sljedeéem trenutku smanjujemo broj
glava za jedan te Hidra naposljetku umire.

Strategije su opéenito beskona¢ni objekti pa tvrdnju da Heraklo uvijek pobjeduje ne

mozemo izraziti u Peanovoj aritmetici. Ipak, u PA je moguce izraziti sljedeéi teorem:
Teorem 4.2.2. Svaka rekurzivna Heraklova strategija vodi do pobjede.

Iako je ovu tvrdnju mogucée izraziti u Peanovoj aritmetici, nije je moguée dokazati unutar
PA. Kao moguce objasnjenje obi¢no se navodi velik broj koraka potreban da bitka zavrsi
[18].

Prvi dokaz neodlucivosti pomoc¢u indikatora moze se naci u [15], a jos jedan dokaz dan
je u [5].

4.3 Bitka s crvom

Bitka s crvom je primjer jo$ jedne igre iz koje je proizasla tvrdnja nedokaziva u Peanovoj
aritmetici.

Crv se sastoji od ¢vorova, kao §to je prikazano na slici [£.3] Posljednji ¢vor je istaknut
i nazivamo ga glava. Cilj je igre obezglaviti crva, no, kao §to ¢emo vidjeti, igra je u ovom

slu¢aju potpuno deterministicka.
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4. Jo$ neke nedokazive formule u PA

Formalno, u bilo kojem vremenskom trenutku crva moZzemo promatrati kao funkciju kojoj
je domena neki prirodan broj m, a kodomena skup w. Tako crvu na slici pridruzujemo
funkciju f: 5 — w s vrijednostima f(0) =2, f(1) =3, f(2) =1, f(3) =01 f(4) = 2. Cesto
koristimo jednostavniji zapis, niz (f(0),..., f(m—1)), pa tako crvu na slici [4.3| pridruzujemo
niz (2,3,1,0,2) ili, jo§ jednostavnije, broj 23102 (ovaj zapis koristimo samo kad su sve
vrijednosti niza manje od 10).

T &vor

Slika 4.3: Crv

Pravila igre ilustrirana su na slici Ako u n-tom vremenskom trenutku glava crva
cn = (f(0),..., f(m)) ima vrijednost 0, posljednji ¢vor nestaje, a pretposljednji preuzima
ulogu glave. Tada u trenutku n + 1 ostaje crv cp41 = (f(0),..., f(m —1)). Ako je pak
f(m) razli¢ito od 0, trazimo najveci k takav da je f(k) < f(m). Oznacimo s r prvih
k + 1 ¢vorova crva, r = (f(0),..., f(k)), te sa s ostatak s vrijednosti glave umanjene za 1,
s=(f(k+1),...,f(m)—1). Pritom dopustamo da r bude prazan (u slu¢aju da ne postoji
k takav da je f(k) < f(m)). U sljede¢em trenutku ¢, 1 dobijemo tako da spojimo niz r s
n + 1 kopija niza s,

Cnal =T *8% -+ %§.
n+1 puta

Crv u kratkom vremenskom roku moze nabujati do jako velikog broja ¢vorova. Ipak,
moze se pokazati da vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 4.3.1. Svaki crv umire.

Neformalno objasnjenje za ovakav rezultat slino je kao kod Herakla i Hidre: tokom

vremena crv raste samo u 8irinu, ne i u visinu. Buduéi da se glava u svakom koraku mice za
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4. Jo$ neke nedokazive formule u PA

Ar o P Ause Boss

c1 = 23102 co = 231011 c3 = 2310101010 c4 = 231010101

Slika 4.4: Crv cg = 23103 u sljedeca Cetiri vremenska trenutka

jedno mjesto dolje ili ulijevo, crv nakon nekog vremena postaje sve kraé¢i i nizi te naposljetku
umire.

Teorem [4.3.1} iako izraziv, nije dokaziv u PA. Zanimljivo je jos da je neodlucivost tvrdnje
teorema u Peanovoj aritmetici usko povezana s neodlucivosti tvrdnje teorema [4.2.2
(vidi [I]). Naime, moze se pokazati da je ova igra ekvivalentna (do na neke detalje) igri
Herakla i Hidre - bitka Herakla i Hidre moZe se skoro korak po korak prevesti u bitku s
crvom i obratno (za detalje vidi [6]).

Dokaz da je teorem nedokaziv u Peanovoj aritmetici moze se naéi u [IJ.

4.4 Kruskalov teorem o konac¢nim stablima

U ovom ¢emo odjeljku, da bismo iskazali Kruskalov teorem u izvornom obliku, koristiti nesto
drugaciju definiciju stabla od one uvedene u odjeljku Reéi ¢emo da je (T, <r) stablo
ako je <7 parcijalni uredaj na skupu 7' s dodatnim svojstvima da T ima minimalni element
(korijen) te da je za svaki t € T skup {s € T : s <p t} linearno ureden. Lako je vidjeti
da smo ovim obuhvatili i definiciju m (za stablo S koje zadovoljava mogli bismo
definirati @ <g b ako postoji niz si,...,s; iz S takav da je s; = a, sp = b te je s;4+1 tono
iznad s;, za svako i < k).

Za t,t' € T s infp(t,t') oznatavamo najveci element skupa 7' takav da je infp(¢,t) <pt
i infp(t,t') <p t' (neformalno, infp(¢,t) je prvi ¢vor u kojem se putevi iz ¢ i ¢ prema
korijenu susrecu). Kazemo da stablo (S, <g) mozemo uloziti u (T, <r) i piSemo S < T ako
postoji injektivna funkcija h: S — T takva da vrijedi h(infs(s,s’)) = infr(h(s), h(s")) za
sve 5,5 € S.

Sad mozemo iskazati verziju Kruskalovog teorema za konad¢na stabla.
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Teorem 4.4.1 (Kruskalov teorem o kona¢nim stablima). Neka je k prirodan broj. Tada

postoji prirodan broj n takav da za proizvoljna konacna stabla T1,...,T, koja zadovoljavaju
cardT; < k+i (i <n)
postoje i < j < n takvi da vrijedi T; QT5.

Friedman je dokazao da ova verzija Kruskalovog teorema nije dokaziva u Peanovoj ari-
tmetici (svi se dokazi mogu naci u [9]). Ono sto Kruskalov teorem ¢ini posebno zanimljivim
je da nije dokaziv ni u nekim teorijama ja¢im od Peanove aritmetike. Takoder, i uz Kruskalov
se teorem veZe jedna funkcija koja raste izuzetno brzo.

Definirajmo 7 kao funkciju koja prirodnom broju k pridruzuje najmanji n koji zadovo-
ljava tvrdnju teoremad.4.1] Tada funkcija T raste brze od bilo koje rekurzivne funkecije ¢iju
totalnost mozemo dokazati metodama predikatne matematike, ukljuéujl;éi sve PA-dokazivo

rekurzivne funkcije. Poznato je, primjerice, da vrijedi 7(100) > 92" (u izrazu s desne

strane 2 se pojavljuje 1000 puta).

Na kraju, navodimo jedan noviji rezultat. Jos primjera nedokazivih formula u Peanovoj
aritmetici moZe se naéi u [4].

4.5 Friedmanov teorem

Teorem 4.5.1 (Friedman). Neka je k prirodan broj. Tada postoji prirodan broj n takav da
za proizvoljne racionalne brojeve x1, ..., T, moZemo naci 0 < p; < --- < pry1 < n takve da

vrijedi

}Sin(xpleE T xpk) - Sin(xplxps T xpk+1) ‘ <47Py

} Sin(xpzxps T ‘Tpk-u) - Sin(ipzxm e 'xpk+2) ‘ <47P,

Kao $to se navodi u [3], ovaj teorem nije dokaziv u Peanovoj aritmetici. U istom se radu
moze pronaéi dokaz nedokazivosti teorema slicnog ovome. Takoder se navodi da je funkcija
koja prirodnom broju k pridruzuje najmanji prirodan broj n za koji vrijedi tvrdnja teorema
reda veli¢ine Fy, te je dominantna nad bilo kojom PA-dokazivo rekurzivnom funkcijom.
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Zakljucak

Osvrnemo li se na rezultate iznesene u ovom radu, mogli bismo reci da je pri¢a o prirodnim
matematickim tvrdnjama koje nisu dokazive u Peanovoj aritmetici prica o velikim brojevima
i brzo rastué¢im funkcijama. Pritom ovdje govorimo o vrijednostima koje su toliko ekstremno
velike da daleko nadilaze sva naSa uobiCajena poimanja ,velikog”, bilo u svakodnevnom
zivotu, bilo u standardnoj matematici.

Koliko god ovo objasnjenje bilo lijepo i jednostavno, ipak valja biti oprezan pri donoSenju
ovakvih zakljuCaka. U literaturi se moze naéi jo§ puno tekstova s razli¢itim pristupima u
dokazivanju nedokazivosti kojih se ovdje nismo dotakli i za ocekivati je da bi tek prucavanje
ostalih dokaza dalo potpuniju sliku problema. Zbog toga ovaj rad treba ¢itati prvenstveno
kao dokaz nedokazivosti verzije Ramseyjevog teorema te uvod u nedokazivost u Peanovoj
aritmetici, niposto kao potpuni pregled. Kao pocetna tocka za dublja istrazivanja moze
posluziti [4], u kojem se moZe naci opsezni pregled literature o nedokazivosti.

Napokon, tesko je povjerovati da je pric¢a o nedokazivim formulama u Peanovoj aritmetici
zavriena. Potraga za matematickim tvrdnjama koje nisu dokazive u Peanovoj aritmetici
relativno je kratkog vijeka - nedokazivost prvih ovakvih primjera dokazana je tek krajem
sedamdesetih godina proslog stoljeca, a najnoviji su primjeri otkriveni u posljednjih nekoliko
godina. MoZemo zakljuciti da nas u buduénosti o¢ekuje nastavak price, s novim rezultatima

i interpretacijama.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu pokazuje se nedokazivost Ramseyjevog teorema za relativno velike
skupove u Peanovoj aritmetici. Definirani su svi pojmovi vezani za teorem te je teorem
iskazan i dokazan pomoéu beskonacne verzije Ramseyjevog teorema i teorema kompaktnosti.

Dokaz nedokazivosti Ramseyjevog teorema za relativno velike skupove uglavnom slijedi
dokaz Paris-Harringtonovog teorema, uz dodatno koristenje svojstava dokazivo rekurzivnih
funkcija Peanove aritmetike. Osim Ramseyjevog teorema za relativno velike skupove, u radu

su takoder opisani primjeri nekih drugih u Peanovoj aritmetici nedokazivih formula.



Summary

In this graduate thesis the unprovability of Ramsey’s theorem for relatively large sets in
Peano arithmetic is shown. The theoretical background necessary for the understanding of
proofs is given. The theorem is proved using infinitary Ramsey’s theorem and the compact-
ness theorem.

The unprovability proof mostly follows the proof of Paris-Harrington theorem. Addi-
tionally, the properties of Peano arithmetic provably recursive functions are used. Besides
Ramsey’s theorem for relatively large sets, some other examples of formulae unprovable in

Peano arithmetic are described.
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