LINEARNA ALGEBRA 1
Treéi rok - 26. kolovoza 2026.

1. (a) (16 bodova) Zadani su skupovi

M ={(a,b,c,d) €R*:a —2b+c=4, b—d =0},
N ={(a,b,c,d) €R*:a+b—c=0, 2a —d = 0}.

Odredite po jednu bazu i dimenziju za sljede¢e potprostore od R* (ako nisu trivijalni):
[M], [N], [M]+ [N], [M]N[N], [MON].

(b) (4 boda) Neka su S i T podskupovi kona¢nodimenzinalnog vektorskog prostora V.
Dokazite sljedec¢u implikaciju:

dim([S]N[T]) =dim[SNT] = [SIN[T]=[SNT]
Rjesenje:
(a) Proizvoljan vektor iz M je oblika
(a,b,—a+2b+4,b) = a(1,0,—1,0) + b(0,1,2,1) + (0,0,4,0),
pa vidimo da je
[M] = [{(1,0,—1,0),(0,1,2,1),(0,0,4,0)}].

Navedeni vektori (ozna¢imo ih s mq, ms, m3) su i linearno nezavisni, pa oni ¢ine bazu
za [M], stoga je dim[M] = 3.

Budud¢i da su jednadzbe kojima je zadan N homogenene, N je potprostor od R*, pa
je [N] = N. Proizvoljan vektor iz N je oblika

(a,b,a+b,2a) = a(1,0,1,2) + (0,1, 1,0),
pa dobivamo da je jedna baza za N
{n1,n2} = {(1,0,1,2),(0,1,1,0)}

i vrijedi dim N = 2.

Da bismo odredili baze za [M]+[N] i [M]N[N], pogledajmo uniju baza za [M] i [N].
Lako se vidi da su vektori my, ms, ms, n; linearno nezavisni, pa kako je dim R* = 4,
vidimo da je [M] + [N] = R*. Takoder imamo sljede¢u jednakost:

1 n 1
—my+mg— =Ny =n
5 2= 5 2,

pa dobivamo da je vektor

L s = Tmy m = 2(1,2,3,2)
—m Mo = —N No = —
2 1 2 21 2 9 5 Sy Iy

element presjeka [M] N [N]. Kako je

dim([M] N [N]) = dim[M] 4+ dim[N] — dim([M] + [N]) =3+2 -4 =1,



vidimo da je {(1,2,3,2)} baza za [M]N[N].
Neka je (a,b,c,d) € M N N. Vidimo da tada vrijedi:

a—2b+c=4
b—d=0
a+b—c=0
2a —d =0

Slijedi da je b = d = 2a, ¢ = 3a, pa kad ovo uvrstimo u prvu jednadzbu dobivamo
0 = 4. Dakle sustav nema rjeSenja, pa je M NN = (), a onda je [M N N] = {0}.

Pretpostavimo da je dim([S] N [T]) = dim[S N T]. Kako je SNT podskup od S i od
T, to vrijedi i za njihov linearne ljuske. Dakle
[SNT]<[S], [SNT] < [T,
pa slijedi da je
[SNT] < [S]N[T].

Sada vidimo da je [SNT] potprostor od [S]N[T] koji ima istu dimenziju kao [S]N[T],
pa slijedi trazena jednakost.



2.

(a) (12 bodova) U ovisnosti u parametru A € R odredite r(A,), gdje je

Ay =

N = O =
W N = =
—_ == O
> W N

(b) (8 bodova) Postoji li A € R takav da je matrica AL A, regularna? Odgovor obrazlo-

zite.
Rjesenje:
3,45
a) Ispadne r(A,) =< '
@) spacdne r(4,) = {172

(b) Kako je r(ATAy) < r(Ay) < 3 za svaki A\, ne postoji traZeni \.



3. (20 bodova)

(a) Za n > 2 izracunajte determinantu matrice A, = (a;;) zadane s

ij+1, 1=y,
Aij = 3 .. .y
i, i # ]
(b) Neka su A, B € M,(R) regularne matrice takve da je A + B regularna. DokaZite da
vrijedi
(A 4+ B = A(A+B)"'B=B(A+ B)"'A
Rjesenje:

(a) Zadana matrica je

2 2 3 - n
2 5 6 .- 2n
A, =13 6 10 --- 3n |
n 2n 3n .- n? + 1]
Sada od drugog retka oduzmemo dvostruki prvi redak, od tre¢eg retka trostruki prvi
redak itd., tj. za i = 2,...,n napravimo
R, + R, —1R;.
Dobivamo
2 2 3 n
-2 10 -+ 0
det A, =|—3 0 1 = 0|,
-n 0 0 --- 1

Sada prvom stupcu dodamo dvostruki drugi stupac, trostruki trec¢i stupac itd., tj.

C’1<—Cl+202+303—|——|—n0n

Tada .
L+Y kK 23 -+ n
k=1
0 10 --- 0
det A, = 0 01 ... ol
0 00 --- 1

Dakle, razvojem po prvom stupcu:

(n+1)(2n + 1)‘

det Ay =1+ Yk =14+ =0~

k=1

(b) Vrijedi
A+ B =B YA+ B)A"



Buduci dasu A, B i A+ B regularne, slijedi da sui A~ i B~! regularne, te je produkt
na desnoj strani regularan (i odmah je i lijeva strana regularna). Invertiranjem slijedi

(A 4+ B = A(A+ B)'B.
Analogno, iz
Aty B t=A"Y A+ BB

dobivamo
(AP + B Y =B(A+ B)A

Dakle,
(A 4+ B ' =A(A+ B)'B=B(A+ B)'A



4. (20 bodova) U ovisnosti o parametru A € R rijesite sustav

ry + 2.I2 + T3 = 3,
To + /\113 + Ty = 27
r1 + To -+ ()\—1)1'3 + ()\—|—5)£L‘4
A=1Dzz + A+4)zy = A+3

RjesSenje: Prosirena matrica sustava je

2 1 0 3
1A 1 2
I A=1 A+5|A+5
0 A=1 A+4|X+3

O~ O

Gaussovom eliminacijom dobivamo

1 2 1 0 3
0 1 A 1 2
0 -1 A=2 A+5|A+2
0 0 A—1 A+4|A+3
12 1 0 3
01 A 1 2
T100 20 —2 A+6|A+4
00 A1 A+4[X+3
12 1 0 3
01 A 1 2
T10o0 0 —(A+2)|-(A+2)
00 A—1 A+4 A+3

2 1 0 3
1A 1 2

0 A—1 A+4 | A+3
0 0 —(A+2)|-(1+2)

S O O

Za X\ # —2 iz posljednjeg retka slijedi

IL‘4:1.

Ako je i A # 1, iz treceg retka dobivamo

a zatim

-1 o
e A—1

>

Dakle, za A # 1, -2,

22 —1 1
A A 1>'

(x17x27$37x4) = (_)\—1’ N1 a_)\_17

I
>
+
ot



Za A = 1 dobivamo

121 013
011 1|2
000 5 |4 |’
000 —=3|-3
pa istodobno mora vrijediti
4
T4 = g i T4 = 1,
Sto je nemoguce. Sustav nema rjeSenja.
Za A = —2 dobivamo
12 1 03
01 =2 1|2
00 =3 2|1
00 0 00
Stavimo z4 = t. Tada
2t -1 t+4 2—4t
Lo — —— Ty = —— Ty = .
3 3 ) 2 3 ) 1 3

Stoga je

24t t+4 2—1
i ,t), t eR.

(331,252,3737954)=< 3 3 ' 3



5. (20 bodova) Neka je A € M, matrica ranga 2. Neka je B matrica nastala iz A tako $to
smo joj zamijenili prvi i drugi redak, te tre¢em stupcu dodali peterostruki zbroj prva dva
stupca.

(a) Zapisite matricu B pomoc¢u A i elementarnih matrica.

(b) Akosu Cy = [1 2 3 4}T iC,=1[13 —1]T dva rjesenja sustava AX = 0,
odredite neku bazu za prostor rjesenja sustava BX = 0.

Rjesenje: (a) B = F1oAFLFY,.
(b) Oznac¢imo
QA:{X€M4712AXIO} i QB:{X€M47123X:0}.

Tada je dim Q4 =4 — r(A) = 2, pa je Q4 = [{C}, C2}]. Kako je B nastala iz A elemen-
tarnim transformacijama, imamo r(B) = r(A) = 2 odakle je dimQp = 4 — r(B) = 2.
Nadalje, zbog

BX =0 & FpoAFLFRX =06 AFLERLX = 0.

iz F3F,X = C;,1 = 1,2 dobivamo dva linearno nezavisna rjeSenja sustava BX = 0:
X = (F3F3) 7' Ci = Fy’ Fi°Cii = 1,2,

Ova rjesSenja nastaju iz C; tako Sto tre¢em retku dodamo prvi redak pomnozen s —5 i
drugi redak pomnozen s —5. Prema tome, bazu za {25 ¢ine

1 5
2 1
Dr=1_p P2= | oy



