LINEARNA ALGEBRA 2

Drugi kolokvij — 2. veljace 2023.

Zadatak 1. Neka je {7, ], k} neka ortonormirana baza za V3(0). Neka je R : V3(0) — V3(0) operator
rotacije oko osi x za kut ¢ = 45° koji u bazi (b) = {bl,j—i— k,bs} ima matri¢ni zapis:

1 0 0
Rib)=|-1 0 -2
V2 VI V3

a) (6 bodova) Odredite bazu (b) takvu da vrijedi ||by|| = v/3 i by - 7 > 0 te matrice prijelaza iz baze (b)
u bazu (e) = {i, ], k} i iz baze (e) u (b).

b) (2 boda) Prikazite aj(b) = (—1 1 0)" u bazi (e) i az(e) =(8 0 —3) u bazi (b).

Rjesenge.

a) 1. na¢in: Radi jednostavnosti, u rjesenju je za b; koristena oznaka b;, » =1,2,3. U kanonskoj bazi,
operator R ima matricni zapis:

1 0 0
R(e)= [0 L2 -2
0 X2 2

2 2

Oznacimo by = f—f— k. Primijetimo da je

2
Rby = by — by + V/2b3, Rby = \/2b3, Rbs = —\/7_52 + V/2bs.

Pogledajmo srednju jednazbu. Pomnozimo matricu R(e) s vektorom stupcem (011)" koji odgovara
matricnom zapisu by(e) i tako dobijemo vektor stupac (00+/2) sto je isto sto i v/2bs odakle slijedi
da je by = k.

Sada pogledajmo prvu jednadzbu koja za bi(e) = (x  y z)' postaje
T

(y—2)v2/2| =| y-1 |,
(y+ 2)v/2/2 z—1++2

odakle slijedi y = z =1, a « # 0. Uvjeti na b; impliciraju da je x = 1. U tom je slucaju:
1 0

. I(be)=1I(e,b) ' =|-1 1

0 -1

I(e,b) =

— =
— O O

0
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2. nacin: Vrijedi R(b) = I(b,e)R(e)l(e,b). Pomnozimo li hJeVU i desnu stranu Jednakostl s I(e,b)
dobivamo I(e, b)R(b) = R(e)I(e,b). Uvedimo oznake by = i + yj + zk, by = ui + vj + wk. Sada je

I(e,b) =

SIS
[N )
SRS



pa uvrstavanjem u [ (e, b)R(b) = R(e)I (e, b) dobivamo

x 0 wu 1 0 0 1 0 0 x 0 wu
y 1 v|l-|-=1 0 —\/75 = |0 ‘/75 —‘/75 y 1 wv
z 1 w V2 V2 V2 0 \/75 \/75 z 1 w

Mnozenjem i izjedna¢avanjem matri¢nih koeficijenata dobivamo u = 0,v = O,w = 1 tey — 1 =

\/TE(y —2),z—1+2= \/Ti(y + z), odakle dobivamo y = z = 1. Dakle,

I(e,b) =

— =8
)
_ o O

odnosno by = xi + j + k, by = k. Iz uvieta b1| = V31 by -7 > 0 dobivamo x = 1. Nastavak rjeSenja
je isti kao i u prvom nacinu rjesavanja zadatka.

b) Vrijedi:

ai(e) = I(e,b)ay(b) = (=1 0 0)', ag(b) =1I(be)az(e)=(8 -8 —3)"
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Drugi kolokvij — 2. veljace 2023.

Zadatak 2.
(a) (5 bodova) Zadana je baza (a) = {(1,1,0,0), (0,1,1,0),(0,0,1,1),(0,0,0,1)} prostora R*. Odredite
dualnu bazu (a*), tj. odredite djelovanje funkcionala iz dualne baze na proizvoljni (x1,x9, x3,x4) €
R%.
(b) (3 boda) Prikazite linearni funkcional
f(x1, 29, 23, 24) = 21 + T9 + 23 + 74

u dualnoj bazi (a*) iz prethodnog zadatka

Rjesenge.
(a) Za proizvoljni (x1, z9, x3,74) € R* moramo naéi zapis u zadanoj bazi, tj. moramo odrediti skalare
a, 3,7, takve da je

(I‘l, Xa, .ﬁl]g,l‘4) = Oé(l, 1, 0, 0) + B(O, 1, 1, O) + ’7(0, 0, 1, 1) + 5(0, O, 0, 1)

iz ¢ega dobivamo sustav

a =1
a+ [ =x
B+~ =uxs3
v+ =um4
Jednostavnim ra¢unom dobivamo rjesenja sustava:
a =1
f=—x1+ 12
Y=x1 — X2+ 23
d=—11+22— 23+ 24

Kako za elemente dualne baze vrijedi a}(z1, ©2, 23, 24) = «, a(xy, X9, x3,24) = B, al(x1, x2, T3, T4) =
v. 1 aj(xy, e, x3,14) = 9, zakluéujemo

a1($1,$2,$3,$4

(x17x27x37 Ty
az(wy, w2, T3, 74
ay(

X1,T2,T3,T4

—I1 —+ )

)
) =
) Ty — Tg + XT3
)= —x1+ T2 — x5+ 24
(b) Trazimo skalare A, B, C, D takve da za sve x1, za, x3, 24 € R vrijedi

T+ xy+ 23+ 14 = Ay + B(—21 + 22) + C(21 — 22 + 23) + D(—21 + 22 — 23 + 24).

Odnosno, dobivamo sustav

A-B+C—-D=1

B-C+D=1
C—-D=1
D=1

Lako se vidi da je rjesenje ovog sustava A=B=C=2iD = 1.
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Zadatak 3. Neka je V vektorski prostor nad R dimenzije 3. Spektar linearnog operatora A : V. — V je
o(A) = {0,1,2}.

a) (b bodova) Odredite rang i defekt operatora A. Jeli A epimorfizam, monomorfizam i/ili izomorfizam?

b) (3 boda) Ako je s (a) = {ay, as, asz} oznafena baza u kojoj je matri¢ni prikaz operatora A dijagonalna
matrica, odredite djelovanje operatora A na v = ba; — 3as — az. Je li v u slici operatora A?

Rjesenge.

a) Oznacimo i ovdje s (a) = {ay,as, a3} bazu u kojoj je matriéni prikaz od A dijagonalna matrica pri
¢emu su elementi od (a) upravo svojstveni vektori za svojstvene vrijednosti 0, 1, 2 redom:

Afa) =

o O O
o = O
N OO

Vrijedi Aa; =0, Aay = as i Aag = 2a3. Zakljucujemo da je ker A = [{a1}] paje d(A) =11ir(A) =2
(Im(A) = [{ag,as}]). Operator A nije nista od navedenog.

b) Vrijedi
Av = 5Aa; — 3Aas — Aas = —3ay — 2as.

S obzirom da je ImA = [{a2,as}|, ne postoji vektor koji se preslika u a; zbog nezavisnosti skupa
{a1,a2,a3}. Stoga v nije u slici od A.
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Zadatak 4. (8 bodova)

a) (4 bodova) Neka su (e) i (f) dvije baze kona¢nodimenzionalnog vektorskog prostora V. Izvedite
formulu koja povezuje prikaz vektora x € V' u te dvije baze.

b) (4 bodova) Iskazite definiciju determinante linearnog operatora na kona¢nodimenzionalnom vek-
torskom prostoru i pokazite da je definicija korektna.

Rjesenge.
a) Vidjeti dokaz propozicije 2.7.3. u skripti.

b) Vidjeti Definiciju 2.7.9. i propoziciju 2.7.8. u skripti.
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Zadatak 5. (8 bodova) Dokazite relaciju koja opéenito vrijedi izmedu geometrijske i algebarske kratnosti
svojstvene vrijednosti linearnog operatora na konac¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru.

Rjesenje. Vidjeti propoziciju 2.8.9. u skripti.



