MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

LINEARNA ALGEBRA 2
1. kolokvij - 26. travnja 2022.

|ZADATAK 1]

(5 bodova) Dane su matrice A = [(1) ﬂ iB= E H iz. M5(R), te preslikavanje:
[ My(R) — Ms(R),  f(X)=AXB.

Pokazite da je f linearno preslikavanje, te odredite rang, defekt i po jednu bazu za sliku i
jezgru.

RjeSenje. Za X,Y € My(R) i o, 8 € R imamo
flaX +BY) = A(aX + 8Y)B = aAXB + BAY B = af(X) + Bf(Y),

pa je f linearan operator.

a b .
ZaX—L dlje

) — 1 Ij|e b| |1 1| |a+c b+d||1 1| J|a+bt+c+d a+b+c+d
f()_Ol c dl |1 1| c d 1 1] c+d c+d
f(X)=0& a+bt+c+d=0, c+d=0.
1 —=1] [0 0
KerA:H {0 0}’[1 —1] H

Imamo d(A) =2=r(A)=4—-d(A)=4—-2=2.

a+bte+d atb+e+d  [11], [1 1], [1 1], 11
c+d ctd ]_“{o o}*b{o o}*CL 1}”[1 1]'

ma=[{s o[ ])]



MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

LINEARNA ALGEBRA 2
1. kolokvij - 26. travnja 2022.

|ZADATAK 2]

(a) (4 boda) Dani su polinomi p;(z) = 22 — 3z + 2, pa(z) = —2 + 2z, p3(x) = 2> — @

koji ¢ine bazu za Py = {p: R — R | p polinom i st p < 2}. Odredite dualnu bazu bazi
{plap2ap3}'

(b) (1 bod) Postoji li linearni funkcional f* u dualnom prostoru (Ps)* takav da vrijedi
ff(1—2)=1, f*(x — z%) =2, f*(z* — 1) = 37 Odgovor obrazlozite.
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|ZADATAK 3]

(a) (4 boda) Zadani su linearni operatori A : Py — M3(R) i B : My(R) — P5 s

A(p)—[p(1> O], ([a—b+c—3d b—2c+5d

_ 2 3
~[P'(2) p(0) c—3d d D = a+bt+ct*+dt’, a,b,c,d € R.

Odredite matri¢ni prikaz linearnog operatora B o A u paru baza (e¢) = (1,t,t%),(f) =
(1,t,t%,13). (P, je oznaka za vektorski prostor polinoma s realnim koeficijentima ¢iji je
stupanj manji ili jednak n).

(1 bod) Matri¢ni prikaz linearnog operatora C' : R? — R? u kanonskoj bazi za R? je

zadan s
5 2
7 3|

Postoje li z,y € R i baza (f) za R? takvi da je matri¢ni prikaz linearnog operatora C' u
bazi (f) matrica

z 0 ?

y 1

Obrazlozite odgovor.
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|ZADATAK 4]

(a) (3 boda) Odredite sve k € R za koje se linearni operator A: R®* — R? ¢iji je matri¢ni
prikaz u kanonskoj bazi dan s

Ale) =

S O N
o w o
o

moze dijagonalizirati.
(b) (2 boda) Odredite matri¢ni prikaz od A'° u kanonskoj bazi za k = 1.
Rjesenje:
a) Racunamo karakteristi¢ni polinom: ka(A) =det(A—X)=---=(2—=N)(3=N)(k— ).
Imamo tri slucaja:
o k#2.3

Vrijedi a(2) = a(3) = a(k) = 1. Nadalje, imamo 1 < g(\) < a()), pa slijedi g(2) =
9(3) = g(k) = 1. Dakle, a(2) = g(2) = 1, a(3) = g(3) = 1 te a(k) = g(k) = 1, pa
je matrica dijagonalizabilna.

o k=3

Vrijedi a(2) = 1 te a(3) = 2. Nadalje, imamo a(2) = ¢g(2) = 1. Rac¢unamo ¢(3).
Rjesavamo sustav:

iz ¢ega dobivamo

1
Dakle, ¢(3) = 2, pa imamo a(2) = ¢g(2) =1 te a(3) = ¢g(3) = 2 te se matrica moze

dijagonalizirati.



o k=2
Vrijedi a(3) = ¢g(3) =1 te a(2) = 2. Ra¢unamo ¢(2). Rjesavamo sustav:

00 2
(A—2ljw=0& |0 1 0|v=0
000

[

Dakle, g(2) =1 < a(2) = 2, pa se u ovom slucaju A ne moze dijagonalizirati.

iz ¢ega dobivamo

Matrica se moze dijagonalizirati za k # 2.

b) Odredujemo prikaz od A'® u kanonskoj bazi za

1
Ale) = 0
1

S O N
oS w O

Karakteristi¢ni polinom je jednak k4(A) = (2—=X)(3—A)(1 —\), paje o(A) ={1,2,3}.

e )\ = 1. Rjesavamo sustav:
10
(A-Thv=0< |0 2
00

pa slijedi

e )\ = 2. Rjesavamo sustav:

00 1
(A=2)/v=0«< (0 1 0 |v=0,
0 0 —1
pa slijedi
1
0
e )\ = 3. Rjesavamo sustav:
-1 0 1
(A=3lv=0«< |0 0 0 [v=0,
0 0 =2



pa slijedi

O — O

v - |{ (

PDP™' = [

Sada imamo:

— — O

o O

o~ O

S o ™M

S AN O

— O O

o~ O

— O O

Ae)

pa dobivamo




MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

LINEARNA ALGEBRA 2
1. kolokvij - 26. travnja 2022.

|ZADATAK 5]

Neka je V' kona¢nodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V') netrivijalan (A # 0)
singularan operator.

(a) (3 boda) Dokazite da postoji operator B € L(V'), B # 0, sa svojstvom AB = 0. Koji je
najveé¢i moguéi rang linearnog operatora B # 0 s navedenim svojstvom? Konstruirajte
B za koji se taj najveci rang postize.

(b) (3 boda) Dokazite da postoji operator C' € L(V'), C' # 0, sa svojstvom C'A = 0. Koji je
najveé¢i moguéi rang linearnog operatora C' # 0 s navedenim svojstvom? Konstruirajte
C za koji se taj najveéi rang postize.
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|ZADATAK 1]

(5 bodova) Dane su matrice C' = B ﬂ iD= E (1)] iz M>(R), te preslikavanje:
[ My(R) — Ms(R), f(X)=CXD.

Pokazite da je f linearno preslikavanje, te odredite rang, defekt i po jednu bazu za sliku i

jezgru.
RjeSenje. Za X,Y € My(R) i o, 8 € R imamo
flaX +8Y)=C(aX +BY)D =aCXD+ SCYD = af(X)+ Bf(Y),

pa je f linearan operator.

a b .
ZaX—L dlje

FX) = I 1{|a b| |1 O] |a+c b+d| |1 O] |a+b+c+d b+d
{1 1| |e d| |1 1| |ad+ec b+d||1 1| |a+b+c+d b+d
[(X)=0& a+bt+c+d=0, c+d=0.

ke = ({1 5] 0 A3

Imamo d(A) =2=r(A)=4—-d(A)=4—-2=2.

a+bte+d b+d _ [1 o] L 1], [Lo] 11
a+b+c+d b+d}_a{1 0}“’[1 1]”{1 o}ﬂlL 1]'

ma= ({1 0-[i2]}
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|ZADATAK 2]

(a) (4 boda) Dani su polinomi p; = 222+ 1,py = . + 1, p3 = 222 — x + 1 koji ¢ine bazu za
Py ={p: R— R |ppolinom i stp < 2}. Odredite dualnu bazu bazi {p1, ps, p3}-

(b) (1 bod) Postoji li linearni funkcional f* u dualnom prostoru (Ps)* takav da vrijedi
@2 +z)=1, f(x+1) =2, f*(* — 1) = 37 Odgovor obrazlozite.
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|ZADATAK 3]

(a) (4 boda) Zadani su linearni operatori A : Py — M3(R) i B : My(R) — P5 s

Alp) = lp’(l) p(Q)}’B(la—HH—CnLd b+2c+d

— 2 3
0 p(0) c+3d d D‘a+bt+d +dt”, a,b,c,d € R.

Odredite matri¢ni prikaz linearnog operatora B o A u paru baza (e¢) = (1,t,t%),(f) =
(1,t,t%,13). (P, je oznaka za vektorski prostor polinoma s realnim koeficijentima ¢iji je
stupanj manji ili jednak n).

(1 bod) Matri¢ni prikaz linearnog operatora C' : R? — R? u kanonskoj bazi za R? je

zadan s
7 2
5 3|°

Postoje li z,y € R i baza (f) za R? takvi da je matri¢ni prikaz linearnog operatora C' u
bazi (f) matrica

2 x ?

0y

Obrazlozite odgovor.
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|ZADATAK 4]

(a) (3 boda) Odredite sve k € R za koje se linearni operator A: R®* — R? ¢iji je matri¢ni
prikaz u kanonskoj bazi dan s

k00
Ale)=|-1 0 0
1 21

moze dijagonalizirati.
(b) (2 boda) Odredite matri¢ni prikaz od A'° u kanonskoj bazi za k = 2.
RjesSenje:
a) Racunamo karakteristi¢ni polinom: ks(\) = det(A — ) = --- = =A(A —k)(A — 1).
Imamo tri slucaja:
o k#0,1

Vrijedi a(1) = a(0) = a(k) = 1. Nadalje, imamo 1 < g(\) < a()), pa slijedi g(1) =
g(0) = g(k) = 1. Dakle, a(1) = ¢g(1) = 1, a(0) = g(0) = 1 te a(k) = g(k) =1, pa

je matrica dijagonalizabilna.
e k=0

Vrijedi a(1) = 1 te a(0) = 2. Nadalje, imamo a(1) = ¢g(1) = 1. Ra¢unamo ¢(0).
Rjesavamo sustav:

Av =0« —%

(3]

Dakle, g(0) = 1 < 2 = a(0), pa se matrica ne moze dijagonalizirati u ovom slucaju.

iz ¢ega dobivamo



o k=1

Vrijedi a(0) = g(0) =1 te a(1) = 2. Ra¢unamo ¢(1). RjeSavamo sustav:

0 0 0
(A—Iv=0& [—-32 -1 0lv=0
I 2 0

iz ¢ega dobivamo

0 -2
vAmzH o). 1 H
1 0

Dakle, g(1) =1 < 2 = a(2), pa se u ovom slucaju A moze dijagonalizirati.

Matrica se moze dijagonalizirati za k # 0.

b) Odredujemo prikaz od A'® u kanonskoj bazi za

2 00
Ale)=1|-2 0 0
1 21

Karakteristi¢ni polinom je jednak k4(A) = (2 — A\)(=A)(1 — A), pa je o(A) = {0, 1,2}.

e )\ = (. Rjesavamo sustav:

2 00
Av=0& |1 0 0|v=0,
1 21
pa slijedi
0
1
e )\ = 1. Rjesavamo sustav:
1 0 0
(A-Tw=0& |—-2 -1 0[v=0,
1 2 0
pa slijedi
0
Vald) = H 0 H
1
e )\ = 2. Rjesavamo sustav:
0 0 0

(A-2ljv=0& |-2 —2 0 [v=0,



v - |{ (

pa slijedi

Sada imamo:

pa dobivamo

o — O

o O O
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|ZADATAK 5]

Neka je V' kona¢nodimenzionalan vektorski prostor i D € L(V) netrivijalan (D # 0)
singularan operator.

(a) (3 boda) Dokazite da postoji operator £ € L(V), E # 0, sa svojstvom DE = 0. Koji je
najveé¢i moguéi rang linearnog operatora E # 0 s navedenim svojstvom? Konstruirajte
E za koji se taj najve¢i rang postize.

(b) (3 boda) Dokazite da postoji operator F' € L(V'), F' # 0, sa svojstvom F D = 0. Koji je
najveé¢i moguéi rang linearnog operatora F' # 0 s navedenim svojstvom? Konstruirajte
F' za koji se taj najveéi rang postize.



