LINEARNA ALGEBRA 2

Drugi kolokvij — 27. sije¢nja 2025.

Zadatak 1. (10 bodova) Za linearne operatore A, B € L(P?) vrijedi

A(l) =22 +1, A(B2* —2x) =222z, A(2*+5) =52 +13
B(x*) =8, BR2+x)=20"+x+3, B(z®+z)=az’+br+c

Postoje li relni brojevi a, b, ¢, takvi da je A = B? Ako postoje, odredite ih, a ako ne postoje,
obrazlozite zasto ne postoje.

Rjesenje. Odredimo kako operator A djeluje na bazi {22, 2 + x,2? + x} za P2 Vrijedi:

A(x?) = A(2® 4+ 5) — 5A(1) = 52> + 13 — 5(2* + 1) = 8 = B(a?)
Al = 71( (3x2—2x)—3A(x2)):_71(22—2x—24):x—|—1
A2+ 2)=2A1) + A(z) =2(2* + 1) +2+1=22"+2+3=B(2 +2)

A+ )= Al@®) + A(z) =8+ +1=x+09.

Buduéi da se A i B podudaraju na dva elementa baze {22 2 + x,2? + x}, da bi vrijedilo
A = B, nuzno je i dovoljno da vrijedi A(z? + x) = B(z? + x), odnosno x + 9 = az”® + bz + c.
Dakle, A = B ako i samo ako jea=0,b=1,c=09.

Uocite da ste isti rezultat mogli dobiti koriste¢i matri¢ni zapis. Uvedemo li oznaku
(e) ={1,z,2%}, (f) = {2%,2 + 2,22 + 2}, (9) = {1,32% — 22, 2% + 5}, , onda je

-1

1 22 13 1 0 5 020 8 39
[Ale.r) = [Ale.o gy =10 =2 0] -0 =2 0 011 =1]011
1 0 5 0 3 1 1 01 020
Nadalje,
8 3 ¢
[Ble.y = [0 1 b
0 2 a

Da bi vrijedilo A = B, nuzno i dovoljno je da vrijedi [A]( r) = [B(c. ), a to je ispunjeno ako
i samo ako jea=0,b=1,c=09.



Zadatak 2. (8 bodova) Zadan je operator A € P; — Psy s

Alat +b) = (a — b)t* — bt + a.

(a) (2 boda) Odredite matricni zapis linearnog operatora A u paru baza (e) = {1,t} i
(f) ={1,¢,t*}.

(b) (6 bodova) Odredite matri¢ni zapis linearnog operatora A u paru baza (¢') = {1 +¢,t}
i(f)={1+t—t 14141t}

Rjesenge.
(a) Vrijedi

A(l) = —t? —t
Aty =t +1
0 1
paje [Alre = | =1 0].
-1 1

(b) Dalje imamo

111 017 1 2 0
[Alpey = Ui plAlpolleey=[ 1 0 1| - |=10 .[1 1] _ |9 1
10 1 0



Zadatak 3. (10 bodova) Neka je {;, 7, /;} ortonormirana baza prostora V3(O) i neka je
S : V3(0) — V3(O) operator koji vektor prvo projicira na ravninu s jednadzbom y—3z = 0,
a potom njegovu sliku rotira za kut od 90° oko osi z.

()
(b)

(6 bodova) Operatoru S odredite matricni prikaz u ortonormiranoj bazi {7, j, k}.

(4 boda) Odredite jezgru operatora S. Je li S monomorfizam? Obrazlozite odgovor.

Rjesenge.

()

Oznacimo s P linearni operator projekcije na ravninu s jednadzbom y — 3z = 0, a s
R operator rotacije za kut od 90° oko osi z. Koristeé¢i formule izvedene na vjezbama,
imamo P(¥) = v — (V- n)n, nge je 7l jedini¢ni vektor normale ravnine s jednadzbom

y — 3z =0, odnosno 1 = \ﬁ(] — Sk) Sada je

Pi)y=i—(-@)d=1
= ' n=7——(J—3k)=—j+ —k
P(j)=7—(-Mi=] oV =3k =157+ 1
N - =3 - - 3- 1~
P — i Ot > E- s
(ky=k—(k-m)ni=k . (7 —3k) = 10]+ lOk
odnosno ) _
1 0 O
[Ply=10 35 19
0 = L
|V 10 10
Matri¢ni prikaz rotacije je i i
0 —1 0
[Rley= |1 0 0f,
0 0 1]

jer je R(i) = J, R(j) = —, R(E) = k. Istu matricu mozemo dobiti i uvrstavajuci kut
od 90° u formulu izvedenu na vjezbama. Sada je

O 10 10
[S](e) = [R o Pley = [R](¢)[Ple) = |1 8 0
0 % 1w

Jezgru operatora mozemo odrediti rac¢unski iz definicije jezgre, rjeSavajuéi homogeni
sustav jednadzbi, a mozemo i uz vrlo malo rac¢una, na sljedeéi nacin.

—.

Ker(S) = {7 € V3(0) : S(¥) =0} = {# € V*(0) : R(P(¥)) = 0}
= {7 € V30): P(¥) € KerR = {0}} = KerP.

Vektor ¢ je u KerP ako i samo ako je ¥ kolinearan s vektorom 7 (jer je to vektor

smjera pravca normale zadane ravnine). Stoga je Ker(S) = [{j — 3k}] # {0} pa S nije
monomorfizam.



Zadatak 4. (12 bodova)

a) (10 bodova) Linearni operator A : R® — R? zadan je svojom matricom u kanonskoj bazi

3 —4 =2
[Aley= |2 -3 -2
0 0 1

Odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene vektore linearnog operatora A
te algebarske 1 geometrijske kratnosti svojstvenih vrijednosti. Moze li se operator A

dijagonalizirati? Ako se moze dijagonalizirati, odredite [A]%g)%.
b) (2 boda) Postoji li baza (¢’) od R? takva da je
# 0 0
[Alery =1 2 =38 0|7
1 1 2
Obrazlozite odgovor.
Rjesenge.
(a) Karakteristi¢ni polinom operatora A je
33—\ -4 —2
ka(A) =det([Aly — M) =] 2 =3-X =2 |=—-A+1)(A-1)
0 0 1—A
odakle slijedi da je 0(A) = {1,—1}, a(1) = 2, a(—1) = 1. Odredimo sada svojstvene
potprostore.
Va(—1)| Rjesavamo ([A]) — (=1) - I)z = 0 i dobivamo Vy(—1) = [{(1,1,0)}]]. Dakle,
g(=1) =1
V4(1)| Rjesavamo ([A]) — )z = 0 i dobivamo V4(1) = [{(1,0,1),(0,1,-2)}]]. Dakle,
g(l) =2.

Kako je a(1) = g(1),a(=1) = g(—1) i a(1) + a(—1) = dimR?, zakljucujemo da se
operator A moze dijagonalizirati. Odaberimo bazu (a) koja se sastoji od svojstvenih
vektora,

(a) = {(1,1,0),(1,0,1), (0,1, —2)}.
Vrijedi



Stoga je

) e,a) (e,a)
11 0] [-100lt1 0]
=10 1 0 10/]|10 1
01 -2[10 01|01 =2
(3 —4 —2
= |2 -3 =2
0 0 1

(b) Ukoliko postoji takva baza (¢’), onda su [A]. i [A]e slicne matrice pa te matrice moraju
imati isti rang, trag, determinatnu i karakteristi¢ni polinom (ovo su nuzni, ne i dovoljni
uvjeti). lako im se rang, trag i determinanta podudaraju, matrice ipak nisu sli¢ne jer je

kM]@O‘) = —(>\+1)(>\— 1)2, k[A](e/)(A) = — ()\ — ﬂ) <>\ — #) (>\—2)

pa je ki), (A) # kia),, (A), 5to znaci da matrice [A]) 1 [A](¢) nisu slicne.



Zadatak 5. (10 bodova)

(a) (7 bodova) Neka su V' i W kona¢nodimenzionalni vektorski prostori nad istim poljem,

AV — W linearni operator i (e) i (f) baze za V, odnosno W. Dokazite da za svaki
x €V vrijedi

[A@)](p) = [Al ) [#] e

(b) (3 boda) MoZe li linearni operator B : P; — R3 biti epimorfizam? MozZe li biti monomor-
fizam? Ako moze, nadite primjer takvog operatora. Obrazlozite odgovore.

Rjesenje.
(a) Vidjeti predavanja.

(b) Ako je B epimorfizam, onda je r(B) = dim(R?) = 3 pa je po teoremu o rangu i defektu
d(B) = dimP; — r(B) = 2 — 3 = —1, §to nije mogucée pa B ne moze biti epimorfizam.

S druge strane, B moze biti monomorfizam, npr.
B(at +b) = (a,b,0), a,b € R

je monomorfizam iz P; u R?.



