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SADRZAJ



Poglavlje 1

Ponavljanje

Zadatak 1.1. Za sljedec¢e skupove provjerite jesu li vektorski potprostori zadanog vektorskog pros-

tora.

a)

Ako jesu, odredite im dimenziju i po jednu bazu.

M = {(z1,79,23,24) ER*: 2y — w9+ 23+ 124 =0, 17 — 2209 — 24 = 0} C R*

b) L = {(21,2,23,24) € C*: 2y +izy = 25 + 23} C CL
¢) K={A€M(R) : AB = A, tr(A) = 0} C My(R), gdje je B — B ﬂ
Rjesenge:

a) Uoc¢imo da je (z1, 9, x3,24) € M ako i samo ako vrijedi x4 = x1 — 229 1 3 = —21 + X9 — 1y,

tj. ako i samo ako je x4 = x1 — 229 1 x3 = —2x1 + 3x5. Stoga je
M = {(ZL‘l,IQ, —2x1 + 339, 1 — 21’2) 1 T,T9 € R} = [{(1, 0, -2, 1), (0, 1,3, —2)}]

Dakle M je potprostor od R* a skup {(1,0,-2,1),(0,1,3,—2)} je njegov skup izvodnica.
Buduéi da je taj skup ujedno i linearno nezavisan (provjerite za zadac¢u), on je baza potprostora
M pa je dim M = 2.

b) Uocimo da je

L ={(2+4 23 —iz4,20,23,24) : 22,23,24 € C} =[{(1,1,0,0), (1,0, 1,0), (—4,0,0,1)}].
Dakle L je potprostor od C*, a skup {(1,1,0,0),(1,0,1,0),(—2,0,0,1)} je njegov skup izvod-

nica. Bududi da je taj skup ujedno i linearno nezavisan (provjerite za zadacu), on je baza
potprostora L pa je dim L = 3.
.. . a b . :
Uocimo da je A = [c d] € K ako i samo ako je
a b 11 a b .
Rl e

odnosno ako i samo ako je a+2b=b,c+2d =d,a+d =0 pa je

([ Yremmseosmanescof-{f: <Joecs)- (S

Sada je jasno da je K potprostor od M(R) i da je skup { E :ﬂ } baza tog potprostora.
Vrijedi dim K = 1.
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Zadatak 1.2. Neka je M = {(z1,29,23) € C®: 21 — 29 + 23 = 0}.

a) Je li M potprostor kompleksnog vektorskog prostora C3? Ako je, odredite mu dimenziju i neku
bazu.

b) Je li M potprostor realnog vektorskog prostora C3? Ako je, odredite mu dimenziju i neku
bazu.

Rjesenjge:
a) Neka su v = (v1,v2,v3),w = (w1, we, w3) € M te o € C. Tada vrijedi

v+ wy — (Vg + wg) + (v3 + w3) = vy +wy — (Vg + wy) + Tz + W3
:U1—U2+U_3+w1—w2+w_3:0+020.

Dakle, v +w = (v; + wq, va + we, v3 + w3) € M. Nadalje, za v € M vrijedi

V] — Uy + QU3 = QU1 — QUy + O - U3
=QU] —QUy + QU3+ Q- -V3 — Q- Vs
=a(vy — v +703) + (@ — )T
= (@ —a)vs

pa je aw € M ako i samo ako vrijedi (@ — a)v3 =0. Zaa =iiv = (0,1,1) imamo v € M i
av ¢ M. Dakle M nije potprostor od C3.

b) Neka je w = (1 + iy, x2 + iys, x3 +iy3) € M, z;,y; € Ry = 1,2,3. Imamo x; + iy; — xo —
1Yo + x3 — 1y3 = 0, odnosno

T — 2+ 213=0= 11 =29 — T3
Bi—Ye—ys=0=11 =v2+ys
Dakle,
w = (1 + 11, T2 + 1Y, T3 + 1Y3)
= (22 — 23+ (y2 + y3), T2 + 1Yz, 3 + iys3)
= 25(1,1,0) + 23(—1,0,1) + y(4,4,0) + y3(i, 0,4).

Uvedimo oznaku S = {(1,1,0),(—1,0,1), (4,4,0), (4,0,7)}. Imamo M = [S] < C2, odnosno M
je potprostor realnog vektorskog prostora C3. Skup S je skup izvodnica za M. Pokazimo da
je S linearno nezavisan. RjeSavamo jednadzbu

a(1,1,0) + B(—1,0,1) + v(¢,4,0) + d(4,0,4) = (0,0,0).

Imamo
a—pF+iy+id=0
at+tiy=0=a=7=0
b+i6=0==0=0

Dakle, S je linearno nezavisan skup izvodnica za M pa je baza za M i dim M = card S = 4.



Zadatak 1.3. Neka je P3 prostor polinoma stupnja manjeg ili jednakog 3 i neka su

K={pePs;:p(2)=2p(1)}, L={pePs;:p(l)=p(-1)=0}

Nadite neke baze za KN L1 K + L.

Rjesenje: Zadatak moZemo rijesiti na standardni nac¢in tako da nademo bazu za K (npr. {z,z* +
2,23+6}) ibazuza L (npr. {(x —1)(z+1),z(x —1)(x +1)}) pa algoritmom s vjezbi odredimo baze
za sumu i presjek tih potprostora. No, jednostavnije je pogledati kako izgleda presjek:

KNL={pecPs:p(2)=2p(1)ip(1) =p(-1) =0} ={p € Ps:p(2) =p(1) = p(-1) = 0},
Dakle, trazimo sve polinome kojima su —1, 1, 2 nultoc¢ke. To su polinomi oblika p(z) = ¢(x +1)(x —

1)(z—2), ¢ € R pa je potprostor K N L jednodimenzionalan i njegova baza je {(x+1)(z —1)(z —2)}.
Sumu potprostora mozemo dobiti tako da najprije odredimo njenu dimenziju:

dim(K 4+ L) =dimK +dimL —dim(KNL)=34+2—-1=4=dimP;
pa je K + L = Ps i njegova baza je bilo koja baza za Ps, npr. kanonska {1, z, 2% z*}.

Zadatak 1.4. a) U ovisnosti o realnom parametru a odredite rang matrice

1 0 3 2
-23 6 5
0 1 a*+3 3
2 3 18 13

b) Postoji li @ € R tako da je A?9?% — A2024 = [ odje je I € My(R) jedini¢na matrica?

Rjesenje:

1 0 3 2 10 3 2 10 3 2 10 3 2
23 6 5 03 12 9 03 12 9 01 4 3
0 1 a2+3 3| 710 1 a2+3 3| 7|01 a®2+3 3] 710 0 a2=1 0
2 3 18 13 03 12 9 00 0 0 00 0 0
(1 0 0 O]

01 0 0

“lo 0 a2=1 0

00 0 0]

Imamo 7(A) = 2 ako je a = %1, inace r(A) = 3.

b) Iz a) dijela znamo da je r(A) < 4. Kako je A € My(R) imamo detA = 0. Sada je
det (A2923 — A2021) = det (A (A?022 — A2023)) = det(A)det (42022 — A202) = (0 £ 1 = det [.
Dakle, takav a ne postoji.
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Zadatak 1.5. U ovisnosti o realnim parametrima A i p rijesite sustav linearnih jednadzbi AX = B
ako je

112 0 1 7
1011 -4 | 2 3
A=l113 3 |0 X4 LB=1y
Rjesenje:
112 0 ip (113 3.0 11 3 3.0
011 —4,3 112 0 ,p 00 —1 =3, pu
113 30 011 —4:3 01 1 —-4.3
025 A3 | 025 A3 02 5 A3
(11 3 3 10 113 3 .0
00 —1 =3, pu 011 -4 ,3
01 1 -4 3 0 01 3 | —u
00 3 A+8'-3 003 A+8'-3
113 3 1 0
011 -4, 3
0 01 3
|00 0 A=113(n—1)
U slucaju A # 1 sustav ima jedinstveno rjesenje (koje ovisi o parametrima). Povratnom supstitucijom

dobivamo:

w—1 pw—1 w—1

w—1
=—-3+2u—3—— =3 21— =—u—9 =3—.
U slucaju A = 1,4 # 1 sustav nema rjesenja. U slucaju A = 1, u = 1 sustav ¢e imati beskonac¢no

rjeSenja. Ra¢unamo:

113 3,0 110 —6, 3 100 1,-1
011 —4!3 |~|010 74 |~]|010 -7 4
001 31-1 001 3 -1 001 31-1

U tom slucaju rjesenja su dana s

xlz—l—t, 1'2:4+7t, $3:—1—3t, fL’4Zt, teR.

Zadatak 1.6. Odredite sve parametre A\ € R za koje je matrica A — Al regularna, pri ¢emu je

1 11 2
1 1 1 2
A= 1 1 1 2
2 2 2 2
Rjesenje: Uocimo da je
1—-X 1 1 2
1 1—A 1 2
det(A—\I) = 1 11— 9
2 2 2 2— A



Koristec¢i Laplaceov razvoj po prvom retku dobivamo

1-x 1 2 1 1 2
det(A—A)=(1-XN| 1 1-Xx 2 |—[1 1-Xx 2
2 2 2-A 2 2 2-2A
1 1-x 2 1 1-x 1
+l1 1 2 |—2-11 1 1-2).
2 2 2-2) 2 2 2

Koristeéi Sarusssovo pravilo dobivamo

det(A — M) = (1 = A)(=A> + 427 +40) — (V2 +2)) + (=A% — 2)) — 2(2)\?)
= (1= A)(=A* + 407 +4X) — 2(30% + 2))
= A=A AN+ 44+ X3 — 42— 4N —6) —4)

AA® = 5X2 —6))

= M(\? — 5\ —6)

=M\ +1)(\—6).

Znamo da je matrica A — Al regularna ako i samo ako je det(A — AI') # 0. Dakle, matrica A — A je

regularna ako i samo ako je A € R\ {0,—1,6}.

O
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Poglavlje 2

Unitarni prostori

2.1 Skalarni produkt

Zadatak 2.1. Neka su a,b € R, a < b. Znamo da je prostor neprekidnih funkcija na segmentu [a, b],
kojeg oznacavamo s C'[a, b] vektorski prostor nad poljem R uz operacije:

(f +9)(t) == f(t) +9(t),
(af)(t) == af(t).

Definirajmo preslikavanje (- |-) : C([a,b]) x C([a,b]) — R's

(l9) = [ 109w, 1.9 C(a)

Dokazite da je ovako definirano preslikavanje skalarni produkt na C([a, b]).

Rjesenje: Svojstva (1)-(3) proizlaze direktno iz svojstava Riemannovog integrala. Nadalje,

(1 f) = / fOf0d = / 0dt 0.

monotonost integrala

Ako je (f|f) =0, onda je f = 0 na [a,b]. Zaista, ako je f2(tg) > 0 za neko ¢y € [a,b], onda zbog
neprekidnosti funkcije f? postoji neka okolina o(t,) tocke ty takva da je f2(t) > 0 za sve t € o(t).
No, tada je [, , f(t)*dt > 0 pajei(f|f) > 0.

Zadatak 2.2. Provjerite je li preslikavanje definirano s
s((@1, @2, 3), (Y1, Y2, Y3)) = 22151 + 421y2 + 3T2y2 + Dx3ys

skalarni produkt na vektorskom prostoru R3.

Rjesenje: Trebamo provijeriti svojstva skalarnog produkta. Ukoliko preslikavanje s ne zadovoljava
bilo koje od svojstava skalarnog produkta, onda s nece biti skalarni produkt. Za x = (xy, z9,x3)
ra¢unamo s(x,x). Vrijedi

s(z,r) = 202 + 4a129 + 325 + 5x§ = 2(zy + 29)* + 25 + 5x§ > (.

Nadalje, s(z,z) = 0 ako i samo ako je (z; + 72)* = 22 = 22 = 0, odnosno x = (0,0,0). Dakle,
preslikavanje s zadovoljava prvo svojstvo skalarnog produkta, pozitivnu definitnost. Provjerimo sada

7
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zadovoljava li preslikavanje s drugo svojstvo skalarnog produkta, tj. hermitsku simetri¢nost. Uoc¢imo
da je s(z,y) = s(y,z) za z,y € R3 ako i samo ako je

2@y + 4x1y2 + 3T2y2 + Sx3ys = 2y171 + 4y172 + Y2 + OY3T3,

odnosno ako i samo ako je z1y2 = y1x9. Da bi s bio skalarni produkt, nuzno je (ali ne i dovoljno) da
vrijedi s(z,y) = s(y, ), odnosno x1y, = Y175 za sve vektore z,y € R3. Jasno je da postoje z,y € R3
za koje je x1ys # y102. Uzmimo npr. x = (1,0,0),y = (1,1,0). Sada je
s(z,y) = s((1,0,0),(1,1,0))=2-1-14+4-1-1+3-0-14+5-0-0 =6, (2.1)
s(y,x) = s((1,1,0),(1,0,0)) =2-1-14+4-1-0+3-1-0+5-0-0=2. (2.2)

Dakle, postoje z,y € R?® takvi da s(z,y) # s(y,x) pa zakljucujemo da zadano preslikavanje nije
skalarni produkt.

Zadatak 2.3. Zadano je preslikavanje s : R? x R? — R sa
s(x,y) = x1(y1 + 2y2) + 22(2y1 + 4y2).

Je li s skalarni produkt na R?? Ako nije, postoji li neki potprostor od R? na kojem je s skalarni
produkt?
Rjesenjge: Vrijedi

s(z,x) = z1(2) + 229) + 29(221 + 4xy) = 27 + 4dwy20 + 425 = (21 + 225)* > 0.
Nadalje, s(z,z) = 0 ako i samo ako je z; + 2x5 = 0. Posljednji uvjet zadovoljavaju mnogi z €
R%\ {(0,0)}. Npr. vrijedi s((—2,1),(—2,1)) = 0 iako je (—2,1) # (0,0). Dakle, preslikavanje s nije
skalarni produkt.
Provjerimo ostala svojstva preslikavanja s (bit ¢e nam potrebna za drugi dio zadatka). Vrijedi

s(y,x) = y1(w1 + 222) + y2 (221 + 4x2) = 21(y1 + 2y2) + 22(2y1 + 4y2) = s(x,y) = s(z,y),

za sve x,y € R%. Dakle, preslikavanje s zadovoljava svojstvo hermitske simetri¢nosti. Dalje imamo

s(Az,y) = (A1) (1 + 2y2) + (Az2) 21 + 4y2) = M1 (y1 + 2y2) + 22(2y1 + 4y)) = As(z,v),

za sve 1,y € R?izasve A € R. Dakle, preslikavanje s zadovoljava svojstvo homogenosti. Provjerimo
svojstvo aditivnosti. Vrijedi

s(x+y,z) = (z1 +y1)(21 + 222) + (22 + y2) (221 + 422)
= 21(21 + 222) + 22(221 + 422) + y1(21 + 222) + y2(221 + 425)
= s(x, z) + s(y, 2),

za sve x,y, 2 € R%

Ako promatramo preslikavanje s na bilo kojem potprostoru M od R?, ono ée i dalje zadovoljavati svoj-
stva hermitske simetri¢nosti, homogenosti i aditivnosti. Takoder ¢e zadovoljavati svojstvo s(x,z) > 0
za sve © € M. Dakle, jedino je pitanje kako zadati potprostor M tako da vrijedi s(z,z) = 0 ako i
samo ako je x = (0,0).

Stavimo li npr. M = {(x1,z;) : ;1 € R}, imamo potprostor od R? za kojeg vrijedi s(z,z) = 0
ako i samo ako je (z1 + 2z1)*> = 0, odnosno ako i samo ako je z; = 0. Dakle, za * € M vrijedi
s(z,z) = 0 ako i samo ako je x = (0,0). Preslikavanje s je skalarni produkt na M.

Uoc¢imo da za M mozemo uzeti bilo koji pravac kroz ishodiste osim pravca s jednadzbom x+2x4 = 0.
Zasto? Pokusajte povezati s geometrijom i rjeSavanjem homogenog sustava linearnih jednadzbi.
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Zadatak 2.4. Dano je preslikavanje s : R? x R2 — R

s(x,y) = ((z1, az1 + 222) | (y1,2)),

gdje je (-]-) standardni skalarni produkt na R%. Za koje a € R je preslikavanje s skalarni produkt?
Rjesenje: Vrijedi

s(x,y) = 101 + (az1 + 222) Y2 = 131 + az1y2 + 2T9ys.
Da bi s bio skalarni produkt, nuzno je (ali ne i dovoljno) s(y, ) = s(x,y) za sve z,y € R?, odnosno
Y121 + ay1y + 2Yy2x9 = T1Y1 + ar1y2 + 2x2Ya,
tj. ar ys = ay1x9 za sve x,y € R%. Ako je a # 0, onda mora vrijediti x1y» = 1172 za sve x,y € R?,

Sto nije uvijek istina (primjerice za = = (1,2),y = (1,1)). Dakle, da bi preslikavanje s bilo skalarni
produkt, nuzno je a = 0. U svim ostalim slucajevima s neé¢e biti skalarni produkt.

Za a = 0 imamo s(z,y) = T1y; + 222ys i

s(z,r) =27 +225>0 VrecR?
s(z,7) =0 <= 21 +215=0 <= 11=2,=0 <= 1=(0,0)
s(y, ) = 121 + 2020 = 1Yy + 220ys = s(x,y) = s(x,y) Va,y € R?
s(Az,y) = Axz)yr + 200xz2)ye = As(z,y) Vr,y € R?, VAER
s(z+y,2) = (z1 +y1)zr + 2w +y2)ze = (2121 + 27029) + (Y121 + 20020) = s(2,2) +5(y,2) Vz,y,2 € R?,
iz ¢ega zakljucujemo da je s skalarni produkt za a = 0. O

Zadatak 2.5. Odredite sve realne brojeve A za koje je preslikavanje
s((x1,22), (Y1, 12)) = 21y1 + (A2 + Dayye + (4 — 203 z0y1 + (5 4+ 3N\ 2292

skalarni produkt na R2.

RjeSenje: Jedno od svojstava koje preslikavanje s mora zadovoljavati da bi bilo skalarni produkt
je s(y,x) = s(z,y) za sve x,y € R?. Uocimo da je s(y,z) = s(x,y) ako i samo ako vrijedi

21y + (N 4+ D)ayys + (4 — 237 zoy1 + (543N z2y2 = y1a1 + (A + 1)yraa + (4 — 20%)yaa1 + (5+ 3N )ya2,
odnosno ako i samo ako je
()\2 + 1)(z1y2 — t172) + (4 — 2)‘2)(932?/1 — yp11) = 0,

tj. ako i samo ako je
(T1y2 — 91902)(3)\2 —3)=0.

Da bi posljednja jednakost vrijedila za sve z,y € R?, nuzno je 3\ — 3 = 0. Ukoliko bi vrijedilo
3A% — 3 # 0, onda, da bi vrijedilo s(y,r) = s(x,y) za sve z,y € R? mora biti 2,2 — y122 = 0 za
sve x,y € R?, a to ocito nije istina (uzmimo npr. = = (1,1),y = (1,0)). Dakle, da bi s uopée imao
Sansu biti skalarni produkt, mora vrijediti 3\> — 3 = 0, odnosno A € {—1,1}.

Uocite da ovdje zadatak nije gotov jer u ovom trenutku mozemo samo zakljuciti da ako A ¢ {—1,1},
da onda s sigurno nije skalarni produkt (jer ne zadovoljava svojstvo hermitske simetri¢nosti). Ako
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je pak A € {—1,1}, onda preslikavanje s zadovoljava svojstvo hermitske simetri¢nosti, ali jo§ uvijek
moramo provjeriti zadovoljava li i ostala svojstva skalarnog produkta.

Prvi slucaj (A =1): U ovom slucaju je
s((w1,m2), (Y1, 42)) = T1y1 + 22192 + 22231 + STayp

pa je
s((x1, 22), (21, 29)) = 95% + 2x129 + 22911 + 8:B§ = (z1 + 2:E2)2 + 493% > 0.

Nadalje, s((x1, z2), (1,22)) = 0 ako i samo ako je x; + 225 = 0 i 25 = 0, odnosno ako i samo ako je
(x1,22) = (0,0). Dakle, preslikavaje s zadovoljava svojstvo pozitivne definitnosti.
Preostaje jo§ provjeriti homogenost i aditivnost. Za p € R i z,y € R? vrijedi

s(px,y) = s((uy, prs), (Y1, y2)) = (pr)ys + 2(pr1)ye + 2(pr2)yr + 8(pxs)ys
= w191 + 2212 + 22201 + 8x2y2) = ps(z, y).

Nadalje, za x,y, z € R? vrijedi

s(x +y,2) =s((x1 +y1, 22+ y2), (21, 22)) = (21 + y1)21 + 2(x1 + Y1) 22 + 2(x2 + y2)21 + 8(z2 + y2) 20
= (2121 + 2129 + 22921 + 8%222) + (Y121 + 2y122 + 2221 + 8y222) = s(z, 2) + s(y, 2).

Dakle, s je skalarni produkt za A = 1.
Drugi slucaj (A = —1): U ovom sluéaju je
s((w1,22), (Y1, 42)) = T1y1 + 271Y2 + 229y1 + 222Y2

pa je
s((x1, x2), (21, 22)) = $% + 2x129 + 22971 + 2x§ = (z1 + 2x2)2 — ng.

Da bi preslikavanje s bilo skalarni produkt mora vrijediti (z; + 2x5)? — 222 > 0 za sve x € R?, no
to o€ito nije istina. Stavimo li npr. x = (2, —1), imamo s((2, —1), (2,—1)) = —2 < 0. Dakle, s nije
skalarni produkt za A = —1.

Domaca zadacéa

1. Ispitajte jesu li sljedeéa preslikavanja s R? x R u R skalarni produkti.

a) a(x,y) = x1y1 + 2x2y2 + TT3y3,
b) b(z,y) = 21y1 — 2720,
) c(z,y) = r1y1 + T2y2 + T3Y3 + T2ys3,

gdje su @ = (21,22, 73),y = (y1,2,93) € R®.
2. Ispitajte jesu li sljedecéa preslikavanja s C3 x C? u C skalarni produkti.

a)
b)

(z,y) = 2171 + 22273 + T2373,
(.’L’, y) = 331% - 2.%2%,

Q

S
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¢) c(x,y) = T1Y1 + Tola + T3Y3 + T2,
gdje su x = (11,22, 73),y = (y1,vs,y3) € C3.
3. Odredite sve realne brojeve A takve da je preslikavanje s : R? x R? — R dano sa
s((x1,22), (Y1, 12)) = Azyr + (A% — Dayye + (A + Daoyr + Mooy,
skalarni produkt na R2.
4. Za koji kompleksan broj 7 je preslikavanje s : C2 x C? — C zadano sa
5((21, 22), (w1, w2)) = 21W1 + T21W3 — 122W1 + 2203
skalarno mnoZenje na C2?

5. Za koje kompleksne brojeve A je preslikavanje

s(|o ] e ) = 0= D+ ) + s + a
1 2

(&1 Co

skalarno mnozenje na prostoru M, (C)?

2.2 Gramova determinanta

Zadatak 2.6. Koriste¢i Gramovu determinantu odredite je li skup matrica

e 2B L)

linearno nezavisan skup u M, (C).
Rjesenje: Oznacimo matrice iz zadatka redom s A, B, C. Imamo
(A14) (A|B) (AlC) |3 0 3
I'(A,B,C)=|(B|A) (B|B) (B|C)|=10 3 3|=0.
(C14) ([]B) {C]C)] [3 36

Kako je T'(A, B,C) = 0, po propoziciji s predavanja zakljuc¢ujemo da je skup {A, B,C} linearno
zavisan skup. O

Zadatak 2.7. Pomo¢u Gramove determinante ispitajte za koje a € R su vektori (a,1,—1)i (-1, —a,a)
linearno nezavisni u R3.

Rjesenje: Uvedimo oznake x = (a,1,—1),y = (=1, —a, a). Imamo

(| ) <x|y>‘ _|@*+2)  —3a
(ylz) (yly) —3a  (2a*+1)
= (a® +2)(2a* + 1) — 9a*
=2a* + 5a* + 2 — 9a®

=2(a* — 2a® + 1) = 2(a* — 1)

F('r?y) =

Vidimo da je I'(z,y) = 0 ako i samo ako je a? = 1, odnosno, vektori x i y su linearno nezavisni ako i
samoakOJeaeR\{ 1,1}. O
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Zadatak 2.8. Neka su {v, v2, v3} linearno nezavisni vektori u nekom unitarnom prostoru (V, (-] -)).
Postoje 1i skalari o, 3,7, takvi da je Gramova matrica vektora v, + avy, fv; + 2vs + vz, —v1 +
yvs, —4vy 4+ vy — dvz dijagonalna?

Rjesenje: Uvedimo oznake

a = v + avsg,

b = Pvy + 2vy + vz,
¢ = —v; + Yv3,

d = —4v; + dvg — dvs.

Pretpostavimo da postoje skalari «, 3,7, d takvi da je G(a,b, ¢, d) dijagonalna matrica. Tada je
0 (b|b) 0

0 0 (c|e)
0 0 0 (dad

[(a,b,c,d) =

(ala) 0 0
| = (ala)(b|b){c|c)(d|d).

0
0
0
|

Bududi da su vektori {vy, ve,v3} linearno nezavisni, vrijedi a # 0, b # 0, ¢ # 0, d # 0 pa su brojevi
(a|a), (b|b), (c|c), (d|d) pozitivni, a onda je I'(a,b,c,d) > 0, iz ¢ega slijedi da je skup {a,b,c,d}
linearno nezavisan. Medutim, a,b,c¢,d € [{vy,v9,v3}]. Imamo Cetiri vektora trodimenzinalnog vek-
torskog prostora pa oni ne mogu biti linearno nezavisni. Dakle, ne postoje skalari «, 3, ,d takvi da
je G(a, b, c,d) dijagonalna matrica.

Domaca zadacéa

1. Pomocé¢u Gramove matrice ispitajte jesu li sljede¢i skupovi vektora linearno nezavisni u odgo-
varaju¢em prostoru

a) {(=2i,4,5+14), (—1, —3i,49)} u C?,
b) {(1,1,0),(2,5,1),(~11,1,6)} u R?,

o[ BB 2
d) {1+¢t+2t%, 342} u P[0, 1]).

2. Neka su a, b, ¢ linearno zavisni vektori u realnom unitarnom prostoru (V, (-|-)). Ako je

6 3 9
G(a,b,c) =[x % 5|,
* x 14

odredite preostale elemente Gramove matrice G(a, b, c).

3. Postoje li vektori @,b € V? takvi da je

Obrazlozite odgovor.
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2.3 Nejednakost Cauchy-Schwarz-Bunjakowskog
Zadatak 2.9. Neka su a, b, c,d € R. Dokazite da vrijedi nejednakost
(a+c+2d)? < a®+ a4 a®d® + b* + b + b?d* + 5 + 5c% + 5d°.
Rjesenje: Uocimo da je desna strana jednaka
a® + a*® + a’d* + b + b + 0*d® + 5+ 5 + 5d* = (a® + b* + 5)(1 + & + d?).
Primjenom nejednakosti Cauchy-Schwarz-Bunjakowskog na vektore (a,b,1,2) i (1,0, ¢, d), dobivamo
1{(a,b,1,2)](1,0,¢,d))|* < {(a,b,1,2) | (a,b,1,2)){(1,0,¢,d) | (1,0, c,d)),
t.
(a+c+2d)* < (a®> +0* +5)(1 4+ +d?) = a® + a*c + a*d® + b* + b*c® + b*d* + 5 + 5c* + 5d°.

Zadatak se mogao rijesiti i tako da nejednakost Cauchy-Schwarz-Bunjakowskog primijenimo na vek-
tore (a,1,2) i (1,¢,d). Imamo

((a,1,2) | (1, ¢,d))* < {(a,1,2) [ (a, 1,2))((1, ¢,d) | (1, ¢,d)),
t].

(a+c+2d)? < (a®>+5)(1+c+d*) =a® +a’c® + a*d* + 5+ 5¢% + 5d°
<a®+ad’P + a’d® + b+ b2 + b2d® + 5+ 5 + 5d.

Zadatak 2.10. Dokazite da za svaka Cetiri realna broja a, b, ¢, d vrijede sljedeé¢e nejednakosti:

a) (ac+2bd)? < a?c® + 20%c% + 2a%d* + 4b*d?,

b) |a® + b + cd| < Vat + 2420 + b* + a2d? + V2d? + a2c? + b2c? + 2d2.

Navedite neke a, b, ¢, d za koje vrijedi jednakost, pri ¢emu su svi razli¢iti od 0 i nisu svi medusobno
jednaki.

Rjesenje:
a) Uoc¢imo da je desna strana jednaka
a’c® + 20°c% + 2ad* + 4b*d? = (a® + 20%)(c* + 2d°).

Primjenom nejednakosti Cauchy-Schwarz-Bunjakowskog na vektore (a,v/2b) i (¢, v/2d), dobi-
vamo

[{(a, V2) | (¢, V2d))* < {(a, V2b) | (a, V2b)){(c, V2d) | (¢, V2d)),
tj.
J (ac+2bd)? < (a* + 20%)(c* + 2d°) = a*c® + 2b%C* + 2a*d* + 4b*d>.

Jednakost vrijedi ako i samo ako su vektori (a,v/2b) i (¢, v/2d) linearno zavisni, npr. za

a=b=1,c=d=2.
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b) Uocimo da je kvadrat desne strane jednak

a' +2a°6° + b + a’d® + Vd® + a°? + b’ + AdP = (a® + 0°)° + (¢ + 07) (P + &) + AP

(a®
= (a® + b*)? + (a® + b*) + (a® + b*)d* + Ad?
= (a® + b%)(a® + b* + &*) + d*(a®* + b* + ¢*)

= (a®> + b+ ) (a® + b* + d°).

Primjenom nejednakosti Cauchy-Schwarz-Bunjakowskog na vektore (a, b, ¢) i (a, b, d), dobivamo
[{(a,b,) | (b, DY < {(a,b,6) | (a,b, ) (a,b,d) | (a,b, ),

t.

(a® +b* +cd)? < (a®+ 0%+ ) (a® + V? +d?) = a* +2a%0* + b* + a*d® + V?d* + a*c? + b*c? + Ad2.

Odatle slijedi

a® 4+ b* 4+ cd < |a* + 0 + cd| < Vat + 2a2b? + bt + a2d? + b2d? + a2c? + b2 + c2d2.
Jednakost vrijedi ako i samo ako su vektori (a, b, ¢) i (a,b,d) linearno zavisni, npr. za

a=b=1,c=d=2.

Zadatak 2.11. Dokazite da za sve x,y, 2 € R vrijedi nejednakost

t+y+z+3+y+2)>?

2v/3

Rjesenje: Ukoliko desnu stranu pomnozimo s 2v/3 i kvadriramo, dobit ¢emo

<Var+yr+ 24 (v 4y +2)b

R+ +22+(@+y+2)°) =z, 9,2, (x+y+2)%) | (29,2, (x+y+2)*)){((1,1,1,3) | (1,1,1,3))

Primjenom nejednakosti Cauchy-Schwarz-Bunjakowskog na vektore (z,v, z, (x +y+2)%) i (1,1, 1, 3),
dobivamo

(2,2 (@4y+2)") [(LL L3 < (2,9, 2, (e+y+2)°) [ (2,9, 2, (2+y+2)"))(1, 1,1,3) | (1,1, 1,3)),
£,
lz+y+z4+3@+y+ 2P <12 +9y° 4+ 22+ (2 +y + 2)°%).
Odatle slijedi
r+y+z+3x+y+2)?

2v/3

r+y+z+3x+y+z2)?

2v/3

< < V24 yr+ 224 (z+y+ 2)8.

Domaca zadaca

1. Dokazite da za sve a, b, c,d € R vrijede sljede¢e nejednakosti:
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a) (ac+ 2bd + 3)* < a? + b + 9% + 36d% + a*c® + 4a*d* + V** + 40*d* + 9,
b) (29a — b+ 34c + 5d)* < 2023(a® + b* + ¢* + d?)

2. Zadana je funkcija f : R® — R's f(z,y, z) = x+2y+ 32. Nadite maksimum funkcije f uz uvjet
22 + 9% + 22 = 1. Odredite z,y, z za koje se taj maksimum postize?

3. Neka su a, b, c,d pozitivni realni brojevi takvi da je a + b+ ¢+ d = 1. Nadite minimalnu
vrijednost izraza % + % + % + é. Za koje a, b, c,d se taj minimum postize?

4. Pokazite da za pozitivne realne brojeve x,y, z vrijedi

22 y? 22
r+y+z<2 + +
y+z xT+z x+vy

2.4 Norma 1 metrika

Zadatak 2.12. Dokazite da je preslikavanje || - |« : R” — R zadano s

2]l = max{[za, ..., [zal}

norma na R™. Je li ta norma inducirana nekim skalarnim produktom na R™?

Rjesenge: Kako je |z;| > 0zasvei € {1,2,...,n}, tojei||z]e = max{|z1],...,|x,|} > 0 za svaki
z € R™. Nadalje, vrijedi ||z]/s = 0 ako i samo ako je max{|z1],...,|z,|} = 0, a to je ispunjeno samo
u slucaju kada je |x1| = |x2| = ... = |z,| = 0, odnosno ako i samo ako je x = Ogn. Za svaki A € R
vrijedi
IA2]| 00 = max{|Az1], ..., |A\z,|}
= max{[Alfz.],.. . [Allzal}
= [AMmax{la], ..., [zal} = [A]]2]]oo-

Osim toga, za sve x,y € R" vrijedi

[+ ylloo = max{[zy +yal, ., [2n + ynl}
< max{ley| + |yl [en] + |yal}-
Kako je [|#llsc > [ai] 1 [[Ylloc = [uil za sve i € {1,...,n} to je [z + |yi| < [lzflc + [|ylloc za sve i €
{1,...,n} pajeimax{lz|+[yil, . |2n] +|ynl} < [[2]loc +[Ylloc, 0dnosno [z +y[lse < [l2]loc + [|yllo-
Dakle || - ||oo je norma na R™.

Da bismo vidjeli je li ta norma inducirana skalarnim produktom, trebamo vidjeti vrijedi li relacija
paralelograma

2+ yl1% + llz = yll5% = 2([l= (% + lvl1Z)
za sve z,y € R". Stavimo li npr. x = (2,0,...,0,1), y = (—2,0,...,0,1), onda je
|l + yll5% + |z — yll3 = 2° + 4% = 20,

dok je 2(||z|IA + llyll%,) = 2(2% 4+ 2%) = 16. Vidimo da relacija paralelograma nije ispunjena za sve
x,y € R" pa zadana norma nije inducirana niti jednim skalarnim produktom na R™. 0
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Zadatak 2.13. Dokazite da je preslikavanje || - ||; : R" — R zadano s
2l = fa + -+ ]

norma na R™. Je li ta norma inducirana nekim skalarnim produktom na R™?

Rjesenje: Kako je |z;| > 0zasvei € {1,2,...,n}, tojei ||z|y = |z1] + ... + |zn] > 0 za svaki
xz € R™. Nadalje, vrijedi ||z]|; = 0 ako i samo ako je |z1| = |x2| = ... = |z,| = 0, odnosno ako i samo
ako je x = Orn. Za svaki A € R vrijedi

IAx||1 = [Ax1| + ... + [ Az,

= (M 4+ 4 Al
= [Al(J2a] + - A+ faal) = (Al

Osim toga, za sve z,y € R" vrijedi

lz+yll = |1 +yu| + ...+ |20 + vl
<lzi| + || + -+ |Zal + |yl
= (|1 + -+ @) + (ya] + -+ wal) = 2lIT + Nyl

Dakle | - ||; je norma na R™.
Da bismo vidjeli je li ta norma inducirana skalarnim produktom, trebamo vidjeti vrijedi li relacija
paralelograma

lz + gl + lle = ylIF = 2l lF + Iyl)

za sve z,y € R". Stavimo li npr. x = (2,0,...,0,1), y = (—=2,0,...,0,1), onda je
2 +yl[i + [l — yll] = 2* + 4% = 20,

dok je 2(||z||3 + |ly||?) = 2(3% + 3%) = 36. Vidimo da relacija paralelograma nije ispunjena za sve
x,y € R" pa zadana norma nije inducirana niti jednim skalarnim produktom na R".

Zadatak 2.14. a) Neka je A = B ﬂ te || - || neka norma na R% Je li tada preslikavanje
s(x) = ||Az||, z = (71, z2) norma na R??
. 12 . L
b) Nekaje A = o 4| te ||| neka norma na R*. Je li tada preslikavanje s(z) = ||Az||,z = (z1, z2)

norma na R2?

Rjesenje:

. 1 3 +3 .
a) Za x € R? je Az = [2 1] Bj = [;33151 +§z] pa je s(z) = ||Az|| = ||(z1 + 3wa, 221 + x2)].

Provjerimo svojstva norme

(1) s(z) = ||(z1 + 3w2,271 + 22)|]| > 0 za sve z € R% Nadalje, s(z) = 0 ako i samo ako
je ||(x1 4 32,2z + 22)|| = 0, odnosno ako i samo ako je (z1 + 3x2,211 + 22) = (0,0).
RjeSavanjem sustava x; + 322 = 0,227 + x5 = 0 dobijemo jedinstveno rjeSenje x; =
x9 = 0. Naime, matrica tog sustava je upravo matrica A, a ona je regularna posto joj je
determinanta razli¢ita od nule pa ovaj homogeni sustav ima jedinstveno, trivijalno rjesenje.

(2) s(\x) = [|[A(Az)|| = [[MNAz]| = |N|||Az|| = |\|s(x) za sve x € R? i za sve A € R.
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(3) s(x+y) = [[A(x +y)ll = |Az + Ay|| < [[Az|[ + [[Ay] = s(z) + s(y).

Dakle, s je norma na R2.

. 1 2| |z T+ 22 .
b) Za z € R? je Ax = {2 4} LC;] = [2;1 _1_4;2} pa je s(x) = ||Az|| = ||(z1 + 222, 221 + 4a5)]|.

Provjerimo svojstva norme

s(z) = ||(z1 + 2m2, 271 + 425)|| > 0 za sve z € R?. Nadalje, s(z) = 0 ako i samo ako je
| (21429, 221 +429)|| = 0, odnosno ako i samo ako je (x1+2x9, 221 +425) = (0,0). RjeSavanjem
sustava x1 + 2x9 = 0, 221 + 425 = 0 dobijemo jednoparametarsko rjesenje x1 = —2t,x9 =t, t €
R. Sada je jasno da postoji i netrivijalno rjeSenje ovog sustava, npr. x = (—2,1). Vrijedi
s(=2,1) = 0, iako je (—2,1) # (0,0). Dakle, s nije norma na R? pa ostala svojstva ne trebamo
ni provjeravati (uocite da preslikavanje s zadovoljava preostala svojstva norme).

Zadatak 2.15. Dokazite da je preslikavanje d : R™ x R" — R zadano s

I, z#y
d(w,y)Z{O vy

metrika na R™.

Rjesenje: Sva su svojstva oCita osim nejednakosti trokuta. Za z,y, 2 € R” imamo sljedeé¢e mogué-
nosti:

1) x =y = z; u ovom slucaju je d(x,y) = d(y, z) = d(x,z) = 0 pa je d(z, z) = d(z,y) + d(y, 2).
) © =1y # z; uovom slucaju je d(x,y) =0, d(y,z) = d(x,z) = 1 pa je d(z, z) = d(z,y) + d(y, z).
3) x #y =z uovomslucajujed(z,y) =1, d(y,z) =0, d(z,z) = 1l pajed(z,z) = d(z,y)+d(y, 2).
)

z = x # y; u ovom slucaju je d(z,y) = 1, d(y,2) = 1, d(z,2) = 0 paje d(z,2) =0 < 2 =
d(z,y) + d(y, 2).

(5) x # y,y # z,x # z; u ovom slucaju je d(z,y) = d(y,2) = d(z,z) =1 pajed(zr,z) =1< 2=
d(z,y) + d(y, 2).

Domaca zadaéa

1. Neka je A € My(R) te || - || neka norma na R?. Odredite nuzne i dovoljne uvjete na matricu A
uz koje je preslikavanje s(z) = ||Ax||,z = (21, 72) norma na R.

2. Ispitajte jesu li sljedeci prostori uz zadana preslikavanja normirani

a) R3sa(r,y,2) = 2%+ 2y + 622
b) R3 s b(x,y,2) = /a2 + 2y2 + 622

c) My(R) s c(A) = max;;lay|, gdje je A = [all am]
g1 G2
Ako je neko od zadanih preslikavanja norma, odredite je li inducirana skalarnim produktom.

3. Neka su a, b vektori u unitarnom prostoru U. Pokazite da ako je ||a+b|| = ||a—0b|| = ||b]|, tada
je a nulvektor.
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2.5 Ortogonalizacija baze

Zadatak 2.16. U unitarnom prostoru R? sa standardnim skalarnim produktom dani su vektori
a; = (1,2,2), as = (1,-2,0), a3 = (—1,0,1).

Dokazite da su ti vektori linearno nezavisni i ortonormirajte ih.

Rjesenje: Imamo e; = oy = 3(1,2,2). Nadalje, by = az — (az | e1)er = 3(4,—4,2) pa je ez =
HZ_EH = %(2, —2,1). Konacno,

1
by = az — (az|er)er — (az|eg)es = 5(—87 —4,8)
pa je e3 = IIZ_ill = 3(—2,-1,2). Posto je dim[{ay,as,a3}] = dim[{e1,es,e3}] = 3, to su vektori
ai, a9, az linearno nezavisni.

Napomena 2.1. Opéenito, vektori {ay,...,an} su linearno zavisni ako i samo ako se postupak
ortogonalizacije ne moZe provesti.

Zadatak 2.17. U unitarnom prostoru P, skupa polinoma s realnim koeficijentima stupnja manjeg
ili jednakog dva, sa standardnim skalarnim produktom

(rla) = /_1 p(t)q(t)dt, p,q € P,

1

ortonormirajte standardnu bazu {1 t,t%}.

Rjesenje: Uvedimo oznake py(t) =1, pa(t) =t, p3(t) = t*. Uocimo da je
||p1||—\/ dt \/ = V1-(-1)=V2
Stoga je ey (t) = \/iipl (t) = 75. Dalje imamo

ba(t) = pa(t) — (p2|er)er(t) =t — % (/ tdt> =t — % : %tQ 1

1 -1

. ba(t) 1
2(t) = ool —fjl t2dtb2( 1t3 f

oy bt | _ B, 1
A T [l %)%ﬁbg(t) 8 <t )

Zadatak 2.18. U unitarnom prostoru M,(C) sa standardnim skalarnim produktom

(A|B) = tr(AB*), A, B € My(C)

o 1 1 |0 of |1 1f |1 —=111. . .. . 11 :
ortonormirajte bazu {[0 O] , [1 2] , {_1 1} , {_2 1 ]} i prikazite matricu A = [1 1] u toj

ortonormiranoj bazi.
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Rjesenje: Uvedimo oznake

11 00 11 1 -1
S 0 R (i E e O FRE

Sada je
b= rAlu 12 B (1)}
By = < ‘ 1>E1 [ }
b= HBzH v [(1] 8]
— Ay — (A3 | BBy — (A | B) By = [1 1}—[1 1]—HO O}:%[O O}

-1 1 0 0 1 2 -6 3

B — By :L{O 0}
PUBl Va5 [-6 3

34:A4—<A4\E1>E1—<A4\E2>E2—<A4\E3>E3:[1 _1]‘[0 O}:[l _1]

-2 1 0O 0
By 1 [1 —1}
E = —— T e—

B V200

Znamo da je A= <A ’ E1>E1 + <A | E2>E2 + <A | E3>E3 + <A | E4>E4 = \/§E1 + %EQ — \/LgE:g

Domacéa zadaca

1. Nadite ortonormiranu bazu za potprostore od R? zadane jednadzbama

a) v +y+2z2=0,
b) x=4%=z2,

2. U unitarnom prostoru C? sa standardnim skalarnim produktom ortonormirajte sljede¢i skup
vektora:
{(1,21,0), (-2 —1,0,1),(0,3i,1)}.

Je li ortonormirani skup baza za taj vektorski prostor? Prikazite vektor (1,2,4) kao linearnu
kombinaciju elemenata tog ortonormiranog skupa.

3. U unitarnom prostoru R? sa skalarnim produktom

s(z,y) = 11 + 229Y2 + 53Y3.

ortonormirajte sljedec¢i skup vektora:
{(1,0,3),(2,4,1)}.

4. Pronadite po jednu ortonormiranu bazu za sljedece vektorske potprostore:
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a) A= {at> + bt +ce€ Py([-1,1]) : b=a+ 2c} < Py(R).

SR (N s

5. Neka je V' n—dimenzionalni vektorski prostor i neka je {z1, xs, ..., x,} jedna njegova baza. Pro-
nadite skalarni produkt (- |-) na V takav da je {z1, z9, ..., z,} ortonormirana baza u unitarnom
prostoru (V, (- |-)).

2.6 Ortogonalni komplement

Zadatak 2.19. U prostoru R® potprostor M razapet je vektorimaa = (1,2,3,—1,2)ib = (2,4,7,2,—1).
Odredite M*.

Rjesenje: Prvi nacin: Skup {a, b} je sustav izvodnica za M. Zato je M = [{a,b}]. Slijedi da je

x € M+ ako i samo ako je (z]a) = 01 (z|b) = 0. Dakle, z = (z1, 72, 23,74, 75) € M+ ako i samo
ako je

£E1+2$2+31'3— JZ4+21’5:0
201 4+ 4wy + Trg + 224 — 25=0

Ovo je homogen sustav i skup svih njegovih rjegenja je M~*. Rjesenja su

(1,9, T3, 24, 75) =1 (—2,1,0,0,0) +5(13,0,—4,1,0) +t (—17,0,5,0,1), 7r,s,t € R.

=:Uu =v =w

Prema tome je M+ = [{u,v,w}] i baza za M~ je {u,v,w}.
Drugi nac¢in: Nadopunimo linearno nezavisni skup {a, b} do baze za R°. Uzmemo li npr.

c¢=(1,0,0,0,0), d = (0,1,0,0,0), e = (0,0,1,0,0)

tada ¢e skup {a,b,c,d, e} biti baza za R®. Ortonormiramo li tu bazu po GS postupku, dobit ¢emo
ortonormiranu bazu {ej, s, €3, 64,65} za R® za koju vrijedi [{a,b}] = [{e1,e2}]. Stoga je M =
[{e1,ex}] pa je M+ = {es, e4, e5}. Postupak ortogonalizacije baze {a, b, c,d, e} ostavljamo za zadaéu.

Zadatak 2.20. U unitarnom prostoru M3(R) sa standardnim skalarnim produktom dan je potprostor
M ={X € M;(R): XA = X}, pri ¢emu je

1
A= |1
1

o = O
— o O

Odredite M.

Rjesenje: Odredimo najprije bazu za potprostor M. Uo¢imo da je X € M ako i samo ako je
X(A—1)=0. Neka je

a b c
X=|d e f| eM.
g h i
Tada mora vrijediti
a b c 000 000
d e f 1 0 0f=1{0 0 Of,
g h 1 1 00 000
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odnosno b+c =0, e+ f =0, h+i = 0. Stoga je X € M ako i samo ako vrijedi ¢ = —b, f = —e,i = —h,
odnosno ako i samo ako je X oblika

a b —b
d e —e
g h —h
Stoga je jedna baza za M dana sa
1 00 01 -1 000 00 0 000 00 O
000,00 O,/ 0O0],|]0 1 —=1f(,]0 0 0f,]0 0 O
0 00 00 O 000 00 O 1 00 01 —1

Ozna¢imo te matrice redom s By, By, Bs, By, By, Bg. Vrijedi Y € M* ako i samo ako je vektor Y
okomit ne sve vektore baze za M. Dakle,

Y —

S 2 R
RIS S

z
w| e M*

q

ako i samo ako je (Y | B;) =0 zasve i € {1,2,3,4,5,6}, odnosno ako i samo ako je

r=0,y—2z=0u=0v—w=0,0=0,p—q=0.

0y y
Dakle, M+ =< |0 v v| :y,v,peER
p

0 p
Zadatak 2.21. Neka je P = {p € P,(R) : p(x) = p(—x)} i N = {p € P,(R) : p(z) = —p(—2)}.
Pokazite da su P i N jedan drugome ortogonalni komplementi, pri ¢emu prostor P, (R) promatramo
s obzirom na skalarni produkt (p|q) = fjl p(z)q(x)dx.
Rjesenje: Akosup € Piqg € N proizvoljno odabrani, tada je p parna i ¢ neparna funkcija pa je
pq neparna funkcija i zato je (p|¢q) = 0. Time smo dokazali da je P 1 N. Nadalje, za svaki polinom
p € Puo(R) vrijedi p(z) = p1(z) + pa(z), gdje je

p(x) + p(=7)
2

pl) - p(=2)

; pa(w) = 5

piz) =
Uocimo da je p; € P, p; € N. Stoga je P+N = P,(R), odnosno P&N = P,(R). Zbog jedinstvenosti
ortogonalnog komplementa zakljuéujemo da je Pt = Ni Nt = P.

Zadatak 2.22. U unitarnom prostoru R* (sa standardnim skalarnim produktom) zadan je vektor
r = (1,1,2,2) i potprostor M svojom bazom a = (1,1,1,0) i b = (1,0,1,1). Prikazite vektor z u
obliku # =y + 2z, gdjejey € M i z € M*.

Rjesenje: Naivno rjeSenje bi bilo da odredimo bazu {u,v} za M+ pa x prikazemo kao = =
aa+ Bb+~yu+ov. Koeficijenti u tom prikazu su jedinstveni, a vektori koji nama trebaju suy = aa+ b
iz=nyu+dv.

No, postoji puno jednostavniji i brzi na¢in. Ako ortonormiramo {a, b}, dobit ¢emo {ej,es}. Nado-
punimo taj skup do ONB {ey, €5, e3,¢4} za R*. Tada se x moze prikazati kao

r = (x|e)e; + (x| 62>6%+\<I |es)es + (x| 64)66.

~\~ ~\~
=y =z

O



22 POGLAVLJE 2. UNITARNI PROSTORI

Da bismo odredili y i z, dovoljno je odrediti samo y (jer je z = x — y) pa nam ne trebaju vektori
es, €4, veé samo eq, e5. Ortonormirajmo {a, b}.

b3 (
I RVERC Ak 5
Sada je
4 1 7 1 1
=(r|eer +(rle)es =—-—(1,1,1,0) + ——= - —(1,-2,1,3) = - (9,2,9,7
pa je
1
z:x—yZS(—4,3,1,3).

Zadatak 2.23. Neka su L, M potprostori od U. Dokazite da je:
(a) (L+M)"=L-nM*,
(b) (LN M)*" =L+ + ML,

Rjesenje:
(a) Dokazujemo dvije inkluzije.

|C| Neka je z € (L+ M)+ Tadajex L L+M 2 L, Mpajeize Lt iz e M. Dakle,
reLtn Mt
AkojexELLﬂML,ondajexJ_LixJ_M. Za proizvoljan y =a+be L+ M je

(x|yy=(x]a+0b) = (x|a)+ {(x|b)=0+0=0.
Dakle, z € (L + M)+
(b) Stavimo u (a) L+ umjesto L i M+ umjesto M. Imamo:
(" + MY = (LY n (MY =LnM.
Uzimanjem ortogonalnog komplementa lijeve i desne strane, dobivamo

(LMt = ((++ ML)L)l = Lt M

Domaca zadaéa
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1. Provjerite da su sljede¢i skupovi ortogonalni i nadopunite ih do ortogonalne baze:
a) {(5,2,0,11),(-2,5,1,0)} C R,
b) {(6,-3,—-2),(1+414,2i,3)} € C?,

1 1 -4 2
© Hz o]’{2+z‘ 1}}§M2(C)’
d) {2¢t,t* + 1} C P»(R), sa skalarnim produktom (p|q) f p(t

2. Nadite ortogonalne komplemente sljede¢ih potprostora i za njih odredite neku ortogonalnu
bazu.

a)M:{A: [Z Z] GMQ(R):b+c=0,a+2b+3c—|—4d:0},

b) M ={A€ M(R): A+ AT =tr(A) -1},
c) M = [{t?,# — t}] C Py(R) sa skalarnim produktom (p | ¢) = [ p(t
d) M =[{p € Pa(R) : p/(t) = 6t — 1}] sa skalarnim produktom

@M:A%wwm,

e) M =[{(1,0,1,-2),(=1,1,—1,1),(~1,2,—1,0)}] C R%.

2.7 Ortogonalna projekcija

Zadatak 2.24. Neka je M = [{(1,1,0,0), (0,1,1,0)}] potprostor unitarnog prostora R* sa standard-
nim skalarnim produktom. Odredite ortogonalnu projekciju vektora = = (2,0, 0, 7) na potprostor M.
Kolika je udaljenost vektora x od potprostora M?

Rjesenje: Stavimo a; = (1,1,0,0), az = (0,1,1,0) i ortonormirajmo skup {a;,as}. Dobivamo
vektore

1 1
uy = —(1,1,0,0), wy = —(—1,1,2,0).
Odredimo a, gdjejex =a+b,a € M, be M*:
4 2 2
= === —.0
a = (x|u)us + (x| ug)usg (3,3, 3,)

Takoder je

o= all =) = 20,00~ (5.2.-3.0) | - ¢@f+(§f+(§7w%>§§

Zadatak 2.25. Odredite p € P3(R) takav da je p(0) = p'(0) = 0 i da je vrijednost

[ 1 pteyas

najmanja moguca.
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Rjesenje: Neka je M = {p € P3(R) : p(0) = p/(0) = 0}. Tada je M § 3(R). Oznac¢imo
po(z) = 2 4+ 1. Prostor P3(R) promatramo uz skalarni produkt (p|q) fo x)dx.
Sada zadatak mozemo reformulirati: odredite p € M takav da je

Ipo — pll < llpo —qll, Vg e M.
Dakle, trazimo ortogonalnu projekciju vektora py na potprostor M. Uocimo da je M = {p(z) =
ar® + br?|a,b € R}, odnosno M = [{z?, 2?}]. Stavimo p;(z) = 23, ps(x) = z*. Primjenom G-S
postupka na vektore p; i po dobijemo vektore

e1(x) = VT2, ex(z) = 615 (332 _ ggﬁ’) |

Ortogonalna projekcija je dana s pyr = (po | e1)er + (po | e2)ea (dovrsite za DZ).

Zadatak 2.26. Zadane su tocke Ty = (—6,—1), To = (—2,2), T3 = (1,1), Ty = (7,6). Odredite

pravac y = kx + [ za kojeg je izraz
4

Z(yi — (kx; + 1))

i=1
najmanji. Pri tome su (z;, ;) koordinate tocke T; za i € {1,2,3,4}.

Rjesenje: Zelimo minimizirati izraz

Fllel) = (yi = (ky +1)* = (=1 = (—=6k +1))* + (2 = (=2k +1))*+ (1 — (k+1))* + (6 — (Tk +1))*.

i=1
Uocio da je f(k,l) =d((—1,2,1,6), (—6k + 1, =2k + I,k + 1,7k +1))?. Stavimo li
M = {(=6k +1,~2k + Lk + 1,7k +1) : k1 € R} = {k(—6,—-2,1,7) +1(1,1,1,1) : ki € R},

vidimo da je M = [{(—6,-2,1,7),(1,1,1,1)}] pa je ming jer f(k,1) = d((—1,2,1,6), M)?. Znamo da
je d((=1,2,1,6), M) = d(b, bar), gdje je b= (—1,2,1,6). Stavimo a; = (—6,—2,1,7),as = (1,1,1,1).
Ortonormiranjem dobivamo vektore e; = \/%70(_67 —2,1,7), e5 = %(1, 1,1,1). Sada je

45 8 1 1
bM = <b | 61>€1+<b | 62)62 = %(—6, —2, ]_, 7)—’—4—1(1, 17 1, 1) = 5(—6, —2, ]_, 7)+2(1, 17 1, 1) = 50,1—}-2&2.

Taj minimum se dostize za k = % il = 2, odnosno, pravac koji najbolje aproksimira tocke T} =

(—6,—1), To = (=2,2), T3 = (1,1), Ty = (7,6) je pravac s jednadzbom y = 1z + 2.

Domaca zadaéa

1. Prikazite vektor v u obliku v = a + b, gdje je a € M i b € M+. Odredite udaljenost vektora v
od potprostora M.

a)v=(1,2,1,4), M = {(x1, 22, 3, 74) € R* : 71 + 219 — 223 — 14 = 0},
b)v=(1—14,i,1+2i), M = {(z1, 29, 23) € C*:ixy + (1 — i) wy = 225 — iz3 = 0},

Ll e

d) v = t? —i— 1 M = {p € Po(R) : p'(—1) = p"(—2) =0} C P2(R), sa skalarnim produktom
pla) fo



2.7. ORTOGONALNA PROJEKCIJA 25

2. Prikazite vektor v = sinz u obliku v = a + b, gdje jea € M ib€ M+, za M = [{1,cosz}] C
C([0,7; R)

3. Zadane su tocke T} = (3,2), To, = (1,0), T3 = (0,1). Odredite pravac y = kz + [ za kojeg je

izraz
3

> (yi — (kay + 1))

=1

najmanji. Pri tome su (z;, ;) koordinate tocke T; za i € {1, 2, 3}.

4. Odredite najbolju aproksimaciju funkcije f(x) = sinx pomoc¢u polinoma stupnja najvise 3 u

unitarnom prostoru neprekidnih funkcija na segmentu [—7, 7] sa skalarnim produktom

[VE]

(plq) = /_ p(t)q(t)dt.

Wl
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Poglavlje 3

Linearni operatori

3.1 Definicija i osnovna svojstva linearnog operatora

Definicija 3.1. Neka su V', W vektorski prostori nad poljem F. Preslikavanje A : V' — W zovemo
linearni operator ako vrijedi

Az +y) = A(z) + Aly), Vz,y €V (aditivnost)
A(az) = aA(x), Ve eV,aeF (homogenost).

ili ekvivalentno
Alax + By) = aA(z) + BA(y), Vz,yeV,a,B €F. (svojstvo linearnosti)

Posebno, ako je kodomena preslikavanja A polje F (W = F), linearni operator A zovemo linearni
funkcional.

Propozicija 3.2. Neka suV i W wvektorski prostori nad istim poljem i neka je A -V — W linearni
operator. Tada vrijedi A(Oy) = Ow .

Zadatak 3.1. Provjerite jesu li sljedeca preslikavanja linearni operatori:

(a) A:R? — R? A(xy, w9, x3) = (T1 + T2 + 73,271 — ) (tipican linearan operator s R™ u R"),

)
(b) A:R3 — R* A(zy, w9, 23) = (21 — 22 + 13,221 — 13, 21 — 429 + 223,371 — X9) .
(c) A:R* = R, A(z,y) = ||,
(d) A:R* >R, A(z,y) =z -y,
(e) A:C—C, Az) =2
(f) A:R* -5 R? A(z,y) = (z,y + 2).
(g) f:P =R, f(p)=p(0),
(h) g: P =R, g(p fo

(i) k: P —R, k(p) fo (t?) dt.
Rjesenjge:

27
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(a) Za x,y € R¥ia, B € R, vrijedi

Alazx + By) = Alaxy + Byr, axs + Bys, axs + Bys)
= ((ax1 4 By1) + (azy + Biya) + (s + Bys), 2(axy + Byr) — (s + Bya))
= (@1 + T2 + 13,221 — 2) + B(y1 + Y2 + y3, 2y1 — o)
= aA(x) + BA(y).

Dakle, preslikavanje A je linearni operator.
(b) Ovaj primjer je jako sli¢an primjeru pod a) pa ga ostavljamo za zadacu.
(c) Ispitajmo najprije vrijedi li svojstvo homogenosti. Imamo
Alo(z,y)) = Alaw, ay) = |az| = |af|z|.

Uzmemo li npr. o = —1, (z,y) = (1,0) dobivamo da je A(—(1,0)) = | — 1] = 1, dok je
—A(1,0) = —|1| = —1 pa je A(—(1,0)) # —A(1,0), odnosno A nije linearni operator. Uo¢imo
da A ne zadovoljava niti svojstvo aditivnosti. Npr. za vektore (1,0), (—1,0) imamo

A(1,0) + A(=1,0) = 1| + | — 1] = 2,
dok je A ((1,0) + (—1,0)) = A(0,0) = 0] = 0 pa je A(1,0) + A(=1,0) # A((1,0) + (—1,0)).

(d) Imamo
Ala(z,y)) = Alaz, ay) = ar - ay = o xy.

Stavimo li za (x,y) bilo koji vektor ¢ije su obje koordinate razli¢ite od 0 (npr. vektor (1,1)) i za
« bilo koji skalar razlic¢it od 0 i 1 (npr. a = 2), dobivamo da je A(a(x,y)) # acA(x,y). Dakle, A
nije linearan operator.

(e) A je linearan operator na Cg. Ako su a, f € R, z1, 25 € C, onda je
A(azi + Bz) = az + Bx =az + B2 = aZi + 7 = aA(z1) + BA(2).
S druge strane, na C¢ A nije linearan operator. Vrijedi
A1) =Al) =i=—i, iA(l)=i-1=1
paje A(i-1) #£iA(1).

(f) Primijetimo da A ne preslikava nul-vektor u nul-vektor, $to je nuzan uvjet za svaki linearan
operator. Naime, A(0,0) = (0,2) # (0,0).

(g) Neka sup,q € P, «a,5 € R. Imamo
flap + Bq) = (ap+ B¢)(0) = ap(0) + Bq(0) = af(p) + £ (q).

Dakle, f je linearni operator.

(h) Neka sup,q € P, a, € R. Imamo

g(ap+pBq) = /0 (ap+Pq)(t)dt = /0 (ap(t)+Bq(t))dt = a /0 p()dt+B [ q(t)dt = ag(p)+B9(q).

Dakle, g je linearni operator.
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(i) Neka su p,q € P, , 8 € R. Imamo

ep+io) = [ (ap+soena = [ (ap(t)+Ba(i)dt = a / ()i / ()4t = ak(p)+5k(q).

Dakle, £ je linearni operator.

Zadatak 3.2. Provjerite jesu li sljedeca preslikavanja linearni operatori (P je prostor polinoma
s realnim koeficijentima stupnja manjeg ili jednakog k, a P je prostor (svih) polinoma s realnim
koeficijentima):

(a) A:Prp— Pr, (Alp))(t) =p(t+1),t €R,
( )

(c) C:P =P, (Cp)E) = (pt)?* t R,

)

b)BPk%Pk,(B(]ﬁ(t) ()+1t€R
) )

(d) D:P =P, (Dp)(t)=@op)t), t €R.

Rjesenje:

(a) Trebamo provjeriti vrijedi li
A(ap+ Bq) = aA(p) + BA(q)
za sve p,q € Pg, a, B € R. Za proizvoljni ¢ € R imamo

(A(ap+ Bq))(t) = (ap+ Bq) (t +1)
=ap(t+1)+ Bq(t +1)
= a(A(p))(t) + B(A(2))(t)
= (A(p) + BA(q)) (1).

pa je
A(ap + Bq) = aA(p) + BA(q).

Dakle, A je linearan operator.

(b) Ako je p = 0 nul-polinom, onda je (B(p))(t) = 1 pa B nije linearan operator jer ne preslikava
nul-vektor u nul-vektor.

(c) Zap(t) =1, t € Ria =2, dobivamo (C(2p))(t) = 22 = 4, 2(C(p))(t) = 2 za sve t € R pa je
C(2p) # 2C(p), odnosno ne vrijedi homogenost pa C nije linearni operator. Lako se pokaze da ne
vrijedi ni aditivnost (dokazite za zadacu), mada to nije potrebno provjeravati jer ¢im zaklju¢imo
da ne vrijedi homogenost, mozemo zakljuciti da funkcija nije linearni operator.

(d) Zap(t)=t, t € Ria =2, dobivamo (D(2p))(t) = (2p)(2t) = 2(2t) = 4t, 2(D(p))(t) = 2t za sve
t € R pa je D(2p) # 2D(p), odnosno ne vrijedi homogenost pa D nije linearni operator. Lako se
pokaze da ne vrijedi ni aditivnost (dokazite za zadacu), mada to nije potrebno provjeravati jer
¢im zaklju¢imo da ne vrijedi homogenost, mozemo zakljuciti da funkcija nije linearni operator.

O

Zadatak 3.3. Neka je p pravac kroz ishodiste u V = V?(0) (ili V = V3(0)) s vektorom smjera 5 i
neka je P : V — V funkcija koja vektoru ¢ iz V' pridruzuje njegovu ortogonalnu projekciju na pravac
p. Dokazite da je P linearni operator.
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Rjesenje: Bududi da je pravac kroz ishodiste jednodimenzionalni potprostor od V' s bazom {s},

=
S

tj. s ortonormiranom bazom {3y}, gdje je s = &, prema formuli za ortogonalnu projekciju imamo
P(¥) = (¥ 50)50.
Stoga za vektore v, € V i skalare a, § € R vrijedi
P(at + pw) = ((at + f0) - $9)S0

= ((V- ) + B( - 55)) 5

= a(U- 50)so + B(W - $0)s0

= aP(V) 4+ BP(w),
iz Cega slijedi da je P linearni operator.
Zadatak 3.4. Neka je p pravac kroz ishodiste u V- = V2(O) (ili V = V3(0)) s vektorom smjera 3 i
neka je Z : V — V zrcaljenje s obzirom na pravac p. Dokazite da je Z linearni operator.
Rjesenje: Zmamo da za svaki vektor ¢ € V' vrijedi v+ Z(¥) = 2P(¥), gdje je P linearni operator
iz zadatka [3.3] Stoga je

2(5) = 2P(8) — 7 = 2(5 - 53)5 — 0,

gdje je sp = % Stoga za vektore v, w € V i skalare o, f € R vrijedi

Z(av + pui) = 2P(av + pw) — (ot + f)
(jer je P linearni operator) = 2(aP(¥) + SP(w)) — (a¥ 4 Su)
= a(2P(V) — V) + B(2P (W) — W)
= aZ(0) + BZ (W),
iz Cega slijedi da je Z linearni operator.
Zadatak 3.5. Neka je 7 ravnina kroz ishodiste u V' = V3(0) s jedini¢nim vektorom normale 77 i neka

je PV — V funkcija koja vektoru ¢ iz V' pridruzuje njegovu ortogonalnu projekciju na ravninu 7.
Dokazite da je P linearni operator.

Rjesenje: Za vektor ¥ € V je vektor P(¥) — ¥ okomit na ravninu 7 pa postoji skalar A takav da je

P(V) — U= M. (3.1)
Nadalje, kako je P(¥) € m, vrijedi P(v) - 7 = 0 pa mnozeci skalarno s vektorom 7 dobivamo
PW) -n—v-n= )\( )
\—\O/—J \TJ
odnosno
A= —7-7.

z slijedi
P@) =0 — (U-n)mn.
Stoga za vektore v, € V i skalare o, 8 € R vrijedi
P(av + W) = (o + pw) — ((a¥ + pw) - m)7
= (a¥ + W) — (a(T - 1) + B(w - 1))7T

= o — (7 7)) + BT — (i - 7)7)
— aP(¥) + BP(),

iz Cega slijedi da je P linearni operator.



3.1. DEFINICIJA I OSNOVNA SVOJSTVA LINEARNOG OPERATORA 31

Zadatak 3.6. Neka je 7 ravnina kroz ishodiste u V' = V3(0) s jedini¢nim vektorom normale 7 i
neka je Z : V — V zrcaljenje s obzirom na ravninu 7. Dokazite da je Z linearni operator.

Rjesenje: Znamo da za svaki vektor v € V vrijedi v+ Z(v) = 2P(¥), gdje je P linearni operator
iz zadatka Stoga je

Z(0) = 2P (V) — 6 = 2(0 — (¢ )ii) — 0 = ¥ — 2(55 - 1)

IST]

Stoga za vektore v, w € V i skalare «, 8 € R vrijedi

Z(at 4 ) = 2P(at + i) — (at + f)
(jer je P linearni operator) = 2(aP(¥) + SP(wW)) — (a¥ + f)
= a(2P(V) — V) + B(2P (W) — W)
= aZ(V) + pZ(w),

iz Cega slijedi da je Z linearni operator.

Napomena 3.3. Ukoliko je ravnina razapta vektorima a i l;, onda je njen jedinicni vektor normale
dan s

axb

@ x b|
Ukoliko je ravnina zadana jednadZbom Ax+ By+Cz+ D = 0, onda je njen jedinicni vektor normale
dan s

n=

(A,B,C)
(A, B,C)

7=
Zadatak 3.7. Postoji li linearni operator A : R® — R? takav da vrijedi:

(a) A(1,2,3)=(1,1)1 A(2,4,6) = (2,3)7?

(b) A(1,0,0) = (1,1)1 A(2,0,0) = (2,2)?

(c) A(1,0,1) =(2,1), A(1,1,0) = (1,2), A(0,1,—1) = (0,1).
Rjesenjge:

(a) Ukoliko bi takav linearan operator postojao, vrijedilo bi

A(2,4,6) = A(2(1,2,3)) = 2A(1,2,3) = 2(1,1) = (2,2).

Kako je u zadatku zadano da je A(2,4,6) = (2,3) zaklju¢ujemo da takav linearan operator A
ne postoji.

(b) Uocimo da je (2,0,0) = 2(1,0,0) i da je u ovom podzadatku A(2,0,0) = 2A(1,0,0) pa nemamo
problem kao u (a) dijelu zadatka. Primjer linearnog operatora koji zadovoljava uvjet zadatka
je

A(.flfl, T, I3) == (Ilu xl)'

Za zadacu dokazite da je ovako definirana funkcija zaista linearni operator. Uocite da postoje
i drugi linearni operatori koji zadovoljavaju uvjete zadatka, npr.

Az, x9,x3) = (11 — X9, 11 + T2).

Pokusajte smisliti jos neki primjer linearnog operatora koji zadovoljava uvjete zadatka.
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(c¢) Uocimo da vrijedi (1,0,1)+4(0,1,—1) = (1,1,0). Ako postoji linearni operator koji zadovoljava
uvjete zadatka, onda mora vrijediti

A(1,0,1) 4+ A(0,1,—1) = A(1,1,0),

tj. (2,1) 4+ (0,1) = (1,2). Buduéi da smo dosli do kontradikcije, zaklju¢ujemo da ne postoji
linearni operator koji zadovoljava uvjete zadatka.

Zadatak 3.8. Neka je A : My(R) — M,(R) linearni operator takav da je
11 1 2 11 3 1
Ao )= Al )=k )
: 0 0. 5 5 : . la b y : .
Odredite A 9 0 iA 9 5| ) Za koje matrice . dl € M,(R) mozemo iz zadanih podataka
a b

odrediti A ([c d

Rjesenje: Uocimo da je

o= (-l ))
() Rl (R R i B e e

Nadalje, vrijedi
5 5 11 11
EENE

pa je

pa je
5 5 11 11 3 1 1 2 9 8
SR ) el () S e
. . . 11 11 e : .
Uoc¢imo da za sve matrice oblika A [0 TR 1] , A, p € R (iskljucivo za takve matrice) mozemo

odrediti njihovu sliku iz zadanih podataka. Vrijedi

11 1 1]\ 11 1Al 1 2] 3] [A+3n 23+u
A(A [0 1] G L 1D _)‘A<[O 1})7”“1([1 1D =A [3 4]” [2 4} - {3)\+2u 4)\+4/J '
Zadatak 3.9. Neka je A : R? — R? linearni operator takav da je

A(1,1,1) = (2,3), A(1,0,1) = (1,1), A(0,1,1) = (0,0).

Mozemo li iz zadanih podataka potpuno odrediti linearni operator A, tj. odrediti A(zy,x9,x3) za
proizvoljni vektor (z1, 1o, z3) € R3?

Rjesenje: Uotimo da je skup {(1,1,1),(1,0,1),(0,1,1)} baza vektorskog prostora R3. Za (x1,x2,3) €
R? vrijedi

(1,9, 23) = (x1 + w2 — w3)(1,1,1) + (3 — 22)(1,0,1) + (z3 — 21)(0,1,1)
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pa je

A(l’l, $2,$3) = (%1 + T9 — .733)14(1, 1, 1) —+ (x'g - SCQ)A(L O, 1) —+ (.1’3 — .1'1)14(0, 1, 1)
= (Il + 29 — ZE3)(2, 3) + (IE3 - l‘g)(l, ]_) + (1‘3 - 1'1)(0, 0)
= (2I1 + Ty — I3, 3.771 + 2.732 - 21’3)

Zadatak 3.10. Neka je {e;, es} kanonska baza za R?, f; = (1,1), fo = (1,2). Nekasu A, B : R? — R?
linearni operatori takvi da je

A@l = (1, —1), A@Q = (1,0)
Bfl = (27 _1)7 Bf2 = (3a _1)

Obrazlozite zasto su ovim podacima linearni operatori A i B jedinstveno odredeni. Odredite A fi, Afs.
Sto mozete zakljuciti o operatorima A i B?

Rjesenje: Linearni operatori A i B su jedinstveno odredeni jer su {e1, ea} i {f1, fo} baze vektorskog
prostora R?. Za proizvoljni vektor v € R? postoje jedinstveni skalari o, 3,7, € R takvi da je

v =ae; + fey, v ="f1+0f2
Tada je
Av = aAey + fAey = (a + 8, —a), Bu=~yBfi +0Bfy = (2y + 35, —y — 9).

Vrijedi Af; = A(e1 +e2) = Aey + Aey = (2,—1), Afy = A(ey + 2e3) = Aey +2Aes = (3,—1). Vidimo
da je Afi = Bfi i Afs = Bfs5, odnosno linearni operatori A i B se podudaraju na bazi. Kako je
svaki linearni operator jedinstveno zadan svojim djelovanjem na bazi, zaklju¢ujemo da je A= B. U

Zadatak 3.11. Odredite skalare a,b, c,d, e, f € R za koje postoji linearni operator A : R?* — M(R)
takav da vrijedi

A(1,2,—1) = E g} L A(0,2,2) = [(2) ﬂ L A(1,3,0) = {‘i Z} CA(L11) = E g]

Rjesenje: Uocimo da je (1,3,0) = (1,2, —1) + 5(0,2,2) pa mora vrijediti

1
A(1,3,0) = A(L,2,-1) + 5 4(0.2,2),

a b] _[L 2], 120

c dl |10 210 4|°
Dakle, mora vrijediti a = 2,b=2,c=1,d = 2.
Sada uo¢imo da je skup {(1,2,—1),(0,2,2), (1,1,1)} baza vektorskog prostora R?® pa ¢e za a = 2,b =
2,c=1,d = 2, te proizvoljne e, f € R, A biti dobro definiran i potpuno odreden linearan operator.

Za domacu zadac¢u odredite A(x1, x9, x3) za proizvoljni (21, xe, x3) u ovisnosti o parametrima e, f € R.
O]

odnosno
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Domacéa zadacéa

1. Odredite koja su od sljedec¢ih preslikavanja linearni operatori:

a) A:R3 — R A(x1, 19, 23) = (12 + 73,11 — T3 + 223, =271 + X3),

b) B:R3? — R3 B (21,2, 23) = (22 + 23,11 — T3 + 223, =231 + 23 + 1),

c) C:R3 = R3 C(x1,T9,13) = (T2 + 3,71 — T2 + 23, —271 + T379),

d) D:C?*— C,D(z,y) = {(z,y) | (2+1,1)), gdje je (- | ) standardni skalarni produkt na C?
e) E:C? - C,E(z,y) = {((2+1,1) | (z,9)), gdje je (- | -) standardni skalarni produkt na C?
f) F:Po(R) = R, F(p) = (p(0),p'(1),p"(2)),

g) G:Py(R) = R? G(p) = (p*(0),7'(1), p"(2)).

2. Za o € R dano je preslikavanje A, : R® — R3
An(w1, 9, 23) = (21, 279, ax3), (71,79, 73) € R
Dokazite da je A, linearni operator za svaki a € R.
3. Za matricu A € M,(R), definirano je preslikavanje Fy : My(R) — Ms(R) tako da je
Fa(X) = (trA) X" + (trX)A.
Ispitajte je li F'4 linearni operator.
4. Odredite sve o, 3,7 € R takve da je A : R® — R3
A(xy, 29, 73) = (axy + B, ay + 279, y23 + ax3)
linearni operator. Obrazlozite odgovor.

5. Neka je V' vektorski prostori i neka je skup {vy,v,} linearno nezavisan skup u V. Postoji li
linearni operator A : V' — V takav da je

A(vy + vg) = vg, A(2v1 — 3vy) = vy, A(—vy +4vy) = 07
Obrazlozite odgovor.
6. Neka su A, B : R? — R? linearni operatori takvi da vrijedi
A(1,0) =(2,1), A(3,—-1) = (7,2), B(2,3) = (1,5), B(0,1) = (—1,1).
Dokazite da je A = B i odredite djelovanje tog operatora na proizvoljnom (z;,xs) € R2.
7. Neka su «, 3,7,6 € R i neka je A : R? — R? linearni operator takav da vrijedi
A(1,1) = (4,1), A(2,3) = (13,1), A(—3,-5) = (o, B), A(0,7) = (9, —1).

Odredite «, 3,7, 0.
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3.2 Matric¢ni prikaz linearnog operatora. Jezgra i slika.

Zadatak 3.12. Neka je (¢) = {i, ], k} neka ortonormirana baza za V3(0), @ = i + 2j + 2k i neka je
A ortogonalna projekcija na pravac s vektorom smjera a.

a) Odredite matri¢ni prikaz linearnog operatora A u bazi (e).

b) Odredite djelovanje linearnog operatora A na proizvoljnom vektoru, tj. odredite A(iEZ—H/j—F zE)
c¢) Odredite jezgru i sliku linearnog operatora A.

Mogu li se jezgra i slika linearnog operatora A odrediti i bez racunanja? Pronadite neku drugu bazu
(f) za V3(O) u kojoj A ima dijagonalni matri¢ni prikaz sa samo jednim elementom razli¢itim od
nule. Je li takva baza (f) jedinstvena?

Rjesenje:

a) Iz zadatka [3.3] znamo da je

gdje je ap = %(;—1— 27 + 2/;) Stoga je

odnosno
1 1 2 2
[Ale) = 9 2 4 4
2 4 4
b) Imamo
1 1 2 2 T 1 T+ 2y + 2z
Ao = [ [T =g {2 4 4| |y| =5 |2z Ty +42
2 4 4| |z 21 + 4y + 4z
Dakle, A(xi +yj + zk) = s((z+2y + 22)i + (20 + 4y + 42)] + (2x + 4y + 42)k).

c) Iz b) dijela zadatka slijedi da je

1 - - —~
ImA = {5((x+2y+2z)i+ (2r 4+ 4y +4z2)) + 2 + 4y + 42)k) |z, y, 2z € R}

2 +22 o -
:{W(i+2j+2k)|x,y,z€R}:[{6}]-

Uoc¢imo da se to vidi i bez ra¢unanja jer je rije¢ o ortogonalnoj projekciji na pravac s vektorom
smjera a. Nadalje,

Ker A = {zi+yj+zk € V3(O)| A(zi+yj+2k) = 0} = {zi+yj+2k € V3(O)|z+2y+2z = 0}.

Dakle, jezgra linearnog operatora A je ravnina s jednadzbom x + 2y + 2z = 0. To smo mogli
vidjeti i bez racunanja jer je A ortogonalna projekcija na pravac s vektorom smjera a pa e se
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u( preslikati to¢no oni radij-vektori koji su okomiti na vektor @, a to su oni koji leze u ravnini
s vektorom normale @, dakle, radij-vektori koji leZe u ravnini s jednadzbom x + 2y + 2z = 0.

Ukoliko bazu (f) odaberemo tako da jedan njezin vektor bude upravo vektor fl = a, a druga
dva vektora budu okomita na @, tj. za druga dva vektora baze uzmemo bilo koja dva (linearno
nezavisna) radij-vektora koja leze u ravnini s jednadzbom x + 2y + 2z = 0 (npr. fo=—2+7
i fa=—2i+ E), onda je

1 00
(Al =10 00
000
Takva baza (f) nije jedinstvena jer se isti matri¢ni prikaz dobije ukoliko je fi = \a za bilo koji

A € R\ {0}, a fo 1 f3 bilo koja dva linearno nezavisna radij-vektora koja leze u ravnini okomitoj
na a, tj. u ravnini s jednadzbom x + 2y + 2z = 0.

Zadatak 3.13. Neka je {7, ], k} ncka ortonormirana baza za V3(O). Operator T : V3(0) — V3(O)
zrcali vektor u odnosu na pravac razapet vektorom @ = 2 — k a zatim ga projicira na xz-ravninu.

C

d

a) Odredite matri¢ni prikaz operatora T u bazi (e) = {i, ], k}.

b) Odredite djelovanje linearnog operatora T' na proizvoljnom vektoru, tj. odredite T(m5+ yj—l— 215)

Nalazi li se vektor b = 3i — 4k u slici ovog operatora?

Nalazi li se vektor ¢ = 2}' u jezgri ovog operatora?

MozZete li na pitanje ¢) odgovoriti i bez racunanja?

Rjesenjge:

a) Oznacimo s A linearni operator zrcaljenja u odnosu na pravac razapet vektorom @ = 2i — k, a

s B ortogonalnu projekciju na xz-ravninu. Iz zadatka znamo da je

gdje je ap = %(25— /;) Stoga je

o .4 |
A) =2( a_é)_é—Z:g(2Z—k)—2:5(3i—4/€)
A(j) =2 - d0)dy —j=—J
B . |
A(k) = 2(k - o)y — k = —=(20 — k) — k = ~(—47 = 3k),
odnosno
L[3 0 -4
[A](e):g 0 -5 0
-4 0 -3

o O O
_— o O
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Stoga je
100 1 3 0 —4 ] 3 0 —4
[Ty = [Bo Al = Bl [l =10 0 0] -= |0 =5 0|=2/0 0 0
0 0 1 -4 0 -3 —4 0 -3
b) Imamo
1 3 0 —4 T 1 3r — 4z
[(T(ﬁﬂ(E) = [T](e) : [ﬁ](e) = 5 0 0 O y| = : 0
-4 0 -3 z —4x — 3z

Dakle, T(xi + yj + zk) = L((3x — 42)i — (4x + 32)k).

c¢) Iz b) dijela zadatka slijedi da je
1 - - - - - o
ImT = {5((315 —4z2)i — (dx + 32)k) |z, z € ]R} = [{3i — 4k, —4i — 3k}],

pa je vektor b u slici operatora A. Uoc¢imo da se to vidi i bez racunanja jer je Im(7) =
B(A(V3(0)) = B(V3(0)) = zz — ravnina, a vektor b leZi u toj ravnini.

-,

d) Vrijedi T(&) = 27(5) = 0 pa je vektor & u Ker T
U

Zadatak 3.14. Neka je {i, j, k} neka ortonormirana baza za V3(0) i neka je R, , : V3(0) — V3(0)
funkcija koja vektoru @ pridruzuje vektor nastao rotacijom vektora v za kut a oko z—osi.

a) Dokazite da je R, , linearni operator.

b) Odredite matri¢ni prikaz operatora R. o u bazi (¢) = {7, , k} te rang i defekt linearnog opera-
tora T'.

RjeSenje:

a) Neka je 0 = 21 + yj + zk.
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Tocka T" ima koordinate (x,y,0). Uvedimo oznaku r’ = /22 + y2. Tada je x = 1" cosp, y =

7’ sin ¢, odnosno (x,y, z) = (1’ cos p, ' sin p, z). (Tada je r’ = rsinf, gdje je r = /22 + y? + 22
i z =rcosf pa su sferne koordinate dane s

x=rsinfcosy, y=rsinfsiny, z=rcosh,
ali zapravo necemo koristiti 6 za rjeSavanje ovog zadatka.) Imamo

R, o(wi+yj + 2k) = R, (1 cos gi + 7' sin @] + 2k)
=1/ cos(p + )i + ' sin(p + @) ] + 2k

= 7'(cos @ cos a — sin @ sin a)i + 7' (sin @ cos a + cos psina)j + zk

— (zcosa — ysina)i + (ycosa + xsina)j + k.

Dokazite za zadacu da je R, , linearni operator.

b) Imamo
cosa —sina 0
[R.al(e) = |sina cosa 0
0 0 1

Znamo da je 7(R. ) = 7([R.al)). Kako je det[R. ] = 1 # 0, zakljutujemo da je [R. ]
regularna matrica pa je 7(R.,) = 7([R.a]@) = 3, odnosno ImR, , = V3(0). Iz teorema o
rangu i defektu slijedi da je d(R. o) =3 —17(R.0) =0, tj. Ker R, , = {6} Uocite da se to vidi
i bez racunanja.

Zadatak 3.15. Neka je {7, j, k} neka ortonormirana baza za V3(0). Linearni operator T : V3(0) —
V3(0) dani vektor rotira oko z—osi za kut od 45°, a zatim ga projicira na ravninu razapetu vektorima
ay=2i+ 35+ 3k, a3 =1 —j.

a) Odredite matri¢ni prikaz operatora T u bazi (e) = {i, ], k}.
b) Odredite djelovanje linearnog operatora 7" na proizvoljnom vektoru, tj. odredite T(a:ﬂ— yj'—i— z/;)
¢) Odredite jezgru i sliku operatora T

Rjesenje:
a) Iz prethodnog zadatka slijedi

V2

cos(45°) —sin(45°) 0 \/75 - 0
[R.a50)(e) = |sin(45°) cos(45°) 0| = \/75 \/75 0
0 0 1 0 0 1

—

Vektor normale ravnine razapete vektorima dj = 2i + 5—1— 3/2, iy =1i— jjedan s
@ X dy =31+ 3] — 3k

—

pa je normirani vektor normale 77 = \/ig(z + 7 — k). Iz zadatka [3.5] slijedi

P@) =v— (5-7) -,
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iz Cega slijedi

— — — - 1—» - ad 1 — — —,
P(i)=1i— (i-7) ﬁ:z—g(i—i—j—k):g(Zz—ijk)
N P T U D
P(g)=5-@-m)-ni=g—gt+y—k)=3(-i+2+k)
P(k) =k = (k-m) - =k + 2(i+j = k) = 5({+ 7+ 2k)
pa je
2 11
[Plo=3|-1 2 1
1 1 2
Sada je
V3 V333
(2 1 -2 s L
Tl = [PoRegwlio) = [PlolReaslig = 5 |-1 2 1] |2 o o) =g ¢ 22 1
1 1 210 o0 1 V20 2

W

[(T(0)](e) = [T]e) - [V](e) =

1

1

2
Dakle, T(zi +yj + zk) = 3((Px — 22y + 2)i + (Pr + 22y + 2)j + (V22 + 22)k).
Iz b) dijela zadatka slijedi da je

ImT:{% <<\/7§x—%§y+z) + <§x+37\/§y+z>;’+ (\/§x+2z) E) : x,y,zER}

1 2 - - - 3 2 - -2, - e e
= {g (%_x(i—f—j—f—Qk:)—T\/_y(i—j)-I—Z(i-l-j‘i‘zk)) : x,y,zeR}

=[{i+j+2ki—7j}

Vidimo da je Im7 ravnina razapeta vektorima i + j + 2k, 7 — 7, odnosno ravnina kroz ishodiste
¢iji je vektor normale

((+7+2k)x (i—7)=26G+]—Fk),
a to je ravnina s jednazbom z + y — z = 0. To se vidi i bez racunanja jer je
ImT =T(V?(0)) = (P o R, 45)(V?(0)) = P(R,45:(V*(0))) = P(V?(0)).
Kako je P projekcija na ravninu s vektorom normale i + j — k, to znagi da je ImT = P(V3(0))
ravnina s jednazbom x 4+ y — z = 0.

Nadalje, iz b) dijela zadatka vidimo da je x4 yf+ 2k € Ker T ako i samo ako je

?m—%erz—O
2,

— =0
5 T+ y+z

\/_:1:—1—2220,
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tj. ako i samo ako je y = 0, v/2x + 22 = 0 pa je

- \/§ 7 = \/5_’
KerT = {azz—ka : xGR} = [{2—7/{3}] ,

—

tj. pravac s vektorom smjera ¢

o

k.
Zadatak 3.16. Odredite neki linearni operator A : R* — R? za kojeg vrijedi

(1,1,0,0),(0,1,1,0) € Ker A, (1,1,1) € ImA.

Rjesenje: Uvedimo oznake a; = (1,1,0,0),as = (0,1,1,0),b; = (1,1,1). Nadopunimo linearno
nezavisni skup {a;,as} do baze za R*, npr.

{(1,1,0,0), (0,1,1,0), (1,0,0,0), (0,0,0, 1)}.
Buduéi da mora vrijediti (1,1,0,0),(0,1,1,0) € Ker A, stavimo
A(1,1,0,0) = A(0,1,1,0) = (0,0,0).

Imamo jo$ jedan uvjet, da je b; € ImA pa mozemo staviti npr. A(1,0,0,0) = (1,1,1). Cetvrti vektor
baze moZemo poslati u bilo sto, npr. A(0,0,0,1) = (0,0,0). Zatim A prosirimo po linearnosti

A(z1(1,1,0,0) 4+ 22(0,1,1,0) + 23(1,0,0,0) + 24(0,0,0,1))
= l’lA(]., ]_, 0, 0) + JIQA(O, 1, 17 0) + fL’gA(]., 0, 0, 0) + I4A(0, 0, 0, ].) = <I3, 133,.T3).

Domaca zadaca

1. Za linearan operator A : My(R) — My(R) vrijedi

10 3 —1 2 1
A(O 1>_(O 0)’ A<—11>
0 —1 75 1 4 -9 -5
A(3—2)_(5 3)’ A<—41)_(—4 —4)
Odredite djelovanje operatora A na proizvoljnu matricu Z Z ) € Ms(R) te njegov matri¢ni

prikaz u standardnoj bazi. Odredite jezgru i sliku operatora A.

2. Za linearan operator B : Py — Po vrijedi

B(z)=-z+32*>, B(3+z-8z")=19, B(2*) =-2+u.

Odredite djelovanje operatora B na proizvoljan polinom a + bz + cz? € P,. Odredite rang i
defekt operatora. Je li operator B injekcija?



3.3. PROSTOR LINEARNIH OPERATORA. DUALNI PROSTOR. 41

3. Nadite neki operator C': C* — C? takav da mu jezgra sadrzi vektor (1, —i,0), a slika vektore
(0,1,—1) i (24,1,0). Je li takav operator jedinstven? Za nadeni operator odredite njegov
matri¢ni prikaz u bazi

{(1,0,1), (4,1,0), (0, —, 1) }.

4. * Neka je D : P, — P, linearan operator takav da je D(p) = p” — p. Odredite jezgru operatora
D2,

U sljedecim zadacima na V3(0) je dana ortonormirana baza {7, j, k} koja odreduje koordinatne
osi x, vy, 2.
5. Dani su linearni operatori A, B, C, D na prostoru V?3(O), pri ¢emu je
A zrcaljenje s obzirom na ravninu razapetu vektorima i— lg, i+ E,
B ortogonalna projekcija na pravac razapet vektorom 25+j+ E,
C rotacija oko z-osi za 30°,
D ortogonalna projekcija na ravninu razapetu vektorima i— 2;', —;’—1— k.

Za operatore Ao B, Do B, CoA i D? odredite njihovo djelovanje na proizvoljan vektor iz V3(0),
baze za sliku i jezgru te rang i defekt. Mozemo li za zadane kompozicije odrediti rang i defekt
geometrijskim zakljucivanjem, bez odredivanja djelovanja operatora?

6. Neka je T : V3(O) — V3(O) operator koji vektor prvo rotira oko x-osi za 45°, a potom ga
projicira na pravac razapet vektorom 2k — 7. Pokazite da je T' linearan operator te odredite
njegov matri¢ni prikaz u ortonormiranoj bazi {1, j, k}.

7. Neka je S : V3(O) — V3(O) operator koji vektor prvo projicira na ravninu x — 3y = 0, a
potom ga zrcali s obzirom na pravac y = z u yz-ravnini.

a) Operatoru S odredite matri¢ni prikaz u ortonormiranoj bazi {;, 7, l;}

b) Odredite Im S i Ker S.

c) Je li S injekcija?

d) Odredite nalaze li se vektori ¢ = 3i—2j — E,IU =3i—2) + kuIm S, te ako se nalaze
nadite sve vektore takve da je ¥, odnosno  slika tog vektora.

8. Odredite linearan operator R : V3(0) — V3(0) takav da je R(k) = —i i R je zrcaljenje s
obzirom na neku ravninu.

3.3 Prostor linearnih operatora. Dualni prostor.

Zadatak 3.17. Neka je {i,} ortonormirana baza prostora V2(O). Zadani su sljedeéi operatori iz
prostora L(V?2(0)): Z je zrcaljenje s obzirom na os z, P ortogonalna projekcija na os y, a R rotacija
oko ishodista za kut od 60°.

(a) Moze li se svaki operator A € L(V?(O)) prikazati kao linearna kombinacija operatora Z, P i
R?

b) Ako je odgovor u (a) negativan, moze li se odabrati jos neki operator S koji predstavlja rotaciju
oko ishodista za neki kut, tako da svaki A € L(V?(O)) ima prikaz pomo¢u Z, P, R i S?
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Rjesenjge:

(a) Uo¢imo da je dim L(VZ(0)) = (dimV?*(0))? = 4, a dim[{Z, P,R}| < 4, iz ¢ega slijedi
[{Z, P,R}| # L(V?(0)). Dakle, ne moZe se svaki operator A € L(V?(O)) prikazati kao linearna
kombinacija operatora Z, P i R.

(b) Prisjetimo se da je operator rotacije ravnine oko ishodista za kut ¢ dan s

Ry (i +yj) = (zcosp — ysinp)i + (xsing + ycosg))

— cos (i +yj) + sinp(—yi + xj)
Nadalje,

-,

Z(xi+yj) = xi —yj, P(xi+yj)=yj.

Neka je S operator koji predstavlja rotaciju oko ishodista za neki kut . Nadalje, kako je R
operator rotacije za kut od 60°, vrijedi

— —, — — 3 — —
R(xi + yj) = (m +yj> + g (—yi —|—xj> .

N —

Uoc¢imo da vrijedi

[{Zv P R, S}] = [{Z, P,Q}],
gdje je Q zadan s Q(xi + yj) = —yi + xj. Zaista,

1
:§(Z+2P)+?Q, S =cosg-(Z+2P)+sing-Q.

R
Dakle, koji god operator S, koji predstavlja rotaciju oko ishodista za neki kut odabrali, di-
menzija vektorskog prostora [{Z, P, R, S}] ne moze biti jednaka dimenziji vektorskog prostora
L(V%(0)), a to znaci da ne postoji operator S koji predstavlja rotaciju oko ishodista za neki

kut, tako da svaki A € L(V?(0O)) ima prikaz pomoc¢u Z, P,R i S.

Drugi nacin: Ovaj dio zadatka smo mogli rijeSiti koriste¢i matri¢ne zapise danih linearnih
operatora u istom paru baza (u naSem slucaju ¢e to biti par (e),(e), gdje je (e) = {i,j}
ortonormirana baza za V2(0)). Vrijedi

Z]e) = E _OJ [Pl = {8 ﬂ (Rl = [ég _%1 18] = {Cow _Sm‘p} .

1 .
v3 1 sin cos
3 3 ' ¥

Sada vidimo da je

{[Z)): [Ple)s (Bl [S]e)}] = [{ Ll) —OJ ’ {8 ﬂ ’ {(1) ﬂ ’ E _01] H

[t SR ST

Dakle dim[{[Z] (), [P](e), [Rl(e), [Sl(e)}] = 3 < dim L(M3(R)), odnosno ne postoji linearni ope-
rator S koji zadovoljava uvjete zadatka.

Zadatak 3.18. U vektorskom prostoru R? je zadana baza {ai,as,as}, gdje je a1 = (1,0,0), ay =
(1,1,-1), a3 = (0,1,1). Nadite toj bazi dualnu bazu {a}, a},a3}. Odredite af(e;), i,j = 1,2, 3, gdje
su e, es, e3 vektori kanonske baze za R3.
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Rje3enje: Baza {aj,a}, a3} odredena je s af(a;) = 0;;, Vi,j. Neka je v = Z?Zl a;a; € R3. Tada je

3 3
aj(xz) = aj (Z aiai> = Zaicf{(ai) = ;.
i=1 i=1

Analogno je a}(z) = ag, a3(z) = as.
Zelimo znati kako f djeluje na = = (z1,29,23) = >.o_, z;¢; zapisan u kanonskoj bazi. Prikazimo
xr = (21,22, x3) u bazi {ay, as, as}.

(21, T2, x3) = cna; +agast+azaz = a1(1,0,0)+az(1,1, —1)+a3(0,1,1) = (a1 +az, as+az, —as+asz).

RjeSavanjem sustava dobijemo

1 1 1 1 1 1
xr = (%1,1‘2,1'3) = | T — 5.732 + 5.%3 a1+ | =22 — zx3 | a2+ | =2 + =x3 | as.

2 2 2 2
Dakle,
aj(xy, xo,23) = 11 — 51‘2 + 5303
*( - 1 1
ao\T1,T2,T3) = 2$2 21‘3
. 1 1
ay(xy, xo, x3) = 5:172 + 53:3
Posebno je
ajer) =1 az(er) =0 ag(e1) =0
ay(ez) = -5 ay(eg) = B az(es) = )
ay(es) = 2 a2(63) = D) a3(€3) = B

Zadatak 3.19. Neka je Py = {p: R — R|p polinom stp < 2}. Neka je f*: Py = R, f*(p) = p(0).
Dokazite da je f* € P;. Nadalje, neka je B = {1,1 —t,1 — t?} baza za P,. Prikazite f* u dualnoj
bazi od B.

Rjesenje: Kako je
[ (ap+ Bq) = (ap+ Bq) (0) = ap(0) + Bq(0) = af*(p) + Bf*(9),

slijedi da je f* linearaan funkcional. Oznac¢imo vektore dualne baze s {pi,pj,pi}. Tada vrijedi
pi(p;) = 0;;. Kako je f* € V*, postoje a, 5,7 € R, takvi da je

"= api + Bps + 5.

Uoc¢imo da je

[ (p1) = (api + Bps + vp3)(p1)
f*(p2) = (api + Bl + vp3) (p2)
f(ps) = (api + Bps + vp3)(p3)

I

«
B,
r-)/
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Stoga je
a= f"(p) =pi(0) =1,
B=f"(p2) = p2(0) = 1,
v = [f"(ps) = p3(0) =1
Dakle,

[ =pl +p5+ ;5

Zadatak 3.20. Zadan je unitaran prostor R? sa skalarnim produktom

(@1, w2, 23) | (Y1, Y2, y3)) = 20191 + 3T2y2 + T3ys.
Za funkcional f(z,y,z) = x — 2y + 42 odredite a € R® takav da je f(z) = (z|a), za sve x € R3.

Rjesenje: Neka je a = (ay,as,a3) i neka je {ey, s, €3} kanonska baza za R3. Imamo

1= f(er) = (e1]a) =2a
—2= f(e2) = (e2|a) = 3az
4= f(es) = (es|a) = as

paje a = (%, —%,4).

Zadatak 3.21. U unitarnom prostoru P, sa skalarnim produktom

wla=[ (a(t)a

1

p(0) +p'(0)

zadan je funkcional f(p) = . Odredite r € P, takav da je f(p) = (p|r), za sve p € Ps.

Rjesenje: Neka je r(t) = ag + a1t + agt? i uzmimo py(t) = 1, p1(t) = t, pa(t) = 2, kanonsku bazu
za Py. Imamo

2

1
§=f(po)=(po|7’>:2ao+§@2
1 2
§=f(p1)=(191|7‘>:§a1
2 2
0= f(p2) = (p2|r) = za0 + zaz.
3 5
Rjesavanjem sustava dobijemo r(t) —|—3t 15
valjemnm Su Vi 1]emo r = — -0 — —
! ) ! 161 16

Domacéa zadaca

1. Neka su F,G, H € L(R? R?) zadani formulama

F(z,y,2) = 2x+ z,2 +y)
G(z,y,2) = (2y,7)
H(z,y,2)=(x+y+z1+y)

Dokazite da su F, G, H linearno nezavisni operatori.
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2. Ispitajte koja su od sljede¢ih preslikavanja linearni funkcionali te ona koja jesu prikazite kao
linearnu kombinaciju elemenata baze dualne kanonskoj bazi pripadnog prostora:

a) a:R*—R? a(z,y) = 22,2 —y)

b) b:R®* = R, b(z,y,2) =z + 3y — 22,
c) c:P2(C) = C, c(p) =p'(1),

d) d:P5(C) — C, d(p) = 2p(i)

e) e: My(R) = R, e(X) =det X,

f) f: My(R) - R, f(X)=trX.

3. U prostoru M,(R) su zadane matrice

10 1 -1 0 1 0 3
S R R e N R

Dokazite da te matrice ¢ine bazu za M>(R) i nadite toj bazi dualnu bazu {A}, A3, A3, A%}, tj.

Z } € My(R).

odredite djelovanje elemenata te dualne baze na proizvoljnoj matrici { Z

4. U prostoru Py(R) zadani su polinomi

Dokazite da ti polinomi ¢ine bazu za Py (R) i nadite toj bazi dualnu bazu {p}, p3, pi}, tj. odredite
djelovanje elemenata te dualne baze na proizvoljnom polinomu a+ bt + ct> € Py(R). PrikaZite
linearni funkcional f(p) = fjl p(2t — 1)dt kao linearnu kombinaciju elemenata dualne baze.

5. U prostoru (R3)” dana je baza (a*) = {a}, a3, a3}, pri ¢emu je
aj(z,y,z) =2z, ay(v,y,2)=x+y+z a3x,y,z)=x—2y—>5z
Odredite bazu (a) = {a1, az, a3} za R3 kojoj je (a*) dualna baza.
6. Za fiksne vektore v, w € R? definiramo linearni funkcional fow na prostoru Msy(R) formulom

fow(A) = (Av|w). Ako je v = (1,2) i w = (3,1), nadite matricu B € M>(R) takvu da vrijedi
fow(A) =tr(AB7).

7. U unitarnom prostoru P polinoma stupnja manjeg ili jednakog 2, sa skalarnim produktom
(plq) = p(=1)a(=1) + p(0)q(0) + p'(0)¢'(0)

zadan je linearni funkcional f : Py — R

fp) = (plp1) + {p|p2) + p(0),
pri ¢emu je pi(t) = 2,po(t) = t. Odredite polinom g € P, za kojeg vrijedi f(p) = (p|q) za sve
p e PQ.

8. Na unitarnom prostoru P, realnih polinoma stupnja manjeg ili jednakog 2 sa skalarnim pro-
duktom

@W=lp@%%x

1
zadan je linearan funkcional F' formulom

F@z/pwwmwmy

1
Nadite polinom ¢ € P, takav da je F(p) = (p|q) za sve p € Ps.
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3.4 DMatric¢ni zapis linearnog operatora u razli¢itim bazama

Zadatak 3.22. Neka je (e) kanonska baza za R? i neka je (¢/) = {e}, €}, 5}, gdje je
6’1 :€1+62+€3, 6/2:61+62, 6%261.

Odredite matricu linearnog operatora A : R® — R3 zadanog s Ae; = ¢}, i = 1,2,3, u bazi (¢).

RjeSenje: Imamo

pa je

Zadatak 3.23. Zadana je matrica operatora A : R® — M,y(R) u paru baza (¢/) =

—_ = O
— |
—

O =N =

((1,0,1),(1,0,=1),(0,1,1)} i (f') = {E 8}{(1) 8}{8 ﬂ{g ﬂ} Odredite Az, zs, 3) 72
proizvoljan (1, z9, x3) € R3.

Rjesenje: Neka su (e) i (f) kanonske baze za R? i My(R). Tada je

[Az]() = [Al(s.0[%le) = Dnm®]i.m[Alge) Trs)e o [T]e)
—1

NN

= [De@ i [Algrenrs] o]
1 10 0] 1 1 1] -1 -
_00100—125(1)(1) il
I N 0 O S I I 2
001 11 1 ot L3
(110011 1 1] m 1 17,7
B O I T A O R O
S(roooof 1oz e 2
001 11 1 ot L3,
_%l‘1+g$2+%1’3
_ X1+ T2
1+ T2 ’
221 + 29
iz Cega slijedi
1 5 1
0y — §ZE1+§ZE2+§ZL’3 T+ T2
Al 22, 3) Ty + X9 221 + @9
(11 1
Zadatak 3.24. Zadan je operator A : R* — R® matricom [A]) = [1 0 1 | u bazi (¢/) =
11 -1
[1 0 1
{(1,0,0),(0,1,0),(0,1,1)} te operator B : R* — P, matricom [B]y.) = |1 0 0| u paru kanonske
010
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baze za R? i baze (f') = {1,1 —t,1 + t*} za P,. Odredite matricu operatora BA u paru kanonskih
baza.

Rjesenje: Neka je (e) kanonska baza za R3, a (f) kanonska baza za P,. Tada je

[BA](1.¢) = [Bl(s)[A ] (e) = UIp.](.01 [Bls [IRs}ee [A] en[Ir2)(er,e)
Z[IPQ ) Blore) s e.en [Al e 3] (66/
1] 1 0 1 1 00 1 1 1 10 0
= —1 0l |1 011 11101 —1
1 001 1 1 1110 0 1

0
-3
:—1—10

2 1 -1

Zadatak 3.25. (2. kolokvij 2021.)
(a) Neka je S matrica prijelaza iz (b) u (V'), a T' matrica prijelaza iz (') u (b), pri ¢emu su (b) i

(V') dvije baze prostora R?, a matrice S i T zadane s

-1
S=1|-1
1

T =

— =N
8 OO
N =
|
—_
_ o O

Odredite z,y, 2.

(b) Neka su (e) = {(1,0),(0,1)} i (') = {(2,0),(0,—1)} baze prostora R* te (f) = {1,¢,¢*} i
(f) = {t* — 1,t + 1,2t + t*} baze prostora Py(R). Linearni operator A : R*> — P5(R) ima
sljedec¢i matri¢ni prikaz u paru baza (¢’) i (f’) :

0 -2
[Alpren=14 -3
—2 0

Odredite matri¢ni prikaz operatora A u paru paza (e) i (f) te odredite djelovanje operatora A
na proizvoljan vektor x € R2. Je li operator A epimorfizam? ObrazloZite.

Rjesenje:
(a) Znamo da vrijedi []](_blb,) = [I]@ ), odnosno S~' = T. Provjeravamo za koje z,y,z € R je
ST =1:
1 -y—2 0
ST = 0 -y—1 0],
r24+2 3rx+y—1 w
iz Cega mozemo zakljuc¢itidajexz =1,y = -2, z = —2.

(b) Vrijedi [A](se) = U (s [Al(s.en ] () P2 najprije trebamo odrediti [1]f,py i [I](er e):

—1

10 L
Ugm=10 1 2/, 1(6/,€)=1(€,€')1:{2 O] 2[5 O}-
1 01 0 -1 0 -1
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Tada je

2 1
Algey=10 3
-1 2

Za proizvoljan x = (x1, 1) € R? imamo

9
[Az](f) = [A szl = | O

1 - 2$1+$2
)|
-1 2

o = 31‘2
2 —T1 + 272

pa je djelovanje operatora A na proizvoljan vektor dano s

Az, m2) = 21 + @2 + 3wat + (—a1 + 222) 7.

Znamo da rang operatora A moZe biti najvise dim(R?) = 2 pa kako je dimenzija kodomene
P>(R) jednaka 3, operator nije epimorfizam.

Zadatak 3.26. Postoje li a,b € R takvi da za neke dvije baze (e) i (¢') za R® i neki linearni operator
A R3 — R3 vrijedi

0 2
0, Alen=1|1
b

[anll \ViNaw]
N OO
-~

-1

Obrazlozite odgovor.
Rjesenje: Pretpostavimo da takvi a,b € R postoje. Tada su matrice [A] () i [A]() sli¢ne matrice
pa je

tr{A]e) = tr[Al e,

odnosno 2+ a+ b = 6, odakle slijedi a + b = 4. Nadalje, sli¢cne matrice imaju istu determinantu pa je
det[A] () = det[A](), odnosno 2ab = 8, odakle slijedi ab = 4. Sada imamo b =4 —aia(4 —a) = 4,
odnosno a? —4a+4 = 0. Jedino rjeSenje te kvadratne jednadzbe je a = 2, odakle slijedi b = 4 —a = 2.
Zaa=0b=2]je[A] = 2I.

Tako matrice 2/ i [A]() imaju isti trag i determinantu, one nisu sli¢ne jer je matrica 27 sli¢na samo
samoj sebi. Zaista, ako je T € M3(R) regularna matrica, onda je T-1(21)T = 21.

Dakle, matrice [A].) i [A]() nisu sli¢ne ni za koje a,b € R.

Zadatak 3.27. (2. kolokvij 2021.)

(a) Neka su A, B € M, (F) slicne matrice. Dokazite da su njihovi karakteristi¢ni polinomi jednaki,
tj. da je ka(\) = kp()), za svaki A € F.

(b) Odredite, ako postoje, sve x,y € R za koje su matrice

—2 0 2 0 1 2
A=|1 o0 o0liB=1]0 -1 -3
1 1y 0 0 1

slicne matrice. Ako takvi x,y € R ne postoje, obrazlozZite zasto ne postoje.

Rjesenge:
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(a) Kako su A i B sli¢ne matrice, postoji regularna matrice T' € M,,(F) takva da je B = T 'AT.
Nadalje, imamo

kp(\) = det(B — \I)
=det(T AT — \(T'IT))
=det(T (A - \IT)
=det(T ") det(A — \I)det T
= det(T") det T'det(A — \I)
= det(A — A1) = ka(N),

za svaki \ € F.

(b) Ako su A i B sli¢ne matrice, onda mora vrijediti tr(A) = tr(B), det A = det B i, prema a)
dijelu zadatka, k4(\) = kp(A), odnosno —2+y =0, 2 =01 ks(\) = kg(A). Dakle, ako su A i

B sliéne matrice, onda je x = 0, y = 2. No, u tom slucaju je

-2
A:

—_ o O
N OO

1
1

paje ka(A) =det(A —AI) = (=2 = A\)(=A)(2 — \), dok je kp(A) =det(B — AI) = (—=A\)(—1 —
A)(1—=X). Prema tome, ks(\) # kp()\) pa A i B nisu sli¢ne matrice. Dakle, ne postoje z,y € R
za koje su zadane matrice sli¢ne.

Domaca zadaéa

1. Neka je (e) kanonska baza za R3 i (¢/) = {e},¢€), e5} baza zadana s ¢} = (1,1,3), e, =
(1,1,4),e5 = (5,2,1). Odredite matricu prijelaza iz baze (e) u bazu (¢’) te matricu prijelaza iz
baze (¢') u bazu (e). Nadalje, neka je A : R3 — R3, A (21,29, 23) = (21 + 22 + 13, T2 + T3, T3).
Odredite matri¢ni zapis operatora A u sve Cetiri mogucée kombinacije baza (e) i (¢').

2. Neka je A : R* — R* linearan operator koji u bazi (¢/) = {€], ), €}, €, } ima matri¢ni zapis

1 3 0 5
4 2 1 3
Aer=19 2 7 21
3 0 2 1
pri ¢emu je €] = (2,0,1,—1),¢e5, = (0,0,2,—-3),¢5 = (1,2,—1,0),¢, = (2,1,1,—2).

a) Zaltlg=1[2 4 3 1]"

odredite [z]() 1 [Az]e).
b) Za [y](e/) = [ 6 1 0 =2 }T odredite [y](e) i [Ay](e).

3. Zadan je linearan operator B : Py(R) — P3(R) s

A(at® +bt+c) = (a—c)t® + bt — et + 2a + b.
Odredite matri¢ni zapis operatora B u paru baza {1,1 — % ¢ 4+ t*} za P2(R) i
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{1+t+1%2t,1 4+ 13, —1 —t} za P3(R). Postoji li par baza u kojem B ima matri¢ni prikaz

0
0 ?
1
0

o O O =
o O = O

4. Neka su (e), (¢') baze za R?, te neka je S matrica prijelaza iz baze (¢) u bazu (¢/) i T matrica

prijelaza iz baze (¢/) u bazu (e). Odredite z,y € R ako su S i T dane s

R

Nadalje, operator C': R? — M;(R) je zadan svojim matri¢nim zapisom

1 1
2 0
[C](f’,e/) = 0 —1
1 -1

Odredite [C]f.), pri ¢emu je (f) = {F4, F», F3, Fi} kanonska baza za M>(R) te
(f)={F+ Fy, F\ — Fs + Fy, [ + Fy, F3}.
5. Zadani su sljedeéi operatori na V3(O) : ortogonalna projekcija na ravninu razapetu vektorima

i+ f, i— f— QE, zrcaljenje s obzirom na pravac zadan vektorom i+ 27+ 2k. Odredite matri¢ne
prikaze tih operatora u ortonormiranoj bazi {4, j, k} tako da

a) izracunate slike vektora baze {Z, 7, E} pa napiSete trazenu matricu,
b) odredite matri¢ni prikaz zadanih operatora u prikladnoj bazi te pomoc¢u matrica prijelaza
odredite trazenu matricu.

6. Postoje li skalari z,y € R takvi da sljede¢a matrica bude matrica prijelaza iz baze (a) =
{(0,2,0),(1,0,0), (0,1, y)} vektorskog prostora R* u kanonsku bazu (¢) = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}

01 —1
a) A=|1 0 0],
00 1
[0 —1 2
b) B=1|1 2 -3
10 1

Ukoliko postoje, odredite ih, a u suprotnom dokazite da ne postoje.
7. Zadan je linearni operator T : Py — Py s
T (az® + bz +¢) = (a+2b+ 3c)z + (a + b+ 2c).
a) Odredite matri¢ni zapis operatora T' u paru baza {p1,p2,ps} i {q1,¢2} pri ¢emu je
pi(x) =1, po(z) = =1+, p3(x) = =2 + 27,
Q) =2—2x, go(z) =1—1z.
b) Odredite matri¢ni zapis vektora T'(p) u bazi {qi, g2}, gdje je p(z) = —1 + 222

c) Nadite neki par baza tako da matri¢ni zapis operatora 7" u tom paru baza bude kanonska
matrica odgovarajuéeg ranga.
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3.5 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori linearnog ope-
ratora

Zadatak 3.28. Linearni operator A € L(R?) zadan je svojom matricom u kanonskoj bazi

1 1 -1
Al = -1 3 -1
-1 2 0

Odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene vektore ovog operatora te algebarske i geome-
trijske kratnosti svojstvenih vrijednosti. Moze li se operator A dijagonalizirati?
Rjesenge:
ka(\) =det(A— ) = (2—-\)(\—1)
pa je 0(A) = {1, 2}, algebarske kratnosti su a(1) =2, a(2) = 1. Odredimo svojstvene potprostore:

Va(1)| Rjesavamo (A — I)z = 0 i dobivamo x; = x3, 2 = x3 pa je {(1,1,1)} baza za V4(1). Dakle,
g(1) =1.
Va(2)| Rjesavamo (A — 21)xz = 0 i dobivamo z; = 0, x5 = x3 pa je {(0,1,1)} baza za V4(2). Dakle,
9(2) = 1.
Kako je g(1) # a(1), zaklju¢ujemo da se operator A ne moze dijagonalizirati. O

Zadatak 3.29. (popravni kolokvij 2023.) Neka su (a) = {a1,a2,a3} i (b) = {b1, b2, b3} neke dvije
baze za R? pri ¢emu vrijedi

bl :a1+2a2 — as, bg :2(11—|—Cl3, b3 :2a1+a2.

Neka je A : R?* — R3 linearni operator koji u bazi (b) ima sljede¢i matri¢ni prikaz:

-3 4 0
[Aljpy=1(-6 7 0
8 -8 1

a) Odredite matri¢ni prikaz operatora A u bazi (a).

b) Odredite spektar od A. Je li A monomorfizam?

c) Izrazite [A]%I?)ZB’ preko [A]?g)% i matrica prijelaza [I](4p), [/](5,0)-
Rjesenje:

a) Matrice prijelaza su dane s

1 2 2 -1 2 9
[I](a7b) = 2 0 1 5 [I](b,a) = ([I](a,b))il — _1 2 3
-1 10 9 _3 _4
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b) Iz a) dijela lako vidimo da je o(A) = {1,3}. Vidimo da je r(A) = 3 (iz matrice) pa je
d(A) =3 —r(A) =0, odakle slijedi da je A monomorfizam. Tu ¢njenicu mozemo dokazati na
jos jedan nacin. Bududéi da 0 ¢ o(A), slijedi da je det A # 0 pa je A regularan operator, a onda
je i monomorfizam.

c¢) Vrijedi

(A5 = ewAlwen) oAU wy) - (oo AwUen) = ea LA T 0.ty

7

2023
jer ) pa) = ([{]ap)) . Buduéi da je [A](, dijagonalna matrica, onda je [A]%g)zg dijagonalna

matrica ciji su elementi na dijagonali redom 1, 1 i 32923 pa je

3—-92. 32023 —24+9. 32023 0
[A]QI?QS — 3 — 32024 -9 + 32024 0
Y —4 44302 44308

Zadatak 3.30. (kolokvij 2018.) Linearni operator B : R? — R? zadan je u kanonskoj bazi matricom:

[Ble) =

W DN DN
S NN O
N DN W

Nadite bazu prostora R? u kojoj je matrica operatora B dijagonalna (ako takva baza postoji).

Rjesenje: Najprije ¢emo izracunati svojstvene vrijednosti operatora B kao nultocke karakteristic-
nog polinoma, tj.

2—X 0 3
0=rkp(\) =det ([Bley —M)=| 2 2=-X 2 |=2=-NA=5)(\+1),
3 0 2-2A

odakle zaklju¢ujemo da je o(B) = {—1,2,5}. Uoc¢imo da su algebarske kratnosti svih svojstve-
nih vrijednosti jednake 1 pa su onda i geometrijske kratnosti svih svojstevnih vrijednosti jednake
1, odnosno, svi svojstveni potprostori su jednodimenzionalni. Za svaku od svojstvenih vrijednosti
ra¢unamo pripadne svojstvene potprostore kao rjeSenja homogenog sustava linearnih jednadzbi s
matricom sustava B — A\, gdje je A € {—1,2,5}. Dobivamo:

Va(=1) = [{(=1,0,1)}], V(2) = [{(0,1,0)}], V(5) = [{(3,4,3)}]

Baza u kojoj je matri¢ni prikaz operatora B dijagonalna matrica (sa svojstvenim vrijednostim na
dijagonali) je sastavljena od svojstvenih vektora, npr. (b) = {(—1,0,1),(0,1,0),(3,4,3)} i vrijedi

1
[Blw) =

S NN O
o O O

0
0

Za zadacu odredite [B]{}.
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Zadatak 3.31. Odredite sve x € R za koje se linearni operator A : R* — R* ¢iji je matri¢ni prikaz
u kanonskoj bazi zadan s

4 3 2 -4

0 x O 0
[A](e) ~ 13 3 -1 -2

6 6 2 —6

moze dijagonalizirati.

Rjesenje: Vrijedi ka(N\) = det(A — AI) = (A — 1)(A + 2)*(\ — ). Razlikujemo tri slucaja:
o ¢ {1,-2}

U tom slucaju je o(A) = {1,-2,z}, a(1) = 1,a(—-2) = 2,a(z) = 1. Kako je geometrijska
kratnost manja ili jednaka algebarskoj, vrijedi ¢g(1) = a(1) = 1,¢(z) = a(x) = 1. Trebamo
jos odrediti g(—2). Vrijedi g(—2) = d(A+2I) =4 —r(A+2[) =2 = a(—2). Dakle, u ovom

sluc¢aju se operator moze dijagonalizirati.

o v =-2
U tom slucaju je o(A) = {1,—-2}, a(1) = 1,
ili jednaka algebarskoj, vrijedi g(1) = a(1) =
d(A+2]) =4—-r(A+2]) =2 < a(-2).
dijagonalizirati.

2) = 3. Kako je geometrijska kratnost manja
Trebamo jo$ odrediti g(—2). Vrijedi g(—2) =
Dakle, u ovom sluc¢aju se operator ne moze

a(—
1.

e v —1

U tom slucaju je o(A) = {1,-2}, a(l) = 2,a(—=2) = 2. Vrijedi g(—2) = d(A + 2I) =
4—r(A+2l)=2=a(-2),9(1) =d(A—1)=4—r(A—1I)=2=a(l). Dakle, u ovom slucaju
se operator moze dijagonalizirati.

Operator se moze dijagonalizirati ako i samo ako je x # —2.

Domacéa zadaca

1. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene potprostore sljedec¢ih linearnih operatora.
Za svaki od linearnih operatora navedite postoji li baza u kojoj mu je matri¢ni zapis dijagonalna
matrica. Ako takva baza postoji, odredite ju.

) AR 5 R A(z,y,2) = (v,4r — 3y, 4z — 4y + 2),

b) B:Py(C) = Po(C), Bla+bt+ct?)=a—3b—c+ (—a—b—3c)t+(—2a+ 2b+ 2c)t?

) C:C—=C3 Cr,y,2)=Rr+y+2z2r+y—2z —x—22),

d) D: My(R) —» My(R), D(X)=1(X+X7T).

a

C

2. Zadan je linearan operator A : R? — R? sa svojstvenim vrijednostima A\, = —11i \y = 4
i pripadnim svojstvenim potprostorima V), (A) = [{(1,2)}] i V\,(A) = [{(0,1)}]. Odredite
djelovanje operatora A na op¢i vektor (z,y) € R?, tako da ga najprije zapisete u takvoj bazi
da matrica bude dijagonalna, a zatim iskoristite matrice prijelaza.

3. Prikazite sljedece operatora iz L (V3(0)) u takvoj bazi da matrica bude dijagonalna, a zatim
odredite djelovanje na op¢i vektor iz V3(0O) pomocu matrica prijelaza.

a) ortogonalna projekcija na pravac s vektorom smjera 2 — f+ E,
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b) zrcaljenje s obzirom na ravninu razapetu vektorima iij— k.

Mozemo li za ove operatore zakljuciti kakav im je spektar te odrediti dimenzije svojstvenih
potprostora i prije odredivanja njihovih matri¢nog prikaza (u bilo kojoj bazi)?

4. Za sljede¢e matrice A odredite matricu P takvu da je A = PDP~!, gdje je D dijagonalna
matrica (ako je to moguce):

-2 1 0 0
a)[Q —7] ) } :g f 0 -1 =11 0
R I R I

5. Pokazite da vrijedi (PDP~!)" = PD"P~!. Koristedi tu tvrdnju odredite A" za one matrice iz
prethodnog zadatka za koje postoji trazena matrica P.
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