MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

LINEARNA ALGEBRA 2
Popravni kolokvij - 29. kolovoza 2022.

|ZADATAK 1]

(10 bodova) Neka je preslikavanje A : C> — C dano s
A(Zl, ZQ) =1 Z1 + Re(Zl + 22).

a) Provjerite je li A linearan operator izmedu kompleksnih vektorskih prostora C?i C. Ako
jest, odredite mu rang i defekt te po jednu bazu za sliku i jezgru.

b) Provjerite je li A linearan operator izmedu realnih vektorskih prostora C% i Cg. Ako
jest, odredite mu rang i defekt te po jednu bazu za sliku i jezgru.

Rjesenje:

a) 1A(1,0) =i(i+ 1) # 1 = A(;,0), pa A nije linearan operator na kompleksnom vektor-
skom prostoru.

b) Za o € R, z1, 29, w1, we € C imamo
A(a(z1, 29)) = A(azy, aze) =1 @zr + Re(az) + azy) =1 @ Z1 + Re(a(z + 22))

=1 az; + aRe(z1 + 22) = a(i Z; + Re(z1 + 22))
= aA(z1, 22).

A((z1, 2,9 ) + (w1, we)) = A(z1 + w1, 20 + wo) =4 21 + wy + Re(z1 + wy + 22 + wo)
=1 (Z1 + W) + Re(z1 + 20 + wy + wy)
=17Z; +1iw; + Re(z1 + 22) + Re(wy + wo)
= A(z1, 22) + A(wy, wo).

Dakle A je linearan operator na Cg.

Za sliku od A uoc¢imo da je A(1,0) =i+1 te A(7,0) = 1, paje 2 < dim ImA < dimC% = 2,
odnosno ImA = C, te r(A) = dim ImA = 2, a jedna baza slike je {1,i}.

Odredimo jezgru. Ako je (z1 + iy1, o + iys) € KerA, gdje su 1, z9,y1, y2 € R tada je

0= A(z1 + iy1, 2 + iy2) = ix1 + (1 + 21 + 22).
Slijedi 1 =0, y; + 1 + 22 = 0 te y» € R, odnosno z; =0, x5 = —y; te y1,y2 € R. Dakle
(21 + iy1, T2 + iy2) = (iy1, —y1 + iy2) = ya (i, —1) + y2(0, 7).
Imamo da je d(A) = dim KerA = 2 | a jedna baza jezgre je {(i,—1), (0,7)}.



MATICNI BROJ STUDENTA IME I PREZIME BROJ BODOVA

LINEARNA ALGEBRA 2
Popravni kolokvij - 29. kolovoza 2022.

|ZADATAK 2|
(10 bodova) Odredite ONB u kojoj se linearni operator A € L(IF?), ¢iji je matri¢ni prikaz u
9 -1 -2
kanonskoj bazi dans A(e) = -1 9 —2]|, dijagonalizira.
-2 =2 6

Rjesenje: Iz ¢injenice da vrijedi A(e)* = A(e)? = A(e) te da je (¢) ONB slijedi da se A moze
dijagonalizirati u nekoj (drugoj) ONB.
Rac¢unamo:
9-X -1 —2
0=ka(N)=| -1 9—-X =2 |=---=—-(A-10*\—4).
—2 -2 6-—A
iz ¢ega slijedi da je \; = 10 te Ay = 4.

Sada za Ay = 10 imamo:

-1 -1 =2 —2 —1
VA()\l) -1 -1 =2 = VA()\I) = [{1)1,1)2}], V1 = 0 , Uy = 1
-2 -2 -4 1 0

Dakle, a(A1) = g(A\) = 2.
Za Ay = 4 imamo:
5 -1 =2
Va(Aa) ... —; 52 —22 = Vi) = [{vs}], vs3=

O —

Dakle, CL()\Q) = g()\z) =1.

Operator A se dijagonalizira u bazi (f) = {v1, v2, v3}, ali to nije ONB. Uo¢imo da je (vq,v3) =
0, (va,v3) =0, ali (vy,v9) # 0. Stoga moramo Gram—Schmidtovim postupkom ortonormirati
bazu (f):

~ U1 1 _02
b = —0 = —= :
Tl = V5 |
1
-1, [-2 -1
by = vy — (g, 01)01 = | 1 = O)l=1|1],
0 1 —2
—1
b 1
by = —— = 5

2 = — .
Teoll ~ V30 |y



Na kraju normiramo vs jer je okomit na 07 i 09 pa je:

1
1
by = 3 — |1

sl V6 |

Dakle, A se dijagonalizira u ONB f = {01, 09,03}, tj. za matrice

10 0 O

D=Af)=1{0 10 0|, V=1[0n 0 @)

0 0 4

vrijedi A(e) = VDV™.
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|ZADATAK 3]

Neka je L vektorski potprostor od My(R) zadan s

L:{AEMQ(R):/H—[_Ol é]AT:O}.

a) (8 bodova) Odredite L' s obzirom na standardni skalarni produkt na M(R) i ortogo-
nalnu projekciju matrice B ﬂ na Lt
b) (2 boda) Neka je P : My(R) — Lt ortogonalni projektor. Odredite svojstvene vri-

jednosti linearnog operatora P, njihove algebarske i geometrijske kratnosti te pripadne
svojstvene potprostore.

Rjesenje:

_|la b|. o 1 .o . o : 1 —1
a)ZaA—[C d IZA+|:_1 O]A = 0 dobijemo a = c = —b=d. NekaJeFl—[l 1}
Tada je L = [{F1}].

ZaX—{xl T2 ,iz (X, F1) = 0 imamo x1 — 9 + 23 + 24 = 0.

T3 T4

Dakle Lt = [{F, = [(1] (1]] JFy = {_11 8] JFy = {_01 (1)} }. Oznagimo B = B ﬂ Trazena

projekcija je (lakSe je matrici B oduzeti ortogonalnu projekciju na L)
1 1

Fl :B——Fl.

b) dim L+ = dim(My(R)) — dim(L) =4 — 1 = 3.
Neka su 0 # f1 € L, fo, f3, f4 € L* linearno nezavisni, te (f) = (f1, f2, f3, f1) baza za My(R).
Vrijedi

000 0
Zo=o 0 1 o
0001
o(P) = {0,1},
Vp(0) =L, a(0) = ¢(0) = 1,
Vp(1) = L*, a(1) = g(1) = 3
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|ZADATAK 4]

(10 bodova) Svedite formu
q(z,y,2) = 2° + y* + 92% — 22y + 4wz — 4y

na kanonski oblik, odredite joj definitnost te navedite vezu medu koordinatama (“novim” i
“starim”).

Rjesenje: Formi ¢ pridruzujemo matricu

1 -1 2
A=1|-1 1 =2
2 =2 9

te ju zelimo dijagonalizirati u nekoj ortonormiranoj bazi. Rac¢unamo njen karakteristic¢ni
polinom:

kaN) =] =1 1-X —2|=---==XAA=1)(A—10).
2 -2 9-2)\

Dakle, o0(A) = {0,1,10}. Izracunajmo pripadne svojstvene vektore:

(1 —1 2] 1
Va0)... [=1 1 —2| = V4(0)=[{n}], vi=|1], (1)
-2 0
[0 -1 i —2]
Va(l)... |=1 0 =2| =Vu(1)=[{w}], w=1|2], (2)
2 -2 8] 1]
[—9 —1 2] (1]
VA(lO) .. |-1 =9 2| = VA(l) = [{’Ug}], vg= |—1]. (3)
2 -2 —1] | 4]

Kako je matrica A simetri¢na, njeni svojstveni potprostori su medusobno okomiti. Dakle, da
pronademo ortonormiranu bazu u kojoj se A dijagonalizira, dovoljno je normirati svaki od
gore dobivenih svojstvenih vektora. Dobivamo:



1
1 1
1, 00==]21, 63=—=|-1
ol BT vy
Definiramo sada matricu
1/vV2 —2/3 1/(3v?2)
Q= |1/v2 2/3 —1/(3V2)
0 1/3  4/(3V2)

i tada vrijedi A = QDQT, pri ¢emu je

00 O
D=101 0
0 0 10
Definirajmo nove koordinate i
x x
v =Q" |y
2! 1

u kojima forma poprima kanonski oblik:

q(z,y,2) = (¥)* + 10(2)*.

Forma je pozitivno semidefinitna.
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|ZADATAK 5]

(10 bodova)

a) Neka je D prostor dijagonalnih matrica u M, (F). Odredite D+, pri ¢emu M, (F) pro-
matramo kao unitarni prostor uz standardni skalarni produkt.

b) Neka je V realni kona¢nodimenzionalni unitarni prostor i A € L(V). Ako se A moze
dijagonalizirati u nekoj ortonormiranoj bazi za V', dokazite da je tada A hermitski
operator.

¢) Vrijedi li tvrdnja b) i bez pretpostavke da je baza (u kojoj se A dijagonalizira) ortonor-
mirana? Odgovor obrazlozite.

RjeSenje:
a) D == [{Ez,z . ’L = ]_, e ,n}] Za A = (aij) c Mn(F) imamo

Ae DL — Vi Q;; = <A, Ez,z> =0.
Slijedi D+ = [{F;; :i,j=1,...,n;i # j}].
b) 0(A) C R i A se dijagonalizira u nekoj u onb (e), pa imamo
(A0 = (A)" = A

Slijedi A* = A.
c¢) Tvrdnja ne vrijedi, npr. za A € L(R?) zadan s A(e;) = e, te A(e; + ex) = 2¢; + 2eo,
imamo:

<A61,€2> =0 7& 1= <61,A€2>.



