LINEARNA ALGEBRA 1
Drugi rok - 13. veljace 2026.

1. (20 bodova) Neka je S C P3(R) dan s

S ={pePs(R):p(1) =0,p(0) =2}

(a) Dokazite da S nije potprostor od P3(R).
(a) Odredite bazu za [S].
(b) Odredite jedan direktni komplement potprostora [S] u Ps3(R).
Rjesenje:
(a) Neka su p,q € P3(R). Tada je (p+ ¢)(0) = p(0) + ¢(0) =242 =4 # 2, pa

p+q ¢ P3(R). Alternativno, mozemo uociti da S ne sadrzi nulpolinom, pa nije
vektorski prostor.

(b) Opcenito, p € P3(R) je oblika
p(t) = a+ bt + ct? + dt>.

Iz p(0) = 2 slijedi a = 2, a iz p(1) = O slijedi a+b+c+d =2+b+c+d = 0. Dakle,
d=-2—-b—c, paje

p(t) =2+ bt +ct? + (=2 —b—c)td = (2 —2t%) + b(t — *) + c(t* — t7).

Stjedi da e () = ({2~ 21%,1 — £, — )]
(c) Dopunimo bazu od [S] do baze za Ps(R):

{2263t -1 — 13,1},

Dakle, jedan direktni komplement je L = [{1}].



2. (20 bodova) Za A € R dani su potprostori L, M, < R*s
L= [{(]—727071)7(_1717_171>7(2717170)}] i M)\: [{(1707170)7(3727170)7(1717)‘71)}]

(a) U ovisnosti o A odredite dim M), dim(L + M) i dim(L N M,).
(b) Odredite po jednu bazu za L + M; i L N M.
Rjesenje:
(a) Odredimo prvo dim M,. Ovo je najjednostavnije odrediti zapisom generatora ma-
tri¢no te racunanjem ranga. Kako je
1 3 1 1 30
0 2 1 0 20
11 x| 7|11 0|
00 (1 00 1

te su stupci ove matrice linearno nezavisni, zaklju¢ujemo da je rang ove matrice
uvijek 3. Stoga je dim M) = 3 za sve A € R. Odredimo sada dim(L + M)). lako nije
nuzno, nesto je kraci ra¢un ako se veé¢ ovdje primijeti da je (2,1,1,0) = (1,2,0,1) —
(—=1,1,-1,1), paje L = [{(1,2,0,1),(—1,1,—1,1)}], te je dim L = 2 (ovo je svakako
potrebno za kasniji dio zadatka). Za pripadnu matricu generatora imamo

1 —-11 31 [0 -2 13 0 0 -2 13 0
2 1 0 2 1 0 -1 0 2 —1 0@02_1
0 -1 11 XA 7]10 =111 X7 |log 3 11 A
(1 1 001 [ 1 00 1 1 0 00 0
0 0 1 -1 2 00®_1 9
oo 2 1] o1 0 o0 o0
0 0 1 —1 A+1 00 1 —1 A+1
1 0 0 0 0 10 0 0 0
0 0 1 -1 2
010 0 0
000 0 A—1
100 0 0
Stoga vidimo da je
3, A=1
4, AeR\{1}.
Konac¢no je
dim(L N My) = dim L + dim My — dim(L + My) = 4 = A=l
1m = dim 1m — dlim =
g g Y7L AeR\ {1}

S obzirom da iz (a) dijela vidimo da je dim(L + M;) = 3, dovoljno je pronaéi jedan
vektor iz baze za M; koji nije u L; takav je ve¢ prvi (1,0, 1,0), pa zakljuéujemo da
je jedna baza za L + M; dana s {(1,2,0,1),(—1,1,—1,1),(1,0,1,0)}. Za presjek
preostaje prikazati vektore (3,2,1,0) 1 (1,1,1,1) u toj bazi; imamo

(3,2,1,0) =2 (1,2,0,1) —2- (1,1, ~1,1) — (1,0, 1,0),

(1,1,1,1) = (—1.1,—1,1) + 2 (1,0, 1,0),

pa je jedna baza za L N M; dana s {(4,2,2,0),(—1,1,—1,1)}.



3. (20 bodova)
U ovisnosti o parametrima A, i € R rijeSite sustav:
T + 213+ 14=p
T + x4=2
1+ To+ Arz+ 24 =06
Ty 4+ 209+ 203+ Ay =9

Rjesenje.

o021 :u 1 0 2 1 n
A= |0 L0 L2 0o @®» o 1 2
1 1 A2 :6 0 1 A-2 1 6— s
122 X : 9 002 0 A—-1:9-p

1o 2 1 1

01 0 1 : 2

00A=2 0 = d—p

00 0 AX=3: 5—pu

Uocimo da je determinanta matrice sustava jednaka (A — 2)(A — 3). Dakle, ta matrica je
regularna za A € R\ {2, 3}, pa u tom slucaju imamo jedinstveno rjesenje, za svaki u € R.
To rjesenje proc¢itamo supstitucijom unazad:

x _Szn
T3
4—p
T3 = ——
P2
_y 22+ p—11
Ty = T4 — N _3
5 8—2u H—p
Ty =p—2r3— Ty = — —
S S W R W
Ostaju nam jo§ slucajevi kada je A\ =21 A = 3.
e \=2
102 1 : pu
010 1 : 2
100 0 0 L 4—p
000 -1 : 5—p

Ako je p # 4, vidimo da je r(A) = 3, a r(A,) = 4, pa sustav nema rjeSenje.
Za p = 4 imamo

102 1 4
010 1 2
>0 00 0 -0
000 —1 1
Rjesenja ovog sustava su oblika (5 — 2¢,3,¢,—1), t € R.
e \=3
10 2 1 : "
010 1: 2
Ao 01 0 4—p
0000 5—pn



Ako je p # 5, vidimo da je r(A) = 3, a r(A,) = 4, pa sustav nema rjesenje.
Za =5 imamo

1 0 21 5)
0101 2
Y~loo 10 -1
00 00 0
Rjesenja ovog sustava su oblika (7 —¢,2 —t¢,—1,t), t € R.



4. (20 bodova) Neka je

O = = DN
O == =
S = O =
—_ o oo

(a) Odredite A™'.

(b) Neka je matrica B nastala iz matrice A primjenom sljedec¢ih elementarnih transfor-
macija koje su provedene sljede¢im redoslijedom: zamjena prvog i drugog stupca,
dodavanje treéeg stupca drugom stupcu, mnoZenje ¢etvrtog retka s —2. Moze li se
matrica B~! dobiti iz A~ primjenom elementarnih transformacija? Ako da, navedite
te elementarne transformacije i redoslijed kojim se primjenjuju.

Rjesenje:

(a) Standardnim algoritmom (najbrzi put je: tre¢i redak oduzmemo prvom, zatim drugi
oduzmemo trecem i kona¢no prvi oduzmemo drugom) se dobije

1 0 -10
L=t 1 10
AT=10 11 0
0 0 0 1

(b) Navedenu matricu B moZemo zapisati kao

B = F;?AFyF3,,

_1
Stoga je B™' = F3,'Fi A7 F, 2, pa vidimo da se B~! moze iz A~' dobiti vreci
redom sljedece elementarne transformacije:
i. Zamijenimo prvi i drugi redak
ii. Drugi redak oduzmemo tre¢em

iii. Cetvrti stupac pomnozimo s —%.



a) (10 bodova) Neka je S < M, potprostor simetri¢nih matrica, te K, L, R € S takve
da vrijedi
K+L+R=1,

gdje je I jedini¢na matrica. Ako je to jedini moguéi prikaz od I kao linearne kombi-
nacije matrica K, L i R, je li skup {K, L, R} baza za 87 Obrazlozite.

b) (10 bodova) Neka je C' € M;. Pokazite da je skup
M=1{X € M|CX =0}

vektorski prostor. Dodatno, ako C' ima stupce Sy, Sy i S3, pri ¢emu su S; i Sy
linearno nezavisni, a S5 = —S7 — S5, odredite dimenziju od M i jednu njegovu bazu.
Rjesenje:
a) Pretpostavimo da matrice K, L i R nisu linearno nezavisne. Tada postoje skalari
ap, a0 1 ag, te i € {1,2,3}, takvi da je a; #0 i
Ole —|— OZQL —|— OégR = 0
Zbrajanjem sa jednadzbom K + L + R = I, imamo
(14+a)K+(1+a))L+(1+a3)R=1,

pri ¢emu (14 ;) # 1. To je kontradikeija s jedinstvenim prikazom matrice I. Dakle
skup {K, L, R} je linearno nezavisan, a kako je sadrzan u prostoru dimenzije 3, onda
je i baza.

b) Uo¢imo: M je sadrzan u vektorskom prostoru Ms. Neka su «, § skalarii X, Y € M,
tada je
ClaX +pY) =aCX + pCY =0.

Dakle M je vektorski prostor.
Za X = [z;;] € Ms, te r € {1,2,3}, r-ti stupac matrice CX je

S121, + Soxor + S3x3, = Si(x1, — x3,) + S2(T2r — T3r)

i on je nulstupac ako i samo ako je x1, = x9, = x3,.. Dakle CX = 0 ako i samo ako
je X oblika
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Kako je linearna nezavisnost ocita, skup

100l Jo10] [oo1
1 0o0[,/l010],]001
1 0ol [010] |0o01

je baza za M, koji onda ima dimenziju 3.



