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Poglavlje 1

Rjesavanje sustava linearnih jednadzbi

1.1 Sustavi linearnih jednadzbi s dvije i tri nepoznanice
Linearna jednadzba s dvije nepoznanice (s realnim koeficijentima) je jednadzba oblika
ar +by =c

za neke a, b, c € R, pri ¢emu barem jedan od brojeva a i b nije jednak 0. Svaki uredeni par (z,y) € R?
koji zadovoljava ovu jednadzbu nazivamo njenim rjeSenjem. Geometrijski, to su tocke koje leze na
pravcu ¢ija je jednadzba ax + by = c.

Vise linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice daju sustav. Opéi oblik sustava m linearnih
jednadzbi (gdje je m € N) s dvije nepoznanice je

a1 x4+ by =1

asT + by = o

(1.1)

Am® + by = cm

gdje su a;, b;,¢; € Ryi = 1,2,...,m. RjeSenje sustava (1.1) je svaki uredeni par (z,y) € R? koji
zadovoljava svaku jednadzbu sustava. RijeSiti sustav znaci naéi sva njegova rjesenja.

Promatrajuci jednadzbe ovog sustava kao jednadzbe pravca u ravnini, rjeSenje sustava je skup
svih tocaka koje se nalaze u presjeku svih m pravaca.

Uzmimo m = 2. Tada cesto kazemo da imamo 2 x 2 sustav. Broj rjeSenja sustava ovisi o
medusobnom polozaju dva pravca u ravnini:

(a) pravci se sijeku u jednoj tocki < postoji jedinstveno rjeSenje sustava
(b) pravci su paralelni (ne sijeku se) < sustav nema rjesenja
(c) pravci se podudaraju < sustav ima beskonaéno mnogo rjeSenja.

Sli¢na interpretacija je kada imamo vise od dvije jednadzbe - opet promatramo sjeciSta pravaca,
rjeSenje su tocke koje leze na svim pravcima.
+ Yy

3 3 x
Primjer 1.1. (1) Sustav{ v — y = 0

ima jedinstveno rjesenje (1,1) (to jest, z =y = 1).

(2) Sustav{ ;x 1 ny - i nema rjesenja.
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+ Yy

. y = —2 ima beskona¢no mnogo rjesenja.

(3) Sustav {

Prijedimo na sustave m linearnih jednadzbi (gdje je m € N) s tri nepoznanice. Oni su oblika

a1 x4+ by +cz =d;

asT + boy + coz = ds
(1.2)

A + by + iz = doy

gdje su a;, b;,¢;,d; e Ry =1,2,...,m.

Jedna metoda za rjeSavanje je metoda supstitucije: iz neke jednadzbe jednu nepoznanicu
izrazimo pomocu ostalih nepoznanica, uvrstimo u sve preostale jednadzbe. Time smanjujemo broj
nepoznanica, dakle rjeSsavamo sustav s dvije nepoznanice.

Primjer 1.2. (a) Rijesimo sustav
2x1 + 4x9 + 623 =18
dx1 + dro + 6z =24
201 4+ Txg + 12203 = 40
Iz prve jednadzbe dobijemo x; = 9 — 2x5 — 3x3, to uvrstimo u drugu i tre¢u jednadzbu i dobijemo:
{ 4(9 — 2x9 — 3x3) + by + 63 = 24
2(9 — 2x9 — 3w3) + Txe + 1223 = 40

odnosno

—3zy — 63 = —12
3.172 + 61’3 =22

Ovaj 2 x 2 sustav nema rjeSenja, pa onda nema rjeSenja ni pocetni sustav.
(b) Rijesimo sustav
T+ X9 — T3 = 0
21‘1 + 21‘2 — 2$3 =0
—X1— To+ T3= 0
Mnozenjem druge jednadzbe s %, a trece s (—1), dobijemo tri iste jednadzbe, pa se sustav svodi na

jednu jednadzbu
X1+ Ty — T3 = 0.

Odavde x1 = —x5 + x3. To znadi da x5 i 23 biramo proizvoljno, a onda z; raCunamo po ovoj formuli.
Slijedi da su rjeSenja sustava oblika

(x1,m9,23) = (=t + s,t,8), s,tER.

Analiticko-geometrijska interpretacija: Svaku linearnu jednadzbu s tri nepoznanice shvatimo kao
jednadZbu ravnine u prostoru (polozaji tri ravnine u prostoru). Kao i u slucaju dvije nepoznanice, i
ovdje imamo sljedec¢e moguénosti za skup rjesenja sustava:

(a) ne postoje tocke koje pripadaju svim ravninama < sustav nema rjesenja

(b) ravnine se sijeku u jednoj tocki < postoji jedinstveno rjeSenje sustava

(c) ravnine se sijeku u pravcu < sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja

(d

ravnine se podudaraju < sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja.


https://www.sangakoo.com/en/unit/relative-position-of-three-planes
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Domacé¢a zadaca

: 2y = k .
DZ 1.1. Odredite h, k € R tako da sustav Tty ima
dr + hy = 5
(a) jedinstveno rjesenje  (b) beskona¢no mnogo rjesenja  (c) nema rjeSenja.
Ukoliko sustav ima rjesenja, odredite ih.

RJESENJE Ako je h = 8, tada ove dvije jednadzbe predstavljaju jednadzbe paralelnih pravaca:

1 n k ) 1 n 5
=——=z+ = i =—=z+-.
YT YTy
Ako je % = g, odnosno k = g, onda se radi o jednom te istom pravcu i svaka tocka na pravcu daje
rjeSenje: za proizvoljni z € R izratunamo y = —%x + g.
Prema tome, ako je h =81k = g, tada sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja i to su
1 5
t,—=t+-), teR.
(t—5t+2)
Akojeh:8ik7£§tadasu
1 n k ) 1 . 5
=——r+ = i =—=x+-.
YT YTy

jednadzbe razli¢itih paralelnih pravaca, pa sustav nema rjesenja.

Preostaje slucaj h # 8. Tada pravci nisu paralelni, dakle sijeku se i zato sustav ima jedinstveno
rjesenje. Iz prve jednadzbe je x = k — 2y, $to uvrstavanjem u drugu daje 4(k —2y)+ hy = 5, odnosno
(s obzirom na to da je h — 8 # 0)

_ 5—4k
Y= h—s
Sada je
10 — 8k
=k—2y=Fk— :
g i h—8
Prema tome, ako je h # 8 tada (za svaki k € R) sustav ima jedinstveno rjesenje
10 — 8k 5 —4k
k-5 7=s)

DZ 1.2. Rijesite sustav
2x1 + 4x9 + 623 = 18

41 + dx9 + 623 = 24
3I1+ I2—2$3:4
RJESENJE Iz prve jednadzbe je 1 = 9 — 229 — 3x3, to uvrstimo u drugu i tre¢u jednadzbu:

4(9 — 2x9 — 3x3) + by + 623 = 24 —3z9 — bz = —12
odnosno
3(9 —2x9 — 3x3) + 12 — 223 = 4 —5xy — 1lag = —23

Sada iz prve dobijemo x5 = 4 — 2x3, to uvrstimo u drugu jednadzbu:
—5(4 — 2x3) — 11wz = —23

Sto daje z3 = 3. Sadajexs =4—2x3 =4—2-3 = —2,aondazr; = 9—2x9—3x3 = 9—2(—2)—3-3 = 4.
Dobili smo to¢no jedno rjesenje (x1, z2,x3) = (4, —2,3). O
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DZ 1.3. Rijesite sustav
31‘1 + 61’2 — 65(73 =9

201 — bxo+ 4x3=3
r1 — 1629 4+ 1423 = —3

RJIESENJE Iz trece jednadzbe je 1 = —3 + 1625 — 1423, to uvrstimo u prvu i drugu jednadzbu:

odnosno
2(—3 + 16?[72 - ]_4.173) - 5[E2 + 41‘3 =3 27$2 - 24LL’3 =9

Dijeljenjem prve jednadzbe sa 6, a druge s 3 dobijemo u oba slu¢aja istu jednadzbu, dakle ovaj 2 x 2
sustav se svodi na jednu jednadzbu

9$2 — 8%3 =3.
Ova jednadzba ima beskona¢no mnogo rjesenja. Oznacimo x3 = t. Tada je
1 8 1 8 72
=-+-t = -3+ 162y — 403 =-3+16( -+ =t ) — 14t = - + —t.
T 3~|—9, Ty + 162, x3 + <3+9> 3—|-9

Prema tome, sva rjesenja su

7T 2 1 8
=|-+-=t, -+ =t,t t e R.
(I’l,IEQ,ZE:J,) <3+9 73+9 ) )7 €

(Rjesenje moZzemo napisati i u drugom obliku: na primjer, ako oznacimo z3 = 3s za neki s € R, tada
su sva rjeSenja pocetnog sustava oblika (% + %s, % + %s, 33) ,s €R.)

1.2 Sustavi linearnih jednadzbi s n nepoznanica

MoZemo promatrati sustave s proizvoljnim (kona¢nim) brojem nepoznanica. Neka je n € N.

Linearna jednadzba s n nepoznanica zq,...,x, je jednadzba oblika
11 + aoxs + ...+ apx, = b, (1.3)
gdje su ay, as, ...,a,,b € R. RjeSenje linearne jednadzbe je svaka uredena n-torka (vq,...,7,) €

R™ takva da vrijedi
aiyr +agy2 + ...+ apyn = b.

(Naglasimo da je (71, ...,7,) jedno, a ne n rjeSenja jednadzbe.)
Sustav linearnih jednadzbi je konacan skup linearnih jednadzbi s istim nepoznanicama. Sustav
m linearnih jednadzbi s n nepoznanica z, ..., x, mozemo zapisati u obliku
a;nry + aprs + ... + QaTn = bl
ao1x1 + Q22 + ... +  QonT, = bg (14)
Um1T1 + GmaZe + ... ATy = bm
pri cemu su a;5,b; € Rzai=1,...,mij=1,...,n. Brojevi a;;, 1=1,...,m,j =1,...,n nazivaju
se koeficijenti sustava, a by,...,0b,, slobodni ¢lanovi ili slobodni koeficijenti sustava.
Rjesenje sustava (1.4) je svaka uredena n-torka (1,72, ..., 7,) koja je rjesenje svake jednadzbe

koja se pojavljuje u sustavu.
Naglasimo da je jednadzba rijesena samo onda kada smo odredili sva njena rjeSenja.
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Primjer 1.3. Za sve t, s € R, uredena ¢etvorka (s + ¢+ 2,2s —t + 1,t, s) je rjeSenje sustava

T —2]32—3ZL'3+3$4:0
2!E1 + i) — T3 - 4[[’4 = 5

Zaista, direktnim uvrStavanjem u jednadzbe sustava dobijemo:

(s+t+2)—22s—t+1)—3t+3s=0
2(s+t+2)+(2s—t+1)—t—4s=5

i u oba slucaja dobijemo to¢ne numericke identitete 0 =01 5 = 5.

U slu¢aju n > 4 nemamo geometrijsku interpretaciju sustava kao u sluéajun =2in = 3. Sto se
ti¢e nacina rjeSavanja ovih "veéih" sustava, i ovdje mozemo koristiti metodu supstitucije, medutim,
to moze biti ra¢unski zahtjevno te zato koristimo efikasnije metode rjeSsavanja. (Sustave linearnih
jednadzbi detaljno ¢emo prouciti krajem semestra kada ¢emo imati potrebno znanje o vektorskim
prostorima i matricama, a za sada samo opisujemo jednu metodu koja ¢e nam omoguéiti lakse
rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi u raznim zadacima koje ¢emo rjesavati prije toga.)

Ideja je sljedeca: zadani sustav transformirati u novi (jednostavniji) sustav koji ima isti skup
rjesenja kao polazni sustav, rijesiti taj novi sustav, a time ujedno i polazni sustav. Sustavi koji imaju
isti skup rjesenja nazivaju se ekvivalentni sustavi.

Kako transformirati sustave, a da pritom ne mijenjamo skup rjeSenja? Koristit ¢emo sljedece
elementarne transformacije:

[. zamjena poretka dviju jednadzbi
II. mnoZenje jednadzbe brojem razli¢itim od nule
III. dodavanje neke jednadzbe, pomnozene nekim brojem, nekoj drugoj jednadzbi sustava.

Dokazat ¢emo (kasnije, na predavanjima) da ove transformacije ne mijenjaju skup rjesenja sustava.

Primjer 1.4. Ponovo rijesimo sustav, ovaj put primjenom elementarnih transformacija

201 + 4x9 + 6x3 = 18
4:61 + 5$2 + 6133 = 24

35(]1 + X9 — 2.%‘3 = 4
Prvu jednadzbu podijelimo s 2:

xrT + 2.%2 + 31’3 = 9

4r, + bry + 63 = 24

3$1 + T2 — 21’3 = 4

Sada prvu jednadzbu, pomnozenu s (—4) dodajemo drugoj, te pomnozenu s (—3) dodajemo trecoj
jednadzbi. Dobijemo

T+ 2%2 + 31‘3 =9
(4ZL‘1 +5l’2 +61’3) —4(1'1 +2[E2 +3ZL‘3) = 24—-4-9
(3x1 + xo — 2x3) — 3(x1 + 209+ 323) = 4—3-9
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odnosno
ry + 2.732 + 31’3 = 9
— 3xy — 6xz3 = -—12
- 5!172 - 11!173 = —-23

Drugu jednadzbu podijelimo s (—3):

ry + 2.]72 + 3$3 = 9
T2 + 25(?3 = 4
- 5[[‘2 - 111‘3 = —23

Sada drugu jednadzbu, pomnozenu s 5, dodajemo tre¢oj jednadzbi:

{L‘1+2I2+3I3 =9

) + 21‘3 = 4
(—5.232 — 11&73) + 5(.%’2 + 2373) = —-23+5-4
odnosno
Ty + 2[L‘2 + 35(73 = 9
I —I— 21’3 = 4
— I3 = —3

Za ovakav sustav linearnih jednadzbi kazemo da ima trokutastu formu i njegovo rjesenje dobijemo
postupkom povratne supstitucije: iz treée jednadzbe dobijemo x3 = 3, to uvrstimo u drugu
jednadzbu i dobijemo x5 = —2. Sada iz prve jednadzbe dobijemo z; = 4. Time smo dobili da je
(4, —2,3) jedino rjesenje sustava.

Kako bismo smanjili pisanje, uvodimo kraci zapis sustava: koeficijente sustava

21’1 + 41‘2 —f- 6[E3 = 18
4r1 4+ bxy + 6x3 = 24
31‘1 + 9 — 21’3 = 4

zapisujemo u proSirenu matricu sustava na sljede¢i nacin

2 4 6 118
45 6 124
31 —2:4

(Matrice ¢emo detaljno proucavati u jednom od sljedeé¢ih poglavlja, a u ovom trenu nije potrebno
nikakvo znanje o njima — ovdje proSirenu matricu shva¢amo samo kao tablicu u koju su, zbog kraceg
zapisa, smjeSteni koeficijenti sustava).

Elementarne transformacije sustava redom odgovaraju sljede¢im elementarnim transformaci-
jama redaka prosirene matrice:

[. zamjena dva retka
II. mnozZenje nekog retka brojem razli¢itim od nule

III. dodavanje nekog retka, pomnozenog nekim brojem, nekom drugom retku.

Primjer 1.5. Zapisimo sada transformacije iz prethodnog primjera pomoc¢u proSirene matrice. Sus-
tav je

21]1 + 4.T2 + 61‘3 = 18

41’1 + 5?[72 + 61‘3 = 24

3r1 + 12 — 223 = 4
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Imamo _ , .
2 4 6118 2 3:9 1 2 3 19
4 5 6 24| ~[45 6 24 |~|0 -3 —6:—-12 |~
3 1 -2 4 3 1 -2 4 0 -5 -—-11 —-23

1 2 319 1 2
~ 10 1 2 4 ~101 2.4
0 =5 —11 —23 00 |
Napravili smo redom sljedeée transformacije:

e prvi redak podijelili s 2 (krace piSemo: %Rl — Ry)

e prvi redak, pomnozen s (—4) dodali drugom, te pomnozen s (—3) dodali tre¢em retku (pisemo:
Ry —4R; — RQ, R3 —3R; — Rg)

e drugi redak podijelili s (—3) (piSemo: —3 Ry — Ry)
e drugi redak, pomnozen s 5, dodali trecem retku (piSemo: Rs + 5Rs — Rs).

Sada napiSemo (trokutasti sustav) kojemu odgovara posljednja matrica i rijeSimo ga povratnom
supstitucijom. (Znak ~ oznacava da je nova matrica nastala iz prethodne primjenom elementarne
transformacije.)

Povratnu supstituciju smo mogli takoder provesti kroz elementarne transformacije matrice:

12 3:9 12 0:0 10 014 1004
01 2:4|~1]01 0 : -2|~]1]01 0:=2]~(010:-2
00—1}—3 00—1}—3 00—1}—3 001}3
Ovdje smo prvo napravili Rj+3R; — Ry, Ry+2R3 — Ry, anakon toga R1—2Rs — Ry, (—1)R3 — Rs.
Sada odavde direktno is¢itamo rjeSenje sustava: x; = 4,19 = —2, x3 = 3.

Zadatak 1.1. Rijesimo sustav

Ty + X3 + x3 — T4 = 3

3r1 4+ 9x9 — 223 + 14 1
—31‘1 — 7.2132 + 7%’3 — 5.%4 = 7

ry + 3w — 4x3 + 34 = -5

Progirena matrica je
1 1 1 -1: 3
3 5 -2 1: 1
-3 -7 7 —5! 7T
1 3 —4 3 -5
Sada napravimo sljedec¢e transformacije: Ry — 3R; — Ry, R3 +3R; — R3, Ry — R1 — Ry:

1 1 1 —1: 3
0 2 -5 4:-8
0 —4 10 —-8: 16
0 2 -5 4!-8
Sljedec’e su Rs+ 2Ry — Rs i Ry — Ry — Ry:
11 1 -1 3
02 -5 4:-8
00 0 0: 0
00 0 00
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Sada provedemo %Rg — Rs. Jasno je da posljednja dva retka vise ne moramo pisati, jer predstavljaju
identitete 0 -2y +0- 29+ 0- 23+ 0- x4 = 0 koji vrijede za sve 1, xo, x3, r4. Dakle,

11 1 -1 3
01 —g 2 —4
Sada jos provedemo R; — Ry — Rjy:
1o I -3.7
01 —g 2 —4
Vratimo u oblik sustava:
T + %Zﬁg — 31’4 = 7
Tro — gxg + 21’4 = —4

Ako oznacimo x3 = s i x4 = t, dobijemo
7 )
x1:7—§s+3t, x2:—4+§s—2t
pa su rjeSenja sustava
7 5
(x1, T, x3,4) = (7T — 25 + 3t, —4 + 35~ 2t,s,t), s,teR.

Zadatak 1.2. Rijesimo sustav

v + y — 4z = -1
x + 10z = 5
dv + y + 62 = 1
Prosirena matrica je
(3 1 —4: -1
1 0 10: 5
41 6 1]
Prvo napravimo R; <+ Rs
1 0 10 5
31 —4:-1
| 4 1 6 1 ]

a onda R2 —3R1 — RQ i R3—4R1 — Rgi

10 10 5

0 1 —34:-16

01 —34:-19
Sada R3 — Ry — Rs3 daje

10 10 5

0 1 —34:-16

00 0 -3

Posljednji redak predstavlja jednadzbu 0-x 4+ 0-y + 0 -2 = —3, koja oc¢ito nema rjeSenja, pa onda
ni promatrani sustav nema rjesenja.
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Zadatak 1.3. Rijesimo sljedeci sustav u ovisnosti o parametru a € R:

r + 2y — 4z = 4
3r — y + 13z = 2
dr + y + @’z = a+3

ProSirena matrica sustava je .
1 2 -4 4
3 -1 13: 2
4 1 a®ia+3
Primjenjujemo elementarne transformacije redaka: Ry —3R; — Ry i Ry — 4R; — Rs:

1 2 -4 1 4
0 -7 25 | —10
0 -7 a+16 a—13
Zatim Rs — Ry — Rs .
1 2 -4 4
0 -7 25 | —10
0 0 a®>=9:a-3
(1) Ako je a®> — 9 # 0, to jest a # 3, —3, tada iz treceg retka slijedi

a zatim iz drugog —7y + 252 = —10 dobijemo

~ 10+252  10a+55
7 T(a+3)

Iz prvog retka dobijemo
_ 8a+2

~ T(a+3)

Prema tome, ako je a # +3 sustav ima jedinstveno rjesenje

8a+2 10a + 55 1
(z,y,2) =

T(a+3) 7(a+3) a+3

(2) Ako je a = 3, tada prosirena matrica postaje

1 2 —4: 4
0 —7 25:-10
00 00

Tada iz drugog retka dobijemo —7y + 25z = —10, odnosno

10 + 25z
Yy=——

a iz prvog retka = + 2y — 4z = 4 slijedi
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Jo$ oznac¢imo z = t. Prema tome, sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja i to su

8 — 22t 10 + 25t
(a:,y,z):( a —; ,t), t € R.

(3) Ako je a = —3 tada

1 2 -4 4
0 —7 25:-10
0 0 0:—6

Treci red predstavlja jednadzbu koja nema rjesenja, dakle sustav nema rjesenja.

Domaca zadaca

DZ 1.4. Odredite a, b, ¢ tako da graf funkcije y = ax? + bx + ¢ prolazi tockama (—1,6), (2,0) i (3,2).

DZ 1.5. Navedite, ako postoje, primjere sustava linearnih jednadzbi, ¢iji su svi koeficijenti razliciti
od 0, sa sljedeé¢im svojstvima:

a) sustav s tri nepoznanice koji ima tocno jedno rjesenje

(b) sustav s tri nepoznanice koji ima to¢no dva rjesenja
(c) sustav s Cetiri nepoznanice koji nema rjesenja

(d) sustav s Cetiri nepoznanice koji ima beskona¢no mnogo rjeSenja.



Poglavlje 2

Prostor radijvektora

2.1 Radijvektori u ravnini
Na predavanjima smo obradili:

e Dana je ravnina E? koju shva¢amo kao skup tocaka. Fiksiramo jednu tocku O. Za svaku

tocku A € E? promatramo uredeni par (O, A) koji nazivamo radijvektor i oznacavamo s OA.
Geometrijski, radijvektor je "strelica" s pocetkom u O i zavrsetkom u tocki A.

Skup svih radijvektora u ravnini oznacavamo s V?(0). Radijvektor O@ zovemo nulvektor i
oznacavamo s 0.

e Modul od O_}l oznacavamo s ’O_Zl‘ i definiramo kao duljinu duzine OA. Radijvektor 0 je jedini

vektor ¢iji modul je 0. Smjer od OA # 0 definira se kao pravac OA (smjer nulvektora se ne

definira). Kazemo da su OA i O@ kolinearni ako O, A i B leze na istom pravcu. Nulvektor
je kolinearan sa svakim radijvektorom.

— =

e Neka su OA i @ kolinearni i razli¢iti od 0. Kazemo da su jednako orijentirani ako A i B
leze s iste strane tocke O na pravcu OAB, te da su suprotno orijentirani ako O lezi izmedu
A1 B. Orijentacija je relativan pojam, nijedan radijvektor sam za sebe nema orijentaciju.

e Svaki netrivijalni radijvektor je jednozna¢no odreden svojim modulom, smjerom i orijentacijom.

e Za radijvektor @ # 0 definiramo suprotan radijvektor —a kao radijvektor koji ima Jednak
modul i smjer kao @, te su @ i —a suprotno orijentirani. Za nulvektor definiramo —0 = 0.

— o —

e Zbrajanje radijvektora. Nekasuad =0Aib= O? nekolinearni. Tada OA+O? definiramo

kao radijvektor OC, pri ¢emu je C' jedinstvena tocka ravnine sa svojstvom da je Cetverokut
OAC B paralelogram.

Ako su @ i b kolinearni, onda ¢emo a@ + b definirati na sljedeé¢i nacin:

0=0+ad=ad, VaecV?*O0), (2.1)
(—d)=—-a+a=0, Vva#0. (2.2)
Akosudib kolinearni, netrivijalni i nisu jedan drugome suprotni, zbroj a + ¢ b definiramo kao

radijvektor koji ima isti smjer kao @ i b. Ako su @ i b jednako orijentirani, @+ b definiramo tako
da ima modul |a| + |b[ i orijentaciju istu kao a i b. Akosudib suprotne orijentacije te ako je

11
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|@| > |b], onda @+ b definiramo kao radijvektor &ji modul iznosi |@| — |b], kolinearan je s @ i b, i
ima istu orijentaciju kao a. Ako je |@| < |b], definicija je analogna, samo je orijentacija zbroja
ista kao b.

e MnozZenje radijvektora skalarom. Neka je a € Ri 7 € V2(O). Ako je a # 017 # 0, tada
radijvektor ot definiramo kao (jedinstveni) radijvektor ¢iji je

(1) modul jednak |af - |9,
(2) smjer isti kao i smjer od v,

(3) U1 av su iste (suprotne) orijentacije ako je o > 0 (o < 0).
Akoje a=0ili 7= 0, tada je a7 =0 (u tom slu¢aju ne govorimo o smjeru i orijentaciji).
e Linearna kombinacija radijvektora a,,a,,...,a, € V?(0) je radijvektor oblika
Q101 + ol + ... + Qpdy,

pri cemu jen > 11 ay,9,...,0, € R,

Propozicija 2.1. Vrijedi sljedece:

(1) Ako su @, b € V2(0) tada je @+ b € V2(O).

(2) Ako sua € R i d € V?(O) tada je ad € V*(O).
(3) (@+b)+c=a+ (b+a),Va,b,ée VO0).

(4) vrijedi @ +0=0+a=a, Va € V*(O).

(5) za svaki @ € V*(O) wvrijedi @+ (—d@) = —d+d = 0.
(6) @+b=0b+a, Va,b e V2(O).

(7) a(Ba) = (af)d, Yo, € R, @ € V*(O).

(8) 1-d=ada, Va e V?*O).

(9) a(@+b) = ad + ab, Yo € R,Va,b € V2(0).
(10) (a+ B)a = ad + Bad, Vo, 3 € R,Va € V*(0).

Rac¢unanje s radijvektorima u V?(O) pojednostavljujemo uvodenjem pravokutnog koordinatnog
sustava s ishodistem u tocki O. Tako svakoj tocki A € E? pridruzujemo jedinstven par koordinata,
koje ujedno odreduju i radijvektor OA.

Neka je I = (1,0) 1 J = (0,1), te 1 = Ol i j= 0. Ako je A = (z,y) tada iz definicije zbrajanja
radijvektora slijedi

—_— - -
OA =zi+yj.

Koristeci svojstva operacija s radijvektorima dobijemo:
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e Neka su A = (x1,y1) 1 B = (22,y2). Tada je

-, —

- - - - -
OA + O? = (x84 y17) + (w20 + y27) = (1 + 22)i + (11 + ¥2)7,

dakle OA + OB = OC, gdie je C = (21 + 2, 41 + 1),

e Nekasua € RiT = (z,y). Tada je
Q- 07 = ofxi + yf) = axi + ayj,

—
dakle a - 07 = OT', gdje je T" = (ax, ay).
Iz gornjih definicija o¢ito je da su radijvektori @ i ad@ kolinearni za sve o € R i @ € VZ(O).

Propozicija 2.2. Neka je @ € V2(0), @ # 0. Za svaki b € V(O) kolinearan s @ postoji jedinstveni
A € R takav da je b = \a.

NAPOMENA 2.3. Kolinearnost dva radijvektora a i b mozZemo provjeriti na nekoliko (ekvivalentnih)
nacina:

e Gib su kolinearni ako i samo ako postoji netrivijalan izbor koeficijenata «, f € R takvih da
vrijedi @@ + b = 0. (Za ovo posljednje koristimo i izraz linearno zavisni).

e @ i b su nekolinearni ako i samo ako je jednakost aa + b = 0 ispunjena samo na trivijalan
nacin, tj. samo ako je a = § = 0. (Za ovo posljednje koristimo i izraz linearno nezavisni.)

Na predavanjima je dokazana sljedeca tvrdnja.

Propozicija 2.4. Neka su @,b € V2(0) nekolinearni radijvektori. Za svaki ¢ € V*(O) postoje
jedinstveni o, f € R takvi da je ¢ = ad + (b.

Ovo znadi da se svaki radijvektor ¢ € V2(O) moZe na jedinstven nacin prikazati kao linearna kom-
binacija nekolinearnih radijvektora @ i b. Kazemo da je skup {a, 5} baza za V?(0). Dakle, bilo koja
dva nekolinearna radijvektora ¢ne bazu za V2(0). Posebno, skup {7, j} nazivamo standardnom ili
kanonskom bazom za V?(0).

Prelazimo na rjeSsavanje zadataka.
—_—
Zadatak 2.1. Neka su @ = OA, b — OB, &= OC, pri temu je A — (1,2), B=(1,4), C = (=1, -3).
Pokazite da su radijvektori @ i b nekolinearni te prikazite ¢ kao njihovu linearnu kombinaciju.

RJESENJE Nekolinearnost é¢emo provjeriti na nekoliko nacina:

(1) Racunamo koeficijente smjera pravaca OA 1 OB: koa = % =2, kop = % = 4. Kako koefici-

jenti smjera nisu jednaki, slijedi da @ i b nisu kolinearni.

(2) Pokusajmo radijvektor b zapisati kao b = A@. Iz koordinata to¢aka slijedi da je (1,4) = (X, 2X).
Dobili smo sustav jednadzbi
A=1
2\ =14

koji oc¢ito nema rjesenja. Dakle, ne postoji A € R takav da je b= Ad, pa a i b nisu kolinearni.
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(3) Radijvektori @ i b su kolinearni akko postoji netrivijalan izbor koeficijenata o, 3 € R takvih da
vrijedi @ + b = 0. Slijedi da je (o + 3,20 + 453) = (0,0), &to daje sustav

a+ =0
204+ 48 =0
koji ima jedinstveno rjesenje o = 5 = 0. Dakle, @ i b su nekolinearni.

Izrazimo sada radijvektor ¢ kao njihovu linearnu kombinaciju. Propozicija 2.4 nam garantira da
postoje jedinstveni «, 5 € R takvi da je ¢ = ad + (b. Izjednacavanjem krajnjih tocaka dobijemo
(a+ 5,2+ 45) = (—1,—3) odnosno sustav

a+p=-1
20+ 48 = -3

koji ima jedinstveno rjeSenje oo = —%, 8= —%. Dakle, ¢ = —

Zadatak 2.2. Prikazite radijvektor 2i + 45 € V2(O) kao linearnu kombinaciju radijvektora i + 7,
1+ 27 te J.
RJESENJE Trazimo skalare o, 5 i vy takve da vrijedi

ali+7)+ B +2)) + ) =20 + 47,

odnosno
(a+B)i+ (a+268+7)) = 2i+4j.

Kako su 7 i j nekolinearni imamo sustav

a + p = 2
a + 26 + v =4
Prvu jednadzbu pomnozenu s —1 dodajemo drugoj.
a + f = 2
B+ v =2

Drugu jednadzbu pomnozenu s —1 dodajemo prvoj.

Q@ -7 =0
g+ oy =2
Sada jev=1t,0=2—t,a=t, gdje jet € R.

Zadatak 2.3. Neka su @ i b nekolinearni vektori u V2(0). Odredite A\, 4 € R, za koje su radijvektori
a+ pb i pd 4+ Ab takoder nekolinearni.

RJESENJE Navedeni radijvektori su nekolinearni ako i samo ako za sve a, 8 € R iz jednadzbe
a(@ + pb) + B(ud + \b) = 0
slijedi @ = = 0. Pretpostavimo da vrijedi gornja jednakost. Imamo

(a+ puB)a + (po+ AB)b = 0.
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Kako su @ i b nekolinearni radijvektori, ovo vrijedi ako i samo ako je

a+puB=0
po+ AB = 0.

Prvu jednadzbu pomnozenu s —u dodamo drugoj.
{ a + us =0
(A= p?)B=0.

Imamo slucajeve:

e Ako je A — u? # 0, zadnju jednadzbu mozemo podijeliti s tim brojem, pa imamo sustav

a + puf=0
B =0.
Drugu jednadzbu pomnozenu s —p dodamo prvoj. Imamo
o =0
B =0.
Dakle, « = 5 = 0.
e Ako je A — p? = 0, nas sustav je
a + puB=0
0=0.

Njegovo rjesenje je f =t,a = —ut gdje je t € R.

Zaklju¢ujemo da su radijvektori @ + ,ug ipd+ Ab nekolinearni ako i samo ako je A —pu? #£0.

Domaca zadaca

DZ 2.1. Neka su @ = OA, b = OB, @ = OC, d = OD, pri emu je A = (1,2), B = (1,4),
C = (~1,-3), D = (0,1).

(1) Prikazite d kao linearnu kombinaciju radijvektora d, b, &, to jest, odredite a, 3,7 € R takve da
vrijedi
d = ad+ b+ ¢

(2) Ako je moguce, odredite onu linearnu kombinaciju ¢iji koeficijenti «, 5,7 € R zadovoljavaju
a+pB+v=0.

2.2 Radijvektori u prostoru

Definicije su analogne onima za radijvektore u ravnini pa uglavnom izostavljamo detalje.

e E3 je trodimenzionalni prostor s to¢kovnom strukturom. Skup svih radijvektora u prostoru
oznacavamo s V3(0).
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e Sljedece su definicije iste kao i za V?(O): modul, smjer, orijentacija radijvektora u V3(0),
nulvektor i suprotni radijvektor.

Svaki nenul radijvektor je jedinstveno odreden svojim modulom, smjerom i orijentacijom. Nul-

vektor je jedini radijvektor modula 0 (za njega ne definiramo smjer i orijentaciju).

e Operacije zbrajanje radijvektora i mnozenje radijvektora skalarom definirane su istim pravilima,
vrijede ista svojstva kao i u VZ(0).
e Ovdje imamo pojam komplanarnosti koji nismo imali u V2(0).

Neka je n > 2 te neka su v, ..., 0, radijvektori u V3(O) takvi da je v; = OvT_i-, 1=1,...,n.
Kazemo da su radijvektori v, . . ., U,, komplanarni ako postoji ravnina koja sadrzi (sve) tocke
O,T,,T5,...,T,. U protivhom kazemo da su ti radijvektori nekomplanarni.

Dva su radijvektora uvijek komplanarna. (Ako su nekolinearni, onda postoji jedinstvena rav-
nina kroz tocke O, Ty, Ty, a ako su kolinearni, onda ima beskona¢no mnogo takvih ravnina).

Tri radijvektora mogu i ne moraju biti komplanarni. Na primjer, radijvektori ;, ;’, k nisu
komplanarni, dok 7, 7, ¢ + 7 jesu. (Skicirajte.)

e Tri radijvektora @, l;, ¢ su nekomplanarni ako i samo ako iz jednakosti aa + 55 + ~¢ = 0 slijedi

e Prethodno moZzemo izreci i na sljedeéi (ekvivalentan) nac¢in: radijvektori @, g, ¢ su komplanarni
ako i samo ako postoje o, 5,7 € R, od kojih barem jedan nije 0, takvi da je ad@ + b+ y¢ = 0.

e Uvedimo koordinat_ni> sustav s ishodistem u tocki O. Oznaéimo s i = 5_}, I=(1,0,0), f: (71},
J =1(0,1,0), k= OK, K = (0,0,1). Tada za svaki T = (z,y,2) € E* imamo

OT = 27+ yj + 2k. (2.3)

—

Vektore i, 7, k nazivamo standardnom ili kanonskom bazom za V3(0).

Propozicija 2.5. Neka su 6,5 € V3(0) proizvoljni nekolinearni radijvektori. Za svaki radijvektor
7 € V3(0O) komplanaran s @, b postoje jedinstveni skalari o, 3 € R takvi da vrijedi

—

7= ad+ Bb.

Propozicija 2.6. Neka su d, g, ¢ € V3(0) proizvoljni nekomplanarni radijvektori. Za svaki radijvek-
tor v € V3(O) postoje jedinstveni skalari o, 3,y € R takvi da vrijedi

7= ad+ Bb+A7e

U V3(0) svaka tri nekomplanarna radijvektora ¢ine bazu za V?3(0O) (u smislu da se svaki radij-
vektor mozZe na jedinstven nac¢in prikazati kao linearna kombinacija tih radijvektora).

Zadatak 2.4. Provjerite ¢ine li radijvektori @ = 0—121, b= O?, &= OC bazu za V3(0), gdje su
(a) A=(1,0,-1), B=(1,2,3), C = (0,1,1),

(by A=(1,1,1), B=(1,2,2), C =(0,1,1),

(¢) A=(1,0,0), B =(0,1,0), C = (0,0,1).
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RJESENJE U sva tri podzadatka kre¢emo od (vektorske) jednadzbe
ad+ Bb+~e =0,

koja se svede na (homogeni) sustav linearnih jednadzbi. Ako je & = 8 = v = 0 jedino njegovo
rjeSenje, tada zadani radijvektori ¢ine bazu za V3(0). Ako osim ovog postoje i neka druga rjesenja,
onda ne ¢ine bazu za V3(0).

(a) Usporedbom krajnjih tocaka radijvektora ad + 65+ 71 0 dobijemo

(+ 8,28+~ —a+38+7)=(0,0,0),

Sto daje sustav
a + f =0
26 + v =0
—a + 38 + v =0

Rjesavamo sustav elementarnim transformacijama. Dodajemo najprije prvu jednadzbu trecoj

a + f =0
286 + v =0
45 + ~v =0

Zatim mnozimo drugu jednadzbu s (—2) i dodajemo trecoj.

a + f =0
26 + v =0

Povratnom supstitucijom dobijemo jedinstveno rjesenje a = § = v = 0, dakle, dani radijvektori ¢ine
bazu.
(b) Na isti nac¢in dobijemo (o + B, a+ 26 +v,a+ 26 +v) = (0,0,0), $to daje sustav

a + f =0
a + 286 + v =0
a + 26 + v =0

S obzirom na to da imamo dvije jednake jednadzbe, zapravo se radi o sustavu od 2 jednadzbe s 3
nepoznanice koji ne moze imati jedinstveno rjesenje (presjek dvije ravnine ne moze biti jedna tocka).
To znaci da su radijvektori komplanarni, pa ne ¢ine bazu za V3(0).
Mogli smo i rijesiti sustav: dobijemo da je rjeSenje a = t, f = —
dobijemo za t = 1: tojea =1, § = —1, v = 1. Tada vrijedi a@ —
radijvektori d, b, @ komplanarni, dakle ne ¢ine bazu za V3(0).

t, v =1, teR. Jedno rjesenje
b+c=0,t]. b=ad+ ¢ pa su

(¢) U ovom slu¢aju vrijedi OA = i O@ =ji0C = E, a za ove radijvektore smo veé¢ spomenuli da
¢ine (kanonsku) bazu za V3(0). Mogli smo to i racunski: kao i ranije dobijemo (a, 3,7) = (0,0,0),
odakle je a = =~ = 0.

Zadatak 2.5. Prikazite, ako je to moguce, radijvektor d = @, D = (1,—1,—4) kao linearnu
kombinaciju radijvektora iz prethodnog zadatka.

RJESENJE U a) i ¢) znamo da je takav prikaz mogué jer zadani radijvektori ¢ine bazu za V3(O) pa
se svaki radijvektor iz V3(0O) moZe prikazati kao njihova linearna kombinacija. U b) dijelu znamo da

0
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a, l;, ¢ ne ¢ine bazu za V3(0), nego razapinju jednu ravninu kroz ishodiste. Tada se d moze prikazati
kao njihova linearna kombinacija ako i samo ako d lezi u toj ravnini. To ¢emo provjeriti racunom.
U sva tri podzadatka trazimo, ako postoje, skalare (tj. brojeve) «, 3,7 € R takve da je

d = ad+ b+ ¢
Izjednacavajuéi koordinate krajnjih toc¢aka od diad+ Bg + ~¢ dobijemo sustav linearnih jednadzbi.

(a) U ovom slucaju dobijemo (o + 3,28 + v, —a + 38 + v) = (1,—1,—4) Sto je ekvivalentno
sustavu

a + f = 1

28 + v = -1

—a + 38 + v = —4
Ovaj sustav zapiSimo pomocu prosirene matrice i napravimo elementarne transformacije:
1 101 110:1 11 01 11 0:1
o 21:-1|~{021:-1f(~|02 1 :=1|~/[02 0 -2
—131}—4 041}—3 00—1}—1 00—1}—1

U prvom koraku smo napravili R3 + Ry — R3, u drugom R3 — 2Ry — R3, u tre¢em Ry + R3 — Rs.
Sada ¢emo jo$ provesti (—1) - R3 — R3 i % - Ry — Ry, te kona¢no Ry — Ry — Rjy:

110:1 1002
~[010i-1|~]010;-1
0011 00 11

Ako sada napiSemo sustav koji odgovara posljednjoj matrici, dobijemo jedinstveno rjesenje a = 2,
g =—1,~v=1. Dakle,

d=2a—b+¢
(b) Ovdje imamo (o + B, + 28+ v,a+28+7v) = (1, —1,—4), tj.
a + f = 1
a + 286 4+ v = -1
a + 286 4+ v = —4
Izjednacavanjem dvije zadnje jednadzbe dobivamo —1 = —4 sto je kontradikcija. Dakle, sustav nema
rjesenja i d se ne moze prikazati kao linearna kombinacija a, bic C (tj. d ne lezi u ravnini koju razapinju

@bid).
(¢) Ovdje nemamo $to racunati jer iz (o, 5,7v) = (1, —1, —4) odmah dobijemo jedinstveno rjeSenje
a=1,=—-1,v=—4,dakled =ad — b — 4c.

Zadatak 2.6. Prikazite, ako je to moguce, radijvektor d = 5ﬁ, D = (1,—1,-1) kao linearnu
kombinaciju radijvektora iz zadatka 2.4 (b).

RJESENJE RjeSavamo na isti nacin kao prethodni zadatak. Dobijemo sustav

a + B = 1
a + 286 4+ v = -1
a + 2686 4+ v = —1

¢ije je rjeSenje a =t, f=1—1t,v= -3 +1t,t € R. Dakle, za svaki t € R vrijedi
d=ti+(1—t)b+ (—3+1)¢,

pa se d moze prikazati kao linearna kombinacija radijvektora @, b, ¢, ali ne na jedinstven nacin.
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Zadatak 2.7. Neka su a, I;,E nekomplanarni radijvektori u V3(0). Odredite za koje su a, 3 € R
nekomplanarni i radijvektori
a+ab, b+ pc, d+ pb+ ac

RJESENJE Pogledajmo linearnu kombinaciju
A <5+o£> +B <5+55> +C(c‘i+55+a5> =0.

Zelimo pronaci «, 8 za koje ¢e iz ovog slijediti A = B = C' = 0. Napisimo prethodni izraz u obliku
(A+C)d+ (Aa+ B+ CB)b+ (BB + aC)e = 0.

Kako su d, l;, ¢ nekomplanarni, odavde slijedi

A + cC =0
aA + B + pC
BB + aC = 0

e}

Prethodne jednadzbe shvatimo kao sustav s nepoznanicama A, B, C'. Rjesavamo sustav. Pomnozimo
prvu jednadzbu s (—«) i dodamo drugoj:

A + C =0
B + (f—a)C =0
BB+ aC =0

Sada pomnozimo drugu jednadzbu s (—/f) i dodamo trecoj:

A + C =0
B + (B—a)C =0
(a=p*+aB)C = 0
Vidimo da je A = B = C' = 0 jedino rjeSenje ako i samo ako za a i 8 vrijedi o — 8% + a3 # 0. U

Zadatak 2.8. (a) Za koje vrijednosti parametra A\ € R su radijvektori @ = 7 + Me, b= 27+ A\ i
&= —1i — 2j + k komplanarni?

(b) Postoji li radijvektor d € V3(0) (koji ne ovisi o \) takav da radijvektori @, b, d nisu komplanarni
niti za jedan A € R.

RJESENJE

(a) Radijvektori a, l;, ¢ su komplanarni ako i samo ako postoje a, 3,7, od kojih barem jedan nije 0,
takvi da vrijedi ad@ + b + &= 0. Uvrstimo @, b, ¢ i dobijemo

o (Z+ AE) + 5 (2Z+ Aj’) + (—?— 27 + lZ)
k

0.
(+28—=7)i+ (A8 —27)] + Aa+7) 0

Kako su radijvektori i j, k nekomplanarni, slijedi da je

a + 28 — v =0
A8 — 2y =
A + v =0

)
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MnoZimo prvu jednadzbu s (—\) i dodajemo trecoj:

a + 28 - 0% =0
A — 27
—2)\8 + (A+1)y =0

Il
o

Mnozimo drugu jednadzbu s 2 i dodajemo trecoj:

a + 28 — 0 = 0
A8 — 2 = 0
A=3)y =0

Treca jednadzba nas vodi na dva sluc¢aja: A =31 A # 3.

(1) Ako je A = 3, tada treca jednadzba postaje 0 = 0, pa sustav ima oblik

a + 28 — v =0
36 — 2y =0

RjeSenje je a = —%t, b= %t, v =t, t € R. Dakle, postoji i netrivijalno rjeSenje, pa su za
A = 3 radijvektori komplanarni.

(2) Ako je A # 3, tada trecu jednadzbu moZemo podijeliti s A — 3. Dobijemo

a + 286 — v =0
A — 2y =0
v =0

Ako pomnozimo treéu jednadzbu s 2 i dodamo drugoj, te tre¢u jednadzbu dodamo prvoj
(odnosno, ako uvrstimo v = 0 u prve dvije jednadzbe), dobijemo

a + 23 =0
AB -0
v =20

Sada opet imamo dva podslucaja:
Ako je A = 0 tada druga jednadzba postaje trivijalna, pa se sustav svodi na

a + 243 =0
v =0
Rjesenje je a = —2t, 8 =t, v =0, t € R. Dakle, opet imamo i netrivijalnih rjeSenja, pa su i
za A = 0 radijvektori komplanarni.
Ako je A # 0 tada imamo sustav
a + 26 =0
g =0
v =0

koji ima jedinstveno rjesenje « = = v = 0, pa su u tom slu¢aju radijvektori nekomplanarni.

Prema tome, za A\ # 0, 3 radijvektori su nekomplanarni, a za A = 0 i A = 3 su komplanarni.
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(b) Neka je trazeni radijvektor d = zi+ yj + zk. Trebamo vidjeti postoje li z,y,2z € R takvi da
vektorska jednadzba ad + Bb + 7d = () ima samo trivijalno rjeSenje za svaki A € R. Ra¢unamo

o <Z+ AE) + 5 (2Z+ A}') + (xﬂ yj +zk) =0,

(a+ 28+ z7)i + (A8 +y7)j + (Ao + 27)k = 0.

Slijedi da je
a + 28 4+ xzy = 0

M+ yy = 0
Ao + zyv =0
Pomnozimo prvu jednadzbu s (—A) i dodamo je trecoj:
a + 28 + xy =0

o

A+ oy =
=2\ + (z—aX)y = 0

Pomnozimo drugu jednadzbu s 2 i dodamo trecoj:

a + 28 + 7y =0

AB Yy 0
(z—zA+2y)y = 0

Ako je X # 0, tada moZemo izabrati x,y,z € R tako da ovaj sustav_ima jedinstveno rjeSenje.
Jedan (ali ne i jedini moguci) izbor je z =y = 0,z = 1, odnosno d= k i tada imamo sustav:

a + 20 =0
AB =0
v =0
Ako je A = 0, tada imamo sustav
a + 28 + xy =0
yy =0
(z+2y)y = 0

odakle ne mozemo dobiti jedinstveno rjesenje.

-

Zasto se slucaj A = 0 razlikuje od ostalih? Jer za A = 0 imamo a@ = i i b= 2i, dakle @ i b su
kolinearni, pa ¢e svaki treci radijvektor d lezati u istoj ravnini s njima.

Domaca zadaca

—

DZ 2.2. Odredite za koje su t € R radijvektori @ = i+ 2] + 3k, b =17+ j E =i+ ] k
nekomplanarni. (RjeSenje: ¢t # 1)

DZ 2.3. Odredite za koje su p € R radijvektori @ = (p — 1)2_')—|— 27 i b= (p+ 4)Z—I— (p— 2); kolinearni.
(Rjesenje: p = —1,6)

- -

DZ 2.4. Jesu li radijvektori i+ f+ lg, j— E i+ E i — j — k komplanarni? (RjeSenje: Ne)
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Poglavlje 3

Vektorski prostori

3.1 Definicija i primjeri

Najprije navodimo definicije, osnovna svojstva i primjere s predavanja.

DEFINICIJA 3.1. Neka je F =R ili F = C, te V # (). KaZemo da je V vektorski prostor nad F
ako su definirane operacije +: V xV = V i.-:F x V — V za koje vrijede sljedeca svojstva:

(a+b)+c=a+(b+c), Va,b,ceV,
H0eVitd a+0=0+a=a,VacV,

3) VaeV I(—a)eV td a+(—a)=—-a+a=0,

Ovisno je li F = R ili F = C, govorimo o realnom odnosno kompleksnom vektorskom prostoru.
Elemente iz V' zovemo vektori, a elemente iz F skalari.

Kodomena preslikavanja + je V', §to znaci da, ako su a,b € V, tada je a+b € V (kazemo da je V
zatvoren s obzirom na zbrajanje). Sli¢no, kodomena preslikavanja - je V', §to znaci da, ako su
a€FiaeV, tadaje aa € V (kaZemo da je V zatvoren s obzirom na mnozenje skalarima).

U svakom vektorskom prostoru, za sve o, f € F i sve x,y € V, vrijedi:

a) ar=0<< a=0iliz=0

(a)

(b) (ma)z = a(-z) = —(az)
)
)

/—\

(¢) (a« — B =ax — px
(d) a(z —y) = axr — ay (pritom je x —y = x + (—y))

Primjer 3.1. Standardni primjeri.

23
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(a) V2(O) i V3(O) su vektorski prostori nad R s obzirom na zbrajanje radijvektora i mnoZenje
radijvektora skalarom kako smo prethodno definirali.

(b) Skup R, uz uobi¢ajeno zbrajanje brojeva i mnozenje skalarom, je vektorski prostor nad R. Skup
C, uz uobicajeno zbrajanje brojeva i mnozenje skalarom, je vektorski prostor nad C. Ovo obje-
dinjeno zapisujemo: F je vektorski prostor nad F.

(¢) F™ uz koordinatno zbrajanje i mnoZenje skalarima (to jest, standardne operacije zbrajanja i
mnoZenja skalarima) je vektorski prostor nad F.

(d) M, (F) uz zbrajanje matrica i mnozenje matrica skalarima po elementima (standardne operacije
zbrajanja i mnozenje skalarima) je vektorski prostor nad F.

(e) Svaki kompleksni vektorski prostor se, uz restrikciju operacije mnozenja skalarom, moze pro-
matrati kao realni vektorski prostor. Tako ¢emo s (C")g i (M;n(C))r oznacavati redom C™ i
M, (C) promatrane kao realne vektorske prostore.

(f) P, prostor svih polinoma stupnja manjeg ili jednakog od n uz standardne operacije zbrajanja
polinoma i mnozenja polinoma skalarima je vektorski prostor nad F.

(g) P = U,en Pn prostor svih polinoma uz standardne operacije zbrajanja polinoma i mnozenja
polinoma skalarima je vektorski prostor nad F.

(h) Ako je S # 0, tada je skup funkcija F¥ = {f : S — F}, uz operacije “po tockama’:
(f+9)(@) = fz) +g(x), (af)(z)=a- f(z)

je vektorski prostor nad .

Zadatak 3.1. Za svaki od sljede¢ih skupova provjerite je li on realni vektorski prostor uz koordinatno
zbrajanje i mnozenje skalarima.

a) M = Q?

b) M ={(z,y) eR? :z+y >0}

(c) skup M svih to¢aka ravnine na pravcu y = 2x
d

(

(

(d) skup M svih toc¢aka ravnine na praveu y = 2z + 1

(U zadacima (b)-(d) skicirati skupove u ravnini, te ih zapisati kao podskup od R?.)

RJESENJE

(a) Zaa=+v2€Ri (z,y) = (1,0) € M vrijedi ax = v/2-(1,0) = (v/2,0) & M, pa M nije zatvoren
na operaciju mnozenja skalarima, dakle M nije vektorski prostor nad R.

(b) Za aa = =1 € Ri (z,y) = (1,0) € M vrijedi a(z,y) = —1-(1,0) = (—1,0) ¢ M, pa M nije
vektorski prostor nad R.

(c) Zapisimo M = {(z,2z) : x € R}. Neka su (z,2x), (y,2y) € M proizvoljni, te o, 5 € R proizvoljni.
Vrijedi
(,22) + (y,2y) = (x +y,22 +2y) = (x +y,2(x + y)) € M,
a(x,2x) = (ax,a2z) = (ax,2(ar)) € M.
Dakle, definirane su operacije +: M x M — M i-: R x M — M. Provjerimo svojstva (1) — (8)
vektorskih prostora:
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((z,22) + (y,2y)) + (2,22) = (x+y,2(x+y)) + (2,22) = ((x+y) + 22z +y)+2))
(+(y+2)2@+y+2) = (z22) + (y+ 2,20y + 2)) = (z,22) + (4, 29) + (2,22))

za (0,0) € M vrijedi (z,2x) 4+ (0,0) = (z+0,2(x+0)) = (2,22) = (0+2,2(0+ x))
(0,0) + (z,2z).
(—z
(

o
—~~

—x,2(—2)) + (z,22) = (0,0) = (z,2x) + (—z,2(—x)).
z,27) + (y,2y) = (z +y,2(x + y)) = (y + 2,2(y + 2)) = (y,2y) + (z,22).
a(B(z,27)) = a(fz, 26z) = (a(Br), 2a(Bz)) = ((af)r,2(af)z) = (af)(2, 27).

6) (a+ B)(z,2x) = ((a+ B)z,2(a + f)x) = (ax + Bz, 2(ax + fz)) = (ax + Pz, 2ax + 20x) =
(ax,2ax) + (Bx,20x) = a(x, 2z) + B(z, 2x).

(7) alz+y,2(x+y)) = (ax + ay, 2(ax + ay)) = (az, 2ax) + (ay, 2ay) = oz, 22) + a(y, 2y).
8) 1-(z,2z)=(1-2,1-22) = (z,2x).

(d) Imamo M = {(z,2x + 1) : z € R}. Tada je (0,1),(1,3) € M (za x smo uzeli 0 i 1). Tada je
(0,1) + (1,3) = (1,4) # (2,22 + 1),Vz € R. Prema tome, M nije zatvoren na zbrajanje i zato

nije vektorski prostor.

Zadatak 3.2. Za svaki od sljede¢ih skupova navedite po tri njegova elementa, a zatim provjerite je

li on realni vektorski prostor uz standardno definirane operacije zbrajanja i mnozenja skalarima.

(a) skup svih polinoma s realnim koeficijentima stupnja barem 5 zajedno s nulpolinomom

(b) skup svih polinoma s realnim koeficijentima neparnog stupnja zajedno s nulpolinomom
RJESENJE Neka je S opisani skup. Imamo:
(a) 0,t°,—t° +t* € S. Vrijedi t° + (—=t° +t*) =t* ¢ S, pa S nije vektorski prostor.

(b) 0,83+ 2, —t> € S. Vrijedi (12 +t?) + (—=t3) = t* ¢ S, pa S nije vektorski prostor.

Zadatak 3.3. Neka je V skup svih (beskonac¢nih) nizova realnih brojeva. Definiramo operacije

(al,ag,ag, .. ) + (bl,bg, bg, .. ) = (a1 + bl,az + bg,ag + bg, .. .), (31)

alay,ag, as, . ..) = (aay, aas, aag, . ..), «o€R.

(a) Provjerite je li V' realan vektorski prostor uz ovako definirane operacije.

(b) Neka je A C V skup svih aritmetickih nizova. Je li A realan vektorski prostor uz iste operacije?

(c) Neka je G C V skup svih geometrijskih nizova. Je li G realan vektorski prostor uz iste operacije?

RJESENJE

(a) Niz realnih brojeva je funkcija s N u R, a navedene operacije + i - s nizovima predstavljaju
operacije po tockama kao u primjeru 3.1. Dakle, V = RY, pa je V realan vektorski prostor (po

navedenom primjeru).

Drugi nacin je da raspiSemo. Skratimo oznake: neka su (ai,...) i (by,...) nizovii a € R. Imamo

(ar,...)+ (b1,...) = (a1 +by,...) €V,
alay,...)=(aay,...) €V,

Provjerimo svojstva (1) — (8), vektorskih prostora. Neka su (a4, ...), (b1,...) 1 (¢1,...) proizvoljni

elementi od V, te a, f € R proizvoljni. Imamo
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(1) [(al,...)+(b1,...)]+(Cl,...) = (al—l—bl,...)—i—(cl,...) = ((a1+b1)+cl,...) = (a1+<bl+
C1)7...) = (al,...)—i—(bl—i—cl,...) = (Cll,...)+[<b1,...)+(cl,...>]

(2) za (0,...) € V vrijedi (a1,...) +(0,...) = (a1 +0,...) = (a1,...) = (0+ay,...) =(0,...) +
(CLl, .. )

) za (—ay,...) € V vrijedi (—ay,...)+ (a1,...) =(0,...) = (a1,...) + (—ay,...).
) (al,...)+(b1,...) = ((ll—f-bl,...) = (bl—l-(ll,...) = (bl,...)+(a1,...)

5) a(B(ar,...)) = a(Bai,...) = (a(Bar),...) = ((aB)ai,...) = (aB)(a1, . ..)

) (a+B)(ar,...) = ((a+ B)ay,...) = (aay + fay,...) = (ay,...) + (Bay,...) = alar,...) +

6(@1, .. )

(7) alay +by,...) = (alag + by),...) = (ay + aby,...) = (aaq,...) + (aby,...) = alay,...) +

Oé(bl, .. )
®) 1-(ay,...) =1 ay,...)=(ay,...).

(b) Aritmeticki niz (a,)nen je niz za koji postoji d € R takav da vrijedi a,, = a; + (n — 1)d za sve
n € N. Neka su dani aritmeticki nizovi a,, = a1 + (n — 1)d, b, = b1+ (n — 1)t i « € R. Tada za
sve n € N vrijedi

an, +b,=a1+b+(n—1)(d+1) i waa,=aa +(n—1)ad
Sto znaci da je zbroj aritmetickih nizova aritmeticki niz, te umnozak aritmetickog niza pomnozen
skalarom je novi aritmeticki niz. Krace zapisano, vrijedi
(an)neN + (bn)neN € A 1 Q- (an)neN € A.
Dakle, definirane su operacije + : Ax A —>Ai-:Rx A— A.
Uo¢imo (0,...) =0-(a1,a1 +d,...) i
(—ai,...,—ay+ (n—1)(=d),...) =(=1) - (a1,...,a1 + (n—1)d,...)

jesu aritmeticki nizovi. Prvi je neutralan za zbrajanje svih, pa i aritmetickih nizova, a drugi je
inverz od (a,)nen. | ostala svojstva vektorskih prostora vrijede, jer po (a) vrijede za sve nizove,
pa onda i za aritmeticke nizove.

(c) Geometrijski niz je niz oblika (a1, a1q, a1¢?, . ..) za neki q.

Nizovi (1,1,1,...) 1 (1,3,9,...) jesu geometrijski, ali njihov zbroj (2,4, 10, ...) nije geometrijski
jer 4/2 # 10/4. Prema tome, geometrijski nizovi ne ¢ine vektorski prostor.

Zadatak 3.4. Provijerite je li R?, uz standardno zbrajanje i mnoZenje skalarom definirano kao
a(z,y) = (az,y), o €R,(z,y) € R?

vektorski prostor?

RJESENJE Ne. Prvi od aksioma koji ovdje nije zadovoljen je distributivnost u odnosu na skalarni
faktor. Moralo bi za sve a, 8 € R i sve (z,y) € R? vrijediti (o + 8)(z,y) = a(z,y) + B(z,y), ali zbog

(a+B)(z,y) = ((a+ B)z,y),
a(z,y) + B(z,y) = (az,y) + (Br,y) = (ax + Bz, 2y)
to ne vrijedi za y # 0.

Od sada pa nadalje: ukoliko spominjemo prostore R", C", P,, M,,, bez navodenja
operacija, tada podrazumijevamo standardne operacije.
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Domaca zadaca

DZ 3.1. Za svaki od sljede¢ih skupova navedite po tri njegova elementa, a zatim provjerite je li on
realni vektorski prostor.

(2) {(z,y,2) € R*: 2 + 92 4 2% <1}
(b) {(z,y,2) e R*: 2 =0}

o+
(d) {E ﬂ :a,b,ceR}.

DZ 3.2. Dokazite da svaki (realni ili kompleksni) vektorski prostor V' # {0} sadrzi beskonac¢no
mnogo vektora.

RJESENJE Uzmimo x # 0. Ako je a #  tada je « — 5 # 0 pa je (o — f)x # 0, dakle ax # fx. O

DZ 3.3. U R? promatramo standardno zbrajanje i uvedemo novo mnozenje skalarom formulom
a(z,y) = (ax,0), a€R,(z,y) R

Provjerite je li R? realni vektorski prostor uz ove operacije?

3.2 Linearna ljuska i skup (sustav) izvodnica

DEFINICIJA 3.2. Neka je V' vektorski prostor nad poljem F, te S C V, S # (). Linearna ljuska od

S definira se kao .
[S] = {Zaiai co; €Foa;€ 5,k e N}.
i=1
Za S = () definiramo [S] = {0}. Skup S C V je skup izvodnica (generatora) za V ako vrijedi
[S] = V, to jest, ako se svaki vektor iz V mozZe zapisati kao linearna kombinacija vektora iz S.
Prostor V' je kona¢nodimenzionalan ili kona¢no generiran ako postoji bar jedan konacan skup
izvodnica za V.

Na predavanjima je dokazano sljedece:

e Za konacan skup u vektorskom prostoru V' vrijedi

[{al, . ,ak}} = { iaiai fay € IF} (3.3)

Ako su S1, Sy C V takvi da je S; C Sy, tada je [S1] C [Ss).

Nadskup skupa izvodnica za V' je takoder skup izvodnica za V.

Vrijedi [V] = V. Ideja je nac¢i ¢im manji skup izvodnica za V.

Svaka dva nekolinearna vektora u V2(0) ¢ine skup izvodnica za V?(0), svaka tri nekomplanarna
vektora u V3(0) ¢ine skup izvodnica za V3(0).
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e Skup {ei,...,e,} je skup izvodnica za F", skup {£;; : i = 1,...,m,j = 1...,n} je skup
izvodnica za M,,,, skup {1,¢,t? ...,t"} je skup izvodnica za P,.

e Ako je S skup izvodnica za V' i ako se neki vektor z € S moze prikazati kao linearna kombinacija
ostalih ¢lanova iz S, onda je i S\ {z} skup izvodnica za V.

e Prostori F*, P,, M,,, su kona¢nodimenzionalni, dok prostori P, RY RE nisu. Nulprostor {0}
je kona¢nodimenzionalan na trivijalan nacin.

Zadatak 3.5. U vektorskom prostoru Ms(R) odredite, ako postoji, konacan skup S takav da je
@ s1= {17 Y abcer
- 0 c . CL, 7C )

(b) [5]:{_‘{ ﬂ :a,b,ceR},

() [5]:{:(115 afb} :a,beR}.

RJESENJE Koristimo (3.3) .

(a) Ovdje mozemo uzeti S = {E1y, E12, Exs} jer vrijedi

(b Jomsees) = S oo omven-mman

(b) Primijetimo kako opéenito za svaki vektorski prostor Vi) # S C V imamo 0 € [S]. Kako zadani
skup ne sadrzi nulvektor, slijedi da ne postoji S s trazenim svojstvom.

(c¢) Ovdje imamo

a b a 0 0 b
{[aer a—b}'a’bER}_{{a a}jL[b _b].a,bER}
10 0 1
—{a{l 1}—1—(){1 _J.a,beR}
=[{En + Ea1 + Ex, Ers + Eyy — Ex},

pa mozemo uzeti S = {Ey1 + Eo + Ea, Eig + Eo — Ego}.

Zadatak 3.6. Neka je S podskup vektorskog prostora V. Dokazite da je

RJIESENJE Odito je [S] C [[5]].

Pokazimo da je [[S]] C [S]. Elementi iz [[S]] su (konatne) linearne kombinacije elemenata iz
[S], dakle linearne kombinacije linearnih kombinacija elemenata iz S. Trebamo pokazati da smo na
taj nac¢in dobili elemente iz [S], tj. linearne kombinacije elemenata iz S. Zbog jednostavnijeg zapisa
provjeru ¢emo provesti za dva vektora.
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Neka su z,y € [S]. Tada je z = Zle oy 1y = 2221 B;y; za neke k,l € N, neke skalare

at,..., o, Br,..., 0 1vektore xq, ..., xk, y1,...,y iz S. Tada je
k !
ar + fy = Z oy + Z BB;y; = linearna kombinacija elemenata iz S,
i=1 j=1

dakle ax + By € [S].
Zadatak 3.7. Neka je S = {(z,y,2,y) : x,y,z € R}.

(a) Pokazite da S nije skup izvodnica za R?.

(b) Nadite, ako postoji, element v € R* takav da je S U {v} skup izvodnica za R?. Je li takav v
jedinstven?

RJESENJE (a) Treba pokazati da [S] # R*. O¢ito je S # R*. Imamo
S={(z,y,2,y) 2y, z € R} = {we; +y(ea + es) + zeg : x,y, 2 € R} = [{e1,e2 + €4, e3}].
Po Zadatku 3.6 je
[S] = [[{e1, €2 + ea, e3}]] = [{e1, €2+ €4, e5}] = 5 #RE
Dakle, S nije skup izvodnica za R*.
(b) Uzmimo v = ey, tada je ea = (ea+e4) —v € [SU{v}] izato {ey, eq,e3,e4} C [SU{v}], odakle
slijedi
RY = [{er, ez es,ea}] € [[SU{w}] = [SU{0}) C R,
Slijedi [S U {v}] = R% pa je S U {v} skup izvodnica za R*.
Odabir v = e4 nije jedinstven, mogli smo uzeti v = e, i provesti slican postupak.
Zadatak 3.8. Neka su S; i Sy podskupovi vektorskog prostora V. Dokazite da je [S;] = [S2] ako i
samo ako je S; C [Sy] i Se C [S].
RJESENJE Pretpostavimo [S] = [Sz]. Tada iz S; C [S)] slijedi S; C [Ss], a iz Sy C [Ss] slijedi
Sy C [S4].
Obratno, po Zadatku 3.6, iz S; C [So] slijedi [S1] C [[Ss]] = [92] i sli¢no [S5] C [Si]. Dakle
[51] = [S2].

Zadatak 3.9. Dokazite da je [S;] = [Ss], ako su S; i Sy podskupovi od R? zadani kao
S1={(1,1,0),(0,1,1),(2,4,2)}, Sy ={(1,2,1),(1,0,—1)}.

RJESENJE Koristimo prethodni zadatak. Vrijedi

(1,1,0) = =(1,2,1) + %(1,0, —1) € [Sy]

[\')II—‘ [\:>|)—\

(0,1,1) = ~(1,2,1) — %(1,0, 1) € [S))

(2,4,2) =2(1,2,1) € [Sa],
pa vidimo da je S; C [9;]. S druge strane, imamo

(1,2,1) = (1,1,0) + (0,1,1) € [S4]
(1,0,—1) = (1,1,0) — (0,1,1) € [Sy],

pa jei Sy C [Sy]. Stoga, prema prethodnom zadatku, slijedi [S;] = [S5].

O

U
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Zadatak 3.10. Odredite [S], ako je
(a) S={(z,y,2) ER3:x+y—2=1}.
(b) S={(x,y,2) eER¥: x4y —2=0}

RJESENJE (a) Uocimo da je S; = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0, —1)} podskup skupa S. Lako vidimo da
je [S1] = R3 odakle slijedi R = [S] C [S] C R?, pa zaklju¢ujemo [S] = R3.
(b) Imamo

S

(v,y,2) ER®:w+y—2=0}

(r,y,x+y):z,y € R}

(2,0,2) + (0,y,y) : x,y € R}

x(er +e3) +yles+e3):z,y € R} =[{e; +e3,ea + e3}].

{
{
{
{

Po Zadatku 3.6 imamo [S] = [[{e1 + e3,e2 + e3}]] = [{e1 + €3,e2 + €3} = S.

Domaca zadaca
DZ 3.4. Neka je V' vektorski prostor te a,b,c € V' takvi da vrijedi a 4+ b+ ¢ = 0. Dokazite da je

{a,b}] = [{b, ¢}] = [{a, c}] = {a, b, c}].

DZ 3.5. Odredite konacan skup S takav da je

a+b 2b—c
(a) 15]= { {a—Qb—i—c 3a+5c] :a,b,ceR} < My(R),

(b) [S]={(a+2b+c,a—b):a,bceR} CR?
(c) [S]={(a+a+b,b):a,be C}CCE (uputa: a =z +iy,b=u+iv;z,y,u,v € R),
(d) {p € P2(R) : p(1) = 0} C P(R).
DZ 3.6. Dokazite da vrijedi:
(a) (1,0,3) € [{(1,0,0),(0,1,2),(0,2,1)}] C R?
(b) 1+t ¢ [{t?+1t+2,t*+ 2t} C Pa(R),
() B+4,1+1) € [{(1+14,2),(1—14,i)}] C C?
(d) B+, 1+1) ¢ [{(1+14,2),(1 —1i,4)}] C C3.
DZ 3.7. Vrijede li sljedec¢e skupovne jednakosti:
(a) [{(1,3),(2,5)}] = [{(5,13),(1,2)}] u R?,
(b) [{7+ 7+ k20— 7}] = [{37 + F, 37 + 2k}] u V3(0),
(c) [{1+¢,22+t+3}] = [{*+ 1,12+t +1}] u P(R).
DZ 3.8. Provijerite je li S skup izvodnica za vektorski prostor V ako je
(a) S={1+11—1i}, V =Cx,
(b) S={L,1+t,1+t+*},V ="P(R),
(¢) S=1{(1,2,3),(1,0,1),(1,1,0)}, V = R3?
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3.3 Linearna (ne)zavisnost skupa

Na pocetku ponavljamo definicije i osnovne tvrdnje s predavanja.

DEFINICIJA 3.3. Skup S = {1, ..., 2} u vektorskom prostoru V je linearno nezavisan ako vrijedi

k
ai,...,ap €F, Zaixizo = ap=...=qa,=0. (3.4)

=1

U protivnom se kaze da je skup linearno zavisan. Drugim rije¢ima, S je linearno zavisan ako
postoje a; € I, od kojih barem jedan nije jednak 0, takvi da je Zle a;x; = 0.

Na predavanjima smo dokazali sljedece:

e Dva nekolinearna vektora {@, b} bilo u V2(0), bilo u V3(0), ¢ne linearno nezavisan skup. Isto
vrijedi za tri nekomplanarna vektora u V3(0).

e Skup {ej,...,e,} je linearno nezavisan i u F". (Ovdje je e; uredena n-torka koja na i-to]
koordinati ima 1, a sve ostalo nule.)

e Skup {1,¢,t%,...,t"} je linearno nezavisan u P,.

e Skup {E;; :i=1,...,m,j =1,...,n} je linearno nezavisan u M,,,. (Ovdje je E;; matrica iz
M, koja na mjestu (i, ) ima 1, a na svim ostalim mjestima 0.)

e Jednoc¢lan skup {z} je linearno nezavisan ako i samo ako je z # 0.

e Neka su a,b # 0 proizvoljni vektori iz vektorskog prostora V. Tada je {a,b} linearno zavisan
skup ako i samo ako je b = aa za neki o € F.

e Podskup linearno nezavisnog skupa je linearno nezavisan.

e Nadskup linearno zavisnog skupa je linearno zavisan. Posebno, svaki skup koji sadrzi 0 je
linearno zavisan.

e Skup S = {x1,...,2,} je linearno zavisan ako i samo ako postoji bar jedan element iz S koji
je linearna kombinacija preostalih. Ako je S linearno zavisan i z; # 0 (i pritom S smatramo
uredenim), onda postoji bar jedan element iz S koji je linearna kombinacija svojih prethodnika
us.

Zadatak 3.11. Neka su zadani vektori a; = (1,0,1), as = (1,2,1), ag = (1,—2,1) i a4 = (2,5,3) u
vektorskom prostoru R3. Ispitajte linearnu nezavisnost skupova:

(a) {ai,as}
(b) {a1>a2,a3}
(c) {a1,as,as,a4}.

RJIESENJE
(a) Po definiciji linearne (ne)zavisnosti, trazimo rjeSenje jednadzbe

o101 + Qe = 0.
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Raspisivanjem dobijemo sustav

o+ g = 0
20[2 =0
o+ (0] =0

Iz druge jednadzbe je s = 0, a onda iz prve (= trece) slijedi a; = 0. Prema tome, skup {a;,as} je
linearno nezavisan.

S obzirom na to da se radi o dvoc¢lanom skupu, ovo smo mogli rijesiti i na drugi nac¢in: trazimo
postoji li A € R takav da je a1 = Aas, to jest (1,0,1) = A(1,2,1). O¢ito je da takav A\ ne postoji, pa
je skup {ai, as} linearno nezavisan.

(b) Kao i maloprije, trazimo rjeSenje jednadzbe

a1aq + aas + izag = 0.

Raspisivanjem dobijemo sustav

(651 + (6%) -+ Qa3 =0
20{2 — 20&3 = O
a1+ Qo + (0% =0
Dobijemo as = a3 =t € R, oy = —2t. Dakle, rjeSenje pocetne jednadzbe nije jedinstveno, odnosno,

postoji i netrivijalno rjesenje, pa je skup linearno zavisan.
(c) Skup {ay, as, as, as} je nadskup linearno zavisnog skupa {ay, as, a3} pa je i on linearno zavisan.

Zadatak 3.12. Je li skup S = {(1,0,0), (4,0,0)} linearno nezavisan u C3? A u C3?
RJESENJE Skup S je linearno zavisan u (kompleksnom) vektorskom prostoru C? jer za a =i € C
vrijedi

(7,0,0) = «(1,0,0).

Ako promatramo realni vektorski prostor C3,, tada provjeravamo postoji li @ € R takav da je
(7,0,0) = «(1,0,0).
Ocito je da takav (realan) o ne postoji, pa je S linearno nezavisan u C3.

Zadatak 3.13. Odredite nuzan i dovoljan uvjet na x,y € F tako da je skup S = {(1,2),(2,v)}
linearno zavisan u [F2.

RJESENJE Ocito su oba vektora razli¢ita od nulvektora, pa je S linearno zavisan ako i samo ako
postoji a € F takav da je

(2,y) = a(l,2) & (2,y) = (o) & (a =2,y = ax) &y = 2.
Prema tome, S je linearno zavisan ako i samo ako je y = 2.

Zadatak 3.14. Provjerite linearnu nezavisnost skupa {(1,z,z?), (1,y,%%), (1,2,2%)} u F3, ako su
x,y, z € F medusobno razli¢iti.
RJESENJE Koristimo definiciju linearne nezavisnosti. Skup {(1,z,2?), (1,y,v%), (1, z, 2%)} je linearno
nezavisan ako iz

O{(l, I7 $2> + /8(17 y’ y2) + 7(17 Z’ Z2> = (07 07 0)7
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slijedi @ = f = v = 0. Dobijemo sustav (s nepoznanicama «, 3, 7)

Tada imamo

1 1 1:0
x oy z:0 ]|~
> y? 2200 y? — 22 2

a+ B+ v =0
rxa + yBb + zy = 0
?a + y*B + 2y = 0

1 11 1

1 0
0 y—z2 2z—2:0|~]0 y—2
0 0

0

2 2,2 g2

1

0 (z—a:)(

1

y)

0
O
0

33

U prvom koraku napravili smo Ry — xR, — Ry, Rs — 2R, — Rs, a u drugom Rz — (y+x)Ry — Rs.

Prema pretpostavci, (z —z)(z —y) # 0 pa mozemo treci redak podijeliti sa (z —x)(z —

toga Ry — (Z—ZL’)Rg — Ry 1 Ry —Rg — Ry:

1 1 1:0 1 1
~|10 y—2z z—2:0|~|0 y—x
0 0 1:0 0 0

_ o O

o O O

y). Nakon

Kako je x # y, drugi redak mozemo podijeliti s y — x, nakon ¢ega napravimo Ry — Ry — Ry:

110
~ 101 0;
0 01

o O O

1
~ 10
0

S = O
o O O

=a=0p=v=0.

Dakle, skup je linearno nezavisan za sve medusobno razli¢ite z, y i z.

Zadatak 3.15. Za sljedece podskupove od R® provijerite njihovu linearnu (ne)zavisnost.

a) {f,g,h}, gdje je f(z) =sinz, g(x) = cosz i h(zx) = cos(x + ),

(c) {f,g,h}, gdje je f(x
(d) {f,g,h}, gdje je f(x

RJESENJE

(a) ()
(b) {f,9,h}, gdje je f(x) =
) () =
) (z) =

- . o
a) Vrijedi h(x) = cos § cos x —sin § sinw =

Slijedi da je skup linearno zavisan.

sinz, g(x) = cosz 1 h(z) = sin 2z,

(z—1)%g(x) =

9(x) = ¢ hr) = >

(¢ + 2% hx) =

(x —1)(z+2),

, aa € R je konstanta.

V2 f(x) za svaki z € R, dakle h = \/759_ Vaf

b) Pretpostavimo da postoje «, 51 v takvi da je af + g + vh = 0, tj. takvi da za svaki z € R

vrijedi

asinz + fcosx + ysin 2z = 0.

Uvrstavanjem razli¢itih vrijednosti za x dobijemo: x =
x =m/4 =~ =0. Slijedi da je skup linearno nezavisan.

0=06=0,2=1/2=a=0,

c¢) Pretpostavimo da postoje «, 8 1 takvi da za svaki x € R vrijedi

alr — 1)+ Bz +2)* +y(z—1)(z+2) =0.
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Sada uvrstavamo: * = 1= =0,z = -2 = a =0,z =3 = v = 0. Slijedi da je skup
linearno nezavisan.

Alternativno, sredivanjem gornjeg izraza dobijemo
(a+B+7)2” + (=20 + 48+ 7)z +a +48 — 2y =0,
Sto je ekvivalentno sustavu

a + B + v =0
20 + 48 + v =0
a + 48 — 2y =0

Rjesavanjem dobijemo jedinstveno rjesenje a = § = v = 0, pa je skup linearno nezavisan.

d) Ako je a = 0 tada je f = 0, pa je skup linearno zavisan. Neka je a # 0. Pretpostavimo da
postoje a, B 1~ takvi da za svaki x € R vrijedi ca + Be® + ve?® = (. Uvrstavanjem redom
r =0,z =12, z =In3 dobijemo sustav

aec + B + v =0
aa + 26 + 4y = 0
aa + 38 + 9y = 0
Tada je
a 1 110 a 1 1:0 a 1 1:0
a 2 4:0|~1013:0|~]1013:0
a 3 9:0 028§0 002§0

Napravili smo: Ry — Ry — Ry, R3 — Ry — R3 u prvom, te Ry — 2Ry — R3 u drugom koraku.
Odavde slijedi a = § = v = 0, pa je skup linearno nezavisan.

Zadatak 3.16. Neka je V' vektorski prostor i n € N, te neka je skup {ay,as,...,a,_1,a,} linearno
nezavisan. Provjerite linearnu nezavisnost skupova

(a‘) A - {al — Q2,02 —A3,A3 — Q4,...,0p—1 — Apn, An, _al}

(b) B={a; —ag,as —as,az — ag,...,0p_1 — Ay, Gy }.

RJESENJE (a) Treba provjeriti postoje li ay,...,q, € F, od kojih je barem jedan razli¢it od nule,
takvi da je

ozl(al — CLQ) + O[Q(QQ — CL3) + &3(@3 — a4) 4+ ...+ Ozn,l(an,l — (ln) + Oén(an — al) =0.

Uoc¢imo da ova jednakost vrijedi ako uzmemo sve iste koeficijente, na primjer, oy = ... = o, = 1.
Dakle, A je linearno zavisan skup.
(b) Provjeravamo postoje li a, ..., a, € F, od kojih je barem jedan razli¢it od nule, takvi da je

aj(ay — ag) + agag — az) + az(ag — aq) + ... + ap_1(an_1 — a,) + aya, = 0.
Grupiramo koeficijente uz vektore a;:
aa; + (g — aq)ag + (a3 — ag)ag + ... + (1 — p_2)an_1 + (@, — ay_1)a, = 0.
Zbog linearne nezavisnosti skupa {ay, as, . .., a,} odavde slijedi
ar =0, ao—a; =0, ag—ay=0,...,00 1 —0p_2=0, ap, —a,_1 =0,

odakle slijedi oy = s = a3 =... = a,_1 = a,, = 0. Prema tome, skup B je linearno nezavisan.
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Domaca zadaca

DZ 3.9. Provjerite jesu li sljedeé¢i skupovi linearno nezavisni:
(a) {Ei; + E;; 1 <i<j<n}ubM,.

(b) {(1,9,7),(2,1,1),(~1,8,6)} u R3.

(c) {(1,2, 1,1),(1,0,1, 1)}, {(1, 2,1,1), (1,0, 1,1),(1,1,1, 1)}, {(1, 2,1, 1), (1,0, 1,1), (1, 1,1,1),(2,3, 5,8)}
u C*.

([ LB L e

(e) {Lt - 1? (t - 1)27 (t - 1)3} u 7)3'
(f) {f17f27f3} u RR7 fl('r) =% — 2.T—|—2, fQ(x) = 2? + 2z — 7, f3<I) =3x— 9.

DZ 3.10. Odredite nuzan i dovoljan uvjet na vektore v € R* tako da skup {e1, es, €3, v} bude linearno
nezavisan.

DZ 3.11. Je li skup {(1,1,0),(1,0,0)} linearno nezavisan/skup izvodnica za R3? Isto pitanje za
Skup {(17 17 1)7 (17 ]'7 0)7 (17 07 0)7 (]‘7 _17 1)}‘

DZ 3.12. Neka je {x,y} linearno nezavisan skup u vektorskom prostoru V. Neka su «, 5,7, € F.
Odredite nuzan i dovoljan uvjet da skup {ax + By, yx + dy} bude linearno nezavisan.

DZ 3.13. Neka je skup {z,y, 2z} linearno nezavisan u V. Je li skup {x + y,y + 2,z + 2} linearno
nezavisan?

DZ 3.14. Neka je {p, ¢} linearno nezavisan skup u vektorskom prostoru P. Dokazite da je skup
{p, q, pq} linearno nezavisan ako i samo ako vrijedi stp > 11istq > 1.

3.4 Baza i dimenzija

DEFINICIJA 3.4. Baza vektorskog prostora V' je (konacan) linearno nezavisan skup izvodnica za V.

Na predavanjima smo dokazali:

e Svaki kona¢nodimenzionalan prostor osim {0} ima (kona¢nu) bazu.

e Baze u V?(0) su skupovi od dva nekolinearna vektora, baze u V?3(0) su skupovi od tri nekom-
planarna vektora.

e Baza nije jedinstvena, ali sve baze za V' su jednakobrojne. Njihov kardinalitet nazivamo di-
menzija prostora V', oznaka: dim V.

e {€1,...,¢e,} je baza za F", dimF" = n.

o {1,t,...,t"} je baza za P,, dimP,, = n + 1.

o {E;;:i=1,...,m,j=1,...,n} je baza za M,,,, dim M,,,, = mn.
o {e1,ieq,€9,0€, ..., €y, 10€,} je baza za (C")g, dim(C")g = 2n.

e Ako je B = {by,...,b,} bilo koja baza za V', onda svaki vektor v € V' ima jedinstven prikaz u
obliku v = > | A\ib;.
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Svaki konacan skup izvodnica za V moze se reducirati do baze.

Svaki linearno nezavisan skup u V' moze se nadopuniti do baze.

Neka je n = dim V. Linearno nezavisni skupovi u V' imaju < n elemenata. Linearno nezavisan
skup od n elemenata je nuzno baza za V.

Neka je n = dim V. Skupovi izvodnica za V imaju > n elemenata. Skup izvodnica od n
elemenata je nuzno baza za V.

Zadatak 3.17. Pokazite da je skup S = {(1,1,1),(1,1,0), (1, —1,0)} baza za R3, te u njoj prikazite
proizvoljni v € R?.
RJESENJE Skup S sadrzi to¢no 3 = dim R? elementa, pa je dovoljno pokazati ili da je S linearno
nezavisan ili da je S skup izvodnica za R®. S obzirom na drugi dio zadatka, pokazimo da je S skup
izvodnica.

Neka je v = (x1,79,23) € R3 proizvoljan vektor. TraZimo skalare «, 3,7 € R takve da je

v=a(l,1,1) + B(1,1,0) + v(1,—1,0), tj.

a + B+ v = 1
a + 5 -7 =
(0% = 3.
Rjesenje ovog sustava je
5 1 . 1 1 1
a=x =-—T1+ 12— =—T — =T
3 51T 5T 3 51— 572

Sto daje prikaz

1 1 1 1
v = .CE3(1, 1, 1) + <§l’1 + 5.%2 — Z’3>(17 1, 0) + (5231 — 51‘2) (1, —1, 0)

Odavde zaklju¢ujemo i da je S skup izvodnica za R?, a onda i baza.
Zadatak 3.18. Neka je {da, b, ¢} jedna baza vektorskog prostora V3(O).
(a) Za koje X € R ¢e i skup
B={G+b+ XA Ai+b+2 N =Nd+\—1b+ (N —1)&
biti baza za V3(0)?

(b) Postoji li n € R takav da su vektori @+ b+ e, ANa+b+Cia+ nc komplanarni za sve vrijednosti
parametra A € R? Ako postoji, nadite jedan takav 7.

RJESENJE (a) S obzirom na to da B ima tri elementa i da je dim V3(O) = 3, skup B ¢e biti baza
za V ako i samo ako je linearno nezavisan. Prema tome, trazimo A € R za koje é¢e B biti linearno
nezavisan skup. Kreéemo od

a(@+b+A0) + BT+ b+8) + (A= N+ (A — Db+ (A —1)¢) =0,
te grupiramo uz da, bic

(a+ A+ (N2 =Xa+ (a4 B+ A=1D))b+ Aa+ 5+ (A —1)y)é=0.
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Kako je {da, g, ¢} baza, dakle linearno nezavisan skup, slijedi da su svi koeficijenti uz ove vektore
jednaki 0, Sto daje sustav (s nepoznanicama «, [3,7)

a + A+ (M¥=XNy = 0
a + B+ (A=1)y =0
v + B+ (MP=1)y = 0,

koji se nakon nekoliko koraka svodi na sljede¢i trokutasti sustav

a + A3+ A2=X)y = 0
(1-N8 + A=DA-Ny = 0
A=1DXy = 0.

Sada razlikujemo slucajeve:

e Ako je A =01ili A = 1, tada sustav ima beskona¢no mnogo rjeSenja, dakle postoji i netrivijalno
rjeSenje, pa tada B nije baza za V?3(0).

e Ako je A # 0,1, tada sustav ima samo trivijalno rjesenje o« = = v = 0, pa je tada B baza za
V3(0).

Dakle, skup B je baza za V3(0) ako i samo ako je A € R\ {0,1}.

(b) Tri vektora u V3(0) su komplanarni ako i samo ako su linearno zavisni. Dakle, trazimo n € R
takav da jednadzba . .
a(@+b+ A0+ A+ b+0C)+vy(@+nc)=0

ima i netrivijalna rjesenja. Dobivamo sustav
a + N+ v =0

a + p
A + B+ ny = 0,

I
o

koji svedemo na gornjotrokutasti oblik

a + A8+ v =0

(1=X)8 - v =0

(n+1)y = 0.
Pogledajmo tre¢u jednadzbu: ako je n = —1 tada se sustav svodi na dvije jednadzbe, a kako svaka
od njih predstavlja jednadzbu ravnine kroz ishodiste, u njihovom presjeku je nuzno beskona¢no
mnogo tocaka. Prema tome, za n = —1 sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja, pa su dani vektori

komplanarni (za svaki \).

Zadatak 3.19. Nadopunite skup S = {[(1) (2)] , [(1) (1)]} do baze za M,. Je li to nadopunjenje

jedinstveno?

RJESENJE Ocito je S linearno nezavisan skup. Kako je dim My = 4, skupu S treba dodati jos dvije
matrice tako da novi skup bude linearno nezavisan. Te dodatne matrice mozemo traziti, na primjer,
medu matricama Fq, F1o, F91 1 Fog iz kanonske baze za M. S obzirom na oblik matrica iz S, logi¢no
je skupu S dodati matrice koje imaju nenul elemente u drugom retku. Zato pokusajmo sa skupom

S U {Egl, EQQ}.

O
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1 2 11 0 0 00 00
a[o 0]+6{0 O}JF’VL 0}”{0 1} - [0 o]
lako dobijemo da je a« = f = v =0 = 0, pa je zadani skup linearno nezavisan, dakle baza.

Ovo nadopunjenje nije jedinstveno. Na primjer, lako se vidi da je i SU{2F5;, 3F2 } nadopunjenje
skupa S do baze za Ms.

Zadatak 3.20. Neka je n € N. Neka su p1,pso, ..., pr € P, polinomi razli¢itih stupnjeva. Dokazite
da je skup S = {p1,p2, ..., pr} linearno nezavisan.

RJESENJE Oznacimo n; =stp;, i = 1,2,..., k. Bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da
jen <ng <...<ng.

Promatramo S kao uredeni skup. Pretpostavimo suprotno, tj. da je S linearno zavisan. Tada se
neki p;, gdje je l € {2,...,k}, moZe zapisati kao linearna kombinacija svojih prethodnika, tj. postoje
aq,...,qp_1 takvi da je

D= aaupr + ...+ o_api-1.
Medutim, stupanj polinoma zdesna je najvise n;_1, a kako je n;_y < n;, gornja jednakost ne moze
vrijediti. Time smo dosli do kontradikcije i tako dokazali da je S linearno nezavisan.

Zadatak 3.21. Neka je n € N. U vektorskom prostoru Ps,(R) definiramo polinome
()= +t+5)F k=1,...,n

Dokazite da je skup S = {p1,...,pn} linearno nezavisan, te ga nadopunite do baze za Pa,.

RJESENJE Uoc¢imo da je stp, = 2k. Posebno, S se sastoji od polinoma medusobno razli¢itih
stupnjeva, pa linearna nezavisnost slijedi iz prethodnog zadatka.
Skup S do baze trebamo nadopuniti s

dimPy, —n=02n+1)—n=n+1

elemenata. Te elemente moZzemo, na primjer, uzeti iz kanonske baze {1,¢,2,...,t*"} za P,,. Uzmimo
sljede¢e nadopunjenje od S:
B = {17t7p17t37p27 s 7t2nilapn}~

S obzirom na to da su u B polinomi medusobno razli¢itih stupnjeva, B je linearno nezavisan skup,
a kako ima 2n + 1 = dim P»,, elemenata, B je baza za Ps,.

Zadatak 3.22. Skup S = {(1,2),(2,1)} nadopunite do baze za C%.

RJESENJE Ocito je S linearno nezavisan skup i sadrzi dva elementa, pa nam nedostaju jos dva
elementa do baze za C%. Kanonska baza za C3 je

{(17 O)’ (07 1)7 (Z7 O)’ (07 2)}7

pa opet moZzemo ubacivati njezine elemente u skup S pazeéi na linearnu nezavisnost. Kako su
koordinate vektora iz S realne, prirodno je uzeti one elemente iz baze ¢ije koordinate nisu realne.
Dakle, probat éemo s nadopunjenjem

{(1,2),(2,1),(4,0),(0,4)} -

Provjerimo linearnu nezavisnost: trazimo «, 3,7,6 € R takve da je

a(1,2) + B(2,1) +~(i,0) + 6(0,7) = (0,0),
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to jest a + 28 +1iy =01 2a+ 6 +i6 = 0. Kako su a, 3,7, 6 realni brojevi, iz prve jednadzbe slijedi
a+28=01ivy=0, aizdruge 2a+ 8 = d = 0. Odavde lako dobijemo da je jos i a = [ = 0, dakle,
promatrani skup je linearno nezavisan i ima 4 = dim(C?)g elemenata, pa je onda i baza za C3.

Zadatak 3.23. Moze li se skup
S = {1,t,t%, 3,2 4 3t + 4> + 5t°}

reducirati do baze za P37 Ako da, nadite sve moguénosti.

RJESENJE Buduéi da je kanonska baza {1,t,t% t3} cijela sadrzana u S, slijedi da je S (konacan)
skup izvodnica, pa se moze reducirati do baze za P3. Zbog dim P3 = 4 slijedi da treba izbaciti jedan
element p iz S tako da S\ {p} bude skup izvodnica za Pj, a to ¢e vrijediti ako i samo ako se p moze
prikazati kao linearna kombinacija ostalih elemenata iz S.

Oznac¢imo polinome redom py, p1, p2, P3, p4. OCito je

Pa = 2po + 3p1 + 4p2 + dps,

odakle slijedi da je

3 5 1
Po = —5P1— 2py — 5Ps + o Pt
2 4 5 1
P1 = _§p0 - gpz - gpa + §p47
1 3 5 1
P2 = =5Po = 71— 4P + 1P
2 3 4 1
Ps=—ZPo— =P1— zP2 + ZPa-

) ) 5 5

Prema tome, ako izbacimo bilo koji (jedan!) element iz S, preostali skup ¢e biti (Getvero¢lani) skup
izvodnica za P3, zato baza za Ps.

Domaca zadaca

DZ 3.15. Provjerite da je skup {(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)} baza za R* i prikaZite u
njoj proizvoljan vektor v € R*.

DZ 3.16. Nadite jednu bazu i dimenziju za (M, (C))g.

DZ 3.17. Neka je n € N. U vektorskom prostoru P, (R) svih polinoma stupnja najvise n definiramo
polinome py(t) = (2t +5)%, k = 0,1, ..., n. Provjerite je li skup S = {po,p1,...,pn} baza za P,,.

DZ 3.18. Nadite bazu i dimenziju za prostor aritmetickih nizova A.
DZ 3.19. Nadopunite skup {(1,1,0)} do baze prostora R3.
DZ 3.20. Nadopunite skup {(1,1,1,1),(1,—1,—1,—1)} do baze za R*.

DZ 3.21. Neka je {bi,...,b,} baza vektorskog prostora V, te ¢ = Y " a;b;. Odredite nuzne i
dovoljne uvjete da skup {b1,...,b,_1,c} bude baza za V.

DZ 3.22. Neka je B = {by,...,b,} bazaza V ib,. 1 = —b; —by—...—b,. Dokazite da se svaki vektor
v € V moze, i to na jedinstven nacin, prikazati u obliku v = Z?:ll Aqb;, pri ¢emu je Z’;ill A =0.
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Poglavlje 4

Potprostori
4.1 Definicija i primjeri

Ponovimo najvaznije s predavanja:

DEFINICIJA 4.1. Neka je V vektorski prostor i M C V, M # (. M je potprostor od V, oznaka
M <V, ako je M isam vektorski prostor s obzirom na iste operacije + i - uz koje je V vektorski
prostor.

Vrijedi sljedece:

Trivijalni potprostori od V su {0} i V.

Ako je M <V tada je dim M < dim V.

Ako je M <V takav da je dim M = dim V, tada je M = V.

Potprostori od R? su: {(0,0)}, pravci kroz ishodiste i R?.

Potprostori od R3 su: {(0,0,0)}, pravci kroz ishodiste, ravnine kroz ishodiste i R3.

Ako je M <V, tada je 0 € M. (Ekvivalentno: ako 0 ¢ M, tada M nije potprostor od V.)
Neka je M CV, M # (. Tada je M <V ako i samo ako vrijedi

ar+ Py e M, Va,8€F, Vr,ye M, (4.1)
odnosno, ako i samo ako je
r+ye Mare M, Vr,ye M, Vack.
Presjek (proizvoljno mnogo) potprostora od V' je takoder potprostor od V.

Unija potprostora ne mora biti potprostor.

Za svaki S C V vrijedi [S] < V. Nadalje, [S] je najmanji potprostor od V koji sadrzi skup S,
te se moze zapisati
[S]= () M.

SCM<LV

Sada prelazimo na zadatke.

41
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Zadatak 4.1. Pokazite da je skup M = {(z1, 7, 73) € R? : 1y — 25 + 13 = 0} potprostor od R?, te
mu nadite (neku) bazu i dimenziju.

RJESENJE Za provjeru da je M < R3 koristimo (4.1). Ocito je M C R®* i M # (. Neka su
(21,22, 3), (Y1, Y2, y3) € M te a, 5 € R proizvoljni. Tada za linearnu kombinaciju

(21, T2, 3) + B(Y1, Y2, y3) = (axy + By1, axy + Bya, aws + Bys)
vrijedi
(a1 + Byr) — (axg + By) + (axs + Bys) = a(rr — 22 +23) + B(yr — y2 +y3) =0,

dakle svaka linearna kombinacija dva elementa iz M je takoder element iz M. Zato je M < R3.
Odredimo sada jednu bazu i dimenziju. Za svaki (1, x9,23) € M vrijedi

($1,$2,9€3) = (9517% + $3,9€3) = (1‘17%,0) + (07$3;$3) = m1(17 170) + $3(07 1, 1)-

Vektori (1, 1,0), (0,1, 1) o¢ito pripadaju potprostoru M, razapinju ga i ¢ine linearno nezavisan skup.
Dakle, jedna baza za M je {(1,1,0),(0,1,1)} i zato je dim M = 2.

Zadatak 4.2. Je li skup M = {(21,2) € C? : z; — 225 = 0} potprostor od C*? A od C%? U oba
slucaja, ako da, nadite bazu za M.

RJESENJE Prvo provjeravamo je li M potprostor kompleksnog vektorskog prostora C2. Uzmimo
a,f € Ctez=(z1,29),w = (w,wg) € M. Sada je az + fw = (az; + fwy, azs + fwy) € M ako i
samo ako je

az) + Pwy — 20z + fwy =0

to jest,

az — 2az + Pwy, — 2Bw3 = 0,
a to opcenito ne vrijedi. Na primjer, z = (2,1) € M, alii-z = (2i,7) ¢ M.
Pogledajmo sada realni slucaj. Tada za sve «, 8 € R, z = (21, 229), w = (wy, we) € M vrijedi
azy + Bwy — 2029 + Pwy = a(z1 — 223) + B(wy — 2w3) = 0,

dakle, M < C3.
Neka je z = (21, 22) = (21 + Y1, ¥2 + iy2), gdje su 21, T2, 41,92 € R. Tada je

z2E€M & ) +iy; = 2(xy —iys) & (1 = 2m9,y1 = —2y2).
Prema tome, elementi iz M su oblika
z = (x1 +iy1, va +iy2) = (2m9 — 20ys, xo + 1y2) = 22(2, 1) + ya(—21, 1),

za neke 9,y € R. To znadi da je skup {(2, 1), (—2i,7)} skup izvodnica za M, a kako je o¢ito linearno
nezavisan, onda i baza za (realni) vektorski prostor M.

Zadatak 4.3. Dokazite da je M = {p € Py : p(1) = p(—1)} potprostor od P, te mu odredite (neku)
bazu i dimenziju?
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RJESENJE Ocito je ) # M C Py.
Uzmimo proizvoljne p,q € M te «, f € R. Tada je ap + Bq € P, i vrijedi

(ap+ Bq)(1) = ap(1) + Bq(1) = ap(=1) + fq(—1) = (ap + Bqg)(—1),

pajeiap+ 8qg € M. Stoga je M < Py.
Odredimo sada jednu bazu za M. Neka je p € M. Zapisimo ga u obliku

p(t) = at* + bt + ct* + dt +e
za neke a,b,c,d, e € R. Uvjet p(1) = p(—1) sada glasi
a+b+d+c+e=a—-b+c—d+e,
Sto se svodi na d = —b. Stoga se proizvoljni p € M moze zapisati u obliku
p(t) = at* +b(t* —t) +ct* +e.

To znaci da je skup {1, % 3 —¢t,t*}, koji je sadrzan u M, skup izvodnica za M. Kako su svi polinomi
u tom skupu razli¢itog stupnja, on je i linearno nezavisan, pa je to jedna baza za M. Slijedi da je
dim M = 4. [

Zadatak 4.4. Koji od navedenih skupova su potprostori od R"? Za one koji jesu nadite po jednu
bazu i dimenziju.

(2) A={(z1,...,20) : 7; € L,¥i}

(b) B ={(z1,...,20) : 21 = 22}

() C={(z1,...,20) : 35, v = 0}

(d) D = {(z1,...,24) : S0, 2? = 0}

) BE={(a1,....20): "y =1}
( )

(
(f) F:{xl,...,xn :in:O’Vi}

RJESENJE Prvo uo¢imo da su svi skupovi neprazni i sadrzani u R”.
(a) Koordinate elemenata iz A su cijeli brojevi, §to nece biti sa¢uvano mnozenjem realnim brojem.
Na primjer, e; jeu A, a %el nije u A. Prema tome, A nije potprostor od R".
(b) Neka su z = (z1,...,2,),y = (y1,...,Yn) € B te a, 8 € R proizvoljni. Zbog z,y € B vrijedi
r1 =229 1y = 2y, a onda je i
azry + Py = 2(axs + Bys),

Sto znaci da je ax + By € B. Slijedi B < R"™. Jedna baza je dana s
BB = {261 + €2,€3,... ,en},

pajedimB =n—1.
(¢) Neka su z = (z1,...,2,),y = (Y1,-.-,yn) € C te a, f € R proizvoljni. Zbog z,y € C vrijedi
Yo xi=01Y ",y =0. Tada imamo

n

Z(Oﬂ?i + Byi) = a2$i+5zyi =0,
i=1

i=1 =1
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paje ax + By € C, te stoga C' < R". Jedna baza je dana s
Bo={e;—e, :i=1,...,n—1},

te jedimC =n — 1.
(d) Primijetimo da je

r=(x1,...,7,) €D<:>Zx?:()<:>xi:0,v¢:1,...,n<:>x:((),...,0).
i=1

Stoga je D = {(0,...,0)} < R". Po definiciji, nulprostor nema bazu, te je dim D = 0.

(e) Skup E ne sadrzi nulvektor, pa nije potprostor od R™.

(f) Neka su x = (x1,...,2,),y = (y1,...,Yn) € F te o, B € R proizvoljni. Zbog =,y € F vrijedi
To; = 01 yg; = 0 za sve i takve da je 20 < n (dakle sve koordinate na parnim mjestima su 0), a onda
za sve takve ¢ vrijedi

Qi + Py = 0,

dakle ax + Sy € F, te je stoga F' < R".

Neka je k = [5] (ovo znaci da je k =
reF

n

n n+l
2

za parne n, te k = "

za neparne n). Tada je za svaki

k
r = (21,0,23,0,...) = Z$2j—1€2j—1;

j=1

odakle vidimo da je jedna baza za F' dana s
BF = {€2j—1 : j: 1,...,]{7},
te je dim F' = k.
Zadatak 4.5. Dokazite da je skup
M={(x1,...,2,) 101 —Xo =Ty — T3 =...=Tp_1 — Ty = Ty — T1}

potprostor vektorskog prostora R™, nadite mu neku bazu i nadopunite je do baze za R".

RJESENJE Nulvektor (0,0,...,0) pripada skupu M. (PokuSajte na¢i jos neki element ovog skupa.)
Neka je x = (21, 29, ..., x,) € M proizvoljan. Ozna¢imo s d := x; — z5. Tada iz uvjeta na vektore

u M imamo sljedeci niz jednakosti
Tl — X2 = d

Ig—l'gzd

Tpol — Ty = d
T, — T = d.
Sumiranjem svih jednakosti slijedi 0 = nd, odakle dobijemo d = 0. Stoga je

r=(x1,...,0) EM S 1y =00=--- =2,z [{(1,1,...,1)}],

pa zaklju¢ujemo da je M = [{(1,1,...,1)}] <R", te je time dobivena i jedna baza za M.
Jedna dopuna do baze za R" je dana skupom {ej,..., e, 1}. Skup

n
€1,...,6n_1, E €;
Jj=1
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je linearno nezavisan: prvih n—1 vektora je podskup kanonske baze, pa ¢ine linearno nezavisan skup,
dok se posljednji ne moze prikazati kao linearna kombinacija jer svi vektori eq,...,e,_1, pa onda i
sve njihove linearne kombinacije, na posljednjoj koordinati imaju 0.

Zadatak 4.6. Neka je V realni ili kompleksni vektorski prostor dimenzije barem 3. Dokazite da V'
sadrzi beskonacno mnogo potprostora dimenzije 2.

Prije nego $to rijesimo ovaj zadatak, pogledajmo poseban slucaj V = R3. Dvodimenzionalni
potprostori od R3 su ravnine kroz ishodiste. Tvrdnja u ovom posebnom slucaju kaZe da postoji
beskona¢no mnogo ravnina kroz ishodiste, sto je ocito to¢no. Mozemo, na primjer uzeti ravninu koja
je odredena tockama (0,0,0),(1,0,0), (0,1, k) za svaki k£ € N (mozemo zamisljati kao da smo krenuli
od xy-ravnine koju smo onda rotirali oko z-osi).

RJESENJE Kako je n:=dim V' > 3 postoji linearno nezavisan skup {b1, b2, b3} u V' (podskup baze).
Za svaki k € N definiramo potprostore M} s

Mk = [{bl, b2 + k‘bg}]
Za svaki k € N je dim M, = 2. Zaista, skup {b1, ba, b3} je linearno nezavisan, i zato
Oéb1+ﬁ<62+kb3) :0=>abl+ﬁb2+kﬂb5:0=>a:B:O,

dakle, {b1,bs + kbs} je baza za M.
Jos treba pokazati da, ako je k # m, tada je My # M,,. Dovoljno je pokazati da, ako je k # m,
tada
bg + k?bg é Mm = [{bl, bz + mbg}]

U suprotnom bi postojali «, 3 takvi da je
b2 + kbg = Oébl + ﬁ(bg + mbg),

odnosno

Kako je {b1, b2, b3} linearno nezavisan skup, slijedi « = 0, § —1 = 01 mf — k = 0, odakle je
k = m, suprotno pretpostavci. Prema tome, za razli¢ite k dobivamo razli¢ite potprostore, pa ih ima
beskona¢no mnogo.

Svaki linearno nezavisan skup u kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V' moze se nado-
puniti do baze za V. Posebno, ako je M <V, tada se svaka baza za M moze nadopuniti do baze za
V. No, to ne znaci da svaka baza za V u sebi sadrzi bazu za M. Na primjer, ako je V = R3 i M
neka ravnina kroz ishodiste, tada postoji baza za V3(0) ¢iji niti jedan element ne lezi u ravnini M.
Vrijedi i opéenito.

Zadatak 4.7. Neka je V' kona¢nodimenzionalni vektorski prostor, te M <V, M # {0}, V. Pokazite
da postoji baza za V' ¢iji niti jedan ¢lan ne lezi u M.
RJESENJE Neka je B = {ay,...,a;} jedna baza za M, pri ¢emu je 1 < k < n = dim V. Nadopunimo
je do baze {ay,...,ax, axi1,...,a,} za V. Sada ovu bazu modificiramo tako da prvih k vektora (koji
pripadaju M), promijenimo tako da vise ne budu u M, ali da se linearna nezavisnost skupa ne narusi.
Pogledajmo skup

C={ay+an,...ap + ap, Qpy1,- .., 0}

Uoc¢imo da nijedan od vektora ay,1,...,a, ne lezi u M (tada bi skup B bio linearno zavisan).
Takoder, nijedan od vektora a; + ay, ..., a; + a, ne lezi u M (tada bi i a,, bio u M). Nadalje, iz

aj(ay + ap) + az(as + ay) + ... + aglar + an) + agp10k41 + - .. + apa, =0
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slijedi
ajay + aeag + ...+ agag + apiaper + ..o+ (@ .o+ ap +ag)a, =0,

a kako je B linearno nezavisan skup, svi koeficijenti u ovom rastavu, a onda i svi «;, su jednaki 0.
Dakle, C' je baza za V i ima trazeno svojstvo.

Domaca zadaca

DZ 4.1. Dokazite da je M = {(x1, 2,23, 74) € R* : 2y — 29 = 0,2, + 23 — 224 = 0} potprostor od
R%, nadite mu jednu bazu i dimenziju.

DZ 4.2. U R* su dani vektori a; = (1,1,2,2), by = (1,0,0,1), as = (2,1,2,3), by = (0,1,2,1). Neka
je M1 = [{(Il,bl}], M2 = [{ag,bg}]. Dokazite da je M1 = MQ.

RJESENJE Jasno je da zapravo imamo baze za My, M,. Zato je dim M; = dim M = 2 pa je dovoljno
vidjeti da je My C My (ili My € My). Dovoljno je, dalje, vidjeti as, by € M; jer My kao vektorski
prostor tada mora sadrzavati i sve njihove linearne kombinacije. Sada se izra¢una da je ay = a; + by,
b2 = a1 — bl.

DZ 4.3. Neka su oy, ...,a,, 8 € R. Koje uvjete moraju zadovoljavati ovi brojevi da bi skup M =
{(z1,...,2,) : > ayx; = B} bio vektorski prostor?

DZ 4.4. Neka je

M = {(x1, 72,73, 4) ER419€1—$2+m3+x4:O,x1 — 2wy — x4 =0} < R*.

Odredite jednu bazu i dimenziju za M.

DZ 4.5. Neka su L, U, D redom skupovi svih donjotrokutastih, gornjotrokutastih, dijagonalnih ma-
trica u M,,. Dokazite da su to potprostori od M,,, te im nadite po jednu bazu i odredite dimenzije.

DZ 4.6. Dokazite da su skupovi X = {4 € M, : AT =A}iY = {A e M, : AT = — A} potprostori
od M, nadite im po jednu bazu i dimenziju.

DZ 4.7. Neka je M = {p € P5 : p(5) = 0} < P5. Odredite neku bazu za M, te ju nadopunite do
baze za Ps.

DZ 4.8. Neka je V realni ili kompleksni vektorski prostor dimenzije n > 2. Dokazite da za svaki
1 <k <n—1 postoji beskonac¢no potprostora od V' dimenzije k.

DZ 4.9. Pokazite da je skup
M ={(z1,...,Ton_1,%2n) : Ta =Ty = ... = Top}
potprostor od R?"*, odredite mu neku bazu i dimenziju.
RJESENJE Za proizvoljne x = (x1,...,%2,),y = (Y1, ..., Yon) € M te o, € R vrijedi
axg + fip = ary + Pys = -+ = aZap + Byon

pa je ax + Sy € M. Dakle, M < R*",
Neka je © = (1, %9, T3, X4, . . ., Top_1, Top) € M. Oznadimo A := xy = x4 = ... = To,. Tada je

€T = (x17 )\7‘%37 >\a <oy Ton—1, )‘) = Zx%—le%—l + >\(07 17 07 1a s 707 1) = ZxZi—leﬂ—l + )\Z €2;.
=1 =1

=1

Slijedi da je skup {eq,es,e5,...,€,1, Z?:l es;} skup izvodnica za M. Lako se vidi da je i linearno
nezavisan, dakle, baza za M. Sada je dim M =n + 1.
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DZ 4.10. Pokazite da je skup

M: {(Il,...,l’zn,l‘gn+1)2$2 =Ty = ... :xQn}

potprostor od R?"*! odredite mu neku bazu i dimenziju.

4.2 Suma i presjek potprostora

Ponovimo najvaznije s predavanja.

DEFINICIJA 4.2. Neka je V' konacnodimenzionalni vektorski prostor. Za L, M <V definira se suma
potprostora L i M kao najmanji potprostor od V koji sadrzi i M i L, dakle,

L+ M=I[LUM].
Kazemo da je suma direktna ako je L N M = {0} i tada pisemo L + M.
Teorem 4.3. Neka su L, M < V.
(a) Svaki vektor iz L + M se moZe zapisati kao zbroj a + b, gdje je a € L i b € M, to jest, vrijedi

L+M={a+b:aecLbe M}.

(b) Rastav x = a+ b vektora x € L + M je jedinstven ako i samo ako je suma direktna.
(¢) dim(L+ M) =dim L+ dim M —dim LN M.
(d) LN M = {0} & dim(L + M) = dim L + dim M.

U zadacima ¢emo Cesto koristiti sljedeée tvrdnje (koje su dokazane na predavanjima).

Neka su By, = {ay,...,a;} i Byy = {b1,...,b,} redom baze za L i M.
e By U By, je skup izvodnica za L + M.
e Ako je LN M = {0}, tada je B, U By baza za L+ M.

e Ako je LN M # {0}, tada je skup By, U By, linearno zavisan skup izvodnica za L+ M i postoje
biys ..., by, € By takvi da je (Bp U Byy) \ {biy,...,b; } baza za L + M.

Ako je k =m tada je LN M = M (slucaj kada izbacimo sve b—ove).

Ako je k < m, tada izbacene vektore b;,,...,b;, prikazemo kao
b, =e-+ fr, r=1,...,k,
gdjesue, € Lif, e M,r=1,... k Tada je skup {ey,...,ex} baza za LN M.

Sada prelazimo na zadatke.

Zadatak 4.8. Neka je P3 prostor svih polinoma stupnja manjeg ili jednakog 3, te neka su
M={pePs:p(l)=0}, L={pePs:p(2)=0}

njegovi potprostori. Odredite po jednu bazu za M, L, M N Li M+ L.
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RJESENJE Vidimo da je p € M ako i samo ako je oblika
p(t) = (t —1)(at* + bt +¢) za neke a,b,c € R.

Stoga je jedna baza za M dana s

By = {t*(t —1),t(t — 1), (t — 1)}.
Analogno vidimo da je jedna baza za L dana s

Bp = {t*(t — 2),t(t — 2), (t — 2)}.
Nadalje, presjek M N L je dan s

MNL={peP;:p(l) =p(2) =0},
pa vidimo da je
peEMNL < p(t)=(t—1)(t —2)(at +b) zaneke a,b € R.
Stoga je jedna baza za M N L dana s
By ={tt—1)(t—2),(t—1)(t—2)}.

Kako je dim M = dim L = 3 te dim(L N M) = 2, slijedi da je dim(M + L) =3+ 3 —2 = 4 = dim P;,
pa zakljuéujemo M + L = P;s.

Zadatak 4.9. Neka su a; = (1,0,1), as = (1,2,1) i by = (1,0,0), bs = (0,0,1), te L = [{ay,a2}] i
M = [{by, by }] potprostori od R®. Odredite baze za L + M i LN M.

RJESENJE Skup {(1,0,1),(1,2,1),(1,0,0),(0,0,1)} je linearno zavisan jer sadrzi 4 vektora u trodi-
menzionalnom prostoru. Lako vidimo da je {ay, as, by } linearno nezavisan, zato i baza za M + L. Sad
preostaje izbaceni vektor by prikazati u toj bazi i uzeti mu L-komponentu. Iz by = aya; + asas + Bby,
odnosno

(0,0,1) = a1(1,0,1) + ao(1,2, 1) + B(1,0,0)
dobijemo a; =1, apy =0, § = —1 pa vektor
ajay + agas =1-(1,0,1)4+0-(1,2,1) = (1,0, 1)
¢ini bazu za L N M.

Zadatak 4.10. Neka su L i M potprostori od R* zadani svojim bazama

Br ={(1,-1,0,2),(3,—1,-3,1),(2,-1,-1,2)},
By ={(1,2,-1,-2),(1,-2,-3,4),(-1,—-1,3,—1)}.

Odredite po jednu bazu za L+ M i L N M.
RJESENJE Skup

B, UBy ={(1,-1,0,2),(3,-1,-3,1), (2, —-1,-1,2),(1,2, -1, -2), (1, -2, -3, 4), (-1, 1,3, —1)}

je skup izvodnica za L 4+ M. Kako on sadrzi Sest elemenata u R* on je linearno zavisan, te ga
reduciramo do baze za L + M. Kreé¢emo od prvog vektora iz Bj;, dakle, provjeravamo moze li se
vektor (1,2, —1, —2) prikazati kao linearna kombinacija svojih prethodnika. Iz

(1,2,-1,-2) = a(1,-1,0,2) + B(3,—1,-3,1) + v(2, -1, -1, 2),
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dobijemo sustav

a + 38 + 27y = 1
—a — [ = 5 = 2

-3 - 7= -1
20 + B + 2y = -2

¢ije rjeSenje je « = =7, f = —2, v = 7. Stoga b; izbacujemo, a posebno i vidimo da je ve¢ by € LN M
(jer je linearna kombinacija vektora baze za L), dakle to je jedan element baze za L N M.

Sada provjeravamo moze li se vektor (1,2, —3,4) prikazati kao linearna kombinacija svojih pret-
hodnika (u skupu (B, U By) \ {(1,2,—1,—2)}). Dobijemo da jednadzba

(1,-2,-3,4) = (1,-1,0,2) + 5(3,—1,-3,1) + v(2,-1,—1,2)
nema rjeSenja, pa ovaj vektor ne izbacujemo. Ovime smo dobili da je ¢etveroclani skup
{(1,-1,0,2),(3,—-1,-3,1),(2,-1,-1,2),(1,-2,-3,4) }

linearno nezavisan podskup skupa izvodnica za L + M, odakle je L + M = R*, te je ovo jedna baza
za L + M (naravno, moZemo ovdje navesti i kanonsku bazu za R*).
Prikazimo jos posljednji vektor pomoc¢u ove baze za L + M: dobijemo

(=1,-1,3,-1) = 9(1,—1,0,2) + 3(3, =1, -3,1) — 9(2, =1, —1,2) — (1, =2, —3,4),

pa je 9(1,—1,0,2) + 3(3,-1,-3,1) — 9(2,—1,—1,2) = (0,-3,0,3) drugi element baze za L N M.
Stoga je jedna baza za presjek dana s

BLQM = {(Oa _3707 3)7 (1727 _17 _2)}

Domaca zadaca

DZ 4.11. Neka su a; = (1,1,1,1), ap = (1,1,-1,-1), a3 = (1,—1,1,—-1), te by = (1,—-1,—-1,1),
by = (2,-2,0,0), by = (3,—1,1,1), te L = [{ai,as,a3}] i M = [{b1,by,b3}] potprostori od R%.
Odredite baze za L+ M i LN M.

DZ 4.12. Za svaki a € R definiran je potprostor vektorskog prostora Ps kao

M, ={p € Ps:p(a) =0}.

Odredite neku bazu potprostora (M; N My) + Ms.
DZ 4.13. Neka je V' vektorski prostor, te M, L, K < V. Pokazite da je

(MNL)+(MNK)<Mn(L+K).

Vrijedi li jednakost?

RJESENJE Akojexz € (MNL)+(MNK), ondaima oblik x = a+0b, gdjesua e MNL,be MNK.
Ocito je a +b € M (jer su oba iz M, a M je potprostor), takoder je a +b € L + K (jer je a € L,
be K). Daklejea+be M N (L+ K).

Jednakost opéenito ne vrijedi. Uzmimo u V = R? te M = [(1,1)], L = [(1,0)] i K = [(0,1)].
Sad e MNL = MNK = {0}, dok je M N (L + K) = MNR? = M. (Drugim rije¢ima, za
M, L, K smo uzeli tri razli¢ita pravca kroz ishodiste. Tada je (M N L) + (M N K) = {(0,0)}, dok je
MN(L+K)=MOR?= M # {(0,0)}. O
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DZ 4.14. Neka je V' vektorski prostor dimenzije n i neka su L i M njegovi potprostori dimenzije
n—1takvida L Z M i M ¢ L. Odredite dim(L N M).

DZ 4.15. Zadani su potprostori X, Y, Z vektorskog prostora Ps s

X = [{a:3+x2+3:v+2, 2% — 2?4+ 1, x3—x2—x}],
Y =[{(z+1)° (z+1)*}]
Z={pePs: plx)=—p(—x),Vr € R}.

Odredite neku bazu prostora (X +Y)N Z.

4.3 Direktni komplement

DEFINICIJA 4.4. Neka je L < V. Ako je M <V takav da je L + M =V, kaze se da je M direktni
komplement od L u V.

Ponovimo s predavanja:
e Ako je M direktni komplement od L u V, tada je i L direktni komplement od M u V.
e VVi{0} su jedan drugom direktni komplementi u V.

e Direktni komplement opéenito nije jedinstven. Na primjer, ako u R? uzmemo za M xy-ravninu,
tada je svaki pravac kroz ishodiste koji ne leZi u toj ravnini njezin direktni komplement u R3.
(Zbog nejedinstvenosti direktnog komplementa nije korektna oznaka V — M.)

e Neka je V' kona¢nodimenzionalni vektorski prostor i L < V. Ako je {by,...,b;y} baza za L, te
{b1, ..., bk, bgs1,-..,b,} neko njeno prosirenje do baze za V', tada je prostor

{Okr1s-- -5 b}l

jedan direktni komplement od L.

Zadatak 4.11. Pokazite da je skup
M = {(x1, 29,73, 74) € RY: 2y —a5 — 24 = 0,09 — x5 + 204 = 0}

potprostor od R*, te mu nadite neki direktni komplement u R*.
RJESENJE Vrijedi da je x € M ako i samo ako je

T = (%1, T, T3, Tg) = (T3 + T4, T3 — 224, T3, 24) = 23 (1,1,1,0) 424 (1,—-2,0,1),
—_ 7b

dakle M = [{a,b}], pa je M < R* i skup {a,b} je jedna baza za M. Sada ¢emo je dopuniti
(elementima kanonske baze) do baze za R*. Lako provjerimo da je skup {a,b, e, es} jedna takva
baza. Prema tome, jedan direktni komplement je

L= [{61,62}] = {(%1,1’2,0,0) c R4 X1, T2 c R}

Zadatak 4.12. Neka je M prostor svih dijagonalnih matrica reda 3. Odredite po jedan direktni
komplement potprostora M u V', ako je
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(a) V = M3
(b) V prostor svih simetri¢nih matrica reda 3
(c) V prostor svih gornjotrokutastih matrica reda 3 .

RJESENJE Jedna baza za M je dana s {E; : ¢ = 1,2,3}. U svakom od podzadataka je tada samo
potrebno pronac¢i dopunu do (neke) baze odgovarajuéeg prostora. Redom imamo da su primjeri
direktnih komplemenata dani s:

(a) L=[{Ey : 1<4,j <3,i# j}]
() L=[{E; : 1<i<j<3}.

Zadatak 4.13. U vektorskom prostoru Ps dani su potprostori
M={pePs;: p(l—=z)=plx+1),VeeR}
N={pePs: p(—z)=—p(x),Vzr € R}.

Dokazite da je N direktni komplement od M, te odredite rastav proizvoljnog polinoma iz Ps s obzirom
na rastav P = M+N.

RJESENJE Neka je p(z) = ax® + ba® + cx + d € Ps. Tada je p € M ako i samo ako za sve z € R
vrijedi

a(l =2 +b(1 —2)*+c(l—2)+d=a(x+1)*+blx+1)? +c(z+1)+d.
Izjednac¢avanjem koeficijenata uz 1, z, 22, 2® dobijemo a = 0, ¢ = —2b. Dakle,

p(z) = b(z? — 2x) + d.

To znadi da je {x? — 2x,1} baza za M, te je dim M = 2.
Uzmimo sada da je p € M N N. Tada je p(x) = b(x* — 2z) + d za neke b,d € R, te za sve x € R
vrijedi p(—z) = —p(z) odnosno

b(a® + 27) + d = —b(z? — 2z) — d.

Odavde je b = d = 0, dakle p = 0. To pokazuje da je M N N = {0}. Jos treba vidjeti da je
P3 = M + N. Raspisivanjem uvjeta kojim je N odreden dobijemo da je {z3 x} baza za N. Sada je

dim(M+N) = dim M +dim N =2+ 2 = 4 = dim Ps,

pa kako je M+N < Ps, mora biti M+N = Ps.
Neka je p(x) = ax® + bx?® + cx + d. Prikazimo taj polinom u bazi za P koja je dobivena kao unija
baza od M i N, npr. takva je baza {2? — 2x,1,23, z}:

az® + bx® + cx +d = a(z® — 2z) + B + y® + dx.
Izjednacavanjem koeficijenata dobiva se a« = b, § =d, v = a, d = ¢ + 2b, pa za polinome

pi(r) = a(2® —2z2) + B=b(z* —22)+d e M
po(z) = 72 + 6 = az® + (c + 2b)x € N

vrijedi p = p1 + po.
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Zadatak 4.14. Neka je M = {(x1,...,2,) € R": > " 2, =0} <R™

(a) Dokazite da je L = {(x1,...,2,) € R" : 2; = x;,Vi, j} direktni komplement od M u R™.
(b) Nadite jedinstveni rastav elementa (1,2, 3,...,n) s obzirom na rastav R" = L 4 M.

(c) Nadite jedinstveni rastav elementa (1, 2,3, ...,,) s obzirom na rastav R* = L + M.
(d) Nadite jos neki direktni komplement od M u R".

RJESENJE (a) Vrijedi da je x € M ako i samo ako je

r=(21,.. ., Tp1,%n) = (T1,. .., Tp_1,—T1 — ... — Tp_1)
= 21(1,0,...,0,—1) + 25(0,1,0,...,0,—1) + ...+ 2,_1(0,0,...,1,—1).

Baza za M je {(1,0,...,0,-1),(0,1,0,...,0,—1),...,(0,0,...,1,—=1)} i dim M = n — 1. Nadalje,
vrijedi da je x € L ako i samo ako je

x=(x1,T9,...,2,) = (x1,21,...,21) = 21(1,1,...,1)

paje {(1,1,...,1)} bazaza L, a dim L = 1.

Dokazimo da je L + M = R". Vrijedi da je z € L N M ako i samo ako je 11 = 29 = ... = 1, 1
Sor,x; =0. Dakle, nz; = 0 pa je 1 = 29 = ... = 2, = 0. To znadi da je LN M = {0}, a kako je
dim(L 4+ M) =dim L + dim M = n = dimR", onda je L + M = R™.

(c¢) Uzmimo bazu za R™ koja se sastoji od unije baza za M i L dobivenih u (a) dijelu:

n
B:BMUBL:{61—6n7€2—€n,...,6n_1—6n, g ej}.
=1

Neka je x = (x1,...,2,) € R". Trazimo a,...,q, € R takve da je
n—1 n
xr = Zozj(ej —en)+anZej.
=1 =1
TNr TL

Tada je pripadni rastav dan upravo u obliku x = x); + x;, kao gore. Izjednacavanjem koeficijenata
uz pojedini kanonski vektor dobijemo sustav

(

a1 + oy, = I
Q9 + Qi = X9
1+ O = Tp-1
n—1
[ On — Zj:l Q; = Tn.

Sumiranjem svih jednakosti u sustavu slijedi

1 n
Qp = — j )
w2
7j=1
pa uvrstavanjem u svaku prethodnu jednadzbu dobijemo i

1 n
aj:xj_ﬁzmk’ jzl,,n—l
k=1
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Dakle, kona¢no dobivamo

n—1 n n n
1 1
Ty = (xj - :vk) (ej —en), rp = (5 E a:j> E e;.
1 j=1 j=1

k=

(b) je samo poseban slucaj (c) dijela.
(d) Lako se vidi da je K = [{e;}] jedan direktni komplement od M koji je ocito razli¢it od L. O

Domaca zadaca

DZ 4.16. Neka je M = {(x, 29, 23,74) € R* : 1 + 29 + 23 + 14 = 0,29 — 23 + 14 = 0} potprostor
od R*. Nadite direktni komplement od M u R*.

DZ 4.17. Neka je M = {(z1,22,23) € C* : 21 + 25 + 23 = 0} potprostor od C?. Nadite direktni
komplement od M u (a) C? (b) (C?)g.

DZ 4.18. Neka je M prostor svih matrica reda 4 takvih da je a;; = 0 za @ > j. Odredite po jedan
direktni komplement potprostora M u V', ako je

(a) V= M4
(b) V prostor svih gornjotrokutastih matrica reda 4

(c) V prostor svih matrica reda 4 koje na dijagonali imaju sve nule.

DZ 4.19. Neka je dimV = n, te neka su M i L netrivijalni potprostori od V takvi da je dim M =
dim L. Dokazite da postoji zajednicki direktni komplement od M i L u V.

RJESENJE Postupimo kao kod dokaza teorema o dimenziji sume.
Neka je {ay, ..., ax} bazaza MNL. Nadopunimo je do bazaza M i L: By = {ay,...,ax,b1,..., b},
Brp ={ai,...,ax,c1,...,¢}. Zbog dim L = dim M oba skupa smo nadopunili istim brojem vektora.
Iz dokaza spomenutog teorema znamo da je {as, ..., ax, b1,...,b.,c1,...,¢.} baza za M+ L. Ovu
bazu nadopunimo do baze za V: B = {ay,...,ax,b1,..., b c1,...,¢,01,...,0s}. UoCimo da je
dimM =dimL =k+r,dimV =k +r +r + s pa trazeni komplement ima dimenziju r + s.
Tvrdimo da za N = [{by + ¢1,b + o, ..., by + Cryv1, ... 05 vrijedi M+ N=V, L+ N=1V.
Prvo provjerimo da je M NN = {0} = LN N. Uzmimo z € M N N. Tada je

k T r s
T = Zaiai + Zﬁzbz = Z%(bi +¢) + 251‘%’-
i=1 i=1 i=1 i=1

Zbog nezavisnosti elemenata baze B slijedi a; = 0, 5; = 0, v; = 0, 6; = 0, Vi. Dakle, x = 0. Analogno
se dobije LN N = {0}.

Sli¢no se provjeri da je {ai,...,ag, b1,..., b, by +c1, .., b.+cp v1, ..., 0} baza za V' (nezavisnost
dobijemo kao gore, a kardinalitet je pravi). Dakle, dobili smo direktni komplement za M. Argument
za L je isti. ([l

4.4 Linearne mnogostrukosti

DEFINICIJA 4.5. Neka je V' vektorski prostor, xg € V i M < V. Linearna mnogostrukost u V' u
smjeru potprostora M (s predstavnikom /reprezentatom x) je skup

xo+ M ={xg+m:me M}.
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Vrijedi sljedece:
e Predstavnik mnogostrukosti nije jedinstven. Vrijedi: x4+ M =yg+ M < 29 — yo € M.

e Posebno xo+ M = M < x5 € M, odakle slijedi da je svaki element iz linearne mnogostrukosti
njezin predstavnik.

e Linearne mnogostrukosti u ravnini R? su tocke (tj. jednoclani skupovi), pravci i R?.
e Linearne mnogostrukosti u prostoru R? su tocke (tj. jedno¢lani skupovi), pravci, ravnine i R3.

Zadatak 4.15. Je li skup A = {(z,y,2) € R®: x + y + 2z = 1} linearna mnogostrukost u R?*? Ako
da, napisite ju u obliku (x¢, vo, 20) + M, gdje je M potprostor od R3.
RJESENJE Vidimo da se A moze zapisati kao

A={(z,y,—x —y+1) : z,y € R}
={z(1,0,-1) +y(0,1,—1) + (0,0,1) : =,y € R}
- (0’07 1) + [{(1707 _1)7 (07 L, _1>}]7

pa vidimo da je A = xq + M, gdje je M = [{(1,0,—1),(0,1,—1)}] i o = (0,0,1).
Alternativno, mozemo ovako

A={(r,y,2) eER’ :x+y+2=1}
={(1,0,0) + (z,y,2) v +y+2=0,2,y, 2 € R}
= (1,0,0) + {(z,y,2) € R® : x +y + 2 = 0},

Dakle, M = {(x,y,2) € R®: z+y+2 = 0}, §to je drugi zapis za prostor M = [{(1,0,—1), (0,1, —1)}].
Sada smo dobili drugog predstavnika, ali sjetimo se da on nije jedinstven (svaki element mnogostru-
kosti njezin predstavnik).

Zadatak 4.16. Je li skup B = {p € P3: p(1) = 1,p(0) = 0} linearna mnogostrukost u P37 Ako da,
napisite ju u obliku pg + M, gdje je M potprostor od Ps.
RJESENJE Neka je q(t) =ti M ={p € Ps:p(1) =0,p(0) =0}. Tada je ¢ € Bi M < P3. Nadalje,

peEB&sp—qgqeMespeq+ M

dakle, B=q+ M.

Zadatak 4.17. Je li skup C = {(z,y, 2) € R® : 2% + y* + 22 = 1} linearna mnogostrukost u R3?

RJESENJE S obzirom na to da smo veé naveli kako izgledaju linearne mnogostrukosti u R?, odgovor
je ne. Pokazimo to i direktnim racunom.

Pretpostavimo da se C' moze zapisati u obliku C' = v+ M za neki v € R?* i M < R3. Tada razlika
proizvoljna dva elementa iz C' mora pripadati potprostoru M. 1z toga slijedi

(2,0,0) = (1,0,0) — (—1,0,0) € M
(0,2,0) = (0,1,0) — (0, —1,0) € M
(0,0,2) = (0,0,1) — (0,0, —1) € M.

Medutim, tada je M = R? aondai C = v+ M = R3, §to o¢ito ne vrijedi. Dakle, pretpostavka je
pogresna, odnosno C' nije linearna mnogostrukost.
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Zadatak 4.18. Neka je V' vektorski prostor, M <V ixzg € V\ M. Ako je {by,...,bx} baza za M,

tada je {xg,b1,...,b;} baza za linearnu ljusku [zo + M]. Posebno,
k
[IEO + M} = {CY()[IZ'[) -+ Zalbl g, 01, ..., O € F} = [mo] + M.
i=1

RJESENJE Neka je x € [xg + M]. Tada je x linearna kombinacija elemenata iz xy + M, na primjer
x = a1(xo +my) + as(zo +me) + ... + a(zo +my)

zanekil € N, aq,...,a; € F te my,...,my € M. Kako je {by,...,b;} baza za M, dobijemo da, za
neke By, B, ..., Bx € F, vrijedi

x = Poxo + Biby + Boba + ... 4 Biby.

Stoga je [zg + M| < [{xo, b1, ..., bi}].
S druge strane imamo prvo
To=x0+0€E [Io‘f“M],

a zatim i
bj:(afo—l—bj)— X0 €[$0+M], jzl,...,k‘,
—— ~
Exo+M €[zo+M]
pa je [xo + M] = [xo] + M.
Pokazimo jos da je navedeni skup zaista i baza. Neka je

Bowo + P1b1 + Baba + ... + Brby = 0.

Ako je By # 0, tada

5 o B
rg=——by — =—by— ... — =y,
ok R fo "
dakle zy € M, sto nije. Zato mora biti gy = 0, a onda imamo [1b; + Bobs + ... + Bpbr = 0, odakle
slijedi 1 = ... = B = 0. Time smo dokazali da je skup {zo, b1, ...,bx} baza za [xvq + M].

Zadatak 4.19. Odredite bazu za [S] ako je S = {(z,y,2) e R®: z +y — z = 1}.
RJESENJE Ako je M = {(z,y,2) € R®: z +y — 2z = 0}, tada je

S =(1,0,0) + M = (1,0,0) +[(1,0,1),(0,1,1)],

pa je skup {(1,0,0),(1,0,1),(0,1,1)} baza za [S].

Domaca zadaca

a b

DZ 4.20. Pokazite da je skup C' = { {0 1

odredite bazu za [C].
DZ 4.21. Je li skup C' = {(z,y,2) € R* : x + y + z = 0} linearna mnogostrukost u R*?

} NS IF} linearna mnogostrukost u Ms(FF). Nadalje,
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