LINEARNA ALGEBRA 2
Prvi ispitni rok - 15. lipnja 2026.

|ZADATAK 1]

Neka je operator T' € L(M;3(R)) zadan formulom
T(X): =X+ X"+ (Tr X)Iy, X € My(R).
(a) (8 bodova) Odredite po jednu bazu za sliku i jezgru operatora 7.
(b) (4 boda) Odredite matri¢ni prikaz od 7' u kanonskoj bazi za M(R).

(c¢) (8 bodova) Moze li se T' dijagonalizirati u ortonormiranoj bazi za My(R)? Ako da,
odredite neku takvu bazu.

RjesSenje:
(a) Dobijemo
T({a b}) B [3a+d b—}-c}
c dl) Lb+c a+3dl"°
Odavde se dobije da je kerT' prostor antisimetri¢nih matrica, s bazom {{_01 (1)} }, a

. o ) 1 0 (0 1] |0 O
Im T prostor simetri¢nih matrica, s bazom {{O O} , [1 O} , {0 J}

(b) Imamo

T(Ey1) = 3E1; + B, T(Ey2) =T (Ey) = Eia+ Eg, T(Ey) = Eyy + 3E5
pa je matri¢ni prikaz od T' u kanonskoj bazi (e) = {E11, E1a, Eo1, Eos} dan s
3 0 01
0110
Tle)=1p 1 1 0
1 00 3

(¢) Matrica T'(e) je hermitska, a baza (e) je ortonormirana pa zaklju¢ujemo da je T hermitski
operator. Stoga se dijagonalizira u nekoj ortonormiranoj bazi. Imamo

kr(X) = det(T'(e) — Aly)

3—A 0 0 1
0 1—A 1 0
0 1 1—A 0
1 0 0 3-2A

3—A 1 1—A 1
1 1—A

=((A=3)=1)((A—1)" = 1)

=M\ —2)*(\—4)




pa slijedi o(7T") = {0,2,4}. Za svojstvene potprostore dobivamo

wo-[{s Y. o= [ 2L B vl 1))

Stoga slijedi da je

D=17b 17b S50 o 5 o)
- LWalo 1ryallo -1ya Il 0l ya -1 0
ortonormirana baza za Ms(R) takva da je matri¢ni prikaz operatora T' u toj bazi

T(f) = diag(4,2,2,0).



|ZADATAK 2|

(a) (7 bodova) Na realnom vektorskom prostoru P, promotrimo bazu (f) = {fi, f2, f3}
zadanu s

Odredite dualnu bazu (f*) = {f7, fs, f3} baze (f).

(b) (13 bodova) Za linearan funkcional g € P; dan s g(p) = 2p(0) — 3p(1) odredite njegov
zapis u bazi (f*) iz (a) dijela zadatka te njegovog reprezentanta ako je skalarni produkt
na P, dan s

{p,q) = p(=1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)g(1),  p,q € Pa.
RjesSenje:
(a) Oznacimo s (e) = {ey, €9, e3} = {1,1,t*} kanonsku bazu za P,. Imamo

-1 0
1 -1
0 1

9

111 1
Ile,f)=10 1 1| = I(f,e)= |0
0 01 0

odakle ocitavamo
fila+bt+c®) =a—0b, fila+bt+c®) =b—c, fila+bt+c%) =c

(b) Prvo imamo da je

9=g(f)fT +9(f2)fs +9(fs)fs = =i —4f; = 7fs.

Neka je sada 7(t) = a + bt + ct* € P, reprezentant od ¢ uz dani skalarni produkt. Tada
r, odnosno a, b, c dobijemo rjeSavanjem sustava

(fr,r) =g(f1)
<f2;7“> = 9( 2)
(f3,7) = g(f3),

odakle slijedi

3.7
t)=2— =t — —t%
r(t) 5t 5



|ZADATAK 3|

Zadano je preslikavanje [+, -] : R3 x R® — R sa
[(21, w2, 3), (Y1, Y2, y3)] = B(z1y1 + T2y2) + 2(x3y5 + T1y2 + T2y1).
(a) (6 bodova) Dokazite da je [+, -] skalarni produkt na R3.

(b) (6 bodova) Ako su z,y, z € R? linearno zavisni vektori takvi da je
[v, 2] =1, [y,y] =2, [2,9] =0, [1,2] = 2, [2,2] =5,
odredite [y, z].
(c) (8 bodova) Ortonormirajte kanonsku bazu za R? s obzirom na skalarni produkt [-, -].
RjesSenje:
(a) Kako je
[z, 7] = 323 + 325 + 203 + dx129 = 2(wy + 32)? + 2% + 25 + 222,

vidimo da je [x,z] > 0, za svaki x € R3, a [z, 2] = 0 ako i samo ako

Sto je ekvivalentno s x; = x9 = x3 = 0. Ostala svojstva se lagano provjere.
(b) Kako su vektori linearno zavisni, Gramova determinanta je jednaka 0, tj.

1 0 2
0 2 [y,2]|=0,
2 [y2] 5
pa se dobije [y, 2] = £v/2.
Alternativno, kako su x i y razli¢iti od 0 i ortogonalni, oni su linearno nezavisni. Sada

iz linearne zavisnosti x, y, 2z slijedi da mora biti z = azx + fy. Imamo:

2 =[z,z] =alz,z] + Bz, y] = «

5=z,2] = &®x, 2] + B[y, y] = 4 + 267,
paje B = i%. Slijedi da je

v, 2] = Bly. y] = £V2.

(¢) Prva dva vektora su
1 1
:_17070a :__273a07

a mozemo lako uo¢iti da je (0,0, 1) ortogonalan na e; i e, pa onda i na ova dva vektora,
dakle njega treba samo normirati. Slijedi da je f3 = \%(O, 0,1).



|ZADATAK 4|

U unitarnom prostoru R? sa standardnim skalarnim produktom dan je linearan operator A
svojim djelovanjem na bazi

A(1,1,1,1) = (0,0,0,0),
A(1,0,0,0) = (1,1,0,2),
A(0,1,0,0) = (1,0,1,3),
A(0,1,1,0) = (0,—1,1,1).

(a) (8 bodova) Odredite A*(zy,xs,z3,74) za proizvoljan (x1, T, r3, 74) € R
(b) (6 bodova) Neka je B € L(R*) takav da je Im A* = Im B. Odredite Ker B*.
(c) (6 bodova) Neka je C € L(R?* R?) takav da vrijedi C(1,0) = A*(1,0,0,0) i C(0,1) =

A*(0,1,0,0) te d = (1,0,0,1). Odredite, u smislu najmanjih kvadrata, rjesenje jed-
nadzbe Cz = d.

RjesSenje:
(a) Iz danih podataka lako vidimo da je
Ae; = (1,1,0,2)
Aey = (1,0,1,3)
Aes = A(0,1,1,0) — Aey = (—1,—1,0,2)
A€4 = A(]_, 1, 1, ].) - A€1 - A€2 - Aeg = (—]_, O, 17 —3)7

pa je za kanonsku bazu (e)

11 -1 —1
10 -1 0
Al)=19 1 o 1
29 3 -2 —3

1
pa je
011 0]ft1oo0]" 11 -1 -1
R an R | RS I S
023 1][1000 2 3 —2 -3
Kako je (e) ONB, slijedi da je
1 1 0 2
ae=aer=|"1 % L2



Dakle,

“ 4
A" (21, 9, 3, T4) = (T1+To+Ty, T1+23+304, —T1 —To—21y, —T1—T3—31y4), (21, T2, 3, 24) € R™.

Koristedi rezultate s predavanja, odnosno vjezbi (numerirano prema trenutnoj verziji
skripte za vjeZbe na webu), imamo

Ker B* Prop:4.6. (Im B)L pretpgtavka (Im A*>J_ Prop:4.6. KerA,

pa preostaje odrediti Ker A. Vidimo odmah da za stupce matrice A(e) (odnosno izra-
Cunate Aeq, ..., Aey vrijedi

e {51,S55} je linearno nezavisan skup
o 53 = _Sl i S4 - —Sg.

Stoga je
Ker A = [{(1,0,1,0),(0,1,0,1)}].

Iz (a) dijela zadatka je

11
10

Cler=1_ |
1 0

pa je C(B) = 2 te ¢e jedinstveno rjesenje u smislu najmanjih kvadrata biti dano s
zo = (C*C) 1 C*d,

odnosno, zapisano matri¢no,
_ 111 —=1]10
ro(e) = (Cley' C@) ey dte) =5 | 1 Y] =

Dakle, traZeno rjeSenje je xq = %(—17 2).



|ZADATAK 5|

(a) (10 bodova) Neka je V' kona¢nodimenzionalni kompleksni unitarni prostor i U € L(V)
unitaran operator. Dokazite da je operator (U + U* — iI)(U — (1 +4)I) izomorfizam.

(b) (10 bodova) Postoji li normalan operator na F? takav da je A(0,1,2) = (0,1,2) i
(3,4,5) € Ker A? Ako postoji, odredite jedan takav operator A. Ako ne postoji, dokazite
tu tvrdnju.

U rjeSenju je potrebno navesti sve tvrdnje s predavanja koje koristite.

RjeSenje: (a) S obzirom na to da je U unitaran operator, za A € o(U) vrijedi |A\| = 1.
Prema tome, 1 4+i ¢ o(U) i zato je U — (1 +4)I izomorfizam.

Nadalje, U + U* je hermitski operator, a svojstvene vrijednosti hermitskog operatora su
realne. Zato je i ¢ o(U + U*) pa je U + U* — iI izomorfizam.

Sada je (U + U* —il)(U — (1 4 ¢)I) izomorfizam kao kompozicija izomorfizama.

(b) Dokazali smo da za normalan operator vrijedi da su svojstveni vektori pridruzeni
razli¢itim svojstvenim vrijednostima medusobno ortogonalni.

Pretpostavimo da postoji normalan operator A kao u zadatku. Prema pretpostavci,
(0,1,2) je svojstveni vektor od A pridruzen svojstvenoj vrijednosti 1, a (3,4,5) svojstveni
vektor od A pridruZen svojstvenoj vrijednosti 0. Medutim, (0, 1,2) i (3,4, 5) nisu medusobno
ortogonalni, $to je kontradikcija s pretpostavkom da je A normalan. Prema tome, ne postoji
takav linearni operator.



