LINEARNA ALGEBRA 2
Prvi kolokvij - 20. travnja 2026.

|ZADATAK 1]

Za matricu A € My3(R) definiramo preslikavanje Fy : M32(R) — My(R) s
Fa(X)=AX — XTAT.
(a) (2 boda) Dokazite da je F4 linearni operator.

1 2 0

(b) (6 bodova) Ako je A = {O 1 3

} , odredite po jednu bazu za jezgru i sliku od Fl4.

(¢) (2 boda) Postoji li A € Mys(R) takva da je F4 monomorfizam ili epimorfizam? U oba
slucaja ako postoji, navedite neku takvu matricu A.

Rjesenje:
(a) Neka su X,Y € M33(R) i, 5 € R. Zbog linearnosti operacije transponiranja i biline-
arnosti matricnog mnozenja imamo
Fy(aX 4+ BY) = A(aX + BY) — (aX + gY)T AT
= A(aX + BY) — (aXT 4 Y1) AT
= aAX 4+ BAY —aXTAT — gy T AT
= a(AX — XTAT) + p(AY — YT AT)

Dakle, F4 je linearan operator.

Alternativno, ozna¢imo

La: Ms(R) = My(R),  La(X):=AX

T : My(R) — My(R), TY):=Y"T
S vjezbi znamo da su L, i T' linearni operatori, pa je i Iy ®) — 1 linearan operator kao
linearna kombinacija linearnih operatora. Stoga je i

FA ILA—TOLAI (IMQ(]R) —T)OLA
linearan operator kao kompozicija linearnih operatora.

(b) Za
T11 T12
X = |To1 Too EM32(R)
T31 T32



Imamo
11 + 229 T12 + 299

—X21 + 31’31 —T29 + 31’32 ’

AX =

pa slijedi
i1+ 2w91  —To1 + 331
Tig + 2T —Too + 3T32]

XTAT = (AX)" = [
Zato dobivamo

Fao(X)=AX — XTAT
_ 0 Ti2 + T + 2x99 — 31331}
—T12 — Ta1 — 2T + 3T31 0

0 1].

= (212 + w21 + 2792 — 3731) {_1 0

Odavde odmah zaklju¢ujemo

mene ({14 g])]

a obratna inkluzija slijedi npr. iz F(E2) = {_01 (ﬂ . Dakle, jedna baza za sliku od Fy

je dana s {[_01 (1)} } Nadalje,

ker Fy = {X € Mgg(R) P T19 + Toy + 2X99 — 3T31 = O}

T11 —T9 — 2T + 373

= T2 T22 D X1, To1, T2, T31, T2 € R
T31 T32
1 0 0 —1 0 -2 0 3 0 0
= 0O Oof,|1 O0f,]0 11,10 0j,|0 O
0 0 0 0 0 O 10 0 1

Prema tome, jedna baza za jezgru od F4 jest

10 0 —1 0 -2 0 3 0 0
0o 0f,|1 0},]10 11],(0 0,|0 O
0 0 0 0 0 0 10 01

(c) Za svaki A € May3(R) i svaki X € M3y (R) vrijedi
FaX)' = (AX — XTAT)T = XTAT - AX = —Fu(X),

pa je F4(X) antisimetri¢na matrica. Dakle,

0 «
C : .
wrnc [0 9 en)



Buducdi da je

dim{[o a] :ozE]R}—l,
—a 0

slijedi da je r(Fa) = dimIm Fy < 1, pa F4 ne moze biti epimorfizam na My(R) jer je
dim M5(R) = 4. S druge strane, po teoremu o rangu i defektu imamo

dimker Fiy = d(F4) = dim M33(R) —7(F4) > 6 —1 =5,

pa F4 ne moze biti monomorfizam.

Prema tome, ne postoji matrica A € Ms3(R) takva da je Fy monomorfizam, niti postoji
matrica A € Ms3(R) takva da je F4 epimorfizam.



|ZADATAK 2|

Na prostoru P, zadani su linearni funkcionali

fip) = p(0) +p(1),  faolp) =p(1) +p(2),  fs(p) = p(0) +p(2).
(a) (3 boda) Dokazite da je (f) = {f1, f2, f3} baza za P;.

(b) (2 boda) Ako je (b) baza za P, ¢ija dualna baza je (f), a (e) kanonska baza za Ps,
odredite matricu prijelaza Ip, (b, e).

(¢) (5 bodova) Neka je G € L(Py) linearni operator zadan s

G(p)(x) = fi(p) + falp)z + f5(p)a”.
Dokazite da je G izomorfizam i da su mu matriéni prikazi u bazi (e) i (b) jednaki.
Rjesenje:

(a) Neka je (e) = (1, x,2?) kanonska baza prostora P, te 1 = {1} kanonska baza za R. Za
p(z) = a+ bx + cx? € Py vrijedi

filp) =p(0)+p(l)=a+ (a+b+c)=2a+b+c,
fo(p) =p(1) +p(2) = (a+b+c) + (a+ 2b+ 4c) = 2a + 3b + be,
f3(p) =p(0) +p(2) = a+ (a+ 2b+ 4c) = 2a + 2b + 4c.

Stoga su matri¢ni prikazi funkcionala f1, f2, f3 su paru kanonskih baza dani s

Ale)=[2 1 1, fl,e)=[2 3 5], fs(l.e=[2 2 4].

Lako se provjeri da je matrica

regularna s inverzom

1 1
{5 -3 1

pa slijedi da su f1, fa, f5 linearno nezavisni. Buduéi da je dim P; = dim P, = 3, zaklju-
cujemo da je () = {1, fa, fa} baza za Pj.

(b) Neka je (b) = (b1, by, b3) baza prostora Py ¢ija je dualna baza (f) = (f1, f2, f3). Znamo
da su retci matrice Ip_ (b, ) upravo matri¢ni prikazi funkcionala f;(1,¢e) za i = 1,2,3 pa

slijedi
fi(1,e) filer) file2) fi(es) 2 11
Ip2(b, 6) = |:f2(17€)] = |:f2(61) f2(62) f2(€3)] = |:2 3 5] .
1 2 2 4

N =N [
e |
N
I N
[\
I

f3(1,¢e) fa(er) falez) fa(es)



(c) Za 1 < j <3, po definiciji dualne baze imamo

NE

3
G(b) =Y fulba" ™t =) et =27,
k=1

k=1

odakle direktno slijedi G(e,b) = I3. Buduéi da operator G u paru baza (b) i (e) ima
matri¢ni prikaz koji je regularna matrica, slijedi da je G izomorfizam. Nadalje, imamo

G(e) = G(e,b)Ip,(b,e) = I3Ip,(b,e) = Ip,(b, e),

G(b) = Ip,(b,e)G(e,b) = Ip,(b,e)I3 = Ip,(b,€).
Zaklju¢ujemo G(e) = G(b).

Alternativno, racunanjem G(e;), za ¢ = 1,2, 3, vidimo da je G(e) = Ip,(b,e), pa onda
imamo

G(b) = Ip, (b, e)G(e)Ip,(e,b) = (Ip, (b, €))*(Ip, (b, ) ™" = Ip, (b.e).



|ZADATAK 3|

(a) (7 bodova) Neka je P € L(R?) projektor na potprostor M = {(z,y,2) € R® : z+y+2z =
0} u smjeru potprostora L = {(z,y,2) € R* : z = y = 2z} te A € L(R?) dan svojim
matri¢nim zapisom u bazi (¢') = {(1,0,0),(0,1,0),(0,1,1)} s

2 -1 -2

A)y==10 3 0
3

1 -1 1

Pokazite da je P? = A.

(b) (3 boda) Neka je P € L(R?) projektor takav da je P(f) regularna matrica za neku bazu
(f). Odredite P.

Rjesenje:

(a) Kako je P projektor, ekvivalentno je pokazati da je A = P. Kako su jedne baze
za M 1 L dane s By = {(1,-1,0),(1,0,-1)} i B, = {(1,1,1)}, stavljanjem (e) =
{(1,—-1,-0),(1,0,—-1),(1,1,1)} imamo P(e) = diag(1,1,0). Stoga preostaje provjeriti
da isto vrijedi i za A:

Ale) = I(€/,e) T A() (e, e)

-1

L1 2 -1t =21 11
=|-1 1 0 g0 3 0f|-1 1 0

0 -1 1 -1 -1 1]]0 -11
= diag(1,1,0).

(b) Kako je P(f) regularna matrica, slijedi da je P regularan operator. Posebno je Im P =
R3 i Ker P = {0}, pa s obzirom da je P projektor te djeluje kao identiteta na svojoj
slici, slijedi da je P = Igs.



OKRENITE PAPIR

|ZADATAK 4]

Neka je

-2 0
-1 -2
-2 -1
0 -2

€ My(R).

N DN DN
N NN

(a) (7 bodova) Moze li se A dijagonalizirati? Ako da, odredite neke matrice S, D € My(R)
takve da je S regularna, D dijagonalna i A = SDS™!.

(b) (3 boda) Dokazite da za sve polinome p € R[x] vrijedi
p(A) =0 < p(1) =p(-1) =0.
RjesSenje: Za matricu B € My(R), s ker(B) standardno ozna¢imo skup svih vektora
X € My, (R) takvih da je BX = 0.

(a) Imamo

kaA) =M =202 +1=(N -1 =\ —-1)*\+1)?
pa je 0(A) = {1,—1}. Dobivamo

[0 -2 0 2] (1] [0])]
2 =2 =2 2 0 1
Va(l) = ker(A — I) = ker 5 _9 _9 o = 1o 7
2 0 -2 0 (0] (1))
2 -2 0 2] [([1] [o0])
2 0 -2 2 1 1
Va(—1) = ker(A + I) = ker 5 _9 0 ol = Nk
2 0 -2 2] L L0) (1] )]
Bududi da je g(1) + g(—1) = 24+ 2 = 4, slijedi da je A dijagonalizabilna u My(R).
Nadalje, za
1 010 10 0 O
01 11 01 0 O
=111 1) PTloo -1 o0
0101 00 0 -1
vrijedi
1010|120 0 O 1 -1 0 1
Lot ra|for o ofl1 0 -1 1]
SDS_lOll 00 -1 0 010—1_14‘
010 1fj0 0 0 —=1]]—-1 O 1 0



(b) Neka su S'i D matrice iz (a) dijela. Za p € R[z| imamo p(A) = p(SDS™!) = Sp(D)S™!
i stoga



|ZADATAK 5|

(a) (5 bodova) Neka je V' vektorski prostor dimenzije n, 0 # A € L(V) te M <V direktan
komplement od Ker A. Neka su By,..., B, € L(V), takvi da je Im B; < M, za svaki
i=1,...,k Akoje{By,..., B} linearno nezavisan skup, je lii skup { Ao By, ..., Ao By}
linearno nezavisan? Detaljno obrazlozite.

(b) (5 bodova) Neka je V' vektorski prostor, {z,y} C V linearno nezavisan skup, te A € L(V)
takav da je

Axr =x + 2y,
Ay = Az + 3y,

za neki A\ skalar. Postoji li A takav da je x + y svojstveni vektor za A i ako da, koja je
njegova pripadna svojstvena vrijednost?

Rjesenje.
a) Neka su ay, ..., qy skalari takvi da vrijedi
aiAoBy+...+a,Ao B, =0.
Tada, za svaki z iz V vrijedi

aj(AoBy)x+ ...+ ap(Ao Br)xr =0,

odnosno
a1 A(Biz) + ... + o A(Bgz) = 0.
Slijedi
Al By + ... + apBrx) = 0.
Dakle

a1 Bix + ...+ apBrx € ker A.
S druge strane, za svakii=1,...,kjeIm B; C M paje Bjx € M <V, te
o Bix+ ...+ apBrr € M.
Sada imamo oy Biz + ...+ o Brx € M Nker A = {0}, za svaki z € V. Zato je
a1 B+ ...+ a, B, =0.
Iz linearne nezavisnosti skupa {Bj, ..., By} slijedi a; = ... = a4, = 0.
Skup {A o By,..., Ao By} je linearno nezavisan.
b) Zbrajanjem jednadzbi imamo
Alz+y) = (14+ Nz + 5y

Vektor x + y nije trivijalan jer je skup {z,y} linearno nezavisan, pa je svojstven za A
ako postoji skalar u, koji je svojstvena vrijednost, takav da je

Az +y) = plx +y).
Izjednacavanjem desnih strana jednadzbi imamo
(1+ XNz + 5y = p(z +y), odnosno
(I+A—pz+(5—py=0.

Iz linearne nezavisnosti skupa {z,y} slijedi p =51 A = 4.



