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1 Linearni operatori

1.1 Definicija i osnovni primjeri linearnih operatora

Definicija 1.1. Neka su V, W vektorski prostori nad poljem F. Preslikavanje A : V — W se naziva linearni
operator ako vrijedi

Alax+By) = aA(x)+ BA(y), Vx,yeV,a,p €F. (linearnost)

Posebno, ako je kodomena preslikavanja A polje F (W =T), linearni operator A zovemo linearnim funkci-
onalom.

Svojstvo linearnosti ekvivalentno je sa sljedeéa dva svojstva

A(x+y) =A(x)+A(y), Vx,yeV (aditivnost)
A(ox) = aA(x), VxeV,ac€F (homogenost).

Indukcijom se jednostavno pokaze da je A linearan operator ako i samo ako vrijedi

k k
A (Z OCij) = Z OCjA(xj), Xiy.o s Xp €V, 0,..., 00 €F.
J=1 j=1

Cesto kazemo da linearni operatori "komutiraju s linearnim kombinacijama" ili da "Cuvaju" linearne kom-
binacije.

Zadatak 1.1. Provjerite jesu li sljedeca preslikavanja linearni operatori:

(@) A:R> =R A(xy,x0,x3) = (X1 +x2 +x3,2x] —X2)

(b) A:R?2 =R, A(x,y)=|x,

(c) A:R? 5 R, A(x,y) =x-y,

(d A:C—C, A(z)=Rez

(e) A:R>—R?2,  A(x,y) = (x,y+2).

6 f:2—=>R, f(p)=pxo), gdjeje xo € R zadan.

Rjesenje:

(a) Neka sux = (x1,x2,%3),y = (y1,¥2,y3) € R te &, B € R proizvoljni. Tada je

A(ax+ By) = (ax; + By + oxa + Byz + axs + Bys, 2(ax; + Byr) — (ox2 + By2))
= o(x; +x2+x3,2x1 —x2) + B(y1 +y2+ 3,21 —y2)
= aA(x) + BA(y),

pa vidimo da je A linearan operator.
(b) Provjerimo homogenost od A. Za (x,y) = (1,0) i @ = —1 imamo
Ala(x,y))=A(-1,-1)=1, oaA(x,y)=(—-1)-1=-1,

pa A nije homogeno, a onda niti linearno preslikavanje.

Stovise, ovo preslikavanje nije niti aditivno; imamo

A(1,0)+A(—1,0) =2,
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dok je s druge strane
A((1,0)+(—1,0)) = A(0,0) =0.

Naravno, jednom kad smo pokazali da ovo preslikavanje nije homogeno, to je dovoljno za zakljuditi da
ono nije linearno; aditivnost nije potrebno provjeravati.

(c) Pokazimo da ovo preslikavanje nije homogeno. Uzmimo (x,y) = (1, 1) te o = 2. Tada imamo

A2,2) =4#£2=2-A(1,1).

(d) Primijetimo da preslikavanje nije homogeno; imamo 0 =A(i- 1) #i-A(1) =i.

(e) Primijetimo da A ne preslikava nul-vektor u nul-vektor, §to je nuZan uvjet za svaki linearan operator.
Naime, A(0,0) = (0,2) # (0,0).

(f) Nekasu p,q € & te o, B € R proizvoljni. Tada je
flap+Bq) = (ap+Bq)(x)

= ap(xo) + Bg(xo)
= of(p)+Bs(q),

pa vidimo da je f linearan funkcional.

Zadatak 1.2. Postoji li linearni operator A : R? — R? takav da vrijedi:
(a) A(1,2,3)=(1,1)1A(2,4,6) = (2,3)?
(b) A(1,0,0)=(1,1)iA(2,0,0) =(2,2)?
(c) A(1,0,1)=(2,1),A(1,1,0) = (1,2),A(0,1,—1) = (0,1).
Rjesenje:
(a) Ukoliko bi takav linearan operator postojao, zbog homogenosti bi moralo vrijediti
A(2,4,6) = A(2(1,2,3)) =2A(1,2,3) =2(1,1) = (2,2).
Kako je u zadatku zadano da je A(2,4,6) = (2,3), takav linearan operator ne postoji.

(b) Uoc¢imo da je (2,0,0) = 2(1,0,0) i da je u ovom podzadatku A(2,0,0) = 2A(1,0,0) pa nemamo
problem kao u (a) dijelu zadatka. Ovdje moZemo jednostavno pogoditi jedno preslikavanje koje ¢e
zadovoljavati oba zadana uvjeta; to je preslikavanje

A(xl,xQ) = (X],X]).
Sada direktno provjerimo (po definiciji) da je ovako zadano preslikavanje zaista linearan operator.

(c) Uo¢imo da vrijedi (1,0,1)+(0,1,—1) = (1,1,0). Kada bi postojao linearni operator koji zadovoljava
uvjete zadatka, onda bi zbog aditivnosti moralo vrijediti i

A(1a0,1)+A(0717_1) :A(13170)7

tj. (2,1)4(0,1) = (1,2). Buduéi da smo dosli do kontradikcije, zaklju¢ujemo da ne postoji linearni
operator koji zadovoljava uvjete zadatka.
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Zadatak 1.3. Neka je p pravac kroz ishodiste ¢ija je jednadzba y = kx, k € R. Odredite eksplicitne formule
za sljedeca preslikavanja, te dokazite da su to linearni operatori:

(a) P:R? — R?, pri ¢emu je P(x,y) ortogonalna (okomita) projekcija to¢ke (x,y) na pravac p.

(b) Z:R? — R?, pri ¢emu su Z(x,y) i (x,y) osno simetri¢ne toc¢ke s obzirom na pravac p.

Ako je p pravac koji ne prolazi kroz ishodiste, hoée li preslikavanja P i Z i tada biti linearni operatori?
Rjesenje:

(a) Ako je k =0, tada je dani pravac zapravo x-os, te je ocito P(x,y) = (x,0).

Pretpostavimo da je k # 0. Tada, za proizvoljnu tocku (x,y) € R?, tocku P(x,y) moZemo dobiti kao
presjek zadanog pravca p te pravca ¢ koji prolazi kroz to¢ku (x,y) i okomit je na pravac p. Jednadzba

takvog pravca je dana s
Y —y =t ).
k

Kako je P(x,y) = pNgq, tada su njegove koordinate (x',y’) rjeSenje sustava
yl — kx/
Y—y=—1(—x)

1
P(x,y) = m(x+ky,kx+k2y). )

Uocimo da se i slucaj k = 0 uklapa u ovu formulu (uvrstimo li k = 0 u gornji izraz dobijemo P(x,y) =

(x,0), kao $to smo ve¢ ranije dobili). Prema tome, ortogonalna projecija na pravac p dana je s (1) za
svaki k € R.

Linearnost ovog preslikavanja provjeri se direktno po definiciji.

iz Cega slijedi da, za k # 0, vrijedi

Slika 1: Ortogonalna projekcija P(x,y) i osnosimetri¢na tocka Z(x,y) tocke (x,y)
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(b) Kako je P(x,y) poloviste duzine s krajnjim tockama (x,y) i Z(x,y), vrijedi
(x,y) +Z(x,y) =2P(x,y), V(x,y) €R%.

Odavde slijedi
1
Z(x,y) =2P(x,y) — (x,y) = Y ((1 —kz)x+2ky, 2kx + (k2 — l)y) .

I ovdje se linearnost provjeri direktno po definiciji.

Za zadnje pitanje dovoljno je gledati gdje se preslikava (0,0): s obzirom da su u oba slucaja jedine
fiksne toCke one koje se veé nalaze na pravcu p, vidimo da se (0,0) ne preslikava u (0,0), pa tada pripadna

preslikavanja nece biti linearni operatori. |

Zadatak 1.4. Neka je Ry : R? — R? rotacija ravnine oko ishodista za kut ¢ u pozitivnom smjeru (suprotnom
kretanju kazaljke na satu). Odredite eksplicitnu formulu za Ry, i pokaZite da je R, linearni operator.

Rjesenje: OCito imamo Ry (0,0) = (0,0). Neka je sada (x,y) € R*\ {(0,0)}. Za takvu tocku postoje
jedinstveni » > 0 (modul) i y € [0,27) (kut koji pripadni vektor zatvara s pozitivnim dijelom x-osi) takvi da

je (x,y) = (rcosy,rsiny).

! rCcosy

Slika 2: Koordinate tocaka (x,y) i Ry(x,y) preko parametara r i y

Tada tocka Ry (x,y) ima isti modul, dok je njen pripadni kut tada po definiciji ¥ + ¢. Stoga je
Ry(x,y) = (rcos(y+ @), rsin(y + @))
= (r(cos ycos @ —sinysin ), r(sin ycos ¢ + cos ysin @)
= (cos@-x—sin@-y,sin@-x+cosQ-y).

Posebno, ova formula je korektna i uvrStavanjem x =y = 0.
I ovdje se linearnost preslikavanja Ry, provjeri direktno po definiciji.
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Napomena 1.2. U sva tri prethodna primjera treba naglasiti da umjesto R?> moZemo gledati i V>(0); pri-
mjerice, za Ry bi tada odgovarajuca formula glasila

Ry(xi+yj) = (cos@-x—sin@-y)i+ (sing-x-+cos@-y)j.

Zadatak 1.5. Provijerite jesu li sljedeca preslikavanja linearni operatori na odgovarajuéim prostorima poli-
noma:

@ A: P = P, (Alp)) (1) =p(+1), 1€R,
(r)

) =(p@))?* r€R,

)
(b) B: P — P, (B(p)) p(t)+1, teR,
© C: 2~ 2. (Cp)
d D:22—2, (D(p)(t)=(pop)(t), teR.
Rjesenje:

(a) Trebamo provjeriti vrijedi i A (acp+ Bq) = aA(p) + BA(q) za sve p,q € P, a, B € R. Za proizvoljni
t € R imamo

(A(ap+Bq))(t) = (ap+Pq)(t+1)
=oap(t+1)+Bqgt+1)
= a(A(p))(t) +B(A(g)(1)
= (aA(p) +BA(q)) (t).

Dakle, A je linearan operator.

(b) Ako je p =0 nulpolinom, onda je (B(p))(t) = 1. Dakle, B ne preslikava nulvektor u nulvektor i pa stoga
nije linearan operator.

(c) Zap(t)=1,treRio =2, imamo zasver € R
(€PN =22 =4 i 2C(p))() =2
paje C(2p) # 2C(p). Dakle, C nije homogen, pa prema tome nije linearni operator.
(d) Zap(t)=t,t € Ria =2, dobivamo
(D2p))(1) = (2p)(2r) =2020) =41 i 2AD(P)(6) =2, 1ER,

paje D(2p) # 2D(p). Dakle, D nije homogen, pa stoga nije linearni operator.

Navedimo jos neke primjere linearnih operatora (koje smo naveli na predavanjima).

Primjer 1.3. (a) Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Identiteta Iy : V — V, Iy(x) = x je linearan
operator.

(b) Neka je A € M,,,,,(IF). Preslikavanja

* Ly : My, - M,,, La(X)=AX (mnoZenje matricom A s lijeve strane)

* Ry : My, — My, Ra(X)=XA (mnoZenje matricom A s desne strane)

su linearni operatori (domene i kodomoene su odabrane tako da su mnozZenja dobro definirana).
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(c) Preslikavanje A — AT, koje svakoj matrici pridruZuje njoj transponiranu matricu, je linearni operator s
an (IF) u Mnm (IF)

(d) Preslikavanje tr : M,,(F) — F koje svakoj kvadratnoj matrici pridruzuje njen trag je linearan funkcional
na M, (FF).

(e) Preslikavanje p — p’, koje svakom polinomu pridruZuje njegovu derivaciju, je linearan operator s &7 u
. Takoder, mozemo promatrati i preslikavanje p — p’ s 2, u &, 1 zan > 1.

(f) Na kolegiju Matematicka analiza 2 proucavaju se (odredeni) integrali funkcija.
Neka su a,b € R, a < b. Preslikavanje koje svakom polinomu p pridruzuje vrijednost | f p(x)dx je
linearan funkcional na &. Za kanonske vektore ga racunamo po formuli

b bk-H _ak-‘rl
/ ddx="—"""  keN,,
a

b nopktl gkt
/ p(x)dx = Zaki.
a =

Zadatak 1.6. Neka je 7 : M, (R) — M,,;(R) preslikavanje koje matrici X pridruZuje zbroj njenih stupaca.
DokaZzite da je T linearni operator.

Rjesenje: Odredimo prvo eksplicitnu formulu za 7. Proizvoljnu matricu X € M, (R) zapisimo stup¢ano kao
X =[S1 S, ... Sy]. Zbroj stupaca matrice X mozemo dobiti sljede¢im matri¢nim mnoZenjem:

1
[S] Sy ... Sn] . :Sl+52+...+Sn:T(X).

—_— e

Prema tome, ako stavimo dajeA=[1 1 ... I]T € My, tada je T(X) = XA za svaki X € M,(R). Sada
vidimo da je T = R4 (oznaka iz Primjera 1.3), odakle automatski slijedi da je 7" linearni operator. |

Iz zadanih linernih operatora moZemo Kkonstruirati nove linearne operatore. Dva nacina su dana u slje-
decoj propoziciji.

Propozicija 1.4. (a) Ako suA,B:V — W linearni operatori, te a, € I, tada je i njihova linearna kombi-
nacija dA+ BB :V — W linearan operator.

(b) Ako suA:V — W iB:W — Z linearni operatori, tada je i njihova kompozicija BoA : V — Z linearan
operator.

Zadatak 1.7. Neka je A € M,(R) proizvoljna matricai T : M»(R) — M,(R) preslikavanje dano s
T(X) =AX — XA.
DokaZite da je T linearni operator.

Rjesenje: Zadatak bismo mogli rijeSiti direktnom provjerom linearnosti preslikavanja 7', ali sada moZemo
i lakSe koristeci prethodnu propoziciju. Preslikavanje T zapiSemo kao T = Ly — R4, gdje su L, R4 linearni
operatori iz Primjera 1.3(a). Sada je T linearna kombinacija linearnih operatora, pa je T i sam linearan. W
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Primjer 1.5. PokaZimo kako smo alternativno mogli pokazati linearnost zrcaljenja i rotacije, koristeéi line-
arnost ortogonalne projekcije (koju smo provjerili).

(a) Neka su pravac p te preslikavanja P i Z kao u Zadatku 1.3. Pokazali smo da je P linearan operator, te
izveli relaciju
Z(xvy)zzp(x7y)_(x>y)7 (x,y) GRZ,

to jest, dobili smo da je
Z=2P—-1I

To znaci da je Z linearna kombinacija linearnih operatora P i I, pa je i sam linearan prema prethodnoj
propoziciji.

(b) Neka je ¢ € [0,27) te neka su p, g pravci koji s pozitivnim dijelom x-osi zatvaraju redom kuteve ¥ i %p‘
Na kolegiju EM2 je (geometrijskom argumentacijom) pokazano da vrijedi

Z,0Z, =Ry,

pri ¢emu Z,, Z, predstavljaju zrcaljenje s obzirom na pripadni pravac. Kako su zrcaljenja linearni ope-
ratori, prema prethodnoj propoziciji je i rotacija, kao njihova kompozicija, linearan operator.

Zadatak 1.8. Neka su V,W vektorski prostori nad istim poljem F. Neka je {v,...,v,} C W, te neka su
fi,..., fn:V — F linearni funkcionali. Tada je preslikavanje A : V — W dano s

Ax) = ilfJ-(x)vj

linearan operator.

Rjesenje: Za proizvoljne x,y € Vi a, B € F, iz linearnosti od fi, ..., f, slijedi

Alax+By) = Y. flax+Byyv; = Y. (0, + B,

j=1 j=1
n n
=ay fiv+BY fi)v;
j=1 j=1
= aA(x) + BA(y)
|
Primjer 1.6. Neka je A : R” — R preslikavanje dano s
n n n
A(xl,...,xn): Zaljxj,Zazjxj,...,ZamJ-xj s
Jj=1 j=1 Jj=1
gdjesua;; €F, 1 <i<m,1< j<nzadani skalari. PokaZimo da je A linearan operator.
Iskoristit éemo prethodni zadatak. Ako ozna¢imo s fi,..., f;; : R" — R linearne funkcionale zadane s

n
ﬁ(x):Zaijxj, i:1,...,m,
j=1

tada je
Ax=(fi@),- - fal) = ¥ fil0)er,

pa je prema prethodnom zadatku A linearan operator.
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Zadatak 1.9. Neka je A : &2 — M, (R) preslikavanje dano s

_ [p(D)=p(=1) p'(1)
Alp) = folp(x)dx filp(x+ dx|"

Pokazimo da je A lineran operator.

Rjesenje: Uocimo prvo kako djelovanje A moZemo zapisati kao

A(p) = fi(p)En + fo(p)En2+ f3(p)Exi + fa(p)Ex,

gdje su f1,..., fa: & — R dani s
1

filp)=p(1)=p(=1), falp)=7p'(1), fa(p)zfolp(X)dx, f4(p)=/1p(x+1)dX-

(Ovdje E;; oznacavaju matrice koje na mjestu (i, j) imaju 1 i sve ostalo 0.) Prema prethodnom zadatku, za
linearnost od A dovoljno je provjeriti da su preslikavanja f1, f2, f3, f4 linearni funkcionali. Imamo sljedece:

* f} je linearna kombinacija linearnih funkcionala g (p) = p(1) i h;(p) = p(—1), pa je stoga i on sam
linearan.

* f» se moZe prikazati kao kompozicija gy o hp, gdje su hp : & — P i gr : & — R linearni operatori
dani s hy(p) = p' 1 g2(q) = q(1). Stoga je i f linearan.

* Za f3 od ranije znamo da je linearno,uza=0ib = 1.

* fi4 se moZe prikazati kao kompozicija g4 0 hy, gdje su hy : & — P 1 g4 : & — R linearni operatori
dani s ha(p)(t) = p(t+1), ga(q) = f_ll q(x)dx. Stoga je i f4 linearan funkcional.

Zadatak 1.10. Neka je Q : &3 — &2, operator interpolacije u ¢vorovima —1, 0, 1, tj. neka je Qp jedinstveni
polinom stupnja najvise 2 ¢iji graf prolazi tockama (—1,p(—1)), (0,p(0)), (1,p(1)). DokaZite da je Q
linearni operator.

Rjesenje: Neka je p € &3, te oznalimo

(Qp)(x) = ao(p) + a1 (p)x+ax(p)x*.
Tada je
p(=1)=(Qp)(=1) = ao(p) —ai(p) +az(p)
p(0) = (Qp)(0) = ao(p)
p(1) = (2p)(1) = ao(p) +ai(p) +ax(p)
Slijedi da je
a(p) =p(0), ar(p)="VPED () = PEPED )

Ukoliko ozna¢imo redom polinome kanonske baze za %%, s vg,v1,Vvs, tada djelovanje Q mozemo zapisati
kao

Op = ao(p)vo+ai(p)vi +az(p)va-
Kako su ag,a;,a; kao linearne kombinacije linearnih funkcionala i sami takvi, prema zadatku 1.8 slijedi da
je QO linearan operator. |
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1.2 Zadavanje linearnih operatora
Na predavanjima smo dokazali sljedece rezultate:

Teorem 1.7. Linearni operatori A,B:V — W su jednaki ako i samo ako se podudaraju svojim djelovanjem
na nekoj bazi prostora V.

Teorem 1.8. Neka suV, W vektorski prostori nad poljem F, dimV =n, {by,...,b,} bazazaV, (wi,...,wy)
bilo koja uredena n—torka vektora iz W. Tada postoji jedinstveni linearni operator A : V. — W takav da je

Ab,‘:W,’, izl,...,n.

U tom slucaju, za x = Y} | Aibj, djelovanje operatora A je dano s
n
A(x) = Z )L,'W,’.
i=1
Zadatak 1.11. Neka je f linearni funkcional na M, (R) za koji vrijedi
f()=2, f(En)=1, f(En)=f(Exa)=0.

Je li f jedinstveno odreden? Odredite f ( [Zz Z}) .

Rjesenje: Prema teoremu 1.8, ovakav f je jedinstveno odreden jer je zadano njegovo djelovanje na bazi

{LLE\1,E12,E}. 1z

b
[ZI d} =dI+ (a—d)Ey +bE1» + cEx

slijedi
f<[‘cZ ZD:df(l)+(a—d)f(En)+bf(E12)+cf(E21):2d+a—d:a+d.
Drugi nain je da uo&imo da je
f)=u(l), f(En)=u(En), f(En)=tr(En), f(Exu)=tr(Exn).

to jest, linearni funkcionali f i tr se podudaraju na bazi domene. Prema teoremu 1.7, f =tr. |

Zadatak 1.12. Neka je {e;,e,} kanonska baza za R?, f; = (1,1) i f» = (1,2). Neka su A,B: R?> — R?
linearni operatori takvi da je

Aey = (1,-1), Aep=(1,0)
Bfi=(2,-1), Bfp=(3,—1).

ObrazloZite zasto su ovim podacima linearni operatori A i B jedinstveno odredeni. Odredite Af] i Af>. Sto
moZete zakljuciti o operatorima A i B?

RjeSenje: Linearni operatori A i B su jedinstveno odredeni zadanim podacima jer su {e;,ex} i {f1, f»} baze
vektorskog prostora R?. Nadalje, imamo

Afi :A(el —|—€2) =Ae|+Aey = (2,—1),

Af2 :A(el +2€2) :Ael +2A62 == (3,—1).

Vidimo da je Af; = Bf} i Af> = Bf>, odnosno linearni operatori A i B se podudaraju na bazi { f1, f>} za R?,
pa su prema Teoremu 1.7 oni jednaki. |
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Zadatak 1.13. Postoje li skalari a,b,c,d, e, f € R takvi da za neki linearni operator A : R? — M;(R) vrijedi

A(1,2,—1) = [i (ﬂ,A(o,z,z): [g ﬂ,A(l,&O): [‘C’ Z],A(l,l,l): [f g]

Ako postoje, odredite sve takve skalare, te odredite (u ovisnosti o parametrima a, .. ., f) eksplicitnu formulu
za pripadni linearni operator.

Rjesenje: Vektori na kojima je zadano djelovanje od A ocito Cine linearno zavisan skup. Vidimo da je
(1,3,0) = (1,2,—1)+ %(0, 2,2) pa iz linearnosti od A slijedi da mora vrijediti

1
A(17370) :A(1727_1)+§A(07232)a

a bl |1 21 1|20
[c d]_[l 0]+2[0 4]’
Stonamdajea=2,b=2,c=11d =2.

Nakon $to provjerimo da je skup {(1,2,—1),(0,2,2),(1,1,1)} baza vektorskog prostora R, zakljucu-
jemodajezaa=2,b=2,c=11id =2, te proizvoljne (ali fiksirane) e, f € R, linearni operator A dobro
definirano i potpuno odreden zadanim podacima.

Odredimo sada i eksplicitnu formulu. Neka je (x1,x2,x3) € R? proizvoljan. Tada je njegov prikaz u bazi
{(1,2,-1),(0,2,2),(1,1,1) dan s

odnosno

1 1 1
(v1,x2,03) = 3 (02 =23) (1,2, =1) + (=331 + 202 +23)(0,2,2) + 3 (331 =3 +3) (1, 1L 1),
pa je

1 1 2 1 2 0 1 e
A(x1,%2,%3) = 5()62—)63) [1 O] + o (=3 +2x +x3) [O 4] +30x —x +x3) [1 5]

l 3(8— 1)x1 +2x+x3 3fx;+ (2—f)xz—|— (f—Z)X3
3 3x1 —6x1 +4x> + 2x3 )

Zadatak 1.14. Neka je A : Mp(R) — M, (R) linearni operator za kojeg vrijedi
11 1 2 11 31
(o i))=F 3 o )-6 ) @
Odredite sve matrice X € M,(R) za koje iz zadanih podataka mozemo odrediti A(X).

Rjesenje: Uocimo da za sve matrice oblika o [(1) }] +p ﬁ }] , a, B € R zbog linearnosti od A imamo

(el ool a])=ealo i) een(li3])
o) Jesf2 ]

|a+38 20+p
_[3a+2/3 4a+4[3}

)

Pokazimo sada da su to ujedno i jedini vektori X za koje je moguce odrediti A(X).
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Oznac¢imo S| = [(1) ” 15, = E i] . Ako X nije linearna kombinacija vektora S| i S, tada je skup

{81,82,X} linearno nezavisan, pa ga mozemo nadopuniti do baze {S;,S2,X,Y} za M>(R). Prema Te-
oremu 1.8, linearni operator moZemo zadati tako da odredimo njegovo djelobanje na bazi vektorskog pros-
tora i zatim ga proSirimo po linearnosti na cijeli prostor. Pritom djelovanje na bazi moZemo odabrati bez
ikakvih ograni¢enja. U naSem slucaju to znali da je vrijednost A(X) potpuno neovisna o vrijednostima
A(S1)1A(S2), paiz (2) ne moZemo odrediti vrijednost A(X). [

Domaca zadaca:
DZ 1.1. Provjerite jesu li sljedeca preslikavanja linearni operatori:
b] B [a +b b+ c]

(a)A:M2—>M2,A[ dl = c+1 d+a

S

(b) A: M, —>M2,A|:

S

b| _la+b b+tc
d|  |c+2d d+a|’

(c) Preslikavanje koje matrici A pridruzuje zbroj njenih redaka (zapisSite to preslikavanje pomo¢u mnoZenja
matrica).

(d) A:R® = R? A(xy,x2,x3) = (x1 — 2x2 +x3,2x1] — 3x3).
(e) A:R* = R A(x,y) = (x,y,xy),

DZ 1.2. Nekaje T : M,,(R) — M, (R) preslikavanje koje matrici A pridruZuje matricu dobivenu iz matrice A
tako $to smo joj zamijenili prva dva retka, a zatim i1 prva dva stupca. DokaZite da je T linearan operator.

DZ 1.3. Koje od sljedecih tvrdnji su istinite? Neka je A € L(V,W),A # 0.
* A preslikava linearno nezavisne skupove u linearno nezavisne skupove.
* A preslikava linearno zavisne skupove u linearno zavisne skupove.
* A preslikava bazu u bazu.
* A Cuva dimenziju potprostora od V.
DZ 1.4. Neka je {b,by,b3,bs} bazaza V,te A,B € L(V). Ako znamo da je
Aby = by,Aby = by,Abs = by,Abs = b3,B(b) =by) = by £ b1,B(b3 +bs) = byt b3,

dokazite da je A = B.

1.3 Vektorski prostor L(V,W). Dualni prostor

Uvedimo oznaku
L(V,W)={A:V — W |A je linearan operator}.

Ako je V. =W, onda umjesto L(V,V) pisemo L(V). Ukoliko je W = IF, tada koristimo oznaku V* = L(V,TF)

te V* zovemo dualni prostor od V.

Uz operacije definirane po to¢kama, dakle kao

(A+B)(x) =Ax+Bx
(aA)(x) = aAx, o €F
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je L(V,W) vektorski prostor nad poljem F.

Ako su V i W kona¢nodimenzionalni vektorski prostori, onda je i L(V,W) kona¢nodimenzionalan i
vrijedi

dimL(V,W) = dimV -dimW.

U tom slucaju znamo da taj prostor ima i bazu. Jedan standardni na¢in formiranja baze za L(V,W)
je opisan sljedeéim postupkom. Neka su By = {ey,...,e,} te By = {fi,...,fm} redom baze za V i W
(implicitno smo oznacili dimV = n i dimW = m). Definiramo m - n linearnih operatora E;;, i = 1,...,m,
j=1...,n zadavanjem na bazi By na sljedeéi nacin:

fio J=k
0, inace.

Eij(ex) = Sjfi = {

Na predavanjima je dokazano da skup {E;; :i=1,...,m, j=1,...,n} ini bazu za L(V,W).

Primjer 1.9. Neka su Bys = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} i Bgo = {(1,0),(1,1)} redom baze za R? i R
Odredimo eksplicitne formule linearnih operatora E;, E>3 € L(R3 , RZ) navedenih u prethodnoj konstrukeciji.
Linearni operator E1, je zadan na bazi Bs s

Ex(1,1,0) = (0,0), E;2(1,0,1)=(1,0), Ej2(0,1,1)=(0,0).
Kako za proizvoljan (x1,x2,x3) € R? imamo prikaz

1 1 1
(x17x2>x3) = E(X1 +x2 —X3)(1, 170) + E(xl —X2 +X3)(1,0, 1) + 5(_)61 +x2 +X3)(O, 17 1)7

slijedi
1
Ea(x1,%2,%3) = E(xl —x2+x3,0).
Linearni perator E53 je pak zadan na bazi Bps s
E»(1,1,0) =(0,0), E3(1,0,1)=(0,0), E(0,1,1)=(1,1),

pa nam prethodni zapis proizvoljnog vektora u toj bazi daje
1
Ex3(x1,x2,x3) = 5(—x1 + X2 +x3, —x1 + X2 +x3).
Promotrimo sada i poseban slucaj, onaj u kojem je rije¢ o prostoru V*. Neka je {by,...,b,} bazaza V.

Tada prethodna konstrukcija daje bazu za prostor V* ¢ije ¢emo elemente oznaciti s bi,...,b;. Dakle, ovi
linearni funkcionali su definirani s

. 1, j=k .
bj(bk):6jk:{ = i=1,....n
0, inace,
Bazu {b},...,b}} za V* ¢emo zvati dualnom bazom baze {b;,...,b,}.

Na predavanjima smo dokazali sljedeci rezultat.

Propozicija 1.10. Ako je {bi,...,b,} baza vektorskog prostora V, tada za svaki x € V vrijedi
n
x= Z b (x)b;,
j=1

to jest, dualna baza racuna koeficijente u prikazu vektora pomocu baze od koje je nastala.
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Ovo se lako dokaze: ako je {by,...,b,} bazazaV te {b],...,b}} pripadna dualna baza za V*, tada za
svakix =YY", A;bjij=1,...,nimamo

bj-(x) = bj <Zi ).l'bi) = Z{ﬂqb;(b,) = ).j.

Zadatak 1.15. Dana je baza {b;,by,b3} za R3, pri ¢emu je by = (1,0,0), by = (1,1,—1), b3 = (0,1,1).
Odredite toj bazi dualnu bazu {b7],b3,b}}. Odredite i b} (e;), i,j =1,2,3, gdje su ey, e, e3 vektori kanonske
baze za R3.

Rjesenje: Odredimo prikaz proizvoljnog vektora (x1,x2,x3) € R3 u bazi {by,bs,b3}. Lako se dobije da je

1 1 1 1 1 1
(x1,X2,X3) = (xl — 5% + 2x3> by + (2x2 — 2X3> by + <2X2 + 2X3) bs.

Iz prethodne propozicije sada slijedi

1

by (x1,x2,x3) = x1 — 7%+ 5%

b (x1,x x)—lx —lx

2 X1, X2,43) = 500 = 543

b3(x1,x2,x3) = 1)cz—i—lx

3 s A2 A3 D) 2 3

Posebno je

b’f(el) =1 b;(e‘]) =0 b§(€1) =0
" 1 \ 1 \ 1
bi(e2) = ) by(e2) = B b3(e2) = )
bi(e3) = B by(e3) = ) b3(e3) = )

Zadatak 1.16. Neka je B= {1,1 —,1—1*} bazaza 2, te f € &; dan's f(p) = p(0). Odredite prikaz od
f u dualnoj bazi od B.

Rjesenje: Oznacimo elemente baze B redom s py, pa, p3. Trazimo prikaz od f u obliku
f=oapi+Bpy+7vps.
Tada je

f(p1) = api(p1) +Bpr(p1) +vr3(p1) =,
a kako po definiciji od f slijedi f(p1) = p1(0) = 1, zakljuCujemo da je o = 1. Na sli¢an nacin dobijemo da
je
B=s(p2)=p20)=1 i y=f(ps)=p30)=1.
Dakle, traZeni prikaz je
fr=pri+p+p3
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Zadatak 1.17. Neka su F, G, H € L(R3 R?) zadani formulama

F(x,y,z) = (2x+2z,x+Y)
G(x,y,z) = (2y,x)
H(x,y,z) = (x+y+2z,x+Yy)

Dokazite da je {F,G,H } linearno nezavisan skup u vektorskom prostoru L(R?, R?).

Rjesenje: Pretpostavimo da su a,f,y € R takvi da je aF + G+ yH = 0. Znamo da su dva linearna
operatora jednaka ako i samo ako se njihova djelovanja podudaraju na nekoj bazi domene, pa je aF + G+
YH = 0 ako i samo ako je

(aF +BG+yH)(1,0,0) = (0,0),

(aF +BG+yH)(0,1,0) = (0,0),
(aF +BG+yH)(0,0,1) = (0,0).
Kako je
(aF +BG+YH)(x,y,2) = ((2x+2) + B(2y) + ¥(x+y+2), a(x+y) + Bx+ y(x+y)),
gornje jednadZbe daju sustav linearnih jednadZbi
20+y=0, 2ﬁ+y:07 a+y=0, a+ﬁ+'}/:0,

odakle dobivamo o = 3 = ¥ = 0. Time je tvrdnja dokazana. ]

Primjer 1.11. Neka je p pravac y = x te neka su Z i P linearni operatori zrcaljenja s obzirom na p te
ortogonalne projekcije na p. S obzirom da smo vec ranije pokazali da vrijedi Z = 2P — I, slijedi da je
{Z,P,I} linearno zavisan skup u L(R?).

Pokazimo to i na na¢in opisan u prethodnom zadatku. Za o, 3,y € R vrijedi aZ + BP+ yI = 0 ako i
saamo ako je

odnosno
1
1
to jest
1[5+ =0 a+lﬁ—0 a+1ﬁ—0 1B+ =0
2 '}’—7 2 — Y 2 - Y 2 y_ .

Rjesenje ovog sustava je (a,f,y) = (¢,—2t,t),t € R. Kako rjeSenje nije trivijalno, dani skup je linearno
zavisan. Jedno rjeSenje je (1,—2,1) i ono daje Z— 2P + I = 0, odnosno veé spomenutu relaciju Z = 2P —I.

Zadatak 1.18. Neka su Ry, R, R3 € L(R?) rotacije oko ishodista za razli¢ite kutove, ozna¢imo ih redom ¢y,
@2, @3 € [0,27). Dokazite da je skup {R;,R,,R;} linearno zavisan u L(RR?).

Rjesenje: Prisjetimo se da je operator rotacije ravnine oko ishodista za kut ¢ dan s

Ry(x,y) = (cos@-x—sin@-y,sin@-x+cos@-y)
=cos@-(x,y) +sin@- (—y,x).
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Oznacimo s Q € L(R?) operator dan s Q(x,y) = (—y,x). Slijedi da je
Ry =cos@-I+sin@-Q,

Prema tome, tro¢lani skup {R;,R,,R3} je sadrzan u dvodimenzionalnom prostoru razapetom skupom {/,Q}
(ocito je skup {I,Q} linearno nezavisan). Zato je {R;,R,R3} linearno zavisan skup. [ |

Uocimo da su I i Q iz prethodnog zadatka rotacije: / za kut 0, te Q za kut 7.

Zadatak 1.19. Zadani su sljedeci operatori iz prostora L(R?): Z je zrcaljenje s obzirom na os x, P ortogo-
nalna projekcija na os y, a R rotacija oko ishodista za kut od ¢ = %.

(a) Moze li se svaki linearni operator A € L(R?) prikazati kao linearna kombinacija operatora Z, P i Ry?

(b) Ako je odgovor u (a) negativan, postoji li y € [0,27) takav da svaki A € L(R?) ima prikaz pomocu
Z,P.RyiRy?

Rjesenje:

(a) Ovo pitanje je ekvivalentno pitanju je i troclani skup {Z,P,R,} sustav izvodnica vektorskog prostora
L(R?). S obzirom da je dim L(R?) = (dimRR?)? = 4, odgovor je negativan.
Za zadadu navedite neki konkretni primjer linearnog operatora na R? koji se ne moZe prikazati kao
linearna kombinacija linearnih operatora Z, P i R. (Uputa: promotrite linearne operatore Ejj, i, j = 1,2
koji su definirani kao na pocetku ovog dijela, pritom uzevs$i kanonske baze kao par baza na kojem se
definiraju, te medu njima pronadite pripadnu dopunu do baze.)

(b) Sada trebamo provijeriti postoji li y takav da je skup {Z,P,Ry,Ry} baza za L(R?).

U prethodnom zadatku pokazali smo da se Ry 1 Ry mogu zapisati kao linearne kombinacije linearnih
operatora I i Q. To, zajedno s ve¢ spomenutim identitetom Z = 2P — I, daje

{Z,PRy,Ry} < [{Z,P1,0}] = {P.1,0}].

Kako je {Z,P,Ry,Ry } CetveroClani skup u prostoru [{Z, P,Ry, Ry }] dimenzije najvise 3, slijedi da je taj
skup linearno zavisan i zato ne moZe biti baza za L(R?).

Domaca zadaca:

. . 1 0f |0 1| |1 O 0 1
DZ 1.5.Neka je f: M>(R) — R, f(A) =tr(A). Neka je B = { {O O] , [O O} , {O _J , [_1 0} } baza
od M;(R). Prikazite f u dualnoj bazi baze B.

DZ 1.6. Neka su V, W kona¢nodimenzionalni vektorski prostori nad istim poljem IF, dimV =nidimW =m,
te neka je {vi,...,v,} neka baza za W. Neka je A € L(V,W). Pokazite da tada postoje linearni funkcionali
f1,--, fm € V* takvi da vrijedi

m

Ax = Z filx)vi.
i=1
Sjetimo se da smou Zadatku 1.8 dokazali da su preslikavanja ovog oblika linearni operatori. Sada smo

dokazali da je svaki linearan operator izmedu kona¢nodimenzionalnih prostora tog oblika.

DZ 1.7. Postoji li baza za L(R?) sastavljena od linearnih operatora Ly € L(R?) zadanih s L4(X) = AX za
neku matricu A € M (R).
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1.4 Slikai jezgra linearnih operatora

Neka je A € L(V,W). Uvodimo sljedece pojmove i oznake:

(1) Slika linearnog operatora A je skup ImA =A(V) = {Ax:x€V}.

(2) Jezgra linearnog operatora A je skup KerA = A~ ({0}) = {x € V : Ax=0}.
(3) Vrijedi ImA < W i KerA <V paima smisla definirati sljedee pojmove:

* r(A) = dimImA - rang linearnog operatora A

* d(A) = dimKerA - defekt linearnog operatora A
Za odredivanje slike linearnog operatora A ¢esto ¢emo Koristiti sljedeéi rezultat.

Propozicija 1.12. Neka je A € L(V,W). Ako je G sustav izvodnica za V, tada je A(G) sustav izvodnica za
ImA.

Uoc¢imo da, ako je {by,...,b,} baza za V, tada iz prethodne propozicije slijedi da je skup {Aby,...,Ab,}
sustav izvodnica za ImA (ali on ne mora biti i baza za ImA) .

Zadatak 1.20. Neka je A : R? — R* linearni operator zadan formulom
A(X1 ,XQ,X3) = (x1 — X2 —|-)C3,2X1 — X3,X] —4)62 +2)C3, 3X] —)CZ) .
Odredite KerA, ImA, d(A), r(A) te po jednu bazu za KerA i ImA.

RjeSenje: Prvo odredimo jezgru od A. Uvjet A(xy,x2,x3) = 0 je ekvivalentan sustavu

x1— x+ x3=0
2x1 — x3=0
x1—4xp+2x3=0

3x1— Xx» =0.

koji ima jedino trivijalno rjeSenje. Dakle, KerA = {(0,0,0)} pa je d(A) = 0.
Odredimo sada i sliku od A. Prema Propoziciji 1.12 imamo

ImA = [{Ae;,Aez,Ae3}] = [{(1,2,1,3),(—1,0,—4,—1),(1,—1,2,0)}].

Lako se vidi da su dobiveni vektori linearno nezavisni pa je ovo jedna baza za ImA, te je r(A) = 3. |

Zadatak 1.21. Postoji li linearni operator sa zadanim svojstvom:

(a) A:R*— R3 takav da je KerA = {(x,x2,1,0) : x1,x € R}?

(b) A:R* — R? takav da je KerA = [{(x1,x2,1,0) : x1,x; € R}]?

(c) A:R> — R3 takav da je ImA = {(x1,x2,x3) € R?: x| > 1}?

(d) A:R?— R takav da je ImA = [{(1,x2,x3) € R? : xp +x3 = 0}]?

(e) A:R*— M3(R) takav da je r(A) = 4?

Ako da, nadite primjer takvog linearnog operatora, a ako ne, obrazloZite zasto.

Rjesenje:
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(a) Ne, jer KerA mora biti potprostor domene, a zadani skup to nije.

(b) Racunanjem linearne ljuske slijedi da treba biti KerA = {(x1,x2,x3,0) : x;,x2,x3 € R}, a ovo je pot-
prostor &iju bazu &ine eq, ey, e3, prva tri elementa kanonske baze za R*. Definiramo A djelovanjem na
kanonskoj bazi: mora biti Ae; = Aey = Aez = 0, a Aes moZe biti bilo koji vektor razlicit od nulvektora,
na primjer Aes = (1,2,3). Sada A proSirimo po linearnosti. Dobili smo linearni operator s traZzenim
svojstvom.

(c) Ne, jer ImA mora biti potprostor kodomene.

(d) Rac¢unanjem linearne ljuske slijedi da treba biti ImA = {(x1,x2,x3) € R® : x, +x3 = 0}, §to je potprostor
razapet vektorima a; = (1,0,0) i ay = (0,1,—1). Skup {a;,a, } nadopunimo vektorom a3 = (0,0,1) do
baze za R3. Sada A definiramo na bazi kao Aa; = a;,Aa» = a> i Aaz =0 te pro$irimo po linearnosti.
Dobili smo linearni operator s traZzenim svojstvom.

(e) Ne, jer iz Propozicije 1.12 slijedi da mora biti r(A) < dimV.

Teorem 1.13 (Teorem o rangu i defektu). Neka je A € L(V,W) pri cemu je dimV < . Tada je
r(A)+d(A) =dimV.

Zadatak 1.22. Neka je Q € L(Z3, Z,) operator interpolacije u tockama —1, 0, 1. Odredite baze za KerQ,
ImQ, te d(Q), r(Q).

RjeSenje: Primijetimo kako za p € &2, imamo Qp = p. Stoga je InQ = &, te je r(Q) = 3. Prema
teoremu o rangu i defektu je tada d(Q) = dim #3 —r(Q) = 1. S obzirom da je uvjet p € Ker Q ekvivalentan
s p(—1) = p(0) = p(1), slijedi da je

KerQ = [{x(x—1)(x+1)}].

Zadatak 1.23. Neka je B = [_11 é] e M>)(R)iT : M(R) — M>(R) linearni operator dan s

T(A)=AB— BA.
Pronadite Ker 7', Im7, d(T), r(T), te po jednu bazu za Ker7 i ImT.

Rjesenje: Jedan nacin da rijeSimo ovaj zadatak je raspisivanjem koordinatnog zapisa linearnog operatora T
i standardnim racunanjem jezgre i slike. Ovdje ¢emo pokazati drugi nacin.
Primijetimo prvo kako su o¢ito I, B € KerT. Stoga je d(T') > 2. S druge strane, lako vidimo da je

T(En) = [(1) (2)} . T(En)= [_01 _11} ,

pajer(T) > 2. Kako je prema teoremu o rangu i defektu r(7') +d(7') = 4, zakljuCujemo daje r(T) =d(T) =

2, te imamo KerT = [{1,B}], Im7T = H [(1) (2)} ' [_01 _11} H .
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Zadatak 1.24. Pokazite da za svaki polinom g € &, postoji polinom p € &, takav da je

q(x) = p(x+1) = p(x).

RjeSenje: Definiramo preslikavanje A : &, — &2, kao (Ap)(x) = p(x+ 1) — p(x). Lako provjerimo da je
A linearni operator.

Tvrdnja zadatka je ekvivalentna surjektivnosti od A, to jest tome da je r(A) = n+ 1. Prema teoremu o
rangu i defektu imat ¢emo da je r(A) = n+ 1 ako i samo ako je d(A) = dim Z, | —r(A) = 1.

Prema tome, dovoljno je dokazati da je jezgra od A jednodimenzionalna. Prvo uo¢imo da su svi kons-
tantni polinomi u jezgri od A. Sada dokaZimo da su to i jedini elementi jezgre.

Neka je p € &, takav da je Tp = 0, dakle p(x+ 1) = p(x) za svaki x € R. Tada je p(n) = p(0) za
svaki n € Z, pa polinom s(x) = p(x) — p(0) ima beskona¢no mnogo nulto¢aka (s(n) = 0 za svaki n € Z).
Tada je nuzno s = 0, pa je p konstantni polinom. Time smo dokazali da je KerA = {p € &, : p = const},
pajed(A)=1. [ |

Zadatak 1.25. Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor i M < V. Postoji li linearan operator
A € L(V) takav da je KerA =ImA = M?

Rjesenje: Uocimo najprije sljedece: ako je KerA = ImA = M, onda je
dimV =r(A)+d(A) =2dimM.

Dakle, dimV mora biti paran broj i to dimV = 2dimM.
Neka je sada {aj,...,a;} baza za M i {by,...,b;} njena nadopuna do baze za V. Zadamo A : V — V na
bazi kao
A(al) =... :A(ak) :0, A(b]) =da, ...,A(bk) = day

i pro§irimo po linearnosti. Sada je jasno da je ImnA = M, a kako je prema teoremu o rangu i defektu d(A) =k
te je po konstrukciji M < KerA, slijedi M = KerA.

Prema tome, ako je V prostor neparne dimenzije, tada linearni operator sa zadanim svojstvima ne postoji,
a ako je V parne dimenzije, tada takav A postoji. |

VaZnu klasu linearnih operatora na kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V' ¢ine projektori na
potprostore. Prisjetimo se definicije.
Neka je M <V i L njegov direktni komplement, dakle vrijedi V = M + L. Definiramo preslikavanje
P :V — V na sljedeéi naCin: za svaki x € V postoje jedinstveni xyy € M i x; € L takvi da je x = xp +x1.
Tada stavimo
Px = XM -

Ovaj linearni operator zovemo projektor na potprostor M u smjeru potprostora L. Na predavanjima je
dokazano:

(a) P je linearan operator,
(b) InP=MiKerP=1L.
Uo¢imo da je I — P projektor na L u smjeru M (jer je (I — P)x = x;, za svaki x € V).

Zadatak 1.26. Navedite primjer linearnog operatora 7 : M, (R) — M, (R) ¢iju jezgru ¢ine sve simetri¢ne
matrice reda n, a sliku sve antisimetri¢ne matrice reda n.

RjesSenje: S obzirom da su prostor svih simetri¢nih matrica i prostor svih antisimetri¢nih matrica reda n
jedan drugom direktni komplementi, primjer traZenog linearnog operatora bit ¢e projektor.

Preciznije, oznacimo s S potprostor svih simetricnih matrica reda n, te s L potprostor svih antisimetri¢nih
matrica reda n. Kako je S+ L = M,,(R), tada za T moZemo uzeti projektor na S u smjeru L.
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Odredimo i eksplicitnu formulu za T Rastav proizvoljne matrice A € M,,(R) s obzirom na direktnu sumu
M,(R)=S+Ljedans
1 1
A=A +AT) + 5(A—AT).

Stoga je
1

T(A)=>

(A—AT).
[

Zadatak 1.27. Neka je P € L(V). Tada vrijedi: P je projektor (na neki potprostor M u smjeru nekog
njegovog direktnog komplementa L) ako i samo ako je P> = P. U tom slu¢aju je M =ImP i L = KerP.

Rjesenje: Za svaki x = x) +x;, € V imamo
P?x = P(Px) = P(xy) = xys = Px,

odakle slijedi P> = P.
PokaZzimo prvo da je x € ImP <= Px =x. OCito Px = x povla¢i x € ImP. S druge strane, iz
x € Im P slijedi da postoji y € V takav da je Py = x, pa imamo

x = Py = P*y = P(Py) = Px.

Pokazimo sada da je V = KerP +ImP. Ako je x € KerPNImP tada je Px=0iPx=x,pajex=01i
zato je presjek slike i jezgre od P trivijalan. Prema teoremu o rangu i defektu (i formuli za dimenziju sume
potprostora) je dim(Ker P +ImP) = d(P) + r(P) = dimV, pa je KerP+ImP =V.

Konacno, za proizvoljni x € V je tada

Px= P(xKerP +xImP) = PxKerp + PXimp = Ximp,

pa vidimo da je P zaista projektor na Im P u smjeru Ker P. ]

2
Zadatak 1.28. Neka su a, b € R takvi da je a®> +b? # 0 (to jest, nisu oba jednaka nuli), te A = “ ab} .

a2+ b? {ab b?
(a) Dokazite da je linearni operator Ly : My — My zadan s Ly (X) = AX projektor.

(b) Zaa=31b =4 odredite potprostore M i L tako da je pridruZeni L4 projektor na potprostor M u smjeru
potprostora L.

Rjesenje:
(a) Prema prethodnom zadatku, L4 je projektor ako i samo ako je (Ls)? = Ls. Kako je
(La)*(X) = La(La(X)) = A(AX) = A’X,

to je L4 projektor ako i samo ako je A2X = AX za svaki X € M,,;. Lako se dobije da je to ekvivalentno s
A% = A. Jednakost A> = A se provjeri direktnim mnoZenjem matrica.

(b) Prema prethodnom zadatku, L, ¢e biti projektor na potprostor Im L4 u smjeru potprostora Ker Ly, dakle
M =1ImLy i L =KerL,. Dobijemo da je M = [{ [3 4}TH iL= H [4 —3]TH.

Definicija 1.14. Za linearni operator A € L(V,W) kaZemo da je
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(1) monomorfizam ako je A injekcija
(2) epimorfizam ako je A surjekcija
(3) izomorfizam ako je A bijekcija.

Za vektorske prostore V i W nad istim poljem [F kazemo da su izomorfni ako postoji izomorfizam A : V — W.
U tom slucaju piSemo V ~ W.

Kao jednostavnu posljedicu teorema o rangu i defektu imamo sljedeci rezultat.
Korolar 1.15. Neka je A € L(V,W), te neka je dimV = dimW < eo. Tada vrijedi:
A je monomorfizam < A je epimorfizam < A je izomorfizam.

Na predavanjima smo dokazali sljedece tvrdnje (za V i W kona¢nodimenzionalne vektorske prostore
nad istim poljem F).

Propozicija 1.16. Neka je A € L(V,W). Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

(1) A je monomorfizam.
(2) KerA = {0}, to jest, d(A) = 0.

(3) A preslikava linearno nezavisne skupove u'V u linearno nezavisne skupove u W.
Propozicija 1.17. Neka je A € L(V,W). Vrijede sljedece tvrdnje:

(1) Ako je G sustav izvodnica za V, tada je A(G) sustav izvodnica za ImA.
(2) Ako postoji podskup G od V takav da je A(G) sustav izvodnica za W, tada je A surjektivan.

Propozicija 1.18. Neka je A € L(V,W). Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

(1) A je izomorfizam.
(2) Za svaku bazu {by,...,b,} za 'V, skup {Aby,...,Ab,} je baza za W.
(3) Postoji baza {by,...,b,} za V takva da je {Aby,...,Ab,} baza za W.

Posebno, V ~W ako i samo ako je dimV = dimW.
Zadatak 1.29. Neka je T € L(R?) dan formulom

T(x,y,z) = (2x,4x —y,2x+ 3y —2).
Dokazite da je T izomorfizam i odredite 7.

Rjesenje: Prema Korolaru 1.15, dovoljno je provjeriti da je A monomorfizam, odnosno, zbog Propozicije
1.16, da je KerT = {(0,0,0)}. Neka je (x,y,z) € KerT. Tada je T (x,y,z) = (0,0,0), odnosno

2x =0
4x—y =0,
2x4+3y—2z=0

odakle slijedi (x,y,z) = (0,0,0). Time smo dokazali da je T monomorfizam, pa i izomorfizam.
Alternativno, mogli smo iskoristiti i Propoziciju 1.18. Za kanonsku bazu {e, e, e3} je skup

{T617T327T€3} = {(27472)7 (07 _173)7 (070? _1)}

o¢ito linearno nezavisan, pa je posebno i baza za R3. Stoga je T izomorfizam.
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Preostaje odrediti 7~'. Neka je (u,v,w) € R3 proizvoljan, te oznat¢imo T ! (u,v,w) = (x,y,z). Tada je
T(x,y,z) = (u,v,w), pa dobivamo sustav

2x =u
4x—y =v
2x+3y—z=w
odakle slijedi
x:g, y=2u—v, z=Tu—3v—w.

Dakle, inverz linearnog operatora T je dan s

T u,v,w) = (g,Zu—v,7u—3v—w> )

Zadatak 1.30. Ako postoji, navedite primjer

(a) monomorfizma A : M>(R) — Z(R)
(b) epimorfizma B : M>(R) — Z2,(R)
(c) izomorfizma C: Z3(R) — M>(R).
Rjesenje:

(a) Ne postoji. Za takav A bi vrijedilo r(A) <31 r(A)+d(A) =4, dakle d(A) > 1, pa A ne moZe biti
monomorfizam.

(b) Da, na primjer takav je linearni operator

B<[a bD —at +bt+ec.
c d

(c) Postoji, jer su dimenzije domene i kodomene jednake (na predavanjima smo dokazali da su dva prostora
izomorfna ako i samo ako su njihove dimenzije jednake). Na primjer, takav je linearni operator

3 2 . a b
Clat’ +bt"+ct+d) = [C d]'

Ovo je oc¢ito monomorfizam, pa zato i izomorfizam.

Zadatak 1.31. (a) Neka je V vektorski prostor dimenzije n, te A,B € L(V) takvi da je AB = 0. DokaZite da
jer(A)+r(B) <n.

(b) Ako je A € L(V) proizvoljan linearan operator, dokaZite da postoji B € L(V) takav da vrijedi AB=10i
r(A)+r(B) =n.

Rjesenje:

(a) Po teoremu o rangu i defektu imamo r(A) +d(A) = n. Uocdimo da je sada dovoljno dokazati da je
r(B) <d(A), jer je tadar(A) +r(B) <r(A)+d(A) =n.

Iz AB = 0 slijedi da je ABx = 0 za svaki x € V. Tada je Bx € KerA za svaki x € V, dakle InB = {Bx:
x €V} CKerA. Odavde je r(B) < d(A).
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(b) 1z AB = 0 slijedi, kao maloprije, da mora biti ImB < KerA, a iz r(A) + r(B) = n da mora biti r(B) =
n—r(A) =d(A). Zato je za ovakav B nuzno i dovoljno da je Im B = KerA.
Na primjer, za B moZemo uzeti projektor na KerA (u smjeru bilo kojeg direktnog komplementa od Ker A
uV).

Zadatak 1.32. Neka je A € L(R?) zadan kao A(x,y) = (x+,x+2y). Ako je M potprostor od R?, odredite
AM).
Rjesenje: Kako je M < R?, imamo tri moguénosti: M = {(0,0)}, M = R? te M je skup svih toaka na
nekom pravcu kroz ishodiste.

Linearan operator potprostore preslikava u potprostore, dakle A(M) Ce takoder biti jedan od ta tri tipa
skupa: {(0,0)}, pravac kroz ishodiste ili R2.

S obzirom da je A izomorfizam (na primjer, vidimo da A preslikava bazu {(1,0),(0,1)} za R? u bazu
{(1,1,),(1,2)} za R?), vrijedi da je dimA(M) = dim M. Prema tome, imamo:

@ A({(0,0)}) = {(0,0)} i A(R?) = 2.

(b) Ako je M pravac kroz ishodiste tada ¢e i A(M) biti pravac kroz ishodiste. Kako je svaki pravac odreden
s dvije tocke, za odredivanje potprostora A(M) dovoljno je, na primjer, pogledati A(0,0) i A(1,1) i naéi
jednadzbu pravca kroz te dvije tocke.

Ako je M pravac zadan jednadzbom y = kx, tada je A(M) pravac kroz (0,0) i (1 +k,1 — 2k), dakle

pravac zadan jednadZbom y = 11+7+2ka u sluéaju k # —1, te pravac x = 0 ako je k = —1.

Domaca zadaca:

DZ 1.8. Odredite po jednu bazu za jezgru i sliku linearnog operatora 7 : R? — R* zadanog s T(x,y,z) =
(x? x? y7y) °

DZ 1.9. Neka je A : 23 — R preslikavanje dano sa

A(p) = (p(1),p(2),p(1) +p(2)).
Dokazite da je A linearan operator, te mu odredite rang, defekt i po jednu bazu za sliku i jezgru.
Rjesenje: A je linearan jer je

Alap+Bq) = ((ap+Bq)(1),(ap+Bq)(2),(ap+Bq)(1)+ (ap+Bg)(2))
= (ap(1)+Pq(1),ap(2)+Bq(2),ap(1) + Bg(1) + ap(2) + Bq(2))
=a(p(1),p(2),p(1)+p(2)) +B(q(1),49(2),4(1) +4(2))
= aA(p)+BA(g).

Nadalje, A(p) = (0,0,0) < (p(1) =01 p(2) = 0). Za p(t) = ast® + axt> +ait +ap to daje sustav

apg+ar+a+az3=0
ap+2a; +4a,+8a3 =0
¢ije rjesenje daje jezgru od A. Dobijemo da je skup {2 — 3t +2,6 — 7t + 13} jedna baza KerA, te da je

d(A) = 2. Sada je r(A) =4 —d(A) = 2. Sliku generira skup {A(1),A(t),A(t*),A(¢*)}. Kako je skup
{A(1),A(t)} ={(1,1,2),(1,2,3)} linearno nezavisan, to je, zbog r(A) = 2, baza za JA. [ |
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DZ 1.10. Odredite po jednu bazu za jezgru i sliku linearnog operatora T : M> — M, zadanog kao
T {a b} _ [a—f—b b—l—c} .
c d c+d d+a
DZ 1.11. Neka je T € L(V,W), V,W vektorski prostori nad F, k € F'\ {0}. Dokazite da je
KerT =Ker(kT), ImT =Im(kT).
DZ 1.12. Ako postoji, navedite primjer

» linearnog operatora A € L(R?) ¢ija je jezgra pravac y = x+ 1,

* linearnog operatora B : Z,(R) — M>(R),

e izomorfizma C : Z3(R) — M(C),

» monomorfizma D : M(R) — Z%(R),

e epimorfizma E : M>(R) — 2 (R),

* linearnog operatora F : R? — R? koji skup {(x,y) € R?: x+ 2y = 0} preslikava u jedini¢nu kruznicu
oko ishodista,

* linearnog operatora T : M,(R) — M,(R) koji matricu E;; preslikava u matricu Ej;, za sve i,j =
1,...,n.

DZ 1.13. Neka je A € L(R?) zadan kao A(x,y) = (x,x). Ako je M potprostor od R?, odredite A(M).

DZ 1.14. Navedite, ako postoji, primjer linearnog operatora 7 : &,(R) — &2,(R) &iju jezgru Cine svi parni
polinome, a sliku svi neparni polinomi (polinom je paran ako je p(—x) = p(x) za svaki x € R, te neparan
ako je p(—x) = —p(x) za svaki x € R).

DZ 1.15. Ako je A € L(V) proizvoljno odabran, dokazite da postoji B € L(V') takav da vrijedi BA =0 i
r(A)+r(B) =n.

DZ 1.16. Neka su A, B € L(V). Dokazite:
(@) r(A+B) <r(A)+r(B),
(b) r(AB) < min{r(A),r(B)},
Rjesenje:
(a) Imamo Im(A+B) = {Ax+Bx:x €V} C{Ax+By:x,y € V} =ImA+ImB. Sada je
r(A+B) = dimIm(A + B) < dim (ImA 4+ ImB) = dimImA +dimIm B — dim (ImA NImB)
< dimImA +dimImB = r(A) + r(B).
(b) IzIm(AB) = {(AB)x:x €V} ={A(Bx) :x €V} C {Ay:y € V} =ImA slijedi r(AB) < r(A).
Dokazimo sada r(AB) < r(B). Prema teoremu o rangu i defektu, to je ekvivalentno s
r(AB) < r(B) & dimV —d(AB) <dimV —d(B) < d(B) < d(AB) < KerB < Ker(AB).
Ako je x € KerB tada je Bx =0 pai (AB)(x) = A(Bx) = 0, dakle x € Ker(AB).

DZ 1.17. Neka je A : U — V linearni operator i neka je L < U. Dokazite da je
dimL—d(A) <dimA(L) < dimL.
DZ 1.18. Neka su A,B : V — V linearni operatori. DokaZite

(a) A je surjekcija akko za svaki linearni operator C : V — V vrijedi CA =0 =— C =0.

(b) B je injekcija akko za svaki linearni operator C : V — V vrijedi BC =0 = C = 0.
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1.5 Matricni prikaz (zapis) linearnog operatora

Neka je V vektorski prostor nad F, te (¢) = {ei,...,e,} njegova uredena baza (uredena baza je baza kojoj
smo fiksirali poredak elemenata). Svaki vektor x € V ima jedinstveni prikaz u obliku x = Y7, x;e;, pa mu
mozemo pridruZiti matricu (stupac)

Xn
Ovaj zapis se naziva matricni prikaz vektora x u bazi (¢).
Zadatak 1.33. (a) Odredite matri¢ni prikaz polinoma p(x) = 2x> +x — 1 iz #3(R) s obzirom na bazu
(e) = {x’,x+1,x%,3}, te polinom ¢ &iji je matri¢ni prikaz u toj bazi jednak g(e) = [I 0 2 —1] ’

(b) Odredite matricni prikaz jedini¢ne matrice / promatrane kao element vektorskog prostora M, s obzirom

o m={1

te odredite element 7' € M, kojeg predstavlja matri¢ni prikaz T(F) = [I —1 1 —1] T

Rjesenje:
(a) Iz
W4 x—l=o-+B-(x+1)+y-x*+8-3
slijedi
a=0, =1, y=2, 6:—;
paje

T
ple)=[0 1 2 —3]".
Nadalje, imamo
g) =140 (x+ 1) +2- 24+ (~1) 3= +22 -3,

(b) Oznacimo elemente baze (F) redom Fy, F», F3, Fy. Kao je
I1=F=0-F1+0-FKLb+0-Fs+1-F4

slijedi
1(Fy=[o o o 1]".

LT(F)=[1 -1 1 —1] slijedi

-1 1
T—F1—F2+F3—F4—|:O O:|.

Zadatak 1.34. Neka je (e) kanonska baza za R? i (¢/) = {(1,1,2),(2,0,0),(0,1,1)} jos jedna baza za R>.
Odredite

(@) (e1+e3)(e)
(b) (61 +e3)(e’).
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Rjesenje:
(@) Tzei+e3=1-e;+0-er+1-e3slijedi (e +e3)(e) = [1 0 1],

(b) Izej+e3=1-¢) — 1€y slijedi (e; +e3) () =[1 0 —1]T.
[

Neka su V,W vektorski prostori nad poljem IF, (e) = {ey,...,e,} bazaza Vi (f) ={fi,..., fn} bazaza
W. Neka je A € L(V,W). Tada postoje jedinstveni prikazi vektora Aey,...,Ae, u bazi (f). Neka su to

m
Aej:Zaijfia JZI,,I’I
i=1

Koristeéi ove skalare, linearnom operatoru A pridruZimo matricu

o 02 ... Ogp

(04 (0% ... Ohp
Alf.0) = [Ae)(f) . (e)P]=]| . . | € Myu(F).

Om1 O2 ... Oy

Ovaj zapis zovemo matricni prikaz (zapis) linearnog operatora A u paru baza (¢), (f). Akoje V=W i
(e) = (f), tada cemo umjesto A(e,e) krace pisati A(e).

Zadatak 1.35. Odredite matri¢ni prikaz linearnog operatora A € L(R? ,R?) u paru kanonskih baza domene
i kodomene ako je
Ax,y) = (x+y,x—y,x).

RjeSenje: Neka je (e) = {e1,e,} kanonska baza za R? i (f) = {fi1, f», f5} kanonska baza za R3. Trebamo
odrediti prikaze vektora Ae; i Ae; u bazi (f). Imamo

Aler)=(LLD)=fi+fo+f3, Ale)=(1,-1,00=fi—f2
odakle slijedi

Alfe)= |1 —1

—_—

Zadatak 1.36. Odredite matri¢ni prikaz linearnog operatora S € L(R3, M»(R)) zadanog sa

Cfx=y  y-—z
Swz) = [z—x x+y+z]

u paru kanonskih baza za domenu i kodomenu.

Rjesenje: Neka je (e) = {e1,ez,e3} kanonska baza za R3 i (E) = {E11,E12,Ea1,E»} kanonska baza za
M,(R). Tada je

1 o

S(er) = 11 =E|—E)y+Exn
-1 1]

S(ez) = 0 1 =—-En+Epn+E»
0 1

S(e3) = 11 =—Ep+E+Ex»
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paje
1 -1 0
0 1 -1
SE)=| 1 o
1 1 1
]
Zadatak 1.37. Neka je Iy € L(V) identi¢ni operator na vektorskom prostoru V, te (e) = {e1,...,e,} i (f) =
{f1,-.., fu} dvije baze za V. Dokazite da je Iy (f,e) jednak jedini¢noj matrici / ako i samo ako su baze (e) i

(f) jednake.

Rjesenje: Po definiciji matri¢nog prikaza linearnog operatora slijedi da je Iy (f,e) = I ako i samo ako je
Iy(e;) = fizasve i =1,...,n, odnosno ako i samo ako je ¢; = f;, i = 1,...,n. Slijedi tvrdnja. |

Sljededi rezultati (dokazani na predavanjima) govore o uskladenosti djelovanja linearnih operatora na
vektor te komponiranja linearnih operatora s mnoZenjem pridruZenih matrica.

Propozicija 1.19. (a) Neka je A€ L(V,W) te (e) ={e1,...,en} i (f) ={f1,-.,fm} redom baze zaV i W.
Za svaki x € V vrijedi

Ax(f) = A(fe)x(e).
(b) Neka su A € L(V,W) i Be LW,X) te (e), (f) i (g) redom baze za V, W, X. Tada za BA € L(V,X)
vrijedi
(BA)(g,¢) = B(g, f)A(f ).
(c) Ako je A € L(V,W) izomorfizam te (e) i (f) redom baze za prostore V i W tada je
(A7) (e, ) = (A(f,e) "

1z prethodne propozicije dobijemo sljedeci korolar (birajuéi identi¢ni operator za pojedine linearne ope-
ratore) koji daje vezu izmedu matri¢nih prikaza prikaza jednog te istog vektora u razli¢itim bazama prostora
kojemu pripada, odnosno jednog te istog linearnog operatora u razli¢itim parovima baza za domenu i kodo-
menu.

Korolar 1.20. (a) Neka su (e),(¢') dvije baze za vektorski prostor V. Tada je za sve x € V
x(€) =1y (¢ e) x(e)
Matricu Iy (e, e') zovemo matricom prijelaza (iz baze (e) u bazu (€')).
(b) Neka suV,W vektorski prostori te (e), (¢') dvije baze za V, a (f),(f") dvije baze za W. Tada je
A(f,e) =1y (f'.f)A(f.e)ly (e,€)
Posebno, zaV =W i (e) = (f) te (¢') = (f') imamo
A(d) =1y (¢,e)A(e)ly (e,€)
Uocimo da su matrice prijelaza Iy (e,e’) i Iy (e,e’) izmedu baza (e) i (¢’) prostora V povezane relacijom
(e e) = (1) (€ ) = (I (e.e)) . )

Zadatak 1.38. Odredite matrice prijelaza izmedu baza (e) = {1,t,¢2} i (¢/) = {1 —¢,1+12,*} vektorskog
prostora .
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RjeSenje: Zapise elemenata baze (¢’) pomocu baze (e) direktno i§¢itavamo i upisujemo u stupce matrice
I,(e,e'). Slijedi
1 10
Ip,(e,e)=|-1 0 0
0 1 1

Jedan nacin za formiranje matrice 15, (¢, ) je prikazivanje vektora baze (¢) pomocu baze (¢’). Drugi je
primjena formule (3):

0O -1 0
Ip,(ee)=(In(e)) " =1 1 0
-1 -1 1

Zadatak 1.39. Odredite matricu prijelaza Ip: (¢/,€”), ako su baze za R? dane s (¢) = {(1,2),(2,3)}i (") =
{(17 1)7 (17 _1)}

RjeSenje: Ovaj zadatak bismo mogli rijesiti direktno, to jest prikazivanjem vektora baze (¢”) pomocu
vektora baze (¢’). Medutim, s obzirom na jednostavnost zapisa svakog vektora pomocu kanonske baze (e)
za R?, zadatak ¢emo rijeiti indirektno na sljedeéi nacin:

Ip: (¢,€") = Ig2 (€, €) Iz (e,€") = Ip2 (e,e’)_lle (e,€")

S A

Zadatak 1.40. Linearni operator A € L(R3, M>(R)) zadan je svojim matri¢nim prikazom

1 1 1

;o loo—1 2
A(E')e') = L1 1
1 1 O

u paru baza (e'):{(1,0,1),(1,0,—1),(0,1,1)}i(E'):{[} 8}7[(1) 8][8 ﬂ{g (1)]} Odredite

A(x1,x2,x3) za proizvoljan (x1,x2,x3) € R3,
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Rjesenje: Neka su (e) i (E) redom kanonske baze za R* i M,(R). Tada je

(Ax)(E) = A(E, e)x(e) = Iy, ) (E,E)A(E' &) Igs (e,€/) ' x(e)

O L o
_foooffo 2
O] N D Y O A
00 1 1|1t 1 oft L.
1 1.0 O] [1 1 171 1 17 - -
oo 1 oo -1 2[|2 2 % ?
{1t 00 o1 1 1|2 2 "I
oo 1 1)1 1 ofl0 1 0fL5
X1+ 3%+ 3
. X1 +x2
X1 +Xx2
2x1 +x3

paje
1 5 1
Ax = Exl + 5)62 + 5)63 E + (x1 +x2)E12 + (x1 +x2)E21 + (2)61 -I-XZ)EZQ
1 5 1
5X1 +§x2+§x3 X1+ X2
X1 +x 2x1 +x2

Zadatak 1.41. Neka je Z; : R> — R? zrcaljenje s obzirom na pravac dan jednadzbom y = kx. Odredite
matri¢ni prikaz linearnog operatora Z; u kanonskoj bazi te matricni prikaz u jo$ jednoj, po volji odabranoj
bazi.

Rjesenje: 1z jednog od prijasnjih zadataka znamo da je

Zi(x,y) = 2 (x+ky,kx +k2y) — (x,).

k241
Stoga je
A=l R
Zi(e) = |“ ) 2® +1_ 1
K+l k241

Linearni operator Z; ¢e imati "najjednostavniji" matri¢ni prikaz u bazi koju ¢ine neki vektor koji pripada
pravcu y = kx i vektor koji lezi na pravcu koji je okomit na pravac y = kx, npr. f1 = (1,k), f» = (1, %)
Stavimo (f) = {f1, f2}. Imamo Z;(f1) = f1 i Zx(f2) = —f2 paje

1 0
Uocimo da smo iz posljednjeg matricnog prikaza lako mogli do¢i do matri¢nog prikaza Z;(e). Naime,

mma@:kﬁﬁﬂ@@:&}&& w{;L}{ -

k -1 k
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Zadatak 1.42. Neka je P : R® — R? projektor prostora R? na potprostor M = {(x,y,z) € R} : x+y—z=0}
duZ potprostora L = {(x,x,—x) : x € R}.

(a) Odredite matri¢ni prikaz P(e) u kanonskoj bazi (e).
(b) Izaberite jo$ neku bazu (f) za R3 i odredite P(f).

Rjesenje: lako bismo (a) dio mogli rjeSavati direktno (napravite to sami), mi ¢emo prvo rijeSiti (b) dio
zadatka i onda pomocu njega (a) dio. Ideja je da odredimo bazu (f) u kojoj ¢e matri¢ni prikaz od P biti vrlo
jednostavan.

(b) Dokazali smo da za projektor P na potprostor M duZ potprostora L vrijedi ImP = M, KerP = L te
Px =xzax € M. Kako je M 4 L = R?, uzmimo bazu za R? koja je unija baze za M i baze za L. Kako
jeM =1[{(1,0,1),(0,1,1)}], L =[{(1,1,—1)}], dobijemo bazu

(f) = {(1>071)7(07171)7(1717_1)}'

Tada je Pfi = f1,Pf> = f2,Pf3 =0 paje

1 00
P(f)=10 1 0
000
(a) Odavde ra¢unamo P(e):
1o 1] [Loofto 1] 2 -1
Ple) =I(e, /)P(H)I(f,e)= |0 1 1 Lojfor 1| =2f-1 2 1
1 1 -1 0 0 O (1 1 -1 1 1 2

Propozicija 1.21. Neka su V,W vektorski prostori, n = dimV, m = dimW, te neka su (e) i (f) njihove baze.
(a) Preslikavanje ¢ : V — M, definirano s ¢(x) = x(e) je izomorfizam vektorskih prostora.
(b) Preslikavanje ® : L(V,W) — M, definirano s ®(A) = A(f,e) je izomorfizam vektorskih prostora.

Ova propozicija nam omogucuje da razne probleme u prostoru linearnih operatora rijeSimo odgovaraju-
¢om provjerom u prostoru matrica, odnosno da iskoristimo istovrsne tvrdnje koje smo ve¢ dobili za matrice.

Zadatak 1.43. Zadani su sljedeéi linearni operatori na R?:
* R - rotacija oko ishodista za kut 7,
* P - ortogonalna projekcija na pravac y = —x,
* Z - zrcaljenje s obzirom na pravac y = Xx,
* O - ortogonalna projekcija na pravac x = 0.

Dokazite da je skup {R,P,Z,Q} baza za L(R?).
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Rjesenje: Svi ovi operatori su nam od ranije poznati i zadani su sljede¢im izrazima:

1

R(x’y):(*yax)v P(x’y)zi(x*yv*ery)v Z(x7y):(yvx)7 Q(x,y)Z(O,y).

Ovaj zadatak mogli bismo rijesiti direktnom provjerom linearne nezavisnosti zadanog skupa (kao u za-
datku 1.17). Ovdje ¢emo na drugi nacin, primjenom propozicije 1.21.
Oznacimo s (e) kanonsku bazu za R?. Prema prethodnoj propoziciji je preslikavanje

®: L(R?) = My(R), P(A)=A(e)
izomorfizam, pa je skup {R,P,Z,Q} baza za L(R?) ako i samo ako je skup
{®(R),2(P), P(Z),(Q)} = {R(e), Pe),Z(e),Q(e) }

baza za M,(R). Dobijemo da je

o= [} S| ro=3 L T 2= ]] g ew-]y O

Lako provjerimo da ove Cetiri matrice Cine linearno nezavisan skup, a kako je kardinalitet skupa jednak
dimenziji prostora, on ¢ini i bazu za M,(R). Prema opisanom, slijedi tvrdnja. |

Navedimo jo§ jedan rezultat s predavanja.

Propozicija 1.22. Neka su V,W vektorski prostori te (e) i (f) redom baze zaV i W. Za A € L(V,W) vrijede
sljedece tvrdnje:

(1) r(A) = r(A(f,e)) (rang linearnog operatora jednak je rangu njehovog matricnog prikaza u proizvolj-
nom paru baza).

(2) Ako je dimV = dimW tada je A izomorfizam ako i samo ako je matrica A(f,e) regularna.

Zadatak 1.44. Neka je A € L(V,W) linearni operator ranga r > 0. Dokazite da se A moZe napisati kao suma
r linearnih operatora ranga 1, to jest, da postoje linearni operatori Ay, ...,A, € L(V,W) ranga 1 takvi da je
A=A1+...+A,.

Rjesenje: Neka je n = dimV i m = dimW. Zadatak istog tipa smo rjeSavali za matrice, pa ¢emo se ovdje
posluZiti tim rezultatom. Neka su (e) i (f) redom baze za V i W. Tada je A(f,e) matrica ranga r. Prema
dokazanom, postoje matrice By,...,B, ranga 1 takve da je

A(f,e)=B1+...+B,.
Kako je preslikavanje A — A(f,e) izomorfizam s L(V,W) na M,,, postoje Ay,...,A, € L(V,W) takvi da je
Ar(f,e) =By, k=1,...,r.
Prema prethodnoj propoziciji je
r(Ay) = r(Ac(fe)) =r(B) =1, k=1,...,r.
Konac¢no, imamo
A(f,e)=Bi1+...+B,=Ai(f.e)+...+A(f,e) = (A1 +...+A,)(f,e),

odakle slijediA =A; +...+A,. [ |
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Zadatak 1.45. Neka je A € L(V, W) linearni operator ranga r. Dokazite da postoje baze (b) = {by,b2,...,b,}
i(c)=A{c1,cay...,cm} zaViW takve da je

A(c,b) =D,
pri ¢emu je D, € M,,,, kanonska matrica reda r.

Rjesenje: Ako je r =0 tada je A = 01 tvrdnja vrijedi za svaki izbor baza. Pretpostavimo da je r > 0. I ovaj
zadatak rjeSavamo "prebacujuéi" se u matricni prostor i primjenom rezultata koje smo tamo dobili.
Uocimo da trazimo baze (b) i (c) takve da je

Ciy i=1,...,r

A(b;) = 4
(&) {0, i=r+1,...,n ®

Neka su (e) i (f) neke (bilo koje) baze za V i W. Prema propoziciji 1.22, A(f,e) je matrica ranga r.
Tada postoje regularne matrice S € M,,, i T € M,, takve da je

SA(f,e)T = D,. )

Kako je preslikavanje D — D(f) izomorfizam s L(W) u M,,, to postoji C € L(W) takav da je C(f) = S. Na
isti na¢in zaklju¢ujemo da postoji B € L(V) takav da je B(e) = T. Kako su S i T reguarne matrice, slijedi da
su B i C izomorfizmi. Sada je SA(f,e)T = B(f)A(f,e)C(e) = (BAC)(f,e) pa jednakost (6) postaje

(CAB)(f,e) = D.. ©)

Po definiciji matri¢nog zapisa linearnog operatora to znaci da je

fis i=1,...,r
0, i=r+1,....n

(CAB)(e;) = {
Sto, imajuéi na umu (4), zapisemo kao

c'y; i=1,...
A(Bel-):{ oo i=her

0, i=r+1,....n

Sad preostaje oznaliti b; = Be;zai=1,...,nic; = C'fizai=1,...,m. Kako su Bi C izomorfizmi, skup
(b) ={b1,...,by} jebazazaVi(c) ={c1,...,cm} je baza za W, te vrijedi

Alb) = ci, 1:21,...,}"
0, i=r+1,....,n
|
Za kraj ovog odjeljka pokaZimo kako moZemo iskoristiti matricu prijelaza za odredivanje dualne baze.

Nekajex € V,te (b) = {b1,...,b,} neka baza za V. Dokazali smo da je (propozicija 1.10)
n
x=) bi(x)b;.
j=1

Pretpostavimo da je (¢) = {ej,...,e,} neka druga baza za V te neka je I(b,e) matrica prijelaza. U prvom
stupcu ove matrice nalaze se koeficijenti iz prikaza vektora Iy (e;) = e; pomocu vektora baze (b), dakle
koeficijenti iz prikaza

e = Z bj‘-(el)bj,
Jj=1
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te sli¢no za sljedece stupce. Tako dobijemo da je

b’}:(el) b’}:(ez) ) bi(en)
](b7e): bz(‘el) bz(‘ez) bz(.en) ' (7)
bu(er) by(e2) ... by(en)

Tada je
n n
bi | Yoxies | = Y xibile)),
Jj=1 Jj=1

Sto nam daje jednostavan nacin za odredivanje djelovanja funkcionala b; na vektorima domene koji su
prikazani pomocu neke druge baze: za odredivanje b; ( o1 xje ;) trebaju nam koeficijenti iz k-tog retka
matrice I(b,e).

Ovo je posebno korisno kada je (e) baza u kojoj je lako i prirodno nadi prikaze elemenata prostora (na
primjer, ako je (e) kanonska baza R", &, M,,,).

Pokazimo to na konkretnom primjeru.

Zadatak 1.46. Neka je V vektorski prostor simetri¢nih matrica reda 2 i neka je dana baza (b) = {b1,b2,b3}

za'V dana s
1 -1 0 1 00
e T B !

Odredite djelovanje elemenata dualne baze (b)* = {b},b5,b3} za V* na proizvoljnoj matrici domene, to jest

pe [ M2 sak=1.2.3.
K\ laiy axn o

RjeSenje: Neka je (e) = {e1,e2,e3} baza za V zadana s

Mo o1 oo
‘o ol 2T ool 7o 1|

Ovu bazu moZemo smatrati kanonskom bazom za V' s obzirom da je rastav proizvoljne matrice iz V prirodan
1 jednostavan za izracunati:

apny apn|
=ajje) +ajpey +axes.
ap ax

Sada je

ay a . .
by ([ai; a;ﬂ) = by (a11e1 +aner +axne3) = anbi(er) + anbi(e2) + anby(e3).

Prema (7), koeficijenti koji nam trebaju u prethodnoj sumi nalaze se u k-tom retku matrice /(b, ¢). Dobijemo
daje

100
I(be)=|1 1 0
111

odakle slijedi

ap ap an an ap  an
bT<[a12 aZJ)ZGU, b;([an azz])zan-an, bé([an a22}>=a11+a12+a22-

Domaca zadaca:



1 LINEARNI OPERATORI 34

DZ 1.19. Neka je (e) kanonska baza za R3 i (¢') = {(1,1,2),(2,0,0),(0,1,1)} jo§ jedna baza za R3. Odre-
dite (e1 —e2)(€¢') i (¢} —€5)(€).

RjeSenje: (e —ez)(e')=[1 0 —Z]T

L (ef—e))=[1 0—1]". [

DZ 1.20. Nadite matricu linearnog operatora A € L(R?), A(x,y) = (x —y,x+y) u bazi {(1,2),(2,1)}.

Rjesenje: A(e') = —1 [_57 _15] . [ |

DZ 1.21. Nadite matricu operatora A € L(R?, 2)), A(x,y,z) = x+y+z+xt u paru baze {(1,1,0),(1,0,1),
(0,0,1)}i {1+1,1—2}.

Rjesenje: A(f',e') = 3 ﬁ ? ﬂ ]

DZ 1.22. Neka je f € V*. Neka je (b) = {b1,...,b,} neka baza za V, te (1) = {1} baza za F. Odredite
matri¢ni prikaz f(1,b) linearnog funkcionala f u paru baza (b) i (1).

Rjesenje: Prvo uocimo daje f(1,b) € M) ,, te da je i-ti stupac matrice f(1,b) prikaz od f(b;) ubazi {1} za
F. Kako je f(b;) = f(b;)-1zasvei=1,...,n,slijedi

f(lvb):[f(bl) f(bZ) f(bn)]
|

DZ 1.23. Neka je (f) = {1 —1t,1+12,1*} jedna baza vektorskog prostora &2,. Odredite bazu (g) za &, ako
znamo da je matrica prijelaza
1

1 0
Iz, (f,8)=]-1 0 0
0 1 1
DZ 1.24. U R? s (e) ozna¢imo kanonsku bazu. Zadana je i baza (¢') = {e}, ¢}, €5}, gdje su
ey =et+ertes, eh=e +e, e5=e.
Odredite matri¢ni prikaz linearnog operatora A € L(IR?) u bazi (¢') ako je Ae; = ¢l zai = 1,2,3.

Rjesenje: Imamo

11
Ale) =Ips(e,e) = |1 1
1 0

S O =

paje
A(e) = Ips(e,e) ' A(e)Igs (e,e') = A(e) 'A(e)A(e) = Ale).

I 11
DZ 1.25. Zadan je matri¢ni prikaz A(f,e’) = |1 0 1| linearnog operatora A : R — 2% u paru baza
1 10

{(1,-1,0),(1,1,0),(1,0,1)} i {1,2,£2}. Odredite A(x,x2,x3).
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Rjesenje: A(xy,x2,x3) =x1 + (%xl — %xz + %x3)t+ (x1 —x3)12. [ |

DZ 1.26. Neka je (¢') = {(1,0,0),(0,1,0),(0,1,1)} bazaza R®i (f') = {1,1 —¢,1+¢%} baza za 9,. Neka
su linearni operatori A € L(R?) i B € L(R3, £,) zadani svojim matri¢nim prikazima

11 1 0 1
A)=1(1 0 1|, B(f,ey=1{1 0 0f,
1 1 -1 010

pri ¢emu je (e) kanonska baza za R3. Odredite matriéni prikaz od BA u paru kanonskih baza za domenu i
kodomenu.

Rjesenje: Neka je (f) kanonska baza za &7,. Tada je
BA<f7 e) = B(f7 e)A(e) = 1332 (f?f/>B(f/7e)IR3 (eve,)A(e/)IR3 (eve,)il

(1 1 1] [1 0 1]t 0 O] [t 1 1 1 0 O
=10 —1 Of|1 O O[|0 1 1|1 O 1 01 —1
0 0 1](0 1 0)[0 O I]J[L 1 —1]1]0 0 1
[5 4 -3
=|-1 -1 0].
2 1 -1
|
1 2 0 1
. 4 41 . . . 30 -1 2 .
DZ 1.27. Neka je A : R* — R* linearni operator dan svojom matricom A(e) = s 5 3 u kanonskoj
1 2 1 3

bazi. Neka je (¢/) = {e],e},¢;,¢,} baza za R* zadana s €] = ey, €, = e| +e2, €5 =e1 +e2+e3, € =
)]

e1+ex+e3+ ey, a(€") jos jedna baza za R* zadana s ] = ey, € = ea, €] = eu, €] = e3.
(a) Zax=(1,—1,2,1) odredite (Ax)(e) i (Ax)(€).
—1
-3 .
E Odredite (Ay)(e).
—8

(b) Neka je y(¢') =

(c) Odredite matricu prijelaza iz baze (e) u (¢”) i A(e").

(d) Odredite rang od A.

Rjesenje:
[0 -3
3 , —1

@ (@A) = |, e = |
|4 4
[—24

® (@)= | o
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1 21 0
~o 1302 —1
2 51 3
d) r(A) =4.

DZ 1.28. Neka je A = {Z Z} , te Ly € L(M,) zadan kao L4(X) = AX. Odredite matri¢ni prikaz od Ly u
nekom paru bazu.

DZ 1.29.Neka su A,B€ M, i T € L(M;) zadan s T(X) = AXB. Odredite matri¢ni prikaz od T u paru
kanonskih baza.

DZ 1.30. Neka su (e) = {ey,...,e,} i (¢/) = {e€],...,€,} dvije baze prostora V. Neka je S € L(V) linearni
operator zadan na bazi s

Pokazite da je S(e) = Iy (e, €’).

DZ 1.31. Dana je baza {b;,b>,b3} za R3, pri éemu je by = (1,0,0), b = (1,1,—1), b3 = (0, 1,1). Pomoéu
matrice prijelaza I(b,e) odredite b} (x1,x2,x3) zak =1,2,3.
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2 Spektar

2.1 Definicija i osnovni primjeri

Definicija 2.1. Neka je V vektorski prostor nad F i A € L(V). Za skalar A € F kazemo da je svojstvena
vrijednost linearnog operatora A ako postoji vektor x € V' \ {0} takav da je

Ax = Ax.

Taj vektor x se naziva svojstveni vektor linearnog operatora A pridruZen svojstvenoj vrijednosti A. Skup
svih svojstvenih vrijednosti operatora A naziva se spektar od A i oznacava sa 6(A).

Prije prvih primjera, osvrnimo se nakratko na samu definiciju:

* U definiciji svojstvene vrijednosti traZi se egzistencija vektora x # Oy za koje je djelovanje operatora
A dano jednostavnim skaliranjem. Uvjet x # Oy je vaZan jer je AOy = AOy za svaki A € T, pa bi bez
tog uvjeta definicija bila besmislena.

* Primijetimo da jedan te isti x € V ne moZe biti svojstveni vektor pridruZen razliitim svojstvenim
vrijednostima. Naime, kada bi za A # p imali Ax = Ax i Ax = px, slijedilo bi (A — u)x = 0, odnosno
x =0, pa x ne bi bio svojstveni vektor. Dakle, razli¢itim svojstvenim vrijednostima su pridruZeni
razliciti svojstveni vektori (kasnije ¢emo vidjeti da vrijedi i nesto viSe).

Zadatak 2.1. (1) Jesuli A =3 i u = 0 svojstvene vrijednosti linearnog operatora A € L(R?) zadanog s
A(x,y,2) = (x+2y+22,3x =2y + 2,y +2)?
Ako da, odredite (neki) pripadni svojstveni vektor.
(2) Jesuliv=(—1,0,1)iw=(1,1,2) svojstveni vektori linearnog operatora A € L(R?) zadanog s
A(x,y,z) = (5x+2y+3z,3x+ 8y + 3z,2x + 4z)?
Ako da, odredite pripadne svojstvene vrijednosti?

RjeSenje: (1) Uzmimo prvo A = 3. Trebamo provjeriti postoji i (x,y,z) # (0,0,0) takav da je
A(x,y,z) =3 (x,y,z). Ovo se svodi na rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi i provjeru ima li on i ne-
trivijalnih rjeSenja. Dobijemo da je (3,2,1) jedno rjeSenje sustava, dakle, 3 je svojstvena vrijednost od A i
(3,2,1) pripadni svojstveni vektor.

Isti napravimo za u = 0. U ovom slucaju sustav ima samo trivijalno rjeSenje pa O nije svojstvena
vrijednost od A.

(2) Treba provjeriti postoji li A € R takav da je A(—1,0,1) = A(—1,0,1). Kako je A(—1,0,1) =
(=2,0,2) =2-(—1,0,1), slijedi da je (—1,0, 1) svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti 2.

Isti nacin provjere za drugi vektor daje da on nije svojstveni vektor od A. |

Zadatak 2.2. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene vektore za sljedece linearne operatore.
(1) T : M, — M,, T(A) = AT operator transponiranja.
(2) P € L(V) projektor.
Rjesenje: (1) Nekaje A € M,,, A # 0. Pretpostavimo da je T(A) = 1A, to jest AT = AA. Tada
A=ANT =2AA)T =147 =224,

odnosno (A% —1)A = 0. Kako je A # 0, slijedi A2 —1 =0, odnosno A; = 1i 4, = —1.
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Sada, rjeSavanjem jednadzbe T'(A) = 1-A slijedi da je A # 0 svojstveni vektor od T pridruZen svojstvenoj
vrijednosti 1 ako i samo ako je A simetri¢na matrica. Isto tako, rjeSavanjem jednadzbe T (A) = —1-A slijedi
da je A # 0 svojstveni vektor od T pridruZen svojstvenoj vrijednosti —1 ako i samo ako je A antisimetricna
matrica.

(2) Neka je P € L(V) projektor.

Ako je ImP = {0}, tada je P =0, paje 6(P) = {0}. Ako je ImP =V, tadaje P =1Iy,paje o(P) = {1}.

Promotrimo preostale slu¢ajeve, one u kojem je Im P netrivijalan potprostor od V. Oznalimo s M =Im P
i L =KerP. Kadabizaneke A € Fix=uxy+x; €V \{0} vrijedilo Px = Ax, imali bismo

xy =Px=2Ax=A(xy+x1),

odakle slijedi
(A —=1Dxp+Axp =0.

S obzirom na direktnost sume M + L =V, slijedi
(A*I)XMZO i)L)CL:O.

Odavde jednostavnim promatranjem slucajeva slijedi da su jedine moguénosti A =0i A = 1, te pritom mora
biti x = x; € L u prvom, odnosno x = xy € M u drugom slucaju. Dakle, (P) = {0, 1}, te vidimo da su svi
vektori iz L pridruZeni svojstvenoj vrijednosti O te svi iz M pridruZeni svojstvenoj vrijednosti 1. ]

U iduéem dijelu ¢emo prouciti neke tvrdnje koje ¢e pojednostaviti odredivanja spektra linearnog opera-
tora i pridruZenih svojstvenih vektora. U meduvremenu, promotrimo kroz iducih nekoliko zadataka kako se
spektar ponasa s obzirom na neke prirodne operacije nad operatorima.

Zadatak 2.3. Neka je A € L(V), o € F\ {0} proizvoljan skalar. DokaZite
o(aA) =ac(A),

gdje je
oc(A)={ar:A€c(A)}.

Rjesenje: Imamo sljedeéi niz ekvivalencija

A €o(0A) <= 3x €V \ {0} takav da je (0tA)x = Ax

A
<= dx e V\ {0} takav da je Ax = P

<= A € o(A) takav da je i =L

<= Jl €o(A)takavdaje A = aly

<= A caoc(A).

Zadatak 2.4. Neka je A € L(V), a € F proizvoljan skalar. Dokazite
c(A—al)=0c(A)—a,

gdje je
o(A)—a={A—a:Aecc(A)}
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Rjesenje: Imamo sljededi niz ekvivalencija
Aeo(A—al) < x eV \{0} takav daje (A — al)x = Ax
<= IxeV\{0} takavdaje Ax= (A +a)x
< A+aco(A)
< Jpeo(A)takavdaje A +a = A
< Jeco(A)takavdaje A =1 — o

< Aeoc(Ad)—o.

Zadatak 2.5. Neka je A € L(V) regularan operator. DokaZite
oA ) =0(4)",
gdje je
c(A)'={1":1ec(A)}.
Rjesenje: Primijetimo prvo kako za operator A € L(V) imamo

0€0(A) < x eV \{0} takav da je Ax =0 <= A nije regularan.

Stoga regularni operatori ne sadrze 0 u svom spektru, pa je posebno i skup 6(A)~! dobro definiran. Poka-
Zimo sada i trazenu jednakost. Imamo sljedeci niz ekvivalencija

Aeo(A) & eV\{0} takavdaje A 'x = Ax
<= dx e V\ {0} takav da je x = A(Ax)
<= dx eV )\ {0} takav da je %x:Ax
— A 'eo)

— Aeco(A)".

Zadatak 2.6. Neka je A € L(V) i k € N. Dokazite
o(A)* C o (AY),
gdje je
c(A)f={AF: 1 co(a)}.
Dodatno, pokaZite kontraprimjerom da obratna inkluzija ne mora vrijediti.

RjeSenje: Neka je A € o(A). Tada postoji x € V' \ {0} takav da je Ax = Ax. Djelovanjem na ovu relaciju s
A slijedi
A%x = A(Ax) = A%x,

pa vidimo da je A? € o(A?), uz isti pridruZeni svojstveni vektor. Sada se lako indukcijom dovrsi dokaz
traZene inkluzije.
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Kao kontraprimjer za obratnu inkluziju imamo slu¢aj operatora R LS L(IR?), rotacije za kut 7. Tada je
0(R%) = 0(R;) = {—1}, a s druge strane je 6(Rz)> = 0.
2

n

2
Napomenimo ovdje kako je ovaj slu¢aj specifi¢an za realne vektorske prostore (kao §to je R?); u kom-
pleksnim vektorskim prostorima ¢e vrijediti jednakost skupova u iskazu zadatka. |

Primijetimo i jedno zajedni¢ko svojstvo svim prethodnim primjerima: ako je x svojstveni vektor pri-
druZen A, tada je taj isti x svojstveni vektor pridruZen (redom po zadacima) svojstvenim vrijednostima oA,
A —a, A~!, odnosno AX.

DZ 2.1. Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor, te A,B € L(V).
(a) Ako je x svojstveni vektor i od A i od B, je li x svojstveni vektor od AB ili od A 4 B?
(b) Ako je A svojstvena vrijednostiod A i od B, je li A svojstvena vrijednost od AB ili od A + B?

DZ 2.2. Odredite sve linearne operatore A € L(R?) kojima je (1,0) svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj
vrijednosti 5.

DZ 2.3. Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor, A € L(V), te v; i v, svojstveni vektori pridruZeni
svojstvenim vrijednostima 1 1 —0.2. Ako je v = 3v; 4 4v,, procijenite ponaSanje A"v za velike vrijednosti 7.
2.2 Karakteristi¢ni polinom

U ovom dijelu se vratamo na pitanje odredivanja spektra danog linearnog operatora. Navedimo neke kljucne
pojmove i rezultate.

Definicija 2.2. Neka je A € M,,(IF). Polinom
ka(A) =det(A—AI)
naziva se karakteristic¢ni ili svojstveni polinom matrice A.

Primjer 2.3. (1) Akoje A = [‘C’ Z} € M, tada je

ka(A) = det(A —AI) = =A%~ (a+d)A+ (ad — bc) = A* — (trA)A + detA.

c d—2A

a—A b ‘

(2) Opéenitije, za A € M,,(IF) je ka zaista polinom, i to n—tog stupnja. Ako ga zapiSemo u obliku
ka(A) = au A"+ an A"V -+ a A +ag
gdje su ay, ...,a, € I, tada neke od ovih skalara moZemo i preciznije odrediti; vrijedi
a,= (1", a1 =(=1)"""rA,  ag=detA.
Za definiciju karakteristicnog polinoma linearnog operatora kljucna je sljedeca propozicija.

Propozicija 2.4. Neka su A,B € M,(F) slicne matrice (tj. postoji S € GL(n,F) takva da je B = SAS™").
Tada je ks = kp. Drugim rijecima, slicne matrice imaju iste karakteristicne polinome.

Kako su matri¢ni prikazi A(e) i A(¢’) istog linearnog operatora A u razli¢itim bazama (e) i (¢) sli¢ne
matrice (ovdje je S = Iy (e, €')), sljedeca je definicija dobra (odnosno, ne ovisi o odabiru baze).
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Definicija 2.5. Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor te A € L(V). Karakteristi¢ni polinom
linearnog operatora A, ku, definira se kao polinom

ka(A) = kaey (1),
gdje je (e) proizvoljna baza za V.

Zadatak 2.7. Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor te P € L(V) projektor razli¢it od 0,1.
Odredite karakteristi¢ni polinom od P.

Rjesenje: Kako je V = ImP -+ Ker P, moZzemo uzeti bazu za V oblika

(e) - {61,..-,er,€r+],...,€n},

gdje je {ey,...,e,} bazazalmPi {e,;],...,e,} baza za Ker P. Tada je

I. 0
P(e) - |:0 0:| 9
odakle odmah slijedi da je

kp(A) = det(P(e) — A1) = det < [(1 _OWF B )SMD — (1= A) (=)™,

Idudi teorem daje najavljivani alternativni nacin za odredivanje spektra linearnog operatora.

Teorem 2.6. Neka je V konacnodimenzionalni vektorski prostor nad poljem F, A € L(V) te Ay € F. Tada je
A €0(A) < ka(ho) =0.
Posebno, ako je dimV = n, onda A ima najvise n (razlicitih) svojstvenih vrijednosti.

Primijetimo ovdje i klju¢nu razliku izmedu slucaja F = R i F = C. Iz osnovnog teorema algebre znamo
da svaki nekonstantni polinom (s realnim ili kompleksnim koeficijentima) mora imati barem jednu nulto¢ku
u C. Stoga, ukoliko je V vektorski prostor nad C, svaki A € L(V) ima neprazan spektar. S druge strane, za
realne vektorske prostore postoje linearni operatori s praznim spektrom (na primjer, ve¢ navedena rotacija
za kut ¢ # 0, 7).

Zadatak 2.8. Neka je V vektorski prostor neparne dimenzije i A € L(V'). Dokazite da je 6(A) # 0.

Rjesenje: Ako je V kompleksni vektorski prostor, tvrdnja je ocita.

Pretpostavimo da je V realni vektorski prostor. Neka je (e) proizvoljna baza za V. Kako je A(e) realna
matrica, slijedi da je kg = k4(,) polinom s realnim koeficijentima, i to neparnog stupnja. Stoga on ima barem
jednu realnu nultocku, pa je prema teoremu 2.6 spektar od A neprazan. |

Zadatak 2.9. Neka je linearni operator A € L(R?) dan svojim matri¢nim zapisom u nekoj bazi (e):

~1
Ale)=|1 0
0

N OO

Odredite spektar od A.
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Rjesenje: Odredimo prvo karakteristiéni polinom od A. Imamo

2—A -1 0
ki(A) =det(Ale)—Al)=| 1 —A 0 |=—(A—1)>2A-2).
10 2-4

Stoga je o(A) = {1,2}. [ |

Zadatak 2.10. Neka je R,, o € L(R?) operator rotacije prostora oko z—osi za kut ¢ € [0,27). Odredite
spektar od R, .

Rjesenje:

(x,¥,2) R-cg.go(xa ¥:2)

Rcs.;o(xa Y 0}

Slika 3: Rotacija oko z—osi za kut ¢

Operator R., o na kanonskoj bazi (e) = {e1,e2,e3} djeluje na sljedeci nacin:
Re, pe1 = (cos@)ey + (sin@)ez, R, per = (—sin@)e; +(cos@)er, Re, pe3 = e3.

Stoga je
cos¢ —sing O
Re,p(e) = |sing cosgp 0],
0 0 1

pa je karakteristi¢ni polinom od R, ¢
kRe, (A)=(1-21) ((cos @ —A)? +sin’ (p) _

Sada lako vidimo da je
{1}, p#m

G(Re3~,(P) = {{_1’ 1}’ o=1

DZ 2.4. Neka je A € M,,. DokaZite da za svaki A € C vrijedi

ka2 (A%) = ka(A)ka(=A).
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2.3 Svojstveni potprostori i dijagonalizacija linearnog operatora

Neka je V n-dimenzionalan vektorski prostor, A € L(V)iA € 6(A). Oznacimo s V4 (1) skup svih svojstvenih
vektora pridruZenih svojstvenoj vrijednosti A zajedno s nulvektorom. Kako je

Va(A) ={x €V :Ax = Ax} = Ker(A — AI),

slijedi da je V4(A) < V. Ovaj potprostor nazivamo svojstveni potprostor linearnog operatora A pridruzen
svojstvenoj vrijednosti A. Njegovu dimenziju ¢emo zvati geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti A,
te oznaCavati s g(4).

Primijetimo kako je za proizvoljan A € F skup V4(A) definiran kao V4 (A1) = Ker(A — A1) takoder pot-
prostor od V; spektar od A Cine upravo oni skalari za koje je taj potprostor razli¢it od {Oy} (odnosno

g(A) >1).
Opisimo postupak odredivanja svojstvenih potprostora za A € L(V'). Neka je (e¢) neka baza za V. Tada je

XEVAA) = (A—ADx=0 <= ((A—AD)x)(e) =0 <= (A(e) — Al)x(¢) = 0.

Dakle, ukoliko odredimo €, prostor svih rjeSenja homogenog sustava (A(e) — AI)X = 0, tada je

gdje je ¢ : V — M, ; izomorfizam vektorskih prostora dan s ¢(x) = x(e).

Primjer 2.7. (a) Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor i P € L(V) projektor razli¢it od 0, 1.
Tada je 6(P) = {0, 1}. Po definiciji je Vp(0) = Ker P i onda g(0) = d(P). S druge strane, kako je [ — P
projektor na Ker P u smjeru Im P, slijedi da je Vp(1) = Ker(P—1) =ImP ionda g(1) = r(P).

(b) Neka je ¢ € [0,27) te R., » € L(R?) operator rotacije oko z-osi za kut ¢. Razlikujemo slu¢ajeve:

* Ako je ¢ =0, tada je Re, 0 =1, paje Vi, ,(1) = R3.

* Ako je ¢ = 7, tada za kanonsku bazu (e) imamo

-1 0 0
Rezle)=10 —1 of,
0 0 1

odakle je ocito
Ve, (1) =[{er,e2}] 1 V(1) = [{es}].

* Ako je ¢ # 0,7, tada je 6(R,, ) = {1} i jedini svojstveni potprostor je Vg,, , (1) = [{e3}].
(c) Neka je Z operator zrcaljenja s obzirom na xy-ravninu. Tada je
0
0,

1
Z(e)= |0
0 -1

oS~ O

odakle o¢ito imamo 6(Z) = {—1,1} te

Vz(=1)=[{es}] i Vz(1)=[{er,e2}].
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(xﬂ"az)

Z(x,y,2) = (x,¥,—z)
Slika 4: Zrcaljenje s obzirom na xy-ravninu

(d) Neka je sada Z operator zrcaljenja s obzirom na x—os. Tada je

1 0 0
Ze)=10 -1 0|,
0 0 -1

odakle o¢ito imamo ¢(Z) = {—1,1} te

Vz(=1) =[{ez,e3}] 1 Vz(1) =[{er}].

(X’ Y9Z)

(x,0,0)

Z(x,y,2) = (%, —y, —2)
Slika 5: Zrcaljenje s obzirom na x—os

Zadatak 2.11. Odredite svojstvene potprostore linearnog operatora A iz zadatka 2.9.
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RjeSenje: Ve¢ smo odredili spektar danog operatora: o(A) = {1,2}. Odredimo prvo V4(1). Za to je
potrebno rijesiti homogeni sustav ¢ija je matrica

1 -1 0
Ale)—I=|1 -1 0],
-1 0 1

gdje (e) ponovno oznacava kanonsku bazu za R3. Rjesenje ovog sustava je potprostor H [1 1 1] g }] , pa
slijedi da je
Va(1) = (1, 1, D}].

Za odredivanje V4 (2) je potrebno rijesiti homogeni sustav ¢ija je matrica

Ovdje lako dobivamo da je rjeSenje potprostor [{ [O 0 1] TH , pa slijedi da je
|

Vratimo se sada na odnos svojstvenih vektora pridruzenih razli¢itim svojstvenim vrijednostima. Prvi
rezultat dan je idu€om propozicijom.

Propozicija 2.8. Neka je V konacnodimenzionalni vektorski prostor te A € L(V). Ako su Ay,..., A me-
dusobno razlicite svojstvene vrijednosti od A te xy,...,x; redom pridruZeni svojstveni vektori, tada je
{x1,...,x} linearno nezavisan skup.

Zadatak 2.12. Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor i A € L(V). Neka su v i v, svojstveni
vektori od A pridruZeni razli¢itim svojstvenim vrijednostima A; i A;. Dokazite da niti jedan vektor oblika
ovy + By, gdje su o, B € F\ {0}, ne moZe biti svojstveni vektor od A.

Rjesenje: Pretpostavimo suprotno, to jest da postoje o, € F'\ {0} takvi da je vektor av; + Bv, svojstveni
vektor za A, te neka je on pridruZen svojstvenoj vrijednosti p. Dakle, vrijedi

A(avi+ Bva) = p(avi + Bra),

odnosno
alivi +BAavy = povy + ufvy.

Prema prethodnoj propoziciji, skup {vi,v2} je linearno nezavisan, pa slijedi da je

oA =pa i PBA,=up,
odakle, zbog a, B # 0 slijedi A; = u = A, §to je kontradikcija s pretpostavkom. Slijedi tvrdnja. |
Zadatak 2.13. Neka su zadani vektori vi = (1,1,1,0), v = (0,1,1,1) i vz = (1,2,2,1) u R*. Postoji li
linearni operator A € L(R?) sa sljedeéim svojstvom:
(a) vy 1vy su svojstveni vektori od A pridruzeni redom svojstvenim vrijednostima 11 2?

(b) v1, vp 1 v3 su svojstveni vektori od A pridruZzeni redom svojstvenim vrijednostima 1, 21 37
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(¢) vi, v 1v3 susvojstveni vektori od A?
Rjesenje:
(a) Da. Vazno je uociti da je skup {v{,v,} linearno nezavisan. Tada ga prosirimo do baze za R*, na
primjer, vektorima u; = (1,0,0,0) i us = (0, 1,0,0). Definiramo A djelovanjem na bazi {vi,va,u;,us}

kao:
Avi =vy, Avy =2vy, Au; =Au; =0,

te proSirimo po linearnosti.

(b) Ne, jer svojstveni vektori pridruZeni razliitim svojstvenim vrijednostima moraju €initi linearno ne-
zavisan skup, a skup {vi,v2,v3} je linearno zavisan (o€ito je v = vi +v2).

(c) Zbog prethodnog zadatka je nuzno da vektori v; i vo budu pridruZeni istoj svojstvenoj vrijednosti.
Neka je ta svojstvena vrijednost jednaka A. Tada je A = AI primjer traZenog linearnog operatora.

Spomenimo i kako vrijedi viSe od same linearne nezavisnosti svojstvenih vektora pridruzenih razli¢itim
svojstvenim vrijednostima.

Propozicija 2.9. Neka je V konacnodimenzionalni vektorski prostor, A€ L(V ) te 6(A) = {A1,..., 4 }. Tada
Jje unija proizvoljno odabranih baza za potprostore V4 (A1), ...,Va(Ax) linearno nezavisan skup.

Osim geometrijske kratnosti svojstvene vrijednosti A linearnog operatora A € L(V), bitnu ulogu igra
i algebarska Kkratnost svojstvene vrijednosti, koju definiramo kao kratnost nulto¢ke A karakteristicnog
polinom k4, te oznacavamo s a(A).

Ako oznatimo n = dimV te 0(A) = {A,..., A}, tada je

k
Z a(A;) <n.
i=1
Dodatno, ako je V kompleksan vektorski prostor, vrijedi jednakost.
Odnos algebarske i geometrijske kratnosti dan je idu¢im rezultatom.

Propozicija 2.10. Neka je V konacnodimenzionalni vektorski prostor i A € L(V). Tada za sve A € 6(A)
vrijedi g(A) < a(l).

Zadatak 2.14. Odredite svojstvene vrijednosti, njihove algebarske i geometrijske kratnosti te pripadne svoj-
stvene potprostore linearnog operatora A € L(F") zadanog s

Axy,y ... xy) = (i{xi,...,ix,) )

i=1

RjeSenje: OCito je ImA = [{(1,...,1)}], dakle r(A) = 1, odakle, prema teoremu o rangu i defektu, slijedi
d(A) =n— 1. To znadi da je 0 svojstvena vrijednost od A i g(0) = dimKer(A) = n — 1. Lako dobijemo da je

VA(O) = KerA = [{61 —ej:j:2,...,n}].

Nadalje, lako je uociti da vrijedi
A(l,....1)=n(1,...,1),

dakle, (1,...,1) je svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti n. Tada je a(n) > g(n) > 1. Kako je

n<g(0)+g(n) <a(0)+a(n) <n
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slijedi a(n) = g(n) = 1izato je Va(n) = [{(1,...,1)}]. [ |
Primijetimo sljedece: ukoliko u prethodnom zadatku uzmemo bazu (f) = {f1,..., fn}, gdje su
fa=(1,...1), fi=ei—e;, j=1,....n—1,
tada je matri¢ni prikaz operatora A u bazi (f) dijagonalna matrica
A(f) = diag(0,0,...,0,n).

Jedno od najvaZnijih pitanja ovog dijela je upravo pronalaZenje baze u kojoj operator ima dijagonalni
oblik, odnosno karakterizacija onih linearnih operatora za koje je to moguce. Pritom ¢emo za linearni
operator A € L(V') za koji postoji baza (f) za V takva da je A(f) dijagonalna matrica re¢i da je dijagonalizi-
bilan. Pritom je A(f) dijagonalna matrica sa svojstvenim vrijednostima na dijagonali, te se svaka svojstvena
vrijednost pojavljuje onoliko puta kolika je njena algebarska kratnost. Nadalje, baza (f) se sastoji od od-
govarajucih svojstvenih vektora. Preciznije, ako je 6(A) = {A4,..., A}, tada uzimanjem unije proizvoljno
odabranih baza za svojstvene potprostore V4(4;),...,Va(44) dobivamo (jednu) takvu bazu (f).

Navodimo sada rezultate koji daju karakterizaciju dijagonalizibilnih linearnih operatora.

Teorem 2.11. Neka je V vektorski prostor dimenzije n, A € L(V) te 6(A) = {A1,...,A}. Tada je A dijago-
nalizibilan ako i samo ako vrijedi

U tom slucaju je baza u kojoj A ima dijagonalni matricni prikaz jednaka uniji baza za Vo(A;),i=1,... k.

Teorem 2.12. Neka je V kompleksan konacnodimenzionalni vektorski prostor i A € L(V). Tada je A dija-
gonalizibilan ako i samo ako za svaki A € 6(A) vrijedi g(A) = a(A).

Istaknimo bitnu razliku izmedu prethodna dva teorema: ako je V kompleksan vektorski prostor, tada je

Z gA)=n < g(A)=a(A)zasve L € 6(A).
Aco(A)

Medutim, ako je V realan vektorski prostor, tada uvjet g(A) = a(4) moZe biti zadovoljen zasve A € 6(A), a
da operator pritom nije dijagonalizibilan. Primjerice, operator rotacije oko z—osi za kut ¢ # 0, & ima spektar
0(Res,9) = {1}, tejea(l) = g(1) = 1. Medutim, taj operator nije dijagonalizibilan s obzirom da je

Y g(A)=1<3.

AEG(Rey.0)

Dakle, u realnom slucaju, uvjet

g(A)=a(d) zasve A € 6(A)

je nuZan, ali nije dovoljan za dijagonalizibilnost.
Navedimo i jedan korolar.

Korolar 2.13. Neka je V n-dimenzionalan vektorski prostor i A € L(V). Ako A ima n razli¢itih svojstvenih
vrijednosti, tada je A dijagonalizabilan.

Zadatak 2.15. Linearni operator A € L(V) zadan je svojim matri¢nim zapisom u nekoj bazi (e) za V s

1 1 -1
Ale)= -1 3 -1
-1 2 0

Ispitajte je 1i A dijagonalizibilan.



2 SPEKTAR 48

Rjesenje: Karakteristi¢ni polinom od A je
ka(A) = (2-2)(A 1),

paje o(A) = {1,2}. Algebarske kratnosti svojstvenih vrijednosti su

Nadalje, imamo

0 1 -1
g)=dA-D=d| |-1 2 —1| | =1,
-1 2 -1
pa kako je veé g(1) # a(1), zakljucujemo da A nije dijagonalizibilan. [ |

Zadatak 2.16. Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor nad poljem F te A € L(V) takav da je
ka(A) = (A2 =1)(A*+1)(2 —3)%

(a) Odredite dimV i pokaZite da je A izomorfizam.
(b) Odredite r(A+5I)ir(A—1I).

(c) Ako je Ker (A — 3I) dvodimenzionalan potprostor od V, mozemo li zakljuciti da se A moZe dijagona-
lizirati?

Rjesenje:

(a) Kako je degks = 6, slijedi da je dimV = 6. Nadalje, kako je k4 (0) # 0, slijedi da O nije u spektru od A,
pa je A izomorfizam.

(b) Kako 5 nije u spektru od A, slijedi da je A + 5I izomorfizam, pa je r(A + 5I) = 6. Nadalje, kako je
leo(A)ia(l)=1,slijedidajeg(l)=1,pajer(A—1)=6—d(A—1)=6—g(1)=5.

(c) Vrijedi g(3) = dimKer(A — 3/) = 2. Razlikujemo dva slucaja:

* Ako je IF = C, tada odmah vidimo da je 6(A) = {£1,+i,3}, te je uz pretpostavku zadatka a(3) =
g(3). S druge strane, kako sve preostale svojstvene vrijednosti imaju algebarsku kratnost 1, slijedi
da su i njihove geometrijske kratnosti takoder 1, pa je u ovom slucaju operator dijagonalizibilan.

* Akoje F =R, tada iz k4 imamo da je 6(A) = {£1,3}. Medutim, tada je

a(A)=4<6,
Aec(A)

pa takav operator nije dijagonalizibilan.

Zadatak 2.17. Neka je dan operator A € L(R?) ¢&iji je matri¢ni prikaz u kanonskoj bazi dan s

k+3 0 0
Ale)= |-k—3 k k+3
k=3 k k+3

Odredite sve vrijednosti k € R za koje operator nije dijagonalizabilan.
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Rjesenje: Dobijemo

ka(A) = ... = A(k+3—2)(A — (2k+3))

iz Cega slijedi da su svojstvene vrijednosti

M =0, M =k+3, A3=2k+3.

Ako imamo tri razliCite svojstvene vrijednosti, A ¢e biti dijagonalizabilan. Zato razmatramo jedino slucajeve
kada nemamo tri razlicite svojstvene vrijednosti:

Neka je k = 0. Tada je A; =01 A; = A3 = 3, pa A nece biti dijagonalizabilan ako i samo ako je
g(3) < a(3) =2, odnosno g(3) = 1. (Za svojstvene vrijednosti ¢ija je algebarska kratnost jednaka 1
je automatski zadovoljeno da se algebarska i geometrijska kratnost podudaraju).

0 0 O
Zak=0jeA(e)= |—3 —3 3|, odakle slijedi g(3) = d(A(e) —3I) = 1. Slijedi da A nije dijago-
-3 0 O

nalizabilan za k = 0.

Neka je k = —3. Tadaje A} = A, =01 A3 = —3, pa A nece biti dijagonalizabilan ako i samo ako je
g(0) < a(0) =2, odnosno g(0) = 1.

0 0 O
Zak=-3jeA(e)= |0 —3 0],pajeg(0)=d(A(e)) =2, $to znaci da je u ovom slucaju operator
0 -3 0

A dijagonalizabilan.

* Neka je k = —%. Tadaje A =A3 =014, = % pa A nece biti dijagonalizabilan ako i samo ako je
2(0) < a(0) =2, odnosno g(0) = 1.
3 0 0
Zak= —% je A(e) = —% —% % , paje g(0) =d(A(e)) = 1. Dakle, A nije dijagonalizabilan za
2 T2 2
k=—3.
Prema tome, A nije dijagonalizabilan ako i samo ako je k =0 ili k = —%. |

Zadatak 2.18. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V) dijagonalizabilan linearni
operator. Ako je 6(A) = {1,—1} tada je A~! = A. Dokafite.

RjeSenje: Prvo uocimo da je A izomorfizam jer 0 ¢ o (A).
Kako je A dijagonalizabilan linearni operator, postoji baza (e) za V takva da je A(e) dijagonalna matrica.
Kako se na dijagonali od A(e) nalaze samo 1i —1, slijedi da je (A(e))~! = A(e). Sada je

A7) = (A(e) ' = Ale),

odakle slijedi A~! = A. |

DZ 2.5. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V) dijagonalizabilan linearni operator.

(a) Akoje o(A) = {0, 1}, dokazite da je tada A> = A.

(b) Akoje o(A) = {0,1,—1}, dokaZite da je tada A projektor.

(c) Akoje o(A) = {1,—1}, odredite A* za k € N.
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2.4 Dijagonalizacija matrice

Definicija 2.14. Neka je A € M,,(IF). Skalar A € F je svojstvena vrijednost matrice A ako postoji X €
M, (F),X # 0 takav da vrijedi
AX = AX.

Ovakav vektor X se naziva svojstveni vektor matrice A (pridruZen svojstvenoj vrijednosti A).
Spektar matrice A, u oznaci 6(A), je skup svih svojstvenih vrijednosti matrice A.

Ako je A € M, (F) i Ly € L(M,, 1 (F)) linearni operator definiran s L,X = AX, tada za kanonsku bazu
(e) za M, 1 (IF) vrijedi Ly(e) = A. Odavde se dokaZe da se problemi odredivanja svojstvenih vrijednosti i
svojstvenih vektora za matricu A podudaraju s istovrsnim problemima za linearni operator L4. Posebno,
kako je k;, = ka, slijedi da je A € IF svojstvena vrijednost matrice A ako i samo ako je k4(4) = 0.

Zadatak 2.19. Neka je A € M,,(C) proizvoljna matrica. DokaZite da je detA jednaka produktu, a trA sumi
svojstvenih vrijednosti od A (ukljucujuéi njihove kratnosti).
RjeSenje: Kako je A € M, (C), njen karakteristi¢ni polinom se moZe faktorizirati kao

n

ka(A) = [T(4—2),

k=1

detA = ky (0) = Hlk
k=1

Znamo da je (—1)"'trA koeficijent uz A" ! u karakteristi¢nom polinomu pa je

()" 'wA = (=1)"" (i )'k) ;
k=1

to jest, trA = Y7 | A. [ |

Zadatak 2.20. Neka je A € M;,(R) takva da je detA < O (A je reda 2n). Dokazite da A ima barem dvije
realne svojstvene vrijednosti.

Rjesenje: Promatramo A kao element prostora M,,(C) te zapiSemo njen karakteristicni polinom u obliku

2n

ka(A) = [[(—2), MeC.

k=1

Kako je A realna matrica, k4 ima realne koeficijente, pa sve kompleksne (nerealne) svojstvene vrijednosti
dolaze u konjugiranim parovima, tj. za Ap € 6(A) je i Ao € 0(A). Bez smanjenja opéenitosti moZemo pret-
postaviti da je A,4x = Ax za sve k = 1,...,n. Odavde slijedi da je broj kompleksnih svojstvenih vrijednosti
za A paran.

Kada A ne bi imala niti jednu realnu svojstvenu vrijednost, tada bi iz prethodnog zadatka slijedilo

2n n
detA = H)Lk = H |2,k|2 >0,
k=1 k=1
Sto je u kontradikciji s pretpostavkom zadatka. Prema tome, A ima barem jednu svojstvenu vrijednost u R.

Kada bi A imala to¢no jednu realnu svojstvenu vrijednost (racunajuéi kratnost), tada bi broj kompleksnih
svojstvenih vrijednosti bio neparan, $to nije slucaj. |
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Zadatak 2.21. Neka su A, B € M,,(IF). Dokazite da je kap = kpa i 6(AB) = o (BA).
Rjesenje: Dokazali smo da za svake dvije matrice 7, S € M, (F) vrijedi
det(I+ST) = det(I +TS).

Neka je A # 0. Primjenom gornje tvrdnje na matrice —%A i B dobivamo
det (7 1AB det (7 1BA
et(/—— =det|I——
A A

kap(A) = det(AB — AI) = (—A)" det (1 - iAB) = (—2)"det <1_ }ILBA> = det(BA — AI) = kga(A).

Dakle, polinomi kap 1 kg4 se podudaraju u beskonac¢no tocaka, pa su oni jednaki. |

odakle za svaki A # 0 vrijedi

Zadatak 2.22. Neka je V n-dimenzionalni vektorski prostor te A,B € L(V). Dokazite da je kap = kpa.
Posebno, vrijedi i 6(AB) = 6(BA).

RjesSenje: Neka je (e) proizvoljna baza za V. Prema prethodnom zadatku je k4 (¢)p(c) = kp(e)a(e)s P2 j€
kas = k(aB)(e) = ka(e)B(e) = KB(e)A(e) = K(BA)(e) = KBA-
]

Kao §to smo na prirodan nacin definirali svojstvene vrijednosti i pridruZene svojstvene vektore za ma-
tricu A € M,,(TF), moZemo i dati definiciju dijagonalizibilnosti matrice.

Definicija 2.15. Neka je A € M, (IF). Kazemo da se matrica A moZe dijagonalizirati ili da je dijagonaliza-
bilna, ako postoji regularna matrica S € M,(F) takva da je S~'AS dijagonalna matrica.

Propozicija 2.16. Neka je A € M, (F) dijagonalizabilna matrica, te S € M,(F) regularna matrica takva

da je D = S™'AS dijagonalna matrica. Neka su na dijagonali matrice D redom skalari Ay, ..., A,. Tada
su Ay, ..., A, svojstvene vrijednosti matrice A, a stupci Sy, ...,S, matrice S su redom pridruZeni svojstveni
vektori.

Uocimo da, ukoliko je matrica A dijagonalizabilna, matrice D i S nisu jedinstvene: uvijek moZemo
promijeniti poredak svojstvenih vrijednosti u dijagonalnoj matrici D (Sto e rezultirati i odgovarajuéom
promjenom u poretku stupaca matrice S) ili odabrati neke druge svojstvene vektore.

Kao i kod dijagonalizacije linearnog operatora, dijagonalizacija matrice bit ¢e moguéa ukoliko postoji
baza sastavljena od svojstvenih vektora matrice. Vrijede analogne tvrdnje kao i kod dijagonalizacije linear-
nog operatora (preko geometrijskih i algebrarskih kratnosti).

Zadatak 2.23. Dijagonalizirajte, ako je moguée, matricu A = [ 0 1

1 0:| uMz(R)iuMg(C).

Rjesenje: Dobijemo da je k4 (1) = A2 + 1.

Kako k4 nema realnih nultocki, A se ne moze dijagonalizirati u M;(R).

Promatrajmo sada A kao element M,(C). Tada je 0(A) = {i,—i}. Kada matrica reda 2 ima dvije razli¢ite
svojstvene vrijednosti, ona je dijagonalizabilna, dakle A se moZe dijagonalizirati u M, (C). Sada izraCunamo

1 . . D . - - .1 : . S
da je _; svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti i, te da je i svojstveni vektor pridruZen

svojstvenoj vrijednosti —i. Slijedi da za
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vrijedi A = SDS™!. [ ]

Zadatak 2.24. Odredite sve x € R za koje se matrica

4 3 2 —4
0x 0 O
A= 33 -1 =2
6 6 2 —6

moze dijagonalizirati. Zatim za najmanji x € N za koji je matricu moguée dijagonalizirati pronadite pripadne
SiD takve daje A= SDS !

Rjesenje: Karakteristi¢ni polinom matrice A je
ka(A) =det(A—AI) = (A — 1)(A +2)*(A —x).

Sada razlikujemo tri slucaja:

e x¢{1,-2}
U ovom sluéaju je 6(A) = {1,—2,x} te je a(l) = 1, a(—2) =2 i a(x) = 1. Kako je geometrijska
kratnost manja ili jednaka algebarskoj, Vrl]edl g(1 ) a(l)=1ligx)=a(x )—1 Trebamo jo§ odrediti
g(—2). Vrijedi g(—2) =d(A+2I) =4 —r(A+2I) =2 = a(-2). Dakle, u ovom slu¢aju se matrica

moZe dijagonalizirati.

e x=-2
Sadaje 6(A) = {1,—2}, a(1) = 1 ia(—2) = 3. Vrijedi g(1) = a(1) = 1, dok je g(—2) = d(A +2I) =
4—r(A+2I) =2 < a(-2). Uovom slucaju se matrica ne moze dijagonalizirati.

e x=1

—2},a(l)=2ia(— 2) 2. Vrijedi g(=2) =d(A+2])=4—r(A+2])=2=

Ovdje je 6(A) = {1,
=dA-1)=4—-r(A-1)= a(1). U ovom slucaju se matrica moZe dijagonalizirati.

a(=2), g(1)

Dakle, matrica A se moZe dijagonalizirati ako i samo ako je x #% —2. Provedimo sada dijagonalizaciju za
x = 1. Potrebne su nam baze za V4 (1) i V4(—2), gdje standardnim nac¢inom dobijemo

VA(I) = [{(17_17070)7(2707 1,2)}], VA(_2) = [{(1,0,—3,0),(2,0,0,3)}].

Dakle, ako stavimo

1 2 1 2
_ -1.0 0 0
D =diag(1,1,-2,-2), S= 0O 1 -3 o}’
0 2 0 3
tada je A = SDS~!. -

Zadatak 2.25. Odredite sve b,c,d € R za koje se matrica

A=

O = =
(=R W)
— S0

moZe dijagonalizirati. Zatim odredite A zab =c=d = 0.
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Rjesenje: Prvo dobijemo da je
ka(A) =det(A— Al =---=(1—-1)%(d—A).
Imamo dva slucaja:

* Akojed =1, tadaje a(1) = 3. S druge strane je

g()=dA—I)=d

O = O

o o O

S S0
VAN
)

pa vidimo da A nije dijagonalizibilna u ovom slucaju.

» Ako je d # 1 tada je a(1) =2 i a(d) = 1. Stoga je posebno i a(d) = g(d) = 1. Matrica A ¢e biti
dijagonalizabilna ako i samo ako je g(1) = a(1) = 2. Kako je

0 0 c
A-I=|1 d—-1 b|,
0O 0 O

vidimo da je d(A —I) = 2 ako i samo ako je ¢ = 0.

Prema tome, matrica A se moZe dijagonalizirati ako i samo akojeb € R,c=0id # 1.
Odredimo sada A% u slu¢ajud = b = ¢ =0, tj.
20

1
AY = |1
0

oS O O

0
0
1
Kako je u ovom slu¢aju matrica A dijagonalizibilna, postoji regularna matrica S takva da je A = SDS!, gdje
je D =diag(1,1,0). Tada je
A = (sDS™ 1) = (SDSTHY(SDS™!) ... (SDS™!) = SDP5! = Sdiag(1%°,1%°,0°")s7! = SDS~! = A.
|
Zadatak 2.26. Neka je A € M, dijagonalizabilna matrica takva da je A* = 342 za svaki A € 6(A). DokaZite
da je tada A* = 342,

Rjesenje: Neka su S regularna i D dijagonalna matrica takve da je A = SDS~!. Kako su na dijagonali od D
svojstvene vrijednosti od A, iz pretpostavke zadatka slijedi da je D* = 3D?. Sada je

A* =SD*S ! =385D*s ! =342

1
DZ 2.6. Neka je A = 0| € M3(R).
2

—_— o N
S = O

(a) Moze li se A dijagonalizirati? Ako da, nadite regularnu matricu S i dijagonalnu matricu D takve da je
S'AS =D.

(b) Odredite A3.
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Rjesenje:
(a) Dobijemo k4(A) =...= (1—-1)%(3— 1), iz Cega slijedi 6(A) = {1,3} tea(1) =2ia(3) = 1.

Prvo ratunamo V4 (1):

1 01 0 -1
A-I1=10 0 O =W(l)= [{ 1{,]0 }] =g(l)=2.
1 01 0 1

-1 0 1 1
A=3I=|0 =2 0 |[=V(1)= [{ 0 }] =g3)=1.
1 0 -1 1

To znaci da je A dijagonalizabilna matrica i da za

0 —1 1 1 00

S=1{1 0 0| i D=0 10

0 1 1 0 0 3

vrijedi ST!AS = D.
(b) Racunamo:

0 —1 171 0 01T o 1 o
A = sp¥s-! 1 0 0|0 1 0 -05 0 05
0 1 1/]/0 0 3 05 0 05

054+0.5-3% 0 —-05+0.5-3%

— 0 1 0
—0.54+0.5-3% 0 0.5+4+05-3%

DZ 2.7. Neka su A = [3 _43] iB= [g ;] . Pokazite da su A i B dijagonalizabilne matrice. Jesu li

dijagonalizabilne i matrice A+ B i AB?

DZ 2.8. Neka su dane matrice

2 33 010

A=|1 0 1|, B=|(3 0 1
1 1 2 2 00
Dokazite da je k4 = kg, da je A dijagonalizabilna, a B nije.

DZ 2.9. Neka je A € M,, dijagonalizabilna matrica. DokaZite da su i sljedece matrice dijagonalizabilne:
(a) A¥zakeN
(b) A3+A2+1
(¢) A zasvaki @ € R

(d) T~'AT za svaku regularnu matricu T

(e) al +A zasvaki x € R
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DZ 2.10. Neka su su B i C kvadratne matrice, te A blok-matrica dana kao:
B 0
[y
(a) Pokazite da je ka(A) = kg(A)kc(A) za svaki A € C.

(b) Ako su X iY redom svojstveni vektori matrica B i C, pokazite da su vektori:

X . 0
0 Y
svojstveni vektori matrice A.

2.5 Matricni polinomi

Definicija 2.17. Neka je p(x) = aux™ + ay_1x™" ' +--- +a1x +ag proizvoljni polinom u jednoj varijabli x s
koeficijentima iz F i neka je A € M,(IF). Tada pod matri¢nim polinomom podrazumijevamo

P(A) = apA™ + ap A"+ a1 A+ aol.

Uoc¢imo da potencije kvadratne matrice medusobno komutiraju pa s matricnim polinomima moZemo
postupati kao s polinomima u varijabli koja je element polja IF. Npr. vrijede identiteti kao $to su

A2 1= (A—D)(A g (aenm=Y ("™)ak,
I=(A-1)(A+1) (A+1) k;)(/()

Naravno, sli¢an zaklju¢ak ne moZemo provesti za matricne poliome u vise varijabli. Primjerice, kako opce-
nito je AB # BA, to je i
A’ — B>+ (A—B)(A+B).

Zadatak 2.27. Neka je matrica A € M,(F) takva da je A¥ = 0 i A¥"! £ 0 za neki k € N. Dokazite da je
matrica I — A regularna i nadite (1 —A) ™!

Rjesenje: Pogledajmo polinom p(A) = ZIJ‘.;(I)Aj . Tada je

k—1
(1~ A)p(A) = (1 - A) < zAf>

j=0
k
= ZA’ LA
=1 —Ak =1
Prema tome,  — A je regularna matrica i (1 —A)~! Z" A7, [ |

Teorem 2.18. (Hamilton-Cayley) Svaka kvadratna matrica ponistava svoj svojstveni polinom, tj. vrijedi
ka(A) =0.

Hamilton-Cayleyjev teorem nam daje joS jednu metodu invertiranja regularnih matrica. Neka je A €
M, (F) regularna matrica te k4 (A1) = Y{_, a;AX njen karakteristi¢ni polinom. Prema Hamilton-Cayleyjevom
teoremu je k4 (A) =0, j.

i akAk =
k=0
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Kako je A regularna matrica, vrijedi ag = detA # 0, pa je

- i A ) =af-2 ni] A
= —_-—— a = _—— a s
ao \ & k ao \ =, k+1

1 n—1
Al=—— AR .
o (lgbakﬂ )

Zadatak 2.28. Koriste¢i Hamilton-Cayleyev teorem odredite inverz matrice

Iz ovoga slijedi da je

1 1 -1
A= (-1 3 -1
-1 2 0

Rjesenje: Prvo odredimo karakteristi¢ni polinom dane matrice:

-2 1 -1
ka(A)=| =1 3—4 —1|=-A%+4A2—-51+2.
-1 2 -2

Prema Hamilton-Cayleyjevom teoremu i raspravi koja je prethodila ovom zadatku imamo

1
-1 2
A :E(A —4A+51).
1 2 -2
KakojeA>= |-3 6 —2[,dobivamo
-3 5 -1
| 2 -2 2
A—lz5 1 -1 2
1 -3 4

Zadatak 2.29. Neka je A € M,, proizvoljna matrica i

M= HA":keNU{O}H .
DokaZite da je dimM < n.

Rjesenje: Prema Hamilton-Cayleyjevom teoremu, A" = ZZ;(]) o A* za neke skalare o, ..., @,_1, dakle,
A" e [{LA,...,A"1}].

Nadalje,
n—1 n—1
AT =AY oA =) AT e [{1A, AT
k=0 k=0
Na isti nacin dobijemo da su sve potencije od A sadrZane u prostoru [{I VA ... ,A”_l}], ¢ija je dimenzija

manja ili jednaka n.
|
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DZ 2.11. Odredite karakteristi¢ni polinom matrice

A=

SN A
—_— N =
A o= =

(1j. ka(A) = (3—1)(6 —A2)).

DZ 2.12. Koriste¢i Hamilton-Cayleyev teorem izrazite A~! u obliku p(A) za neki polinom p, ako je

1 0 -1 10
-4 1 -3 2 1
A=(-2 -1 0 1 1
-3 -1 -3 4 1
-8 -2 -7 5 4

(rj. A7' = 35 (A* = 10A3 + 40A% — 80A +80/))

DZ 2.13. Neka je A € M, (), A # o, za svaki o # 0. DokaZite da je A singularna ako i samo ako je A2 = BA
zaneki B € F.

Rjesenje: Za karakteristi¢ni polinom od A imamo
ka(A) =A% — (trA) A +detA.

Po Hamilton-Cayleyjevom teoremu je k(A) = A% — (trA) A+ (detA) I =0, to jest A2 = (trA) A — (detA) IA.
Pretpostavimo da je A singularna matrica. Tada je detA = 0 i zato A> = (trA)A, §to daje tvrdnju.
Obratno, neka je A> = BA za neki B € F. Kada bi A bila regularna onda bismo, mnozeéi prethodnu

jednakost s A~!, dobili A = BI, $to po pretpostavci zadatka nije slu¢aj. Slijedi da je A singularna. |

Uocimo da iz uvjeta prethodnog zadatka vrijedi ako je A> = BA i A # 0, onda je B = trA (raspisite).
Dakle, slucaj trA # f je mogué samo za A = 0.

DZ 2.14. Neka je A € M,, proizvoljna regularna matrica i

w=[{#:kez)].

(Pritom, ako je k < 0 tada je A¥ = (A1), na primjer, A=> = (A~1)%). Sto moZete reéi o dimM?
DZ 2.15. Neka su A i B sli¢ne matrice i p polinom. Dokazite da je p(A) = 0 ako i samo ako je p(B) = 0.

RjeSenje: Neka je S regularna matrica takva da je B = S~'AS. Tada je B* = (S~!)AS za svaki k € N, te
onda lako slijedi da je p(B) = (S~')p(A)S. Odavde slijedi tvrdnja. [ |
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