Linearna algebra 2
vjezbe

Ljiljana Arambas$i¢, Tomislav Beri¢, Matko Grbac, Ana Prlié

Sadrzaj

1

Linearni operatori

1.1 Definicija i osnovni primjeri linearnih operatora . . . . . . ... ... ..
1.2 Zadavanje linearnih operatora . . . . . . . ... ... ...
1.3 Vektorski prostor L(V,W). Dualni prostor . . . . . ... .........
1.4 Slikaijezgra linearnih operatora . . . . . . . ... ... ... ......
1.5 Matri¢ni prikaz (zapis) linearnog operatora . . . . . . . . ... ... ..

Spektar

2.1 Definicijaiosnovni primjeri . . . . . . ... ..o
2.2 KarakteristiCni polinom . . . . . .. ... L Lo L
2.3 Svojstveni potprostori i dijagonalizacija linearnog operatora . . . . . . .
2.4 Dijagonalizacijamatrice . . . . . . ... ... oL
2.5 MatriCnipolinomi . . . . . .. ... ...
2.6 Linearnerekurzije . . . . . . . . ... Lo o

Unitarni prostori

3.1 Definicijeiosnovnasvojstva . . . . . . . . . ...
3.2 Ortogonalnost i Gram-Schmidtov postupak ortonormiranja . . . . . . . .

3.3 Ortogonalni komplement. Ortogonalni projektor i najbolja aproksimacija

Linearni operatori na unitarnim prostorima

4.1 Linearni funkcionali na unitarnim prostorima . . . . . ... ... .. ..
4.2 Hermitski adjungirani operator . . . . . . .. ... ...
4.3 Metoda najmanjih kvadrata . . . . . ... ... ... ... ... ...,
4.4 Unitarni operatori . . . . . . . . ..o e e e e e
4.5 Dijagonalizacija u ortonormiranojbazi . . . . . . . . ... .. ... ...

Bilinearne i kvadratne forme

5.1 Definicije, svojstva i veza sa skalarnim produktomna R* . . . . ... ..
5.2 Dodatno: opceniti slucaj i neki zadaci iz starih ispita . . . . . . ... ..
5.3 Krivuljedrugogreda . . . ... ... ... ... ...

10
12
17
25

37
37
40
43
50
55
57

62
62
70
79



1 LINEARNI OPERATORI 2

1 Linearni operatori

1.1 Definicija i osnovni primjeri linearnih operatora

Definicija 1.1. Neka su V, W vektorski prostori nad poljem F. Preslikavanje A : V — W se naziva linearni
operator ako vrijedi

Alax+By) = aA(x)+ BA(y), Vx,yeV,a,p €F. (linearnost)

Posebno, ako je kodomena preslikavanja A polje F (W =T), linearni operator A zovemo linearnim funkci-
onalom.

Svojstvo linearnosti ekvivalentno je sa sljedeéa dva svojstva

A(x+y) =A(x)+A(y), Vx,yeV (aditivnost)
A(ox) = aA(x), VxeV,ac€F (homogenost).

Indukcijom se jednostavno pokaze da je A linearan operator ako i samo ako vrijedi

k k
A (Z OCij) = Z OCjA(xj), Xiy.o s Xp €V, 0,..., 00 €F.
J=1 j=1

Cesto kazemo da linearni operatori "komutiraju s linearnim kombinacijama" ili da "Cuvaju" linearne kom-
binacije.

Zadatak 1.1. Provjerite jesu li sljedeca preslikavanja linearni operatori:

(@) A:R> =R A(xy,x0,x3) = (X1 +x2 +x3,2x] —X2)

(b) A:R?2 =R, A(x,y)=|x,

(c) A:R? 5 R, A(x,y) =x-y,

(d A:C—C, A(z)=Rez

(e) A:R>—R?2,  A(x,y) = (x,y+2).

6 f:2—=>R, f(p)=pxo), gdjeje xo € R zadan.

Rjesenje:

(a) Neka sux = (x1,x2,%3),y = (y1,¥2,y3) € R te &, B € R proizvoljni. Tada je

A(ax+ By) = (ax; + By + oxa + Byz + axs + Bys, 2(ax; + Byr) — (ox2 + By2))
= o(x; +x2+x3,2x1 —x2) + B(y1 +y2+ 3,21 —y2)
= aA(x) + BA(y),

pa vidimo da je A linearan operator.
(b) Provjerimo homogenost od A. Za (x,y) = (1,0) i @ = —1 imamo
Ala(x,y))=A(-1,-1)=1, oaA(x,y)=(—-1)-1=-1,

pa A nije homogeno, a onda niti linearno preslikavanje.

Stovise, ovo preslikavanje nije niti aditivno; imamo

A(1,0)+A(—1,0) =2,
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dok je s druge strane
A((1,0)+(—1,0)) = A(0,0) =0.

Naravno, jednom kad smo pokazali da ovo preslikavanje nije homogeno, to je dovoljno za zakljuditi da
ono nije linearno; aditivnost nije potrebno provjeravati.

(c) Pokazimo da ovo preslikavanje nije homogeno. Uzmimo (x,y) = (1, 1) te o = 2. Tada imamo

A2,2) =4#£2=2-A(1,1).

(d) Primijetimo da preslikavanje nije homogeno; imamo 0 =A(i- 1) #i-A(1) =i.

(e) Primijetimo da A ne preslikava nul-vektor u nul-vektor, §to je nuZan uvjet za svaki linearan operator.
Naime, A(0,0) = (0,2) # (0,0).

(f) Nekasu p,q € & te o, B € R proizvoljni. Tada je
flap+Bq) = (ap+Bq)(x)

= ap(xo) + Bg(xo)
= of(p)+Bs(q),

pa vidimo da je f linearan funkcional.

Zadatak 1.2. Postoji li linearni operator A : R? — R? takav da vrijedi:
(a) A(1,2,3)=(1,1)1A(2,4,6) = (2,3)?
(b) A(1,0,0)=(1,1)iA(2,0,0) =(2,2)?
(c) A(1,0,1)=(2,1),A(1,1,0) = (1,2),A(0,1,—1) = (0,1).
Rjesenje:
(a) Ukoliko bi takav linearan operator postojao, zbog homogenosti bi moralo vrijediti
A(2,4,6) = A(2(1,2,3)) =2A(1,2,3) =2(1,1) = (2,2).
Kako je u zadatku zadano da je A(2,4,6) = (2,3), takav linearan operator ne postoji.

(b) Uoc¢imo da je (2,0,0) = 2(1,0,0) i da je u ovom podzadatku A(2,0,0) = 2A(1,0,0) pa nemamo
problem kao u (a) dijelu zadatka. Ovdje moZemo jednostavno pogoditi jedno preslikavanje koje ¢e
zadovoljavati oba zadana uvjeta; to je preslikavanje

A(x1,x2,x3) = (x1,X1).
Sada direktno provjerimo (po definiciji) da je ovako zadano preslikavanje zaista linearan operator.

(c) Uo¢imo da vrijedi (1,0,1)+(0,1,—1) = (1,1,0). Kada bi postojao linearni operator koji zadovoljava
uvjete zadatka, onda bi zbog aditivnosti moralo vrijediti i

A(1a0,1)+A(0717_1) :A(13170)7

tj. (2,1)+(0,1) = (1,2). Buduéi da smo dosli do kontradikcije, zaklju¢ujemo da ne postoji linearni
operator koji zadovoljava uvjete zadatka.
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Zadatak 1.3. Neka je p pravac kroz ishodiste ¢ija je jednadzba y = kx, k € R. Odredite eksplicitne formule
za sljedeca preslikavanja, te dokazite da su to linearni operatori:

(a) P:R? — R?, pri ¢emu je P(x,y) ortogonalna (okomita) projekcija to¢ke (x,y) na pravac p.

(b) Z:R? — R?, pri ¢emu su Z(x,y) i (x,y) osno simetri¢ne toc¢ke s obzirom na pravac p.

Ako je p pravac koji ne prolazi kroz ishodiste, hoée li preslikavanja P i Z i tada biti linearni operatori?
Rjesenje:

(a) Ako je k =0, tada je dani pravac zapravo x-os, te je ocito P(x,y) = (x,0).

Pretpostavimo da je k # 0. Tada, za proizvoljnu tocku (x,y) € R?, tocku P(x,y) moZemo dobiti kao
presjek zadanog pravca p te pravca ¢ koji prolazi kroz to¢ku (x,y) i okomit je na pravac p. Jednadzba

takvog pravca je dana s
Y —y =t ).
k

Kako je P(x,y) = pNgq, tada su njegove koordinate (x',y’) rjeSenje sustava
yl — kx/
Y—y=—1(—x)

1
P(x,y) = m(x+ky,kx+k2y). )

Uocimo da se i slucaj k = 0 uklapa u ovu formulu (uvrstimo li k = 0 u gornji izraz dobijemo P(x,y) =

(x,0), kao $to smo ve¢ ranije dobili). Prema tome, ortogonalna projecija na pravac p dana je s (1) za
svaki k € R.

Linearnost ovog preslikavanja provjeri se direktno po definiciji.

iz Cega slijedi da, za k # 0, vrijedi

Slika 1: Ortogonalna projekcija P(x,y) i osnosimetri¢na tocka Z(x,y) tocke (x,y)
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(b) Kako je P(x,y) poloviste duzine s krajnjim tockama (x,y) i Z(x,y), vrijedi
(x,y) +Z(x,y) =2P(x,y), V(x,y) €R%.

Odavde slijedi
1
Z(x,y) =2P(x,y) — (x,y) = Y ((1 —kz)x+2ky, 2kx + (k2 — l)y) .

I ovdje se linearnost provjeri direktno po definiciji.

Za zadnje pitanje dovoljno je gledati gdje se preslikava (0,0): s obzirom da su u oba slucaja jedine
fiksne toCke one koje se veé nalaze na pravcu p, vidimo da se (0,0) ne preslikava u (0,0), pa tada pripadna

preslikavanja nece biti linearni operatori. |

Zadatak 1.4. Neka je Ry : R? — R? rotacija ravnine oko ishodista za kut ¢ u pozitivnom smjeru (suprotnom
kretanju kazaljke na satu). Odredite eksplicitnu formulu za Ry, i pokaZite da je R, linearni operator.

Rjesenje: OCito imamo Ry (0,0) = (0,0). Neka je sada (x,y) € R*\ {(0,0)}. Za takvu tocku postoje
jedinstveni » > 0 (modul) i y € [0,27) (kut koji pripadni vektor zatvara s pozitivnim dijelom x-osi) takvi da

je (x,y) = (rcosy,rsiny).

! rCcosy

Slika 2: Koordinate tocaka (x,y) i Ry(x,y) preko parametara r i y

Tada tocka Ry (x,y) ima isti modul, dok je njen pripadni kut tada po definiciji ¥ + ¢. Stoga je
Ry(x,y) = (rcos(y+ @), rsin(y + @))
= (r(cos ycos @ —sinysin ), r(sin ycos ¢ + cos ysin @)
= (cos@-x—sin@-y,sin@-x+cosQ-y).

Posebno, ova formula je korektna i uvrStavanjem x =y = 0.
I ovdje se linearnost preslikavanja Ry, provjeri direktno po definiciji.
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Napomena 1.2. U sva tri prethodna primjera treba naglasiti da umjesto R?> moZemo gledati i V>(0); pri-
mjerice, za Ry bi tada odgovarajuca formula glasila

Ry(xi+yj) = (cos@-x—sin@-y)i+ (sing-x-+cos@-y)j.

Zadatak 1.5. Provijerite jesu li sljedeca preslikavanja linearni operatori na odgovarajuéim prostorima poli-
noma:

@ A: P = P, (Alp)) (1) =p(+1), 1€R,
(r)

) =(p@))?* r€R,

)
(b) B: P — P, (B(p)) p(t)+1, teR,
© C: 2~ 2. (Cp)
d D:22—2, (D(p)(t)=(pop)(t), teR.
Rjesenje:

(a) Trebamo provjeriti vrijedi i A (acp+ Bq) = aA(p) + BA(q) za sve p,q € P, a, B € R. Za proizvoljni
t € R imamo

(A(ap+Bq))(t) = (ap+Pq)(t+1)
=oap(t+1)+Bqgt+1)
= a(A(p))(t) +B(A(g)(1)
= (aA(p) +BA(q)) (t).

Dakle, A je linearan operator.

(b) Ako je p =0 nulpolinom, onda je (B(p))(t) = 1. Dakle, B ne preslikava nulvektor u nulvektor i pa stoga
nije linearan operator.

(c) Zap(t)=1,treRio =2, imamo zasver € R
(€PN =22 =4 i 2C(p))() =2
paje C(2p) # 2C(p). Dakle, C nije homogen, pa prema tome nije linearni operator.
(d) Zap(t)=t,t € Ria =2, dobivamo
(D2p))(1) = (2p)(2r) =2020) =41 i 2AD(P)(6) =2, 1ER,

paje D(2p) # 2D(p). Dakle, D nije homogen, pa stoga nije linearni operator.

Navedimo jos neke primjere linearnih operatora (koje smo naveli na predavanjima).

Primjer 1.3. (a) Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Identiteta Iy : V — V, Iy(x) = x je linearan
operator.

(b) Neka je A € M,,,,,(IF). Preslikavanja

* Ly : My, - M,,, La(X)=AX (mnoZenje matricom A s lijeve strane)

* Ry : My, — My, Ra(X)=XA (mnoZenje matricom A s desne strane)

su linearni operatori (domene i kodomoene su odabrane tako da su mnozZenja dobro definirana).
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(c) Preslikavanje A — AT, koje svakoj matrici pridruZuje njoj transponiranu matricu, je linearni operator s
an (IF) u Mnm (IF)

(d) Preslikavanje tr : M,,(F) — F koje svakoj kvadratnoj matrici pridruzuje njen trag je linearan funkcional
na M, (FF).

(e) Preslikavanje p — p’, koje svakom polinomu pridruZuje njegovu derivaciju, je linearan operator s &7 u
. Takoder, mozemo promatrati i preslikavanje p — p’ s 2, u &, 1 zan > 1.

(f) Na kolegiju Matematicka analiza 2 proucavaju se (odredeni) integrali funkcija.
Neka su a,b € R, a < b. Preslikavanje koje svakom polinomu p pridruzuje vrijednost | f p(x)dx je
linearan funkcional na &. Za kanonske vektore ga racunamo po formuli

bxk xk-‘rl
dx =
/a T rr

b bk-‘rl _ ak-‘rl

= keN
4 k+1 9 0,

dok je za proizvoljan polinom p(x) = Y¢_, azx*

b n xk-i—l
x)dx = a
NG Yo

Zadatak 1.6. Neka je T : M, (R) — M,,;(R) preslikavanje koje matrici X pridruZuje zbroj njenih stupaca.
DokaZzite da je T linearni operator.

b n prtl _ gk+1
T

4 k=0

Rjesenje: Odredimo prvo eksplicitnu formulu za 7. Proizvoljnu matricu X € M, (R) zapis§imo stup¢ano kao
X =[S1 S, ... Sy]. Zbroj stupaca matrice X mozemo dobiti sljede¢im matri¢nim mnoZenjem:

1
[S] Sy ... Sn] . :Sl+52+...+Sn:T(X).

—_— e

Prema tome, ako stavimo dajeA=[1 1 ... I]T € My, tada je T(X) = XA za svaki X € M,(R). Sada
vidimo da je T = R4 (oznaka iz Primjera 1.3), odakle automatski slijedi da je 7" linearni operator. |

Iz zadanih linernih operatora moZemo Kkonstruirati nove linearne operatore. Dva nacina su dana u slje-
decoj propoziciji.

Propozicija 1.4. (a) Ako suA,B:V — W linearni operatori, te a, € I, tada je i njihova linearna kombi-
nacija dA+ BB :V — W linearan operator.

(b) Ako suA:V — W iB:W — Z linearni operatori, tada je i njihova kompozicija BoA : V — Z linearan
operator.

Zadatak 1.7. Neka je A € M,(R) proizvoljna matricai T : M»(R) — M,(R) preslikavanje dano s
T(X) =AX — XA.
DokaZite da je T linearni operator.

Rjesenje: Zadatak bismo mogli rijeSiti direktnom provjerom linearnosti preslikavanja 7', ali sada moZemo
i lakSe koristeci prethodnu propoziciju. Preslikavanje T zapiSemo kao T = Ly — R4, gdje su L, R4 linearni
operatori iz Primjera 1.3(a). Sada je 7" linearna kombinacija linearnih operatora, pa je T i sam linearan. W
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Primjer 1.5. PokaZimo kako smo alternativno mogli pokazati linearnost zrcaljenja i rotacije, koristeéi line-
arnost ortogonalne projekcije (koju smo provjerili).

(a) Neka su pravac p te preslikavanja P i Z kao u Zadatku 1.3. Pokazali smo da je P linearan operator, te
izveli relaciju
Z(xvy)zzp(x7y)_(x>y)7 (x,y) GRZ,

to jest, dobili smo da je
Z=2P—-1I

To znaci da je Z linearna kombinacija linearnih operatora P i I, pa je i sam linearan prema prethodnoj
propoziciji.

(b) Neka je ¢ € [0,27) te neka su p, g pravci koji s pozitivnim dijelom x-osi zatvaraju redom kuteve ¥ i %p‘
Na kolegiju EM2 je (geometrijskom argumentacijom) pokazano da vrijedi

Z,0Z, =Ry,

pri ¢emu Z,, Z, predstavljaju zrcaljenje s obzirom na pripadni pravac. Kako su zrcaljenja linearni ope-
ratori, prema prethodnoj propoziciji je i rotacija, kao njihova kompozicija, linearan operator.

Zadatak 1.8. Neka su V,W vektorski prostori nad istim poljem F. Neka je {v,...,v,} C W, te neka su
fi,..., fn:V — F linearni funkcionali. Tada je preslikavanje A : V — W dano s

Ax) = ilfJ-(x)vj

linearan operator.

Rjesenje: Za proizvoljne x,y € Vi a, B € F, iz linearnosti od fi, ..., f, slijedi

Alax+By) = Y. flax+Byyv; = Y. (0, + B,

j=1 j=1
n n
=ay fiv+BY fi)v;
j=1 j=1
= aA(x) + BA(y)
|
Primjer 1.6. Neka je A : R” — R preslikavanje dano s
n n n
A(xl,...,xn): Zaljxj,Zazjxj,...,ZamJ-xj s
Jj=1 j=1 Jj=1
gdjesua;; €F, 1 <i<m,1< j<nzadani skalari. PokaZimo da je A linearan operator.
Iskoristit éemo prethodni zadatak. Ako ozna¢imo s fi,..., f;; : R" — R linearne funkcionale zadane s

n
ﬁ(x):Zaijxj, i:1,...,m,
j=1

tada je
Ax=(fi@),- - fal) = ¥ fil0)er,

pa je prema prethodnom zadatku A linearan operator.
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Zadatak 1.9. Neka je A : &2 — M, (R) preslikavanje dano s

_ [p(D)=p(=1) p'(1)
Alp) = folp(x)dx filp(x+ dx|"

Pokazimo da je A lineran operator.

Rjesenje: Uocimo prvo kako djelovanje A moZemo zapisati kao

A(p) = fi(p)En + fo(p)En2+ f3(p)Exi + fa(p)Ex,

gdje su f1,..., fa: & — R dani s
1

filp)=p(1)=p(=1), falp)=7p'(1), fa(p)zfolp(X)dx, f4(p)=/1p(x+1)dX-

(Ovdje E;; oznacavaju matrice koje na mjestu (i, j) imaju 1 i sve ostalo 0.) Prema prethodnom zadatku, za
linearnost od A dovoljno je provjeriti da su preslikavanja f1, f2, f3, f4 linearni funkcionali. Imamo sljedece:

* f} je linearna kombinacija linearnih funkcionala g (p) = p(1) i h;(p) = p(—1), pa je stoga i on sam
linearan.

* f» se moZe prikazati kao kompozicija gy o hp, gdje su hp : & — P i gr : & — R linearni operatori
dani s hy(p) = p' 1 g2(q) = q(1). Stoga je i f linearan.

* Za f3 od ranije znamo da je linearno,uza=0ib = 1.

* fi4 se moZe prikazati kao kompozicija g4 0 hy, gdje su hy : & — P 1 g4 : & — R linearni operatori
dani s ha(p)(t) = p(t+1), ga(q) = f_ll q(x)dx. Stoga je i f4 linearan funkcional.

Zadatak 1.10. Neka je Q : &3 — &2, operator interpolacije u ¢vorovima —1, 0, 1, tj. neka je Qp jedinstveni
polinom stupnja najvise 2 ¢iji graf prolazi tockama (—1,p(—1)), (0,p(0)), (1,p(1)). DokaZite da je Q
linearni operator.

Rjesenje: Neka je p € &3, te oznalimo

(Qp)(x) = ao(p) + a1 (p)x+ax(p)x*.
Tada je
p(=1)=(Qp)(=1) = ao(p) —ai(p) +az(p)
p(0) = (Qp)(0) = ao(p)
p(1) = (2p)(1) = ao(p) +ai(p) +ax(p)
Slijedi da je
a(p) =p(0), ar(p)="VPED () = PEPED )

Ukoliko ozna¢imo redom polinome kanonske baze za %%, s vg,v1,Vvs, tada djelovanje Q mozemo zapisati
kao

Op = ao(p)vo+ai(p)vi +az(p)va-
Kako su ag,a;,a; kao linearne kombinacije linearnih funkcionala i sami takvi, prema zadatku 1.8 slijedi da
je QO linearan operator. |
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1.2 Zadavanje linearnih operatora
Na predavanjima smo dokazali sljedece rezultate:

Teorem 1.7. Linearni operatori A,B:V — W su jednaki ako i samo ako se podudaraju svojim djelovanjem
na nekoj bazi prostora V.

Teorem 1.8. Neka suV, W vektorski prostori nad poljem F, dimV =n, {by,...,b,} bazazaV, (wi,...,wy)
bilo koja uredena n—torka vektora iz W. Tada postoji jedinstveni linearni operator A : V. — W takav da je

Ab,‘:W,’, izl,...,n.

U tom slucaju, za x = Y} | Aibj, djelovanje operatora A je dano s
n
A(x) = Z )L,'W,’.
i=1
Zadatak 1.11. Neka je f linearni funkcional na M, (R) za koji vrijedi
f()=2, f(En)=1, f(En)=f(Exa)=0.

Je li f jedinstveno odreden? Odredite f ( [Zz Z}) .

Rjesenje: Prema teoremu 1.8, ovakav f je jedinstveno odreden jer je zadano njegovo djelovanje na bazi

{LLE\1,E12,E}. 1z

b
[ZI d} =dI+ (a—d)Ey +bE1» + cEx

slijedi
f<[‘cZ ZD:df(l)+(a—d)f(En)+bf(E12)+cf(E21):2d+a—d:a+d.
Drugi nain je da uo&imo da je
f)=u(l), f(En)=u(En), f(En)=tr(En), f(Exu)=tr(Exn).

to jest, linearni funkcionali f i tr se podudaraju na bazi domene. Prema teoremu 1.7, f =tr. |

Zadatak 1.12. Neka je {e;,e,} kanonska baza za R?, f; = (1,1) i f» = (1,2). Neka su A,B: R?> — R?
linearni operatori takvi da je

Aey = (1,-1), Aep=(1,0)
Bfi=(2,-1), Bfp=(3,—1).

ObrazloZite zasto su ovim podacima linearni operatori A i B jedinstveno odredeni. Odredite Af] i Af>. Sto
moZete zakljuciti o operatorima A i B?

RjeSenje: Linearni operatori A i B su jedinstveno odredeni zadanim podacima jer su {e;,ex} i {f1, f»} baze
vektorskog prostora R?. Nadalje, imamo

Afi :A(el —|—€2) =Ae|+Aey = (2,—1),

Af2 :A(el +2€2) :Ael +2A62 == (3,—1).

Vidimo da je Af; = Bf} i Af> = Bf>, odnosno linearni operatori A i B se podudaraju na bazi { f1, f>} za R?,
pa su prema Teoremu 1.7 oni jednaki. |
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Zadatak 1.13. Postoje li skalari a,b,c,d, e, f € R takvi da za neki linearni operator A : R? — M;(R) vrijedi

A(1,2,—1) = [i (ﬂ,A(o,z,z): [g ﬂ,A(l,&O): [‘C’ Z],A(l,l,l): [f g]

Ako postoje, odredite sve takve skalare, te odredite (u ovisnosti o parametrima a, .. ., f) eksplicitnu formulu
za pripadni linearni operator.

Rjesenje: Vektori na kojima je zadano djelovanje od A ocito Cine linearno zavisan skup. Vidimo da je
(1,3,0) = (1,2,—1)+ %(0, 2,2) pa iz linearnosti od A slijedi da mora vrijediti

1
A(17370) :A(1727_1)+§A(07232)a

a bl |1 21 1|20
[c d]_[l 0]+2[0 4]’
Stonamdajea=2,b=2,c=11d =2.

Nakon $to provjerimo da je skup {(1,2,—1),(0,2,2),(1,1,1)} baza vektorskog prostora R, zakljucu-
jemodajezaa=2,b=2,c=11id =2, te proizvoljne (ali fiksirane) e, f € R, linearni operator A dobro
definirano i potpuno odreden zadanim podacima.

Odredimo sada i eksplicitnu formulu. Neka je (x1,x2,x3) € R? proizvoljan. Tada je njegov prikaz u bazi
{(1,2,-1),(0,2,2),(1,1,1) dan s

odnosno

1 1 1
(v1,x2,03) = 3 (02 =23) (1,2, =1) + (=331 + 202 +23)(0,2,2) + 3 (331 =3 +3) (1, 1L 1),
pa je

1 1 2 1 2 0 1 e
A(x1,%2,%3) = 5()62—)63) [1 O] + o (=3 +2x +x3) [O 4] +30x —x +x3) [1 5]

l 3(8— 1)x1 +2x+x3 3fx;+ (2—f)xz—|— (f—Z)X3
3 3x1 —6x1 +4x> + 2x3 )

Zadatak 1.14. Neka je A : Mp(R) — M, (R) linearni operator za kojeg vrijedi
11 1 2 11 31
(o i))=F 3 o )-6 ) @
Odredite sve matrice X € M,(R) za koje iz zadanih podataka mozemo odrediti A(X).

Rjesenje: Uocimo da za sve matrice oblika o [(1) }] +p ﬁ }] , a, B € R zbog linearnosti od A imamo

(el ool a])=ealo i) een(li3])
o) Jesf2 ]

|a+38 20+p
_[3a+2/3 4a+4[3}

)

Pokazimo sada da su to ujedno i jedini vektori X za koje je moguce odrediti A(X).



1 LINEARNI OPERATORI 12

Oznac¢imo S| = [(1) ” 15, = E i] . Ako X nije linearna kombinacija vektora S| i S, tada je skup

{81,82,X} linearno nezavisan, pa ga mozemo nadopuniti do baze {S;,S2,X,Y} za M>(R). Prema Te-
oremu 1.8, linearni operator moZemo zadati tako da odredimo njegovo djelobanje na bazi vektorskog pros-
tora i zatim ga proSirimo po linearnosti na cijeli prostor. Pritom djelovanje na bazi moZemo odabrati bez
ikakvih ograni¢enja. U naSem slucaju to znali da je vrijednost A(X) potpuno neovisna o vrijednostima
A(S1)1A(S2), paiz (2) ne moZemo odrediti vrijednost A(X). [

Domaca zadaca:
DZ 1.1. Provjerite jesu li sljedeca preslikavanja linearni operatori:
b] B [a +b b+ c]

(a)A:M2—>M2,A[ dl = c+1 d+a

S

(b) A: M, —>M2,A|:

S

b| _la+b b+tc
d|  |c+2d d+a|’

(c) Preslikavanje koje matrici A pridruzuje zbroj njenih redaka (zapisSite to preslikavanje pomo¢u mnoZenja
matrica).

(d) A:R® = R? A(xy,x2,x3) = (x1 — 2x2 +x3,2x1] — 3x3).
(e) A:R* = R A(x,y) = (x,y,xy),

DZ 1.2. Nekaje T : M,,(R) — M, (R) preslikavanje koje matrici A pridruZuje matricu dobivenu iz matrice A
tako $to smo joj zamijenili prva dva retka, a zatim i1 prva dva stupca. DokaZite da je T linearan operator.

DZ 1.3. Koje od sljedecih tvrdnji su istinite? Neka je A € L(V,W),A # 0.
* A preslikava linearno nezavisne skupove u linearno nezavisne skupove.
* A preslikava linearno zavisne skupove u linearno zavisne skupove.
* A preslikava bazu u bazu.
* A Cuva dimenziju potprostora od V.
DZ 1.4. Neka je {b,by,b3,bs} bazaza V,te A,B € L(V). Ako znamo da je
Aby = by,Aby = by,Abs = by,Abs = b3,B(b) =by) = by £ b1,B(b3 +bs) = byt b3,

dokazite da je A = B.

1.3 Vektorski prostor L(V,W). Dualni prostor

Uvedimo oznaku
L(V,W)={A:V — W |A je linearan operator}.

Ako je V. =W, onda umjesto L(V,V) pisemo L(V). Ukoliko je W = IF, tada koristimo oznaku V* = L(V,TF)

te V* zovemo dualni prostor od V.

Uz operacije definirane po to¢kama, dakle kao

(A+B)(x) =Ax+Bx
(aA)(x) = aAx, o €F
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je L(V,W) vektorski prostor nad poljem F.

Ako su V i W kona¢nodimenzionalni vektorski prostori, onda je i L(V,W) kona¢nodimenzionalan i
vrijedi

dimL(V,W) = dimV -dimW.

U tom slucaju znamo da taj prostor ima i bazu. Jedan standardni na¢in formiranja baze za L(V,W)
je opisan sljedeéim postupkom. Neka su By = {ey,...,e,} te By = {fi,...,fm} redom baze za V i W
(implicitno smo oznacili dimV = n i dimW = m). Definiramo m - n linearnih operatora E;;, i = 1,...,m,
j=1...,n zadavanjem na bazi By na sljedeéi nacin:

fio J=k
0, inace.

Eij(ex) = Sjfi = {

Na predavanjima je dokazano da skup {E;; :i=1,...,m, j=1,...,n} ini bazu za L(V,W).

Primjer 1.9. Neka su Bys = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} i Bgo = {(1,0),(1,1)} redom baze za R? i R
Odredimo eksplicitne formule linearnih operatora E;, E>3 € L(R3 , RZ) navedenih u prethodnoj konstrukeciji.
Linearni operator E1, je zadan na bazi Bs s

Ex(1,1,0) = (0,0), E;2(1,0,1)=(1,0), Ej2(0,1,1)=(0,0).
Kako za proizvoljan (x1,x2,x3) € R? imamo prikaz

1 1 1
(x17x2>x3) = E(X1 +x2 —X3)(1, 170) + E(xl —X2 +X3)(1,0, 1) + 5(_)61 +x2 +X3)(O, 17 1)7

slijedi
1
Ea(x1,%2,%3) = E(xl —x2+x3,0).
Linearni operator E»3 je pak zadan na bazi Bys s
E»(1,1,0) =(0,0), E3(1,0,1)=(0,0), E(0,1,1)=(1,1),

pa nam prethodni zapis proizvoljnog vektora u toj bazi daje
1
Ex3(x1,x2,x3) = 5(—x1 + X2 +x3, —x1 + X2 +x3).
Promotrimo sada i poseban slucaj, onaj u kojem je rije¢ o prostoru V*. Neka je {by,...,b,} bazaza V.

Tada prethodna konstrukcija daje bazu za prostor V* ¢ije ¢emo elemente oznaciti s bi,...,b;. Dakle, ovi
linearni funkcionali su definirani s

. 1, j=k .
bj(bk):6jk:{ = i=1,....n
0, inace,
Bazu {b},...,b}} za V* ¢emo zvati dualnom bazom baze {b;,...,b,}.

Na predavanjima smo dokazali sljedeci rezultat.

Propozicija 1.10. Ako je {bi,...,b,} baza vektorskog prostora V, tada za svaki x € V vrijedi
n
x= Z b (x)b;,
j=1

to jest, dualna baza racuna koeficijente u prikazu vektora pomocu baze od koje je nastala.
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Ovo se lako dokaze: ako je {by,...,b,} bazazaV te {b],...,b}} pripadna dualna baza za V*, tada za
svakix =YY", A;bjij=1,...,nimamo

bj-(x) = bj <Zi ).l'bi) = Z{ﬂqb;(b,) = ).j.

Zadatak 1.15. Dana je baza {b;,by,b3} za R3, pri ¢emu je by = (1,0,0), by = (1,1,—1), b3 = (0,1,1).
Odredite toj bazi dualnu bazu {b7],b3,b}}. Odredite i b} (e;), i,j =1,2,3, gdje su ey, e, e3 vektori kanonske
baze za R3.

Rjesenje: Odredimo prikaz proizvoljnog vektora (x1,x2,x3) € R3 u bazi {by,bs,b3}. Lako se dobije da je

1 1 1 1 1 1
(x1,X2,X3) = (xl — 5% + 2x3> by + (2x2 — 2X3> by + <2X2 + 2X3) bs.

Iz prethodne propozicije sada slijedi

1

by (x1,x2,x3) = x1 — 7%+ 5%

b (x1,x x)—lx —lx

2 X1, X2,43) = 500 = 543

b3(x1,x2,x3) = 1)cz—i—lx

3 s A2 A3 D) 2 3

Posebno je

b’f(el) =1 b;(e‘]) =0 b§(€1) =0
" 1 \ 1 \ 1
bi(e2) = ) by(e2) = B b3(e2) = )
bi(e3) = B by(e3) = ) b3(e3) = )

Zadatak 1.16. Neka je B= {1,1 —,1—1*} bazaza 2, te f € &; dan's f(p) = p(0). Odredite prikaz od
f u dualnoj bazi od B.

Rjesenje: Oznacimo elemente baze B redom s py, pa, p3. Trazimo prikaz od f u obliku
f=oapi+Bpy+7vps.
Tada je

f(p1) = api(p1) +Bpr(p1) +vr3(p1) =,
a kako po definiciji od f slijedi f(p1) = p1(0) = 1, zakljuCujemo da je o = 1. Na sli¢an nacin dobijemo da
je
B=s(p2)=p20)=1 i y=f(ps)=p30)=1.
Dakle, traZeni prikaz je
fr=pri+p+p3
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Zadatak 1.17. Neka su F, G, H € L(R3 R?) zadani formulama

F(x,y,z) = (2x+2z,x+Y)
G(x,y,z) = (2y,x)
H(x,y,z) = (x+y+2z,x+Yy)

Dokazite da je {F,G,H } linearno nezavisan skup u vektorskom prostoru L(R?, R?).

Rjesenje: Pretpostavimo da su a,f,y € R takvi da je aF + G+ yH = 0. Znamo da su dva linearna
operatora jednaka ako i samo ako se njihova djelovanja podudaraju na nekoj bazi domene, pa je aF + G+
YH = 0 ako i samo ako je

(aF +BG+yH)(1,0,0) = (0,0),

(aF +BG+yH)(0,1,0) = (0,0),
(aF +BG+yH)(0,0,1) = (0,0).
Kako je
(aF +BG+YH)(x,y,2) = ((2x+2) + B(2y) + ¥(x+y+2), a(x+y) + Bx+ y(x+y)),
gornje jednadZbe daju sustav linearnih jednadZbi
20+y=0, 2ﬁ+y:07 a+y=0, a+ﬁ+'}/:0,

odakle dobivamo o = 3 = ¥ = 0. Time je tvrdnja dokazana. ]

Primjer 1.11. Neka je p pravac y = x te neka su Z i P linearni operatori zrcaljenja s obzirom na p te
ortogonalne projekcije na p. S obzirom da smo vec ranije pokazali da vrijedi Z = 2P — I, slijedi da je
{Z,P,I} linearno zavisan skup u L(R?).

Pokazimo to i na na¢in opisan u prethodnom zadatku. Za o, 3,y € R vrijedi aZ + BP+ yI = 0 ako i
saamo ako je

odnosno
1
1
to jest
1[5+ =0 a+lﬁ—0 a+1ﬁ—0 1B+ =0
2 '}’—7 2 — Y 2 - Y 2 y_ .

Rjesenje ovog sustava je (a,f,y) = (¢,—2t,t),t € R. Kako rjeSenje nije trivijalno, dani skup je linearno
zavisan. Jedno rjeSenje je (1,—2,1) i ono daje Z— 2P + I = 0, odnosno veé spomenutu relaciju Z = 2P —I.

Zadatak 1.18. Neka su Ry, R, R3 € L(R?) rotacije oko ishodista za razli¢ite kutove, ozna¢imo ih redom ¢y,
@2, @3 € [0,27). Dokazite da je skup {R;,R,,R;} linearno zavisan u L(RR?).

Rjesenje: Prisjetimo se da je operator rotacije ravnine oko ishodista za kut ¢ dan s

Ry(x,y) = (cos@-x—sin@-y,sin@-x+cos@-y)
=cos@-(x,y) +sin@- (—y,x).
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Oznacimo s Q € L(R?) operator dan s Q(x,y) = (—y,x). Slijedi da je
Ry =cos@-I+sing-Q,
Prema tome, tro¢lani skup {R;,R»,R3} je sadrzan u dvodimenzionalnom prostoru razapetom skupom {/,Q}

(ocito je skup {I,Q} linearno nezavisan). Zato je {R,R2,R3} linearno zavisan skup. [ |

Uocimo da su I i Q iz prethodnog zadatka rotacije: / za kut 0, te Q za kut 7.

Zadatak 1.19. Zadani su sljedeci operatori iz prostora L(R?): Z je zrcaljenje s obzirom na os x, P ortogo-
nalna projekcija na os y, a R rotacija oko ishodista za kut od ¢ = %.

(a) Moze li se svaki linearni operator A € L(R?) prikazati kao linearna kombinacija operatora Z, P i Ry?

(b) Ako je odgovor u (a) negativan, postoji li y € [0,27) takav da svaki A € L(R?) ima prikaz pomocu
Z,P.RyiRy?

Rjesenje:

(a) Ovo pitanje je ekvivalentno pitanju je li troclani skup {Z,P,R,} sustav izvodnica vektorskog prostora
L(RR?). S obzirom da je dimL(R?) = (dimR?)? = 4, odgovor je negativan.
Za zadadu navedite neki konkretni primjer linearnog operatora na R? koji se ne moZe prikazati kao
linearna kombinacija linearnih operatora Z, P i R. (Uputa: promotrite linearne operatore E;;, i,j = 1,2
koji su definirani kao na pocetku ovog dijela, pritom uzevsi kanonske baze kao par baza na kojem se
definiraju, te medu njima pronadite pripadnu dopunu do baze.)

(b) Sada trebamo provijeriti postoji li y takav da je skup {Z,P,Ry,Ry} baza za L(R?).

U prethodnom zadatku pokazali smo da se Ry i Ry mogu zapisati kao linearne kombinacije linearnih
operatora I i Q. Nadalje, kako je

(X, _y) = (x7y) _2(07)7),
slijedi da je Z =1 —2P. Stoga je

{Z,P.Rg, Ry} <[{Z,P1,0}] = [{P.1,Q}].

Kako je {Z,P,Ry,Ry} CetveroClani skup u prostoru [{Z, P,Ry, Ry }| dimenzije najvise 3, slijedi da je taj
skup linearno zavisan i zato ne moZe biti baza za L(R?).

Domaca zadaéa:

. . 1 0 |0 1] |1 O 0 1
DZ 1.5.Neka je f: M>(R) — R, f(A) =tr(A). Neka je B = { {0 0] , [O 0} , {O _J , {_1 0} } baza
od M;(R). Prikazite f u dualnoj bazi baze B.

DZ 1.6. Neka su V, W kona¢nodimenzionalni vektorski prostori nad istim poljem IF, dimV =nidimW = m,
te neka je {vi,...,v,} neka baza za W. Neka je A € L(V,W). Pokazite da tada postoje linearni funkcionali
fi,---, fm € V* takvi da vrijedi

m

Ax = Z filx)vi.
i=1
Sjetimo se da smo u Zadatku 1.8 dokazali da su preslikavanja ovog oblika linearni operatori. Sada smo

dokazali da je svaki linearan operator izmedu konacnodimenzionalnih prostora tog oblika.

DZ 1.7. Postoji li baza za L(R?) sastavljena od linearnih operatora L4 € L(R?) zadanih s Ly (X) = AX za
neku matricu A € M (R).
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1.4 Slikai jezgra linearnih operatora

Neka je A € L(V,W). Uvodimo sljedece pojmove i oznake:

(1) Slika linearnog operatora A je skup ImA =A(V) = {Ax:x€V}.

(2) Jezgra linearnog operatora A je skup KerA = A~ ({0}) = {x € V : Ax=0}.
(3) Vrijedi ImA < W i KerA <V paima smisla definirati sljedee pojmove:

* r(A) = dimImA - rang linearnog operatora A

* d(A) = dimKerA - defekt linearnog operatora A
Za odredivanje slike linearnog operatora A ¢esto ¢emo Koristiti sljedeéi rezultat.

Propozicija 1.12. Neka je A € L(V,W). Ako je G sustav izvodnica za V, tada je A(G) sustav izvodnica za
ImA.

Uoc¢imo da, ako je {by,...,b,} baza za V, tada iz prethodne propozicije slijedi da je skup {Aby,...,Ab,}
sustav izvodnica za ImA (ali on ne mora biti i baza za ImA) .

Zadatak 1.20. Neka je A : R? — R* linearni operator zadan formulom
A(X1 ,XQ,X3) = (x1 — X2 —|-)C3,2X1 — X3,X] —4)62 +2)C3, 3X] —)CZ) .
Odredite KerA, ImA, d(A), r(A) te po jednu bazu za KerA i ImA.

RjeSenje: Prvo odredimo jezgru od A. Uvjet A(xy,x2,x3) = 0 je ekvivalentan sustavu

x1— x+ x3=0
2x1 — x3=0
x1—4xp+2x3=0

3x1— Xx» =0.

koji ima jedino trivijalno rjeSenje. Dakle, KerA = {(0,0,0)} pa je d(A) = 0.
Odredimo sada i sliku od A. Prema Propoziciji 1.12 imamo

ImA = [{Ae;,Aez,Ae3}] = [{(1,2,1,3),(—1,0,—4,—1),(1,—1,2,0)}].

Lako se vidi da su dobiveni vektori linearno nezavisni pa je ovo jedna baza za ImA, te je r(A) = 3. |

Zadatak 1.21. Postoji li linearni operator sa zadanim svojstvom:

(a) A:R*— R3 takav da je KerA = {(x,x2,1,0) : x1,x € R}?

(b) A:R* — R? takav da je KerA = [{(x1,x2,1,0) : x1,x; € R}]?

(c) A:R> — R3 takav da je ImA = {(x1,x2,x3) € R?: x| > 1}?

(d) A:R?— R takav da je ImA = [{(1,x2,x3) € R? : xp +x3 = 0}]?

(e) A:R*— M3(R) takav da je r(A) = 4?

Ako da, nadite primjer takvog linearnog operatora, a ako ne, obrazloZite zasto.

Rjesenje:
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(a) Ne, jer KerA mora biti potprostor domene, a zadani skup to nije.

(b) Racunanjem linearne ljuske slijedi da treba biti KerA = {(x1,x2,x3,0) : x;,x2,x3 € R}, a ovo je pot-
prostor &iju bazu &ine eq, ey, e3, prva tri elementa kanonske baze za R*. Definiramo A djelovanjem na
kanonskoj bazi: mora biti Ae; = Aey = Aez = 0, a Aes moZe biti bilo koji vektor razlicit od nulvektora,
na primjer Aes = (1,2,3). Sada A proSirimo po linearnosti. Dobili smo linearni operator s traZzenim
svojstvom.

(c) Ne, jer ImA mora biti potprostor kodomene.

(d) Rac¢unanjem linearne ljuske slijedi da treba biti ImA = {(x1,x2,x3) € R® : x, +x3 = 0}, §to je potprostor
razapet vektorima a; = (1,0,0) i ay = (0,1,—1). Skup {a;,a, } nadopunimo vektorom a3 = (0,0,1) do
baze za R3. Sada A definiramo na bazi kao Aa; = a;,Aa» = a> i Aaz =0 te pro$irimo po linearnosti.
Dobili smo linearni operator s traZzenim svojstvom.

(e) Ne, jer iz Propozicije 1.12 slijedi da mora biti r(A) < dimV.

Teorem 1.13 (Teorem o rangu i defektu). Neka je A € L(V,W) pri cemu je dimV < . Tada je
r(A)+d(A) =dimV.

Zadatak 1.22. Neka je Q € L(Z3, Z,) operator interpolacije u tockama —1, 0, 1. Odredite baze za KerQ,
ImQ, te d(Q), r(Q).

RjeSenje: Primijetimo kako za p € &2, imamo Qp = p. Stoga je InQ = &, te je r(Q) = 3. Prema
teoremu o rangu i defektu je tada d(Q) = dim #3 —r(Q) = 1. S obzirom da je uvjet p € Ker Q ekvivalentan
s p(—1) = p(0) = p(1), slijedi da je

KerQ = [{x(x—1)(x+1)}].

Zadatak 1.23. Neka je B = [_11 é] e M>)(R)iT : M(R) — M>(R) linearni operator dan s

T(A)=AB— BA.
Pronadite Ker 7', Im7, d(T), r(T), te po jednu bazu za Ker7 i ImT.

Rjesenje: Jedan nacin da rijeSimo ovaj zadatak je raspisivanjem koordinatnog zapisa linearnog operatora T
i standardnim racunanjem jezgre i slike. Ovdje ¢emo pokazati drugi nacin.
Primijetimo prvo kako su o¢ito I, B € KerT. Stoga je d(T') > 2. S druge strane, lako vidimo da je

T(En) = [(1) (2)} . T(En)= [_01 _11} ,

pajer(T) > 2. Kako je prema teoremu o rangu i defektu r(7') +d(7') = 4, zakljuCujemo daje r(T) =d(T) =

2, te imamo KerT = [{1,B}], Im7T = H [(1) (2)} ' [_01 _11} H .
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Zadatak 1.24. Pokazite da za svaki polinom g € &, postoji polinom p € &, takav da je

q(x) = p(x+1) = p(x).

RjeSenje: Definiramo preslikavanje A : &, — &2, kao (Ap)(x) = p(x+ 1) — p(x). Lako provjerimo da je
A linearni operator.

Tvrdnja zadatka je ekvivalentna surjektivnosti od A, to jest tome da je r(A) = n+ 1. Prema teoremu o
rangu i defektu imat ¢emo da je r(A) = n+ 1 ako i samo ako je d(A) = dim Z, | —r(A) = 1.

Prema tome, dovoljno je dokazati da je jezgra od A jednodimenzionalna. Prvo uo¢imo da su svi kons-
tantni polinomi u jezgri od A. Sada dokaZimo da su to i jedini elementi jezgre.

Neka je p € &, takav da je Tp = 0, dakle p(x+ 1) = p(x) za svaki x € R. Tada je p(n) = p(0) za
svaki n € Z, pa polinom s(x) = p(x) — p(0) ima beskona¢no mnogo nulto¢aka (s(n) = 0 za svaki n € Z).
Tada je nuzno s = 0, pa je p konstantni polinom. Time smo dokazali da je KerA = {p € &, : p = const},
pajed(A)=1. [ |

Zadatak 1.25. Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor i M < V. Postoji li linearan operator
A € L(V) takav da je KerA =ImA = M?

Rjesenje: Uocimo najprije sljedece: ako je KerA = ImA = M, onda je
dimV =r(A)+d(A) =2dimM.

Dakle, dimV mora biti paran broj i to dimV = 2dimM.
Neka je sada {aj,...,a;} baza za M i {by,...,b;} njena nadopuna do baze za V. Zadamo A : V — V na
bazi kao
A(al) =... :A(ak) :0, A(b]) =da, ...,A(bk) = day

i pro§irimo po linearnosti. Sada je jasno da je ImnA = M, a kako je prema teoremu o rangu i defektu d(A) =k
te je po konstrukciji M < KerA, slijedi M = KerA.

Prema tome, ako je V prostor neparne dimenzije, tada linearni operator sa zadanim svojstvima ne postoji,
a ako je V parne dimenzije, tada takav A postoji. |

VaZnu klasu linearnih operatora na kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V' ¢ine projektori na
potprostore. Prisjetimo se definicije.
Neka je M <V i L njegov direktni komplement, dakle vrijedi V = M + L. Definiramo preslikavanje
P :V — V na sljedeéi naCin: za svaki x € V postoje jedinstveni xyy € M i x; € L takvi da je x = xp +x1.
Tada stavimo
Px = XM -

Ovaj linearni operator zovemo projektor na potprostor M u smjeru potprostora L. Na predavanjima je
dokazano:

(a) P je linearan operator,
(b) InP=MiKerP=1L.
Uo¢imo da je I — P projektor na L u smjeru M (jer je (I — P)x = x;, za svaki x € V).

Zadatak 1.26. Navedite primjer linearnog operatora 7 : M, (R) — M, (R) ¢iju jezgru ¢ine sve simetri¢ne
matrice reda n, a sliku sve antisimetri¢ne matrice reda n.

RjesSenje: S obzirom da su prostor svih simetri¢nih matrica i prostor svih antisimetri¢nih matrica reda n
jedan drugom direktni komplementi, primjer traZenog linearnog operatora bit ¢e projektor.

Preciznije, oznacimo s S potprostor svih simetricnih matrica reda n, te s L potprostor svih antisimetri¢nih
matrica reda n. Kako je S+ L = M,,(R), tada za T moZemo uzeti projektor na S u smjeru L.
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Odredimo i eksplicitnu formulu za T Rastav proizvoljne matrice A € M,,(R) s obzirom na direktnu sumu
M,(R)=S+Ljedans
1 1
A=A +AT) + 5(A—AT).

Stoga je
1

T(A)=>

(A—AT).
[

Zadatak 1.27. Neka je P € L(V). Tada vrijedi: P je projektor (na neki potprostor M u smjeru nekog
njegovog direktnog komplementa L) ako i samo ako je P> = P. U tom slu¢aju je M =ImP i L = KerP.

Rjesenje: Za svaki x = x) +x;, € V imamo
P?x = P(Px) = P(xy) = xys = Px,

odakle slijedi P> = P.
PokaZzimo prvo da je x € ImP <= Px =x. OCito Px = x povla¢i x € ImP. S druge strane, iz
x € Im P slijedi da postoji y € V takav da je Py = x, pa imamo

x = Py = P*y = P(Py) = Px.

Pokazimo sada da je V = KerP +ImP. Ako je x € KerPNImP tada je Px=0iPx=x,pajex=01i
zato je presjek slike i jezgre od P trivijalan. Prema teoremu o rangu i defektu (i formuli za dimenziju sume
potprostora) je dim(Ker P +ImP) = d(P) + r(P) = dimV, pa je KerP+ImP =V.

Konacno, za proizvoljni x € V je tada

Px= P(xKerP +xImP) = PxKerp + PXimp = Ximp,

pa vidimo da je P zaista projektor na Im P u smjeru Ker P. ]

2
Zadatak 1.28. Neka su a, b € R takvi da je a®> +b? # 0 (to jest, nisu oba jednaka nuli), te A = “ ab} .

a2+ b? {ab b?
(a) Dokazite da je linearni operator Ly : My — My zadan s Ly (X) = AX projektor.

(b) Zaa=31b =4 odredite potprostore M i L tako da je pridruZeni L4 projektor na potprostor M u smjeru
potprostora L.

Rjesenje:
(a) Prema prethodnom zadatku, L4 je projektor ako i samo ako je (Ls)? = Ls. Kako je
(La)*(X) = La(La(X)) = A(AX) = A’X,

to je L4 projektor ako i samo ako je A2X = AX za svaki X € M,,;. Lako se dobije da je to ekvivalentno s
A% = A. Jednakost A> = A se provjeri direktnim mnoZenjem matrica.

(b) Prema prethodnom zadatku, L, ¢e biti projektor na potprostor Im L4 u smjeru potprostora Ker Ly, dakle
M =1ImLy i L =KerL,. Dobijemo da je M = [{ [3 4}TH iL= H [4 —3]TH.

Definicija 1.14. Za linearni operator A € L(V,W) kaZemo da je
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(1) monomorfizam ako je A injekcija
(2) epimorfizam ako je A surjekcija
(3) izomorfizam ako je A bijekcija.

Za vektorske prostore V i W nad istim poljem [F kazemo da su izomorfni ako postoji izomorfizam A : V — W.
U tom slucaju piSemo V ~ W.

Kao jednostavnu posljedicu teorema o rangu i defektu imamo sljedeci rezultat.
Korolar 1.15. Neka je A € L(V,W), te neka je dimV = dimW < eo. Tada vrijedi:
A je monomorfizam < A je epimorfizam < A je izomorfizam.

Na predavanjima smo dokazali sljedece tvrdnje (za V i W kona¢nodimenzionalne vektorske prostore
nad istim poljem F).

Propozicija 1.16. Neka je A € L(V,W). Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

(1) A je monomorfizam.
(2) KerA = {0}, to jest, d(A) = 0.

(3) A preslikava linearno nezavisne skupove u'V u linearno nezavisne skupove u W.
Propozicija 1.17. Neka je A € L(V,W). Vrijede sljedece tvrdnje:

(1) Ako je G sustav izvodnica za V, tada je A(G) sustav izvodnica za ImA.
(2) Ako postoji podskup G od V takav da je A(G) sustav izvodnica za W, tada je A surjektivan.

Propozicija 1.18. Neka je A € L(V,W). Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

(1) A je izomorfizam.
(2) Za svaku bazu {by,...,b,} za 'V, skup {Aby,...,Ab,} je baza za W.
(3) Postoji baza {by,...,b,} za V takva da je {Aby,...,Ab,} baza za W.

Posebno, V ~W ako i samo ako je dimV = dimW.
Zadatak 1.29. Neka je T € L(R?) dan formulom

T(x,y,z) = (2x,4x —y,2x+ 3y —2).
Dokazite da je T izomorfizam i odredite 7.

Rjesenje: Prema Korolaru 1.15, dovoljno je provjeriti da je A monomorfizam, odnosno, zbog Propozicije
1.16, da je KerT = {(0,0,0)}. Neka je (x,y,z) € KerT. Tada je T (x,y,z) = (0,0,0), odnosno

2x =0
4x—y =0,
2x4+3y—2z=0

odakle slijedi (x,y,z) = (0,0,0). Time smo dokazali da je T monomorfizam, pa i izomorfizam.
Alternativno, mogli smo iskoristiti i Propoziciju 1.18. Za kanonsku bazu {e, e, e3} je skup

{T617T327T€3} = {(27472)7 (07 _173)7 (070? _1)}

o¢ito linearno nezavisan, pa je posebno i baza za R3. Stoga je T izomorfizam.
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Preostaje odrediti 7~'. Neka je (u,v,w) € R3 proizvoljan, te oznat¢imo T ! (u,v,w) = (x,y,z). Tada je
T(x,y,z) = (u,v,w), pa dobivamo sustav

2x =u
4x—y =v
2x+3y—z=w
odakle slijedi
x:g, y=2u—v, z=Tu—3v—w.

Dakle, inverz linearnog operatora T je dan s

T u,v,w) = (g,Zu—v,7u—3v—w> )

Zadatak 1.30. Ako postoji, navedite primjer

(a) monomorfizma A : M>(R) — Z(R)
(b) epimorfizma B : M>(R) — Z2,(R)
(c) izomorfizma C: Z3(R) — M>(R).
Rjesenje:

(a) Ne postoji. Za takav A bi vrijedilo r(A) <31 r(A)+d(A) =4, dakle d(A) > 1, pa A ne moZe biti
monomorfizam.

(b) Da, na primjer takav je linearni operator

B<[a bD —at +bt+ec.
c d

(c) Postoji, jer su dimenzije domene i kodomene jednake (na predavanjima smo dokazali da su dva prostora
izomorfna ako i samo ako su njihove dimenzije jednake). Na primjer, takav je linearni operator

3 2 . a b
Clat’ +bt"+ct+d) = [C d]'

Ovo je oc¢ito monomorfizam, pa zato i izomorfizam.

Zadatak 1.31. (a) Neka je V vektorski prostor dimenzije n, te A,B € L(V) takvi da je AB = 0. DokaZite da
jer(A)+r(B) <n.

(b) Ako je A € L(V) proizvoljan linearan operator, dokaZite da postoji B € L(V) takav da vrijedi AB=10i
r(A)+r(B) =n.

Rjesenje:

(a) Po teoremu o rangu i defektu imamo r(A) +d(A) = n. Uocdimo da je sada dovoljno dokazati da je
r(B) <d(A), jer je tadar(A) +r(B) <r(A)+d(A) =n.

Iz AB = 0 slijedi da je ABx = 0 za svaki x € V. Tada je Bx € KerA za svaki x € V, dakle InB = {Bx:
x €V} CKerA. Odavde je r(B) < d(A).
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(b) 1z AB = 0 slijedi, kao maloprije, da mora biti ImB < KerA, a iz r(A) + r(B) = n da mora biti r(B) =
n—r(A) =d(A). Zato je za ovakav B nuzno i dovoljno da je Im B = KerA.
Na primjer, za B moZemo uzeti projektor na KerA (u smjeru bilo kojeg direktnog komplementa od Ker A
uV).

Zadatak 1.32. Neka je A € L(R?) zadan kao A(x,y) = (x+,x+2y). Ako je M potprostor od R?, odredite
AM).
Rjesenje: Kako je M < R?, imamo tri moguénosti: M = {(0,0)}, M = R? te M je skup svih toaka na
nekom pravcu kroz ishodiste.

Linearan operator potprostore preslikava u potprostore, dakle A(M) Ce takoder biti jedan od ta tri tipa
skupa: {(0,0)}, pravac kroz ishodiste ili R2.

S obzirom da je A izomorfizam (na primjer, vidimo da A preslikava bazu {(1,0),(0,1)} za R? u bazu
{(1,1,),(1,2)} za R?), vrijedi da je dimA(M) = dim M. Prema tome, imamo:

@ A({(0,0)}) = {(0,0)} i A(R?) = 2.

(b) Ako je M pravac kroz ishodiste tada ¢e i A(M) biti pravac kroz ishodiste. Kako je svaki pravac odreden
s dvije tocke, za odredivanje potprostora A(M) dovoljno je, na primjer, pogledati A(0,0) i A(1,1) i naéi
jednadzbu pravca kroz te dvije tocke.

Ako je M pravac zadan jednadzbom y = kx, tada je A(M) pravac kroz (0,0) i (1 +k,1 — 2k), dakle

pravac zadan jednadZbom y = 11+7+2ka u sluéaju k # —1, te pravac x = 0 ako je k = —1.

Domaca zadaca:

DZ 1.8. Odredite po jednu bazu za jezgru i sliku linearnog operatora 7 : R? — R* zadanog s T(x,y,z) =
(x? x? y7y) °

DZ 1.9. Neka je A : 23 — R preslikavanje dano sa

A(p) = (p(1),p(2),p(1) +p(2)).
Dokazite da je A linearan operator, te mu odredite rang, defekt i po jednu bazu za sliku i jezgru.
Rjesenje: A je linearan jer je

Alap+Bq) = ((ap+Bq)(1),(ap+Bq)(2),(ap+Bq)(1)+ (ap+Bg)(2))
= (ap(1)+Pq(1),ap(2)+Bq(2),ap(1) + Bg(1) + ap(2) + Bq(2))
=a(p(1),p(2),p(1)+p(2)) +B(q(1),49(2),4(1) +4(2))
= aA(p)+BA(g).

Nadalje, A(p) = (0,0,0) < (p(1) =01 p(2) = 0). Za p(t) = ast® + axt> +ait +ap to daje sustav

apg+ar+a+az3=0
ap+2a; +4a,+8a3 =0
¢ije rjesenje daje jezgru od A. Dobijemo da je skup {2 — 3t +2,6 — 7t + 13} jedna baza KerA, te da je

d(A) = 2. Sada je r(A) =4 —d(A) = 2. Sliku generira skup {A(1),A(t),A(t*),A(¢*)}. Kako je skup
{A(1),A(t)} ={(1,1,2),(1,2,3)} linearno nezavisan, to je, zbog r(A) = 2, baza za JA. [ |
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DZ 1.10. Odredite po jednu bazu za jezgru i sliku linearnog operatora T : M> — M, zadanog kao
T {a b} _ [a—f—b b—l—c} .
c d c+d d+a
DZ 1.11. Neka je T € L(V,W), V,W vektorski prostori nad F, k € F'\ {0}. Dokazite da je
KerT =Ker(kT), ImT =Im(kT).
DZ 1.12. Ako postoji, navedite primjer

» linearnog operatora A € L(R?) ¢ija je jezgra pravac y = x+ 1,

* linearnog operatora B : Z,(R) — M>(R),

e izomorfizma C : Z3(R) — M(C),

» monomorfizma D : M(R) — Z%(R),

e epimorfizma E : M>(R) — 2 (R),

* linearnog operatora F : R? — R? koji skup {(x,y) € R?: x+ 2y = 0} preslikava u jedini¢nu kruznicu
oko ishodista,

* linearnog operatora T : M,(R) — M,(R) koji matricu E;; preslikava u matricu Ej;, za sve i,j =
1,...,n.

DZ 1.13. Neka je A € L(R?) zadan kao A(x,y) = (x,x). Ako je M potprostor od R?, odredite A(M).

DZ 1.14. Navedite, ako postoji, primjer linearnog operatora 7 : &,(R) — &2,(R) &iju jezgru Cine svi parni
polinome, a sliku svi neparni polinomi (polinom je paran ako je p(—x) = p(x) za svaki x € R, te neparan
ako je p(—x) = —p(x) za svaki x € R).

DZ 1.15. Ako je A € L(V) proizvoljno odabran, dokazite da postoji B € L(V') takav da vrijedi BA =0 i
r(A)+r(B) =n.

DZ 1.16. Neka su A, B € L(V). Dokazite:
(@) r(A+B) <r(A)+r(B),
(b) r(AB) < min{r(A),r(B)},
Rjesenje:
(a) Imamo Im(A+B) = {Ax+Bx:x €V} C{Ax+By:x,y € V} =ImA+ImB. Sada je
r(A+B) = dimIm(A + B) < dim (ImA 4+ ImB) = dimImA +dimIm B — dim (ImA NImB)
< dimImA +dimImB = r(A) + r(B).
(b) IzIm(AB) = {(AB)x:x €V} ={A(Bx) :x €V} C {Ay:y € V} =ImA slijedi r(AB) < r(A).
Dokazimo sada r(AB) < r(B). Prema teoremu o rangu i defektu, to je ekvivalentno s
r(AB) < r(B) & dimV —d(AB) <dimV —d(B) < d(B) < d(AB) < KerB < Ker(AB).
Ako je x € KerB tada je Bx =0 pai (AB)(x) = A(Bx) = 0, dakle x € Ker(AB).

DZ 1.17. Neka je A : U — V linearni operator i neka je L < U. Dokazite da je
dimL—d(A) <dimA(L) < dimL.
DZ 1.18. Neka su A,B : V — V linearni operatori. DokaZite

(a) A je surjekcija akko za svaki linearni operator C : V — V vrijedi CA =0 =— C =0.

(b) B je injekcija akko za svaki linearni operator C : V — V vrijedi BC =0 = C = 0.



1 LINEARNI OPERATORI 25

1.5 Matricni prikaz (zapis) linearnog operatora

Neka je V vektorski prostor nad F, te (¢) = {ei,...,e,} njegova uredena baza (uredena baza je baza kojoj
smo fiksirali poredak elemenata). Svaki vektor x € V ima jedinstveni prikaz u obliku x = Y7, x;e;, pa mu
mozemo pridruZiti matricu (stupac)

Xn
Ovaj zapis se naziva matricni prikaz vektora x u bazi (¢).
Zadatak 1.33. (a) Odredite matri¢ni prikaz polinoma p(x) = 2x> +x — 1 iz #3(R) s obzirom na bazu
(e) = {x’,x+1,x%,3}, te polinom ¢ &iji je matri¢ni prikaz u toj bazi jednak g(e) = [I 0 2 —1] ’

(b) Odredite matricni prikaz jedini¢ne matrice / promatrane kao element vektorskog prostora M, s obzirom

o m={1

te odredite element 7' € M, kojeg predstavlja matri¢ni prikaz T(F) = [I —1 1 —1] T

Rjesenje:
(a) Iz
W4 x—l=o-+B-(x+1)+y-x*+8-3
slijedi
a=0, =1, y=2, 6:—;
paje

T
ple)=[0 1 2 —3]".
Nadalje, imamo
g) =140 (x+ 1) +2- 24+ (~1) 3= +22 -3,

(b) Oznacimo elemente baze (F) redom Fy, F», F3, Fy. Kao je
I1=F=0-F1+0-FKLb+0-Fs+1-F4

slijedi
1(Fy=[o o o 1]".

LT(F)=[1 -1 1 —1] slijedi

-1 1
T—F1—F2+F3—F4—|:O O:|.

Zadatak 1.34. Neka je (e) kanonska baza za R? i (¢/) = {(1,1,2),(2,0,0),(0,1,1)} jos jedna baza za R>.
Odredite

(@) (e1+e3)(e)
(b) (61 +e3)(e’).
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Rjesenje:
(@) Tzei+e3=1-e;+0-er+1-e3slijedi (e +e3)(e) = [1 0 1],

(b) Izej+e3=1-¢) — 1€y slijedi (e; +e3) () =[1 0 —1]T.
[

Neka su V,W vektorski prostori nad poljem IF, (e) = {ey,...,e,} bazaza Vi (f) ={fi,..., fn} bazaza
W. Neka je A € L(V,W). Tada postoje jedinstveni prikazi vektora Aey,...,Ae, u bazi (f). Neka su to

m
Aej:Zaijfia JZI,,I’I
i=1

Koristeéi ove skalare, linearnom operatoru A pridruZimo matricu

o 02 ... Ogp

(04 (0% ... Ohp
Alf.0) = [Ae)(f) . (e)P]=]| . . | € Myu(F).

Om1 O2 ... Oy

Ovaj zapis zovemo matricni prikaz (zapis) linearnog operatora A u paru baza (¢), (f). Akoje V=W i
(e) = (f), tada cemo umjesto A(e,e) krace pisati A(e).

Zadatak 1.35. Odredite matri¢ni prikaz linearnog operatora A € L(R? ,R?) u paru kanonskih baza domene
i kodomene ako je
Ax,y) = (x+y,x—y,x).

RjeSenje: Neka je (e) = {e1,e,} kanonska baza za R? i (f) = {fi1, f», f5} kanonska baza za R3. Trebamo
odrediti prikaze vektora Ae; i Ae; u bazi (f). Imamo

Aler)=(LLD)=fi+fo+f3, Ale)=(1,-1,00=fi—f2
odakle slijedi

Alfe)= |1 —1

—_—

Zadatak 1.36. Odredite matri¢ni prikaz linearnog operatora S € L(R3, M»(R)) zadanog sa

Cfx=y  y-—z
Swz) = [z—x x+y+z]

u paru kanonskih baza za domenu i kodomenu.

Rjesenje: Neka je (e) = {e1,ez,e3} kanonska baza za R3 i (E) = {E11,E12,Ea1,E»} kanonska baza za
M,(R). Tada je

1 o

S(er) = 11 =E|—E)y+Exn
-1 1]

S(ez) = 0 1 =—-En+Epn+E»
0 1

S(e3) = 11 =—Ep+E+Ex»
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paje
1 -1 0
0 1 -1
SE)=| 1 o
1 1 1
]
Zadatak 1.37. Neka je Iy € L(V) identi¢ni operator na vektorskom prostoru V, te (e) = {e1,...,e,} i (f) =
{f1,-.., fu} dvije baze za V. Dokazite da je Iy (f,e) jednak jedini¢noj matrici / ako i samo ako su baze (e) i

(f) jednake.

Rjesenje: Po definiciji matri¢nog prikaza linearnog operatora slijedi da je Iy (f,e) = I ako i samo ako je
Iy(e;) = fizasve i =1,...,n, odnosno ako i samo ako je ¢; = f;, i = 1,...,n. Slijedi tvrdnja. |

Sljededi rezultati (dokazani na predavanjima) govore o uskladenosti djelovanja linearnih operatora na
vektor te komponiranja linearnih operatora s mnoZenjem pridruZenih matrica.

Propozicija 1.19. (a) Neka je A€ L(V,W) te (e) ={e1,...,en} i (f) ={f1,-.,fm} redom baze zaV i W.
Za svaki x € V vrijedi

Ax(f) = A(fe)x(e).
(b) Neka su A € L(V,W) i Be LW,X) te (e), (f) i (g) redom baze za V, W, X. Tada za BA € L(V,X)
vrijedi
(BA)(g,¢) = B(g, f)A(f ).
(c) Ako je A € L(V,W) izomorfizam te (e) i (f) redom baze za prostore V i W tada je
(A7) (e, ) = (A(f,e) "

1z prethodne propozicije dobijemo sljedeci korolar (birajuéi identi¢ni operator za pojedine linearne ope-
ratore) koji daje vezu izmedu matri¢nih prikaza prikaza jednog te istog vektora u razli¢itim bazama prostora
kojemu pripada, odnosno jednog te istog linearnog operatora u razli¢itim parovima baza za domenu i kodo-
menu.

Korolar 1.20. (a) Neka su (e),(¢') dvije baze za vektorski prostor V. Tada je za sve x € V
x(€) =1y (¢ e) x(e)
Matricu Iy (e, e') zovemo matricom prijelaza (iz baze (e) u bazu (€')).
(b) Neka suV,W vektorski prostori te (e), (¢') dvije baze za V, a (f),(f") dvije baze za W. Tada je
A(f,e) =1y (f'.f)A(f.e)ly (e,€)
Posebno, zaV =W i (e) = (f) te (¢') = (f') imamo
A(d) =1y (¢,e)A(e)ly (e,€)
Uocimo da su matrice prijelaza Iy (e,e’) i Iy (e,e’) izmedu baza (e) i (¢’) prostora V povezane relacijom
(e e) = (1) (€ ) = (I (e.e)) . )

Zadatak 1.38. Odredite matrice prijelaza izmedu baza (e) = {1,t,¢2} i (¢/) = {1 —¢,1+12,*} vektorskog
prostora .
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RjeSenje: Zapise elemenata baze (¢’) pomocu baze (e) direktno i§¢itavamo i upisujemo u stupce matrice
I,(e,e'). Slijedi
1 10
Ip,(e,e)=|-1 0 0
0 1 1

Jedan nacin za formiranje matrice 15, (¢, ) je prikazivanje vektora baze (¢) pomocu baze (¢’). Drugi je
primjena formule (3):

0O -1 0
Ip,(ee)=(In(e)) " =1 1 0
-1 -1 1

Zadatak 1.39. Odredite matricu prijelaza Ip: (¢/,€”), ako su baze za R? dane s (¢) = {(1,2),(2,3)}i (") =
{(17 1)7 (17 _1)}

RjeSenje: Ovaj zadatak bismo mogli rijesiti direktno, to jest prikazivanjem vektora baze (¢”) pomocu
vektora baze (¢’). Medutim, s obzirom na jednostavnost zapisa svakog vektora pomocu kanonske baze (e)
za R?, zadatak ¢emo rijeiti indirektno na sljedeéi nacin:

Ip: (¢,€") = Ig2 (€, €) Iz (e,€") = Ip2 (e,e’)_lle (e,€")

S A

Zadatak 1.40. Linearni operator A € L(R3, M>(R)) zadan je svojim matri¢nim prikazom

1 1 1

;o loo—1 2
A(E')e') = L1 1
1 1 O

u paru baza (e'):{(1,0,1),(1,0,—1),(0,1,1)}i(E'):{[} 8}7[(1) 8][8 ﬂ{g (1)]} Odredite

A(x1,x2,x3) za proizvoljan (x1,x2,x3) € R3,



1 LINEARNI OPERATORI 29

Rjesenje: Neka su (e) i (E) redom kanonske baze za R* i M,(R). Tada je

(Ax)(E) = A(E, e)x(e) = Iy, ) (E,E)A(E' &) Igs (e,€/) ' x(e)

O L o
_foooffo 2
O] N D Y O A
00 1 1|1t 1 oft L.
1 1.0 O] [1 1 171 1 17 - -
oo 1 oo -1 2[|2 2 % ?
{1t 00 o1 1 1|2 2 "I
oo 1 1)1 1 ofl0 1 0fL5
X1+ 3%+ 3
. X1 +x2
X1 +Xx2
2x1 +x3

paje
1 5 1
Ax = Exl + 5)62 + 5)63 E + (x1 +x2)E12 + (x1 +x2)E21 + (2)61 -I-XZ)EZQ
1 5 1
5X1 +§x2+§x3 X1+ X2
X1 +x 2x1 +x2

Zadatak 1.41. Neka je Z; : R> — R? zrcaljenje s obzirom na pravac dan jednadzbom y = kx. Odredite
matri¢ni prikaz linearnog operatora Z; u kanonskoj bazi te matricni prikaz u jo$ jednoj, po volji odabranoj
bazi.

Rjesenje: 1z jednog od prijasnjih zadataka znamo da je

Zi(x,y) = 2 (x+ky,kx +k2y) — (x,).

k241
Stoga je
A=l R
Zi(e) = |“ ) 2® +1_ 1
K+l k241

Linearni operator Z; ¢e imati "najjednostavniji" matri¢ni prikaz u bazi koju ¢ine neki vektor koji pripada
pravcu y = kx i vektor koji lezi na pravcu koji je okomit na pravac y = kx, npr. f1 = (1,k), f» = (1, %)
Stavimo (f) = {f1, f2}. Imamo Z;(f1) = f1 i Zx(f2) = —f2 paje

1 0
Uocimo da smo iz posljednjeg matricnog prikaza lako mogli do¢i do matri¢nog prikaza Z;(e). Naime,

mma@:kﬁﬁﬂ@@:&}&& w{;L}{ -

k -1 k
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Zadatak 1.42. Neka je P : R® — R? projektor prostora R? na potprostor M = {(x,y,z) € R} : x+y—z=0}
duZ potprostora L = {(x,x,—x) : x € R}.

(a) Odredite matri¢ni prikaz P(e) u kanonskoj bazi (e).
(b) Izaberite jo$ neku bazu (f) za R3 i odredite P(f).

Rjesenje: lako bismo (a) dio mogli rjeSavati direktno (napravite to sami), mi ¢emo prvo rijeSiti (b) dio
zadatka i onda pomocu njega (a) dio. Ideja je da odredimo bazu (f) u kojoj ¢e matri¢ni prikaz od P biti vrlo
jednostavan.

(b) Dokazali smo da za projektor P na potprostor M duZ potprostora L vrijedi ImP = M, KerP = L te
Px =xzax € M. Kako je M 4 L = R?, uzmimo bazu za R? koja je unija baze za M i baze za L. Kako
jeM =1[{(1,0,1),(0,1,1)}], L =[{(1,1,—1)}], dobijemo bazu

(f) = {(1>071)7(07171)7(1717_1)}'

Tada je Pfi = f1,Pf> = f2,Pf3 =0 paje

1 00
P(f)=10 1 0
000
(a) Odavde ra¢unamo P(e):
1o 1] [Loofto 1] 2 -1
Ple) =I(e, /)P(H)I(f,e)= |0 1 1 Lojfor 1| =2f-1 2 1
1 1 -1 0 0 O (1 1 -1 1 1 2

Propozicija 1.21. Neka su V,W vektorski prostori, n = dimV, m = dimW, te neka su (e) i (f) njihove baze.
(a) Preslikavanje ¢ : V — M, definirano s ¢(x) = x(e) je izomorfizam vektorskih prostora.
(b) Preslikavanje ® : L(V,W) — M, definirano s ®(A) = A(f,e) je izomorfizam vektorskih prostora.

Ova propozicija nam omogucuje da razne probleme u prostoru linearnih operatora rijeSimo odgovaraju-
¢om provjerom u prostoru matrica, odnosno da iskoristimo istovrsne tvrdnje koje smo ve¢ dobili za matrice.

Zadatak 1.43. Zadani su sljedeéi linearni operatori na R?:
* R - rotacija oko ishodista za kut 7,
* P - ortogonalna projekcija na pravac y = —x,
* Z - zrcaljenje s obzirom na pravac y = Xx,
* O - ortogonalna projekcija na pravac x = 0.

Dokazite da je skup {R,P,Z,Q} baza za L(R?).
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Rjesenje: Svi ovi operatori su nam od ranije poznati i zadani su sljede¢im izrazima:

1

R(x’y):(*yax)v P(x’y)zi(x*yv*ery)v Z(x7y):(yvx)7 Q(x,y)Z(O,y).

Ovaj zadatak mogli bismo rijesiti direktnom provjerom linearne nezavisnosti zadanog skupa (kao u za-
datku 1.17). Ovdje ¢emo na drugi nacin, primjenom propozicije 1.21.
Oznacimo s (e) kanonsku bazu za R?. Prema prethodnoj propoziciji je preslikavanje

®: L(R?) = My(R), P(A)=A(e)
izomorfizam, pa je skup {R,P,Z,Q} baza za L(R?) ako i samo ako je skup
{®(R),2(P), P(Z),(Q)} = {R(e), Pe),Z(e),Q(e) }

baza za M,(R). Dobijemo da je

o= [} S| ro=3 L T 2= ]] g ew-]y O

Lako provjerimo da ove Cetiri matrice Cine linearno nezavisan skup, a kako je kardinalitet skupa jednak
dimenziji prostora, on ¢ini i bazu za M,(R). Prema opisanom, slijedi tvrdnja. |

Navedimo jo§ jedan rezultat s predavanja.

Propozicija 1.22. Neka su V,W vektorski prostori te (e) i (f) redom baze zaV i W. Za A € L(V,W) vrijede
sljedece tvrdnje:

(1) r(A) = r(A(f,e)) (rang linearnog operatora jednak je rangu njehovog matricnog prikaza u proizvolj-
nom paru baza).

(2) Ako je dimV = dimW tada je A izomorfizam ako i samo ako je matrica A(f,e) regularna.

Zadatak 1.44. Neka je A € L(V,W) linearni operator ranga r > 0. Dokazite da se A moZe napisati kao suma
r linearnih operatora ranga 1, to jest, da postoje linearni operatori Ay, ...,A, € L(V,W) ranga 1 takvi da je
A=A1+...+A,.

Rjesenje: Neka je n = dimV i m = dimW. Zadatak istog tipa smo rjeSavali za matrice, pa ¢emo se ovdje
posluZiti tim rezultatom. Neka su (e) i (f) redom baze za V i W. Tada je A(f,e) matrica ranga r. Prema
dokazanom, postoje matrice By,...,B, ranga 1 takve da je

A(f,e)=B1+...+B,.
Kako je preslikavanje A — A(f,e) izomorfizam s L(V,W) na M,,, postoje Ay,...,A, € L(V,W) takvi da je
Ar(f,e) =By, k=1,...,r.
Prema prethodnoj propoziciji je
r(Ay) = r(Ac(fe)) =r(B) =1, k=1,...,r.
Konac¢no, imamo
A(f,e)=Bi1+...+B,=Ai(f.e)+...+A(f,e) = (A1 +...+A,)(f,e),

odakle slijediA =A; +...+A,. [ |
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Zadatak 1.45. Neka je A € L(V, W) linearni operator ranga r. Dokazite da postoje baze (b) = {by,b2,...,b,}
i(c)=A{c1,cay...,cm} zaViW takve da je

A(c,b) =D,
pri ¢emu je D, € M,,,, kanonska matrica reda r.

Rjesenje: Ako je r =0 tada je A = 01 tvrdnja vrijedi za svaki izbor baza. Pretpostavimo da je r > 0. I ovaj
zadatak rjeSavamo "prebacujuéi" se u matricni prostor i primjenom rezultata koje smo tamo dobili.
Uocimo da trazimo baze (b) i (c) takve da je

Ciy i=1,...,r

A(b;) = 4
(&) {0, i=r+1,...,n ®

Neka su (e) i (f) neke (bilo koje) baze za V i W. Prema propoziciji 1.22, A(f,e) je matrica ranga r.
Tada postoje regularne matrice S € M,,, i T € M,, takve da je

SA(f,e)T = D,. )

Kako je preslikavanje D — D(f) izomorfizam s L(W) u M,,, to postoji C € L(W) takav da je C(f) = S. Na
isti na¢in zaklju¢ujemo da postoji B € L(V) takav da je B(e) = T. Kako su S i T reguarne matrice, slijedi da
su B i C izomorfizmi. Sada je SA(f,e)T = B(f)A(f,e)C(e) = (BAC)(f,e) pa jednakost (6) postaje

(CAB)(f,e) = D.. ©)

Po definiciji matri¢nog zapisa linearnog operatora to znaci da je

fis i=1,...,r
0, i=r+1,....n

(CAB)(e;) = {
Sto, imajuéi na umu (4), zapisemo kao

c'y; i=1,...
A(Bel-):{ oo i=her

0, i=r+1,....n

Sad preostaje oznaliti b; = Be;zai=1,...,nic; = C'fizai=1,...,m. Kako su Bi C izomorfizmi, skup
(b) ={b1,...,by} jebazazaVi(c) ={c1,...,cm} je baza za W, te vrijedi

Alb) = ci, 1:21,...,}"
0, i=r+1,....,n
|
Za kraj ovog odjeljka pokaZimo kako moZemo iskoristiti matricu prijelaza za odredivanje dualne baze.

Nekajex € V,te (b) = {b1,...,b,} neka baza za V. Dokazali smo da je (propozicija 1.10)
n
x=) bi(x)b;.
j=1

Pretpostavimo da je (¢) = {ej,...,e,} neka druga baza za V te neka je I(b,e) matrica prijelaza. U prvom
stupcu ove matrice nalaze se koeficijenti iz prikaza vektora Iy (e;) = e; pomocu vektora baze (b), dakle
koeficijenti iz prikaza

e = Z bj‘-(el)bj,
Jj=1
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te sli¢no za sljedece stupce. Tako dobijemo da je

b’}:(el) b’}:(ez) ) bi(en)
](b7e): bz(‘el) bz(‘ez) bz(.en) ' (7)
bu(er) by(e2) ... by(en)

Tada je
n n
bi | Yoxies | = Y xibile)),
Jj=1 Jj=1

Sto nam daje jednostavan nacin za odredivanje djelovanja funkcionala b; na vektorima domene koji su
prikazani pomocu neke druge baze: za odredivanje b; ( o1 xje ;) trebaju nam koeficijenti iz k-tog retka
matrice I(b,e).

Ovo je posebno korisno kada je (e) baza u kojoj je lako i prirodno nadi prikaze elemenata prostora (na
primjer, ako je (e) kanonska baza R", &, M,,,).

Pokazimo to na konkretnom primjeru.

Zadatak 1.46. Neka je V vektorski prostor simetri¢nih matrica reda 2 i neka je dana baza (b) = {b1,b2,b3}

za'V dana s
1 -1 0 1 00
e T B !

Odredite djelovanje elemenata dualne baze (b)* = {b},b5,b3} za V* na proizvoljnoj matrici domene, to jest

pe [ M2 sak=1.2.3.
K\ laiy axn o

RjeSenje: Neka je (e) = {e1,e2,e3} baza za V zadana s

Mo o1 oo
‘o ol 2T ool 7o 1|

Ovu bazu moZemo smatrati kanonskom bazom za V' s obzirom da je rastav proizvoljne matrice iz V prirodan
1 jednostavan za izracunati:

apny apn|
=ajje) +ajpey +axes.
ap ax

Sada je

ay a . .
by ([ai; a;ﬂ) = by (a11e1 +aner +axne3) = anbi(er) + anbi(e2) + anby(e3).

Prema (7), koeficijenti koji nam trebaju u prethodnoj sumi nalaze se u k-tom retku matrice /(b, ¢). Dobijemo
daje

100
I(be)=|1 1 0
111

odakle slijedi

ap ap an an ap  an
bT<[a12 aZJ)ZGU, b;([an azz])zan-an, bé([an a22}>=a11+a12+a22-

Domaca zadaca:
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DZ 1.19. Neka je (e) kanonska baza za R3 i (¢') = {(1,1,2),(2,0,0),(0,1,1)} jo§ jedna baza za R3. Odre-
dite (e1 —e2)(€¢') i (¢} —€5)(€).

RjeSenje: (e —ez)(e')=[1 0 —Z]T

L (ef—e))=[1 0—1]". [

DZ 1.20. Nadite matricu linearnog operatora A € L(R?), A(x,y) = (x —y,x+y) u bazi {(1,2),(2,1)}.

Rjesenje: A(e') = —1 [_57 _15] . [ |

DZ 1.21. Nadite matricu operatora A € L(R?, 2)), A(x,y,z) = x+y+z+xt u paru baze {(1,1,0),(1,0,1),
(0,0,1)}i {1+1,1—2}.

Rjesenje: A(f',e') = 3 ﬁ ? ﬂ ]

DZ 1.22. Neka je f € V*. Neka je (b) = {b1,...,b,} neka baza za V, te (1) = {1} baza za F. Odredite
matri¢ni prikaz f(1,b) linearnog funkcionala f u paru baza (b) i (1).

Rjesenje: Prvo uocimo daje f(1,b) € M) ,, te da je i-ti stupac matrice f(1,b) prikaz od f(b;) ubazi {1} za
F. Kako je f(b;) = f(b;)-1zasvei=1,...,n,slijedi

f(lvb):[f(bl) f(bZ) f(bn)]
|

DZ 1.23. Neka je (f) = {1 —1t,1+12,1*} jedna baza vektorskog prostora &2,. Odredite bazu (g) za &, ako
znamo da je matrica prijelaza
1

1 0
Iz, (f,8)=]-1 0 0
0 1 1
DZ 1.24. U R? s (e) ozna¢imo kanonsku bazu. Zadana je i baza (¢') = {e}, ¢}, €5}, gdje su
ey =et+ertes, eh=e +e, e5=e.
Odredite matri¢ni prikaz linearnog operatora A € L(IR?) u bazi (¢') ako je Ae; = ¢l zai = 1,2,3.

Rjesenje: Imamo

11
Ale) =Ips(e,e) = |1 1
1 0

S O =

paje
A(e) = Ips(e,e) ' A(e)Igs (e,e') = A(e) 'A(e)A(e) = Ale).

I 11
DZ 1.25. Zadan je matri¢ni prikaz A(f,e’) = |1 0 1| linearnog operatora A : R — 2% u paru baza
1 10

{(1,-1,0),(1,1,0),(1,0,1)} i {1,2,£2}. Odredite A(x,x2,x3).
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Rjesenje: A(xy,x2,x3) =x1 + (%xl — %xz + %x3)t+ (x1 —x3)12. [ |

DZ 1.26. Neka je (¢') = {(1,0,0),(0,1,0),(0,1,1)} bazaza R®i (f') = {1,1 —¢,1+¢%} baza za 9,. Neka
su linearni operatori A € L(R?) i B € L(R3, £,) zadani svojim matri¢nim prikazima

11 1 0 1
A)=1(1 0 1|, B(f,ey=1{1 0 0f,
1 1 -1 010

pri ¢emu je (e) kanonska baza za R3. Odredite matriéni prikaz od BA u paru kanonskih baza za domenu i
kodomenu.

Rjesenje: Neka je (f) kanonska baza za &7,. Tada je
BA<f7 e) = B(f7 e)A(e) = 1332 (f?f/>B(f/7e)IR3 (eve,)A(e/)IR3 (eve,)il

(1 1 1] [1 0 1]t 0 O] [t 1 1 1 0 O
=10 —1 Of|1 O O[|0 1 1|1 O 1 01 —1
0 0 1](0 1 0)[0 O I]J[L 1 —1]1]0 0 1
[5 4 -3
=|-1 -1 0].
2 1 -1
|
1 2 0 1
. 4 41 . . . 30 -1 2 .
DZ 1.27. Neka je A : R* — R* linearni operator dan svojom matricom A(e) = s 5 3 u kanonskoj
1 2 1 3

bazi. Neka je (¢/) = {e],e},¢;,¢,} baza za R* zadana s €] = ey, €, = e| +e2, €5 =e1 +e2+e3, € =
)]

e1+ex+e3+ ey, a(€") jos jedna baza za R* zadana s ] = ey, € = ea, €] = eu, €] = e3.
(a) Zax=(1,—1,2,1) odredite (Ax)(e) i (Ax)(€).
—1
-3 .
E Odredite (Ay)(e).
—8

(b) Neka je y(¢') =

(c) Odredite matricu prijelaza iz baze (e) u (¢”) i A(e").

(d) Odredite rang od A.

Rjesenje:
[0 -3
3 , —1

@ (@A) = |, e = |
|4 4
[—24

® (@)= | o
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1 21 0
~o 1302 —1
2 51 3
d) r(A) =4.

DZ 1.28. Neka je A = {Z Z} , te Ly € L(M,) zadan kao L4(X) = AX. Odredite matri¢ni prikaz od Ly u
nekom paru bazu.

DZ 1.29.Neka su A,B€ M, i T € L(M;) zadan s T(X) = AXB. Odredite matri¢ni prikaz od T u paru
kanonskih baza.

DZ 1.30. Neka su (e) = {ey,...,e,} i (¢/) = {e€],...,€,} dvije baze prostora V. Neka je S € L(V) linearni
operator zadan na bazi s

Pokazite da je S(e) = Iy (e, €’).

DZ 1.31. Dana je baza {b;,b>,b3} za R3, pri éemu je by = (1,0,0), b = (1,1,—1), b3 = (0, 1,1). Pomoéu
matrice prijelaza I(b,e) odredite b} (x1,x2,x3) zak =1,2,3.
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2 Spektar

2.1 Definicija i osnovni primjeri

Definicija 2.1. Neka je V vektorski prostor nad F i A € L(V). Za skalar A € F kazemo da je svojstvena
vrijednost linearnog operatora A ako postoji vektor x € V' \ {0} takav da je

Ax = Ax.

Taj vektor x se naziva svojstveni vektor linearnog operatora A pridruZen svojstvenoj vrijednosti A. Skup
svih svojstvenih vrijednosti operatora A naziva se spektar od A i oznacava sa 6(A).

Prije prvih primjera, osvrnimo se nakratko na samu definiciju:

* U definiciji svojstvene vrijednosti traZi se egzistencija vektora x # Oy za koje je djelovanje operatora
A dano jednostavnim skaliranjem. Uvjet x # Oy je vaZan jer je AOy = AOy za svaki A € T, pa bi bez
tog uvjeta definicija bila besmislena.

* Primijetimo da jedan te isti x € V ne moZe biti svojstveni vektor pridruZen razliitim svojstvenim
vrijednostima. Naime, kada bi za A # p imali Ax = Ax i Ax = px, slijedilo bi (A — u)x = 0, odnosno
x =0, pa x ne bi bio svojstveni vektor. Dakle, razli¢itim svojstvenim vrijednostima su pridruZeni
razliciti svojstveni vektori (kasnije ¢emo vidjeti da vrijedi i nesto viSe).

Zadatak 2.1. (1) Jesuli A =3 i u = 0 svojstvene vrijednosti linearnog operatora A € L(R?) zadanog s
A(x,y,2) = (x+2y+22,3x =2y + 2,y +2)?
Ako da, odredite (neki) pripadni svojstveni vektor.
(2) Jesuliv=(—1,0,1)iw=(1,1,2) svojstveni vektori linearnog operatora A € L(R?) zadanog s
A(x,y,z) = (5x+2y+3z,3x+ 8y + 3z,2x + 4z)?
Ako da, odredite pripadne svojstvene vrijednosti?

RjeSenje: (1) Uzmimo prvo A = 3. Trebamo provjeriti postoji i (x,y,z) # (0,0,0) takav da je
A(x,y,z) =3 (x,y,z). Ovo se svodi na rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi i provjeru ima li on i ne-
trivijalnih rjeSenja. Dobijemo da je (3,2,1) jedno rjeSenje sustava, dakle, 3 je svojstvena vrijednost od A i
(3,2,1) pripadni svojstveni vektor.

Isti napravimo za u = 0. U ovom slucaju sustav ima samo trivijalno rjeSenje pa O nije svojstvena
vrijednost od A.

(2) Treba provjeriti postoji li A € R takav da je A(—1,0,1) = A(—1,0,1). Kako je A(—1,0,1) =
(=2,0,2) =2-(—1,0,1), slijedi da je (—1,0, 1) svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti 2.

Isti nacin provjere za drugi vektor daje da on nije svojstveni vektor od A. |

Zadatak 2.2. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene vektore za sljedece linearne operatore.
(1) T : M, — M,, T(A) = AT operator transponiranja.
(2) P € L(V) projektor.
Rjesenje: (1) Nekaje A € M,,, A # 0. Pretpostavimo da je T(A) = 1A, to jest AT = AA. Tada
A=ANT =2AA)T =147 =224,

odnosno (A% —1)A = 0. Kako je A # 0, slijedi A2 —1 =0, odnosno A; = 1i 4, = —1.
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Sada, rjeSavanjem jednadzbe T'(A) = 1-A slijedi da je A # 0 svojstveni vektor od T pridruZen svojstvenoj
vrijednosti 1 ako i samo ako je A simetri¢na matrica. Isto tako, rjeSavanjem jednadzbe T (A) = —1-A slijedi
da je A # 0 svojstveni vektor od T pridruZen svojstvenoj vrijednosti —1 ako i samo ako je A antisimetricna
matrica.

(2) Neka je P € L(V) projektor.

Ako je ImP = {0}, tada je P =0, paje 6(P) = {0}. Ako je ImP =V, tadaje P =1Iy,paje o(P) = {1}.

Promotrimo preostale slu¢ajeve, one u kojem je Im P netrivijalan potprostor od V. Oznalimo s M =Im P
i L =KerP. Kadabizaneke A € Fix=uxy+x; €V \{0} vrijedilo Px = Ax, imali bismo

xy =Px=2Ax=A(xy+x1),

odakle slijedi
(A —=1Dxp+Axp =0.

S obzirom na direktnost sume M + L =V, slijedi
(A*I)XMZO i)L)CL:O.

Odavde jednostavnim promatranjem slucajeva slijedi da su jedine moguénosti A =0i A = 1, te pritom mora
biti x = x; € L u prvom, odnosno x = xy € M u drugom slucaju. Dakle, (P) = {0, 1}, te vidimo da su svi
vektori iz L pridruZeni svojstvenoj vrijednosti O te svi iz M pridruZeni svojstvenoj vrijednosti 1. ]

U iduéem dijelu ¢emo prouciti neke tvrdnje koje ¢e pojednostaviti odredivanja spektra linearnog opera-
tora i pridruZenih svojstvenih vektora. U meduvremenu, promotrimo kroz iducih nekoliko zadataka kako se
spektar ponasa s obzirom na neke prirodne operacije nad operatorima.

Zadatak 2.3. Neka je A € L(V), o € F\ {0} proizvoljan skalar. DokaZite
o(aA) =ac(A),

gdje je
oc(A)={ar:A€c(A)}.

Rjesenje: Imamo sljedeéi niz ekvivalencija

A €o(0A) <= 3x €V \ {0} takav da je (0tA)x = Ax

A
<= dx e V\ {0} takav da je Ax = P

<= A € o(A) takav da je i =L

<= Jl €o(A)takavdaje A = aly

<= A caoc(A).

Zadatak 2.4. Neka je A € L(V), a € F proizvoljan skalar. Dokazite
c(A—al)=0c(A)—a,

gdje je
o(A)—a={A—a:Aecc(A)}
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Rjesenje: Imamo sljededi niz ekvivalencija
Aeo(A—al) < x eV \{0} takav daje (A — al)x = Ax
<= IxeV\{0} takavdaje Ax= (A +a)x
< A+aco(A)
< Jpeo(A)takavdaje A +a = A
< Jeco(A)takavdaje A =1 — o

< Aeoc(Ad)—o.

Zadatak 2.5. Neka je A € L(V) regularan operator. DokaZite
oA ) =0(4)",
gdje je
c(A)'={1":1ec(A)}.
Rjesenje: Primijetimo prvo kako za operator A € L(V) imamo

0€0(A) < x eV \{0} takav da je Ax =0 <= A nije regularan.

Stoga regularni operatori ne sadrze 0 u svom spektru, pa je posebno i skup 6(A)~! dobro definiran. Poka-
Zimo sada i trazenu jednakost. Imamo sljedeci niz ekvivalencija

Aeo(A) & eV\{0} takavdaje A 'x = Ax
<= dx e V\ {0} takav da je x = A(Ax)
<= dx eV )\ {0} takav da je %x:Ax
— A 'eo)

— Aeco(A)".

Zadatak 2.6. Neka je A € L(V) i k € N. Dokazite
o(A)* C o (AY),
gdje je
c(A)f={AF: 1 co(a)}.
Dodatno, pokaZite kontraprimjerom da obratna inkluzija ne mora vrijediti.

RjeSenje: Neka je A € o(A). Tada postoji x € V' \ {0} takav da je Ax = Ax. Djelovanjem na ovu relaciju s
A slijedi
A%x = A(Ax) = A%x,

pa vidimo da je A? € o(A?), uz isti pridruZeni svojstveni vektor. Sada se lako indukcijom dovrsi dokaz
traZene inkluzije.



2 SPEKTAR 40

Kao kontraprimjer za obratnu inkluziju imamo slu¢aj operatora R LS L(IR?), rotacije za kut 7. Tada je
0(R%) = 0(R;) = {—1}, a s druge strane je 6(Rz)> = 0.
2

n

2
Napomenimo ovdje kako je ovaj slu¢aj specifi¢an za realne vektorske prostore (kao §to je R?); u kom-
pleksnim vektorskim prostorima ¢e vrijediti jednakost skupova u iskazu zadatka. |

Primijetimo i jedno zajedni¢ko svojstvo svim prethodnim primjerima: ako je x svojstveni vektor pri-
druZen A, tada je taj isti x svojstveni vektor pridruZen (redom po zadacima) svojstvenim vrijednostima oA,
A —a, A~!, odnosno AX.

DZ 2.1. Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor, te A,B € L(V).
(a) Ako je x svojstveni vektor i od A i od B, je li x svojstveni vektor od AB ili od A 4 B?
(b) Ako je A svojstvena vrijednostiod A i od B, je li A svojstvena vrijednost od AB ili od A + B?

DZ 2.2. Odredite sve linearne operatore A € L(R?) kojima je (1,0) svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj
vrijednosti 5.

DZ 2.3. Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor, A € L(V), te v; i v, svojstveni vektori pridruZeni
svojstvenim vrijednostima 1 1 —0.2. Ako je v = 3v; 4 4v,, procijenite ponaSanje A"v za velike vrijednosti 7.
2.2 Karakteristi¢ni polinom

U ovom dijelu se vratamo na pitanje odredivanja spektra danog linearnog operatora. Navedimo neke kljucne
pojmove i rezultate.

Definicija 2.2. Neka je A € M,,(IF). Polinom
ka(A) =det(A—AI)
naziva se karakteristic¢ni ili svojstveni polinom matrice A.

Primjer 2.3. (1) Akoje A = [‘C’ Z} € M, tada je

ka(A) = det(A —AI) = =A%~ (a+d)A+ (ad — bc) = A* — (trA)A + detA.

c d—2A

a—A b ‘

(2) Opéenitije, za A € M,,(IF) je ka zaista polinom, i to n—tog stupnja. Ako ga zapiSemo u obliku
ka(A) = au A"+ an A"V -+ a A +ag
gdje su ay, ...,a, € I, tada neke od ovih skalara moZemo i preciznije odrediti; vrijedi
a,= (1", a1 =(=1)"""rA,  ag=detA.
Za definiciju karakteristicnog polinoma linearnog operatora kljucna je sljedeca propozicija.

Propozicija 2.4. Neka su A,B € M,(F) slicne matrice (tj. postoji S € GL(n,F) takva da je B = SAS™").
Tada je ks = kp. Drugim rijecima, slicne matrice imaju iste karakteristicne polinome.

Kako su matri¢ni prikazi A(e) i A(¢’) istog linearnog operatora A u razli¢itim bazama (e) i (¢) sli¢ne
matrice (ovdje je S = Iy (e, €')), sljedeca je definicija dobra (odnosno, ne ovisi o odabiru baze).
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Definicija 2.5. Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor te A € L(V). Karakteristi¢ni polinom
linearnog operatora A, ku, definira se kao polinom

ka(A) = kaey (1),
gdje je (e) proizvoljna baza za V.

Zadatak 2.7. Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor te P € L(V) projektor razli¢it od 0,1.
Odredite karakteristi¢ni polinom od P.

Rjesenje: Kako je V = ImP -+ Ker P, moZzemo uzeti bazu za V oblika

(e) - {61,..-,er,€r+],...,€n},

gdje je {ey,...,e,} bazazalmPi {e,;],...,e,} baza za Ker P. Tada je

I. 0
P(e) - |:0 0:| 9
odakle odmah slijedi da je

kp(A) = det(P(e) — A1) = det < [(1 _OWF B )SMD — (1= A) (=)™,

Idudi teorem daje najavljivani alternativni nacin za odredivanje spektra linearnog operatora.

Teorem 2.6. Neka je V konacnodimenzionalni vektorski prostor nad poljem F, A € L(V) te Ay € F. Tada je
A €0(A) < ka(ho) =0.
Posebno, ako je dimV = n, onda A ima najvise n (razlicitih) svojstvenih vrijednosti.

Primijetimo ovdje i klju¢nu razliku izmedu slucaja F = R i F = C. Iz osnovnog teorema algebre znamo
da svaki nekonstantni polinom (s realnim ili kompleksnim koeficijentima) mora imati barem jednu nulto¢ku
u C. Stoga, ukoliko je V vektorski prostor nad C, svaki A € L(V) ima neprazan spektar. S druge strane, za
realne vektorske prostore postoje linearni operatori s praznim spektrom (na primjer, ve¢ navedena rotacija
za kut ¢ # 0, 7).

Zadatak 2.8. Neka je V vektorski prostor neparne dimenzije i A € L(V'). Dokazite da je 6(A) # 0.

Rjesenje: Ako je V kompleksni vektorski prostor, tvrdnja je ocita.

Pretpostavimo da je V realni vektorski prostor. Neka je (e) proizvoljna baza za V. Kako je A(e) realna
matrica, slijedi da je kg = k4(,) polinom s realnim koeficijentima, i to neparnog stupnja. Stoga on ima barem
jednu realnu nultocku, pa je prema teoremu 2.6 spektar od A neprazan. |

Zadatak 2.9. Neka je linearni operator A € L(R?) dan svojim matri¢nim zapisom u nekoj bazi (e):

~1
Ale)=|1 0
0

N OO

Odredite spektar od A.
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Rjesenje: Odredimo prvo karakteristiéni polinom od A. Imamo

2—A -1 0
ki(A) =det(Ale)—Al)=| 1 —A 0 |=—(A—1)>2A-2).
10 2-4

Stoga je o(A) = {1,2}. [ |

Zadatak 2.10. Neka je R,, o € L(R?) operator rotacije prostora oko z—osi za kut ¢ € [0,27). Odredite
spektar od R, .

Rjesenje:

(x,¥,2) R-cg.go(xa ¥:2)

Rcs.;o(xa Y 0}

Slika 3: Rotacija oko z—osi za kut ¢

Operator R., o na kanonskoj bazi (e) = {e1,e2,e3} djeluje na sljedeci nacin:
Re, pe1 = (cos@)ey + (sin@)ez, R, per = (—sin@)e; +(cos@)er, Re, pe3 = e3.

Stoga je
cos¢ —sing O
Re,p(e) = |sing cosgp 0],
0 0 1

pa je karakteristi¢ni polinom od R, ¢
kRe, (A)=(1-21) ((cos @ —A)? +sin’ (p) _

Sada lako vidimo da je
{1}, p#m

G(Re3~,(P) = {{_1’ 1}’ o=1

DZ 2.4. Neka je A € M,,. DokaZite da za svaki A € C vrijedi

ka2 (A%) = ka(A)ka(=A).
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2.3 Svojstveni potprostori i dijagonalizacija linearnog operatora

Neka je V n-dimenzionalan vektorski prostor, A € L(V)iA € 6(A). Oznacimo s V4 (1) skup svih svojstvenih
vektora pridruZenih svojstvenoj vrijednosti A zajedno s nulvektorom. Kako je

Va(A) ={x €V :Ax = Ax} = Ker(A — AI),

slijedi da je V4(A) < V. Ovaj potprostor nazivamo svojstveni potprostor linearnog operatora A pridruzen
svojstvenoj vrijednosti A. Njegovu dimenziju ¢emo zvati geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti A,
te oznaCavati s g(4).

Primijetimo kako je za proizvoljan A € F skup V4(A) definiran kao V4 (A1) = Ker(A — A1) takoder pot-
prostor od V; spektar od A Cine upravo oni skalari za koje je taj potprostor razli¢it od {Oy} (odnosno

g(A) >1).
Opisimo postupak odredivanja svojstvenih potprostora za A € L(V'). Neka je (e¢) neka baza za V. Tada je

XEVAA) = (A—ADx=0 <= ((A—AD)x)(e) =0 <= (A(e) — Al)x(¢) = 0.

Dakle, ukoliko odredimo €, prostor svih rjeSenja homogenog sustava (A(e) — AI)X = 0, tada je

gdje je ¢ : V — M, ; izomorfizam vektorskih prostora dan s ¢(x) = x(e).

Primjer 2.7. (a) Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor i P € L(V) projektor razli¢it od 0, 1.
Tada je 6(P) = {0, 1}. Po definiciji je Vp(0) = Ker P i onda g(0) = d(P). S druge strane, kako je [ — P
projektor na Ker P u smjeru Im P, slijedi da je Vp(1) = Ker(P—1) =ImP ionda g(1) = r(P).

(b) Neka je ¢ € [0,27) te R., » € L(R?) operator rotacije oko z-osi za kut ¢. Razlikujemo slu¢ajeve:

* Ako je ¢ =0, tada je Re, 0 =1, paje Vi, ,(1) = R3.

* Ako je ¢ = 7, tada za kanonsku bazu (e) imamo

-1 0 0
Rezle)=10 —1 of,
0 0 1

odakle je ocito
Ve, (1) =[{er,e2}] 1 V(1) = [{es}].

* Ako je ¢ # 0,7, tada je 6(R,, ) = {1} i jedini svojstveni potprostor je Vg,, , (1) = [{e3}].
(c) Neka je Z operator zrcaljenja s obzirom na xy-ravninu. Tada je
0
0,

1
Z(e)= |0
0 -1

oS~ O

odakle o¢ito imamo 6(Z) = {—1,1} te

Vz(=1)=[{es}] i Vz(1)=[{er,e2}].
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(xﬂ"az)

Z(x,y,2) = (x,¥,—z)
Slika 4: Zrcaljenje s obzirom na xy-ravninu

(d) Neka je sada Z operator zrcaljenja s obzirom na x—os. Tada je

1 0 0
Ze)=10 -1 0|,
0 0 -1

odakle o¢ito imamo ¢(Z) = {—1,1} te

Vz(=1) =[{ez,e3}] 1 Vz(1) =[{er}].

(X’ Y9Z)

(x,0,0)

Z(x,y,2) = (%, —y, —2)
Slika 5: Zrcaljenje s obzirom na x—os

Zadatak 2.11. Odredite svojstvene potprostore linearnog operatora A iz zadatka 2.9.
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RjeSenje: Ve¢ smo odredili spektar danog operatora: o(A) = {1,2}. Odredimo prvo V4(1). Za to je
potrebno rijesiti homogeni sustav ¢ija je matrica

1 -1 0
Ale)—I=|1 -1 0],
-1 0 1

gdje (e) ponovno oznacava kanonsku bazu za R3. Rjesenje ovog sustava je potprostor H [1 1 1] g }] , pa
slijedi da je
Va(1) = (1, 1, D}].

Za odredivanje V4 (2) je potrebno rijesiti homogeni sustav ¢ija je matrica

Ovdje lako dobivamo da je rjeSenje potprostor [{ [O 0 1] TH , pa slijedi da je
|

Vratimo se sada na odnos svojstvenih vektora pridruzenih razli¢itim svojstvenim vrijednostima. Prvi
rezultat dan je idu€om propozicijom.

Propozicija 2.8. Neka je V konacnodimenzionalni vektorski prostor te A € L(V). Ako su Ay,..., A me-
dusobno razlicite svojstvene vrijednosti od A te xy,...,x; redom pridruZeni svojstveni vektori, tada je
{x1,...,x} linearno nezavisan skup.

Zadatak 2.12. Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor i A € L(V). Neka su v i v, svojstveni
vektori od A pridruZeni razli¢itim svojstvenim vrijednostima A; i A;. Dokazite da niti jedan vektor oblika
ovy + By, gdje su o, B € F\ {0}, ne moZe biti svojstveni vektor od A.

Rjesenje: Pretpostavimo suprotno, to jest da postoje o, € F'\ {0} takvi da je vektor av; + Bv, svojstveni
vektor za A, te neka je on pridruZen svojstvenoj vrijednosti p. Dakle, vrijedi

A(avi+ Bva) = p(avi + Bra),

odnosno
alivi +BAavy = povy + ufvy.

Prema prethodnoj propoziciji, skup {vi,v2} je linearno nezavisan, pa slijedi da je

oA =pa i PBA,=up,
odakle, zbog a, B # 0 slijedi A; = u = A, §to je kontradikcija s pretpostavkom. Slijedi tvrdnja. |
Zadatak 2.13. Neka su zadani vektori vi = (1,1,1,0), v = (0,1,1,1) i vz = (1,2,2,1) u R*. Postoji li
linearni operator A € L(R?) sa sljedeéim svojstvom:
(a) vy 1vy su svojstveni vektori od A pridruzeni redom svojstvenim vrijednostima 11 2?

(b) v1, vp 1 v3 su svojstveni vektori od A pridruZzeni redom svojstvenim vrijednostima 1, 21 37
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(¢) vi, v 1v3 susvojstveni vektori od A?
Rjesenje:
(a) Da. Vazno je uociti da je skup {v{,v,} linearno nezavisan. Tada ga prosirimo do baze za R*, na
primjer, vektorima u; = (1,0,0,0) i us = (0, 1,0,0). Definiramo A djelovanjem na bazi {vi,va,u;,us}

kao:
Avi =vy, Avy =2vy, Au; =Au; =0,

te proSirimo po linearnosti.

(b) Ne, jer svojstveni vektori pridruZeni razliitim svojstvenim vrijednostima moraju €initi linearno ne-
zavisan skup, a skup {vi,v2,v3} je linearno zavisan (o€ito je v = vi +v2).

(c) Zbog prethodnog zadatka je nuzno da vektori v; i vo budu pridruZeni istoj svojstvenoj vrijednosti.
Neka je ta svojstvena vrijednost jednaka A. Tada je A = AI primjer traZenog linearnog operatora.

Spomenimo i kako vrijedi viSe od same linearne nezavisnosti svojstvenih vektora pridruzenih razli¢itim
svojstvenim vrijednostima.

Propozicija 2.9. Neka je V konacnodimenzionalni vektorski prostor, A€ L(V ) te 6(A) = {A1,..., 4 }. Tada
Jje unija proizvoljno odabranih baza za potprostore V4 (A1), ...,Va(Ax) linearno nezavisan skup.

Osim geometrijske kratnosti svojstvene vrijednosti A linearnog operatora A € L(V), bitnu ulogu igra
i algebarska Kkratnost svojstvene vrijednosti, koju definiramo kao kratnost nulto¢ke A karakteristicnog
polinom k4, te oznacavamo s a(A).

Ako oznatimo n = dimV te 0(A) = {A,..., A}, tada je

k
Z a(A;) <n.
i=1
Dodatno, ako je V kompleksan vektorski prostor, vrijedi jednakost.
Odnos algebarske i geometrijske kratnosti dan je idu¢im rezultatom.

Propozicija 2.10. Neka je V konacnodimenzionalni vektorski prostor i A € L(V). Tada za sve A € 6(A)
vrijedi g(A) < a(l).

Zadatak 2.14. Odredite svojstvene vrijednosti, njihove algebarske i geometrijske kratnosti te pripadne svoj-
stvene potprostore linearnog operatora A € L(F") zadanog s

Axy,y ... xy) = (i{xi,...,ix,) )

i=1

RjeSenje: OCito je ImA = [{(1,...,1)}], dakle r(A) = 1, odakle, prema teoremu o rangu i defektu, slijedi
d(A) =n— 1. To znadi da je 0 svojstvena vrijednost od A i g(0) = dimKer(A) = n — 1. Lako dobijemo da je

VA(O) = KerA = [{61 —ej:j:2,...,n}].

Nadalje, lako je uociti da vrijedi
A(l,....1)=n(1,...,1),

dakle, (1,...,1) je svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti n. Tada je a(n) > g(n) > 1. Kako je

n<g(0)+g(n) <a(0)+a(n) <n
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slijedi a(n) = g(n) = 1izato je Va(n) = [{(1,...,1)}]. [ |
Primijetimo sljedece: ukoliko u prethodnom zadatku uzmemo bazu (f) = {f1,..., fn}, gdje su
fa=(1,...1), fi=ei—e;, j=1,....n—1,
tada je matri¢ni prikaz operatora A u bazi (f) dijagonalna matrica
A(f) = diag(0,0,...,0,n).

Jedno od najvaZnijih pitanja ovog dijela je upravo pronalaZenje baze u kojoj operator ima dijagonalni
oblik, odnosno karakterizacija onih linearnih operatora za koje je to moguce. Pritom ¢emo za linearni
operator A € L(V') za koji postoji baza (f) za V takva da je A(f) dijagonalna matrica re¢i da je dijagonalizi-
bilan. Pritom je A(f) dijagonalna matrica sa svojstvenim vrijednostima na dijagonali, te se svaka svojstvena
vrijednost pojavljuje onoliko puta kolika je njena algebarska kratnost. Nadalje, baza (f) se sastoji od od-
govarajucih svojstvenih vektora. Preciznije, ako je 6(A) = {A4,..., A}, tada uzimanjem unije proizvoljno
odabranih baza za svojstvene potprostore V4(4;),...,Va(44) dobivamo (jednu) takvu bazu (f).

Navodimo sada rezultate koji daju karakterizaciju dijagonalizibilnih linearnih operatora.

Teorem 2.11. Neka je V vektorski prostor dimenzije n, A € L(V) te 6(A) = {A1,...,A}. Tada je A dijago-
nalizibilan ako i samo ako vrijedi

U tom slucaju je baza u kojoj A ima dijagonalni matricni prikaz jednaka uniji baza za Vo(A;),i=1,... k.

Teorem 2.12. Neka je V kompleksan konacnodimenzionalni vektorski prostor i A € L(V). Tada je A dija-
gonalizibilan ako i samo ako za svaki A € 6(A) vrijedi g(A) = a(A).

Istaknimo bitnu razliku izmedu prethodna dva teorema: ako je V kompleksan vektorski prostor, tada je

Z gA)=n < g(A)=a(A)zasve L € 6(A).
Aco(A)

Medutim, ako je V realan vektorski prostor, tada uvjet g(A) = a(4) moZe biti zadovoljen zasve A € 6(A), a
da operator pritom nije dijagonalizibilan. Primjerice, operator rotacije oko z—osi za kut ¢ # 0, & ima spektar
0(Res,9) = {1}, tejea(l) = g(1) = 1. Medutim, taj operator nije dijagonalizibilan s obzirom da je

Y g(A)=1<3.

AEG(Rey.0)

Dakle, u realnom slucaju, uvjet

g(A)=a(d) zasve A € 6(A)

je nuZan, ali nije dovoljan za dijagonalizibilnost.
Navedimo i jedan korolar.

Korolar 2.13. Neka je V n-dimenzionalan vektorski prostor i A € L(V). Ako A ima n razli¢itih svojstvenih
vrijednosti, tada je A dijagonalizabilan.

Zadatak 2.15. Linearni operator A € L(V) zadan je svojim matri¢nim zapisom u nekoj bazi (e) za V s

1 1 -1
Ale)= -1 3 -1
-1 2 0

Ispitajte je 1i A dijagonalizibilan.
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Rjesenje: Karakteristi¢ni polinom od A je
ka(A) = (2-2)(A 1),

paje o(A) = {1,2}. Algebarske kratnosti svojstvenih vrijednosti su

Nadalje, imamo

0 1 -1
g)=dA-D=d| |-1 2 —1| | =1,
-1 2 -1
pa kako je veé g(1) # a(1), zakljucujemo da A nije dijagonalizibilan. [ |

Zadatak 2.16. Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor nad poljem F te A € L(V) takav da je
ka(A) = (A2 =1)(A*+1)(2 —3)%

(a) Odredite dimV i pokaZite da je A izomorfizam.
(b) Odredite r(A+5I)ir(A—1I).

(c) Ako je Ker (A — 3I) dvodimenzionalan potprostor od V, mozemo li zakljuciti da se A moZe dijagona-
lizirati?

Rjesenje:

(a) Kako je degks = 6, slijedi da je dimV = 6. Nadalje, kako je k4 (0) # 0, slijedi da O nije u spektru od A,
pa je A izomorfizam.

(b) Kako 5 nije u spektru od A, slijedi da je A + 5I izomorfizam, pa je r(A + 5I) = 6. Nadalje, kako je
leo(A)ia(l)=1,slijedidajeg(l)=1,pajer(A—1)=6—d(A—1)=6—g(1)=5.

(c) Vrijedi g(3) = dimKer(A — 3/) = 2. Razlikujemo dva slucaja:

* Ako je IF = C, tada odmah vidimo da je 6(A) = {£1,+i,3}, te je uz pretpostavku zadatka a(3) =
g(3). S druge strane, kako sve preostale svojstvene vrijednosti imaju algebarsku kratnost 1, slijedi
da su i njihove geometrijske kratnosti takoder 1, pa je u ovom slucaju operator dijagonalizibilan.

* Akoje F =R, tada iz k4 imamo da je 6(A) = {£1,3}. Medutim, tada je

a(A)=4<6,
Aec(A)

pa takav operator nije dijagonalizibilan.

Zadatak 2.17. Neka je dan operator A € L(R?) ¢&iji je matri¢ni prikaz u kanonskoj bazi dan s

k+3 0 0
Ale)= |-k—3 k k+3
k=3 k k+3

Odredite sve vrijednosti k € R za koje operator nije dijagonalizabilan.
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Rjesenje: Dobijemo

ka(A) = ... = A(k+3—2)(A — (2k+3))

iz Cega slijedi da su svojstvene vrijednosti

M =0, M =k+3, A3=2k+3.

Ako imamo tri razliCite svojstvene vrijednosti, A ¢e biti dijagonalizabilan. Zato razmatramo jedino slucajeve
kada nemamo tri razlicite svojstvene vrijednosti:

Neka je k = 0. Tada je A; =01 A; = A3 = 3, pa A nece biti dijagonalizabilan ako i samo ako je
g(3) < a(3) =2, odnosno g(3) = 1. (Za svojstvene vrijednosti ¢ija je algebarska kratnost jednaka 1
je automatski zadovoljeno da se algebarska i geometrijska kratnost podudaraju).

0 0 O
Zak=0jeA(e)= |—3 —3 3|, odakle slijedi g(3) = d(A(e) —3I) = 1. Slijedi da A nije dijago-
-3 0 O

nalizabilan za k = 0.

Neka je k = —3. Tadaje A} = A, =01 A3 = —3, pa A nece biti dijagonalizabilan ako i samo ako je
g(0) < a(0) =2, odnosno g(0) = 1.

0 0 O
Zak=-3jeA(e)= |0 —3 0],pajeg(0)=d(A(e)) =2, $to znaci da je u ovom slucaju operator
0 -3 0

A dijagonalizabilan.

* Neka je k = —%. Tadaje A =A3 =014, = % pa A nece biti dijagonalizabilan ako i samo ako je
2(0) < a(0) =2, odnosno g(0) = 1.
3 0 0
Zak= —% je A(e) = —% —% % , paje g(0) =d(A(e)) = 1. Dakle, A nije dijagonalizabilan za
2 T2 2
k=—3.
Prema tome, A nije dijagonalizabilan ako i samo ako je k =0 ili k = —%. |

Zadatak 2.18. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V) dijagonalizabilan linearni
operator. Ako je 6(A) = {1,—1} tada je A~! = A. Dokafite.

RjeSenje: Prvo uocimo da je A izomorfizam jer 0 ¢ o (A).
Kako je A dijagonalizabilan linearni operator, postoji baza (e) za V takva da je A(e) dijagonalna matrica.
Kako se na dijagonali od A(e) nalaze samo 1i —1, slijedi da je (A(e))~! = A(e). Sada je

A7) = (A(e) ' = Ale),

odakle slijedi A~! = A. |

DZ 2.5. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V) dijagonalizabilan linearni operator.

(a) Akoje o(A) = {0, 1}, dokazite da je tada A> = A.

(b) Akoje o(A) = {0,1,—1}, dokaZite da je tada A projektor.

(c) Akoje o(A) = {1,—1}, odredite A* za k € N.
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2.4 Dijagonalizacija matrice

Definicija 2.14. Neka je A € M,,(IF). Skalar A € F je svojstvena vrijednost matrice A ako postoji X €
M, (F),X # 0 takav da vrijedi
AX = AX.

Ovakav vektor X se naziva svojstveni vektor matrice A (pridruZen svojstvenoj vrijednosti A).
Spektar matrice A, u oznaci 6(A), je skup svih svojstvenih vrijednosti matrice A.

Ako je A € M, (F) i Ly € L(M,, 1 (F)) linearni operator definiran s L,X = AX, tada za kanonsku bazu
(e) za M, 1 (IF) vrijedi Ly(e) = A. Odavde se dokaZe da se problemi odredivanja svojstvenih vrijednosti i
svojstvenih vektora za matricu A podudaraju s istovrsnim problemima za linearni operator L4. Posebno,
kako je k;, = ka, slijedi da je A € IF svojstvena vrijednost matrice A ako i samo ako je k4(4) = 0.

Zadatak 2.19. Neka je A € M,,(C) proizvoljna matrica. DokaZite da je detA jednaka produktu, a trA sumi
svojstvenih vrijednosti od A (ukljucujuéi njihove kratnosti).
RjeSenje: Kako je A € M, (C), njen karakteristi¢ni polinom se moZe faktorizirati kao

n

ka(A) = [T(4—2),

k=1

detA = ky (0) = Hlk
k=1

Znamo da je (—1)"'trA koeficijent uz A" ! u karakteristi¢nom polinomu pa je

()" 'wA = (=1)"" (i )'k) ;
k=1

to jest, trA = Y7 | A. [ |

Zadatak 2.20. Neka je A € M;,(R) takva da je detA < O (A je reda 2n). Dokazite da A ima barem dvije
realne svojstvene vrijednosti.

Rjesenje: Promatramo A kao element prostora M,,(C) te zapiSemo njen karakteristicni polinom u obliku

2n

ka(A) = [[(—2), MeC.

k=1

Kako je A realna matrica, k4 ima realne koeficijente, pa sve kompleksne (nerealne) svojstvene vrijednosti
dolaze u konjugiranim parovima, tj. za Ap € 6(A) je i Ao € 0(A). Bez smanjenja opéenitosti moZemo pret-
postaviti da je A,4x = Ax za sve k = 1,...,n. Odavde slijedi da je broj kompleksnih svojstvenih vrijednosti
za A paran.

Kada A ne bi imala niti jednu realnu svojstvenu vrijednost, tada bi iz prethodnog zadatka slijedilo

2n n
detA = H)Lk = H |2,k|2 >0,
k=1 k=1
Sto je u kontradikciji s pretpostavkom zadatka. Prema tome, A ima barem jednu svojstvenu vrijednost u R.

Kada bi A imala to¢no jednu realnu svojstvenu vrijednost (racunajuéi kratnost), tada bi broj kompleksnih
svojstvenih vrijednosti bio neparan, $to nije slucaj. |
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Zadatak 2.21. Neka su A, B € M,,(IF). Dokazite da je kap = kpa i 6(AB) = o (BA).
Rjesenje: Dokazali smo da za svake dvije matrice 7, S € M, (F) vrijedi
det(I+ST) = det(I +TS).

Neka je A # 0. Primjenom gornje tvrdnje na matrice —%A i B dobivamo
det (7 1AB det (7 1BA
et(/—— =det|I——
A A

kap(A) = det(AB — AI) = (—A)" det (1 - iAB) = (—2)"det <1_ }ILBA> = det(BA — AI) = kga(A).

Dakle, polinomi kap 1 kg4 se podudaraju u beskonac¢no tocaka, pa su oni jednaki. |

odakle za svaki A # 0 vrijedi

Zadatak 2.22. Neka je V n-dimenzionalni vektorski prostor te A,B € L(V). Dokazite da je kap = kpa.
Posebno, vrijedi i 6(AB) = 6(BA).

RjesSenje: Neka je (e) proizvoljna baza za V. Prema prethodnom zadatku je k4 (¢)p(c) = kp(e)a(e)s P2 j€
kas = k(aB)(e) = ka(e)B(e) = KB(e)A(e) = K(BA)(e) = KBA-
]

Kao §to smo na prirodan nacin definirali svojstvene vrijednosti i pridruZene svojstvene vektore za ma-
tricu A € M,,(TF), moZemo i dati definiciju dijagonalizibilnosti matrice.

Definicija 2.15. Neka je A € M, (IF). Kazemo da se matrica A moZe dijagonalizirati ili da je dijagonaliza-
bilna, ako postoji regularna matrica S € M,(F) takva da je S~'AS dijagonalna matrica.

Propozicija 2.16. Neka je A € M, (F) dijagonalizabilna matrica, te S € M,(F) regularna matrica takva

da je D = S™'AS dijagonalna matrica. Neka su na dijagonali matrice D redom skalari Ay, ..., A,. Tada
su Ay, ..., A, svojstvene vrijednosti matrice A, a stupci Sy, ...,S, matrice S su redom pridruZeni svojstveni
vektori.

Uocimo da, ukoliko je matrica A dijagonalizabilna, matrice D i S nisu jedinstvene: uvijek moZemo
promijeniti poredak svojstvenih vrijednosti u dijagonalnoj matrici D (Sto e rezultirati i odgovarajuéom
promjenom u poretku stupaca matrice S) ili odabrati neke druge svojstvene vektore.

Kao i kod dijagonalizacije linearnog operatora, dijagonalizacija matrice bit ¢e moguéa ukoliko postoji
baza sastavljena od svojstvenih vektora matrice. Vrijede analogne tvrdnje kao i kod dijagonalizacije linear-
nog operatora (preko geometrijskih i algebrarskih kratnosti).

Zadatak 2.23. Dijagonalizirajte, ako je moguée, matricu A = [ 0 1

1 0:| uMz(R)iuMg(C).

Rjesenje: Dobijemo da je k4 (1) = A2 + 1.

Kako k4 nema realnih nultocki, A se ne moze dijagonalizirati u M;(R).

Promatrajmo sada A kao element M,(C). Tada je 0(A) = {i,—i}. Kada matrica reda 2 ima dvije razli¢ite
svojstvene vrijednosti, ona je dijagonalizabilna, dakle A se moZe dijagonalizirati u M, (C). Sada izraCunamo

1 . . D . - - .1 : . S
da je _; svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti i, te da je i svojstveni vektor pridruZen

svojstvenoj vrijednosti —i. Slijedi da za
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vrijedi A = SDS™!. [ ]

Zadatak 2.24. Odredite sve x € R za koje se matrica

4 3 2 —4
0x 0 O
A= 33 -1 =2
6 6 2 —6

moze dijagonalizirati. Zatim za najmanji x € N za koji je matricu moguée dijagonalizirati pronadite pripadne
SiD takve daje A= SDS !

Rjesenje: Karakteristi¢ni polinom matrice A je
ka(A) =det(A—AI) = (A — 1)(A +2)*(A —x).

Sada razlikujemo tri slucaja:

e x¢{1,-2}
U ovom sluéaju je 6(A) = {1,—2,x} te je a(l) = 1, a(—2) =2 i a(x) = 1. Kako je geometrijska
kratnost manja ili jednaka algebarskoj, Vrl]edl g(1 ) a(l)=1ligx)=a(x )—1 Trebamo jo§ odrediti
g(—2). Vrijedi g(—2) =d(A+2I) =4 —r(A+2I) =2 = a(-2). Dakle, u ovom slu¢aju se matrica

moZe dijagonalizirati.

e x=-2
Sadaje 6(A) = {1,—2}, a(1) = 1 ia(—2) = 3. Vrijedi g(1) = a(1) = 1, dok je g(—2) = d(A +2I) =
4—r(A+2I) =2 < a(-2). Uovom slucaju se matrica ne moze dijagonalizirati.

e x=1

—2},a(l)=2ia(— 2) 2. Vrijedi g(=2) =d(A+2])=4—r(A+2])=2=

Ovdje je 6(A) = {1,
=dA-1)=4—-r(A-1)= a(1). U ovom slucaju se matrica moZe dijagonalizirati.

a(=2), g(1)

Dakle, matrica A se moZe dijagonalizirati ako i samo ako je x #% —2. Provedimo sada dijagonalizaciju za
x = 1. Potrebne su nam baze za V4 (1) i V4(—2), gdje standardnim nac¢inom dobijemo

VA(I) = [{(17_17070)7(2707 1,2)}], VA(_2) = [{(1,0,—3,0),(2,0,0,3)}].

Dakle, ako stavimo

1 2 1 2
_ -1.0 0 0
D =diag(1,1,-2,-2), S= 0O 1 -3 o}’
0 2 0 3
tada je A = SDS~!. -

Zadatak 2.25. Odredite sve b,c,d € R za koje se matrica

A=

O = =
(=R W)
— S0

moZe dijagonalizirati. Zatim odredite A zab =c=d = 0.
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Rjesenje: Prvo dobijemo da je
ka(A) =det(A— Al =---=(1—-1)%(d—A).
Imamo dva slucaja:

* Akojed =1, tadaje a(1) = 3. S druge strane je

g()=dA—I)=d

O = O

o o O

S S0
VAN
)

pa vidimo da A nije dijagonalizibilna u ovom slucaju.

» Ako je d # 1 tada je a(1) =2 i a(d) = 1. Stoga je posebno i a(d) = g(d) = 1. Matrica A ¢e biti
dijagonalizabilna ako i samo ako je g(1) = a(1) = 2. Kako je

0 0 c
A-I=|1 d—-1 b|,
0O 0 O

vidimo da je d(A —I) = 2 ako i samo ako je ¢ = 0.

Prema tome, matrica A se moZe dijagonalizirati ako i samo akojeb € R,c=0id # 1.
Odredimo sada A% u slu¢ajud = b = ¢ =0, tj.
20

1
AY = |1
0

oS O O

0
0
1
Kako je u ovom slu¢aju matrica A dijagonalizibilna, postoji regularna matrica S takva da je A = SDS!, gdje
je D =diag(1,1,0). Tada je
A = (sDS™ 1) = (SDSTHY(SDS™!) ... (SDS™!) = SDP5! = Sdiag(1%°,1%°,0°")s7! = SDS~! = A.
|
Zadatak 2.26. Neka je A € M, dijagonalizabilna matrica takva da je A* = 342 za svaki A € 6(A). DokaZite
da je tada A* = 342,

Rjesenje: Neka su S regularna i D dijagonalna matrica takve da je A = SDS~!. Kako su na dijagonali od D
svojstvene vrijednosti od A, iz pretpostavke zadatka slijedi da je D* = 3D?. Sada je

A* =SD*S ! =385D*s ! =342

1
DZ 2.6. Neka je A = 0| € M3(R).
2

—_— o N
S = O

(a) Moze li se A dijagonalizirati? Ako da, nadite regularnu matricu S i dijagonalnu matricu D takve da je
S'AS =D.

(b) Odredite A3.
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Rjesenje:
(a) Dobijemo k4(A) =...= (1—-1)%(3— 1), iz Cega slijedi 6(A) = {1,3} tea(1) =2ia(3) = 1.

Prvo ratunamo V4 (1):

1 01 0 -1
A-I1=10 0 O =W(l)= [{ 1{,]0 }] =g(l)=2.
1 01 0 1

-1 0 1 1
A=3I=|0 =2 0 |[=V(1)= [{ 0 }] =g3)=1.
1 0 -1 1

To znaci da je A dijagonalizabilna matrica i da za

0 —1 1 1 00

S=1{1 0 0| i D=0 10

0 1 1 0 0 3

vrijedi ST!AS = D.
(b) Racunamo:

0 —1 171 0 01T o 1 o
A = sp¥s-! 1 0 0|0 1 0 -05 0 05
0 1 1/]/0 0 3 05 0 05

054+0.5-3% 0 —-05+0.5-3%

— 0 1 0
—0.54+0.5-3% 0 0.5+4+05-3%

DZ 2.7. Neka su A = [3 _43] iB= [g ;] . Pokazite da su A i B dijagonalizabilne matrice. Jesu li

dijagonalizabilne i matrice A+ B i AB?

DZ 2.8. Neka su dane matrice

2 33 010

A=|1 0 1|, B=|(3 0 1
1 1 2 2 00
Dokazite da je k4 = kg, da je A dijagonalizabilna, a B nije.

DZ 2.9. Neka je A € M,, dijagonalizabilna matrica. DokaZite da su i sljedece matrice dijagonalizabilne:
(a) A¥zakeN
(b) A3+A2+1
(¢) A zasvaki @ € R

(d) T~'AT za svaku regularnu matricu T

(e) al +A zasvaki x € R
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DZ 2.10. Neka su su B i C kvadratne matrice, te A blok-matrica dana kao:
B 0
[y
(a) Pokazite da je ka(A) = kg(A)kc(A) za svaki A € C.

(b) Ako su X iY redom svojstveni vektori matrica B i C, pokazite da su vektori:

X . 0
0 Y
svojstveni vektori matrice A.

2.5 Matricni polinomi

Definicija 2.17. Neka je p(x) = aux™ + ay_1x™" ' +--- +a1x +ag proizvoljni polinom u jednoj varijabli x s
koeficijentima iz F i neka je A € M,(IF). Tada pod matri¢nim polinomom podrazumijevamo

P(A) = apA™ + ap A"+ a1 A+ aol.

Uoc¢imo da potencije kvadratne matrice medusobno komutiraju pa s matricnim polinomima moZemo
postupati kao s polinomima u varijabli koja je element polja IF. Npr. vrijede identiteti kao $to su

A2 1= (A—D)(A g (aenm=Y ("™)ak,
I=(A-1)(A+1) (A+1) k;)(/()

Naravno, sli¢an zaklju¢ak ne moZemo provesti za matricne poliome u vise varijabli. Primjerice, kako opce-
nito je AB # BA, to je i
A’ — B>+ (A—B)(A+B).

Zadatak 2.27. Neka je matrica A € M,(F) takva da je A¥ = 0 i A¥"! £ 0 za neki k € N. Dokazite da je
matrica I — A regularna i nadite (1 —A) ™!

Rjesenje: Pogledajmo polinom p(A) = ZIJ‘.;(I)Aj . Tada je

k—1
(1~ A)p(A) = (1 - A) < zAf>

j=0
k
= ZA’ LA
=1 —Ak =1
Prema tome,  — A je regularna matrica i (1 —A)~! Z" A7, [ |

Teorem 2.18. (Hamilton-Cayley) Svaka kvadratna matrica ponistava svoj svojstveni polinom, tj. vrijedi
ka(A) =0.

Hamilton-Cayleyjev teorem nam daje joS jednu metodu invertiranja regularnih matrica. Neka je A €
M, (F) regularna matrica te k4 (A1) = Y{_, a;AX njen karakteristi¢ni polinom. Prema Hamilton-Cayleyjevom
teoremu je k4 (A) =0, j.

i akAk =
k=0
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Kako je A regularna matrica, vrijedi ag = detA # 0, pa je

- i A ) =af-2 ni] A
= —_-—— a = _—— a s
ao \ & k ao \ =, k+1

1 n—1
Al=—— AR .
o (lgbakﬂ )

Zadatak 2.28. Koriste¢i Hamilton-Cayleyev teorem odredite inverz matrice

Iz ovoga slijedi da je

1 1 -1
A= (-1 3 -1
-1 2 0

Rjesenje: Prvo odredimo karakteristi¢ni polinom dane matrice:

-2 1 -1
ka(A)=| =1 3—4 —1|=-A%+4A2—-51+2.
-1 2 -2

Prema Hamilton-Cayleyjevom teoremu i raspravi koja je prethodila ovom zadatku imamo

1
-1 2
A :E(A —4A+51).
1 2 -2
KakojeA>= |-3 6 —2[,dobivamo
-3 5 -1
| 2 -2 2
A—lz5 1 -1 2
1 -3 4

Zadatak 2.29. Neka je A € M,, proizvoljna matrica i

M= HA":keNU{O}H .
DokaZite da je dimM < n.

Rjesenje: Prema Hamilton-Cayleyjevom teoremu, A" = ZZ;(]) o A* za neke skalare o, ..., @,_1, dakle,
A" e [{LA,...,A"1}].

Nadalje,
n—1 n—1
AT =AY oA =) AT e [{1A, AT
k=0 k=0
Na isti nacin dobijemo da su sve potencije od A sadrZane u prostoru [{I VA ... ,A”_l}], ¢ija je dimenzija

manja ili jednaka n.
|
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DZ 2.11. Odredite karakteristi¢ni polinom matrice

A=

SN A
—_— N =
A o= =

(1j. ka(A) = (3—1)(6 —A2)).

DZ 2.12. Koriste¢i Hamilton-Cayleyev teorem izrazite A~! u obliku p(A) za neki polinom p, ako je

1 0 -1 10
-4 1 -3 2 1
A=(-2 -1 0 1 1
-3 -1 -3 4 1
-8 -2 -7 5 4

(rj. A7' = 35 (A* = 10A3 + 40A% — 80A +80/))

DZ 2.13. Neka je A € M, (), A # o, za svaki o # 0. DokaZite da je A singularna ako i samo ako je A2 = BA
zaneki B € F.

Rjesenje: Za karakteristi¢ni polinom od A imamo
ka(A) =A% — (trA) A +detA.

Po Hamilton-Cayleyjevom teoremu je k(A) = A% — (trA) A+ (detA) I =0, to jest A2 = (trA) A — (detA) IA.
Pretpostavimo da je A singularna matrica. Tada je detA = 0 i zato A> = (trA)A, §to daje tvrdnju.
Obratno, neka je A> = BA za neki B € F. Kada bi A bila regularna onda bismo, mnozeéi prethodnu

jednakost s A~!, dobili A = BI, $to po pretpostavci zadatka nije slu¢aj. Slijedi da je A singularna. |

Uocimo da iz uvjeta prethodnog zadatka vrijedi ako je A> = BA i A # 0, onda je B = trA (raspisite).
Dakle, slucaj trA # f je mogué samo za A = 0.

DZ 2.14. Neka je A € M,, proizvoljna regularna matrica i

w=[{#:kez)].

(Pritom, ako je k < 0 tada je A¥ = (A1), na primjer, A=> = (A~1)%). Sto moZete reéi o dimM?
DZ 2.15. Neka su A i B sli¢ne matrice i p polinom. Dokazite da je p(A) = 0 ako i samo ako je p(B) = 0.

RjeSenje: Neka je S regularna matrica takva da je B = S~'AS. Tada je B* = (S~!)AXS za svaki k € N, te
onda lako slijedi da je p(B) = (S~')p(A)S. Odavde slijedi tvrdnja. [ |

2.6 Linearne rekurzije

Promatramo niz (x;),cn, € C zadan rekurzivno s
Xy = PXp—1+qXp—2, n>2,

gdje su p,g € C. Ukoliko zadamo vrijednosti prva dva ¢lana niza, xo,x;, tada je cijeli niz jedinstveno
odreden. Pogledajmo sada kako moZemo tehnikama iz prethodnih poglavlja rijesiti ovu rekurziju. Od dane
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rekurzije moZemo "umjetno" formirati sustav 2 x 2 uvodenjem pomoc¢nog niza y, = x,_1, n € N. Tada
imamo

Xp = PXp—1+qYn—1

Yn = Xn—1,

§to mozZemo u matri¢nom obliku Zapisati kao
|: n:| [ :| [ n1:|
n 1 0 Yn—1

_ [ _[p a
e A=)

X, =AX, 1, n e N.

Ako za n € N oznac¢imo

tada posljednja jednakost glasi

Uvr§tavanjem iste relacije za X,_, te nastavkom tog procesa induktivno, dobivamo

X, =AX, | =A2X, 5 —-.-=A"1x, = A" [ﬂ .
0

Stoga se problem rjeSavanja dane linearne rekurzije svodi na problem racunanja potencija matrice A. Kao
S$to smo vidjeli u prethodnom dijelu, ovaj problem je jednostavno rijeSiti ukoliko je A dijagonalizibilna. Sada
¢emo pokazati opseZniji rezultat, ali samo za slu¢aj matrica reda 2.

Zadatak 2.30. Neka je A € M, (C). Tada vrijedi jedna od dvije moguénosti:
(1) A je dijagonalizibilna.
(2) Postoji regularna matrica S takva da je

T 1]
A_S[O %]S17

gdje je A jedina svojstvena vrijednost matrice A.

Rjesenje: Ukoliko A ima dvije razliite svojstvene vrijednosti, tada je ona dijagonalizibilna, pa smo u
slucaju (1). Pretpostavimo stoga da je 6(A) = {Ag}. Posebno, karakteristi¢ni polinom matrice A je tada dan
ska(A) = (A —Ao)>. Ako je ve¢ g(A9) =2, onda je A = Agl, pa smo ponovno u slucaju (1). Stoga preostaje
samo promotriti slucaj kada je g(Ap) = 1. Primijetimo sljedeée: ako bismo htjeli da vrijedi jednakost iz
zadatka, tada je dovoljno pronaci bazu { f1, f2} za M> ;(C) takvu da je

Afi =Mf1, Afr = fi+Afa,

odnosno
(A=A fi=0, (A-2D)f2a=fi.
Neka je f» € M1 (C) \ Ker(A — ApI). Stavimo f; = (A — Apl) f. Kako imamo f» ¢ Ker(A — Al), to je i
f1 # 0. Nadalje, prema Hamilton-Cayleyevom teoremu je (A — Aol)> = 0, pa je posebno i
(A=2ol)f1 = (A=Rol)*fo=0.

Konacno, kako je f; € Ker(A — Al) \ {0}, slijedi da je {f1, f>} linearno nezavisan skup, pa je to i baza za
M, 1 (C). Stavljanjem S = [ N fz] slijedi traZena tvrdnja. |
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Vratimo se sada na konkretnu matricu pridruZenu linearnoj rekurziji,

-l
Karakteristi¢ni polinom ove matrice je
ka(A) =A% —pA —q.
Kako A nije skalarna matrica, imamo dvije moguénosti:
* karakteristi¢ni polinom je oblika k4 (A) = (A — a)(A — B), gdje je a # B
» karakteristi¢ni polinom je oblika k4 (1) = (A — «)2.

Pretpostavimo da smo u prvom slucaju. Tada je A dijagonalizibilna, te je pripadna dijagonalna matrica
D = diag(a, B). Preostaje odrediti pripadne svojstvene vektore. Iz Vietovih formula imamo

a+f=p, afp=-—q.

Stoga je
A—ol = [ﬁ —aﬁ}

1l —o

odakle je odmah vidljivo da je [(x 1] ! svojstveni vektor pridruZen . Slicno dobivamo i da je [[3 1] !
svojstveni vektor pridruzen 3. Dakle, tada je

weos=gmg [ A AL ]

paje

. S 1 Qa B a® 0 1 —ﬁ 1 o ian _ﬁn+1 aﬁnJrl _BanJrl
A"=8D"S" = —— n = n on " a |-
ao—B |1 1[0 B"|-1 « o—B| a"—B of"—Bo
Time dobivamo eksplicitnu formulu za rjeSenje pocetne linearne rekurzije: kako nas zanima zapravo samo
vrijednost x,, dovoljno je u relaciji X,, = A"~ 'X; o€itati prvi redak, odnosno pomnoziti prvi redak od A" ! s
X;. Tako dobivamo

1
oa—p

$to moZemo drugacije zapisati i u obliku

Dakle, n-ti ¢lan niza je linearna kombinacija (s koeficijentima neovisnim o n!) n-tih potencija nultocaka
karakteristi¢nog polinoma. Pritom nije nuzno potrebno pamtiti koeficijente u gornjem izrazu; jednom kad
znamo da je rjeSenje oblika x, = c¢; " 4 ¢, ", dovoljno je uvrstiti n = 0,1 i dobiti ¢y, c; i dobivenog 2 x 2
sustava.

Promotrimo sada i drugi slucaj, onaj u kojem je karakteristicni polinom matrice A jednak k4(A) =
(A — a)?. Posebno imamo 20 = p i «? = —q. Matrica A — af je tada dana s

o —o?
1 —oal’

[(o" = B")x1 + (" — Bor™)xo],

Xn =

A—al = {
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Pratimo sada konstrukciju iz zadatka 2.30: iz matricnog zapisa vidimo da moZemo uzeti f, = [1 O] T, a
zatimje fi = (A—al)f> = [o I]T. Stoga je

Al G e

Indukcijom se lako pokaZe da za matricu [g é] vrijedi

o 11" [a" na™!
0 af [0 a" |’

An [a 1} [an n(x”—l} [o 1 } _ [(n+1)an .

1 0|0 o ||l —« no' —(n—1a"|’

pa je

Ponovno promatrajuéi samo prvi redak relacije X, = A"~ X; dobivamo
X, =no" " x; — (n—1)a"x,
$to moZemo drugacije zapisati i u obliku
Xn = x00" + (x] — cho)nocnfl.

n—1

Ovdje je ponovno dovoljno zapamtiti oblik rjeSenja x, = c;&" + cona" ", a zatim se ¢y, ¢y mogu odrediti

uvrStavanjem n = 0, 1.

Naravno, niz x,, ne mora pocinjati od nultog ¢lana; ¢esto éemo takav niz dobiti preko nekih objekata koji
nemaju niti smisla za n = 0, ili mozda ¢ak niti za prvih ny — 1 brojeva. Medutim, ako nam je dan niz x, za
n > np, s pocetna dva ¢lana x,, i x,,+1, tada jednostavnim uvodenjem pomo¢nog niza

Yo =Xng, V1 =Xng+1, Yn = Xng+n, I’IENO

problem svodimo na prethodnu diskusiju. Rjesenje linearne rekurzije je tada

'xl’l0+1 [))'xn() n—ng C{x}’l() 'xn()“l‘l n—n
Xn=VYnny=|—""—"—"7F—]1 & + | —— 0
n = Yn—ng < B B ﬁ

u prvom, odnosno
n—np—1

Xn = Yn—ng = Xng """ + (Xng+1 — QXny ) (n —np) O
u drugom slucaju.

Zadatak 2.31. Fibonaccijev niz (F,) zadan je rekurzivno s
=0, F=1, FE,=F_1+F_.
Odredite op¢i ¢lan niza.
Rjesenje: Zadana linearna rekurzija je pridruZena matrici
=1l
pa sada analiziramo njenu dijagonalizibilnost. Karakteristi¢ni polinom je dan s

ka(A)=A2—A—1= (1_12ﬂ> <1_1+2f5>7




2 SPEKTAR 61

pa vidimo da imamo dvije razlicite nultocke, @ = Hzﬁ ip= 172\6. Stoga se nalazimo u prvom slucaju, te

je opdi Clan niza dan s
Fi—BFy oFy— Fi
F,= n n
() (550)8
1+v5\" [(1-v5)"
2 2

Zadatak 2.32. Neka su a,b € C. Izracunajte determinantu n-tog reda

o

a+b a 0 0 0 0
b a+b a ... 0 0 0
0 b a+b ... 0 0 0
Dy=\ : : : : : :
0 0 0O ... a+b a 0
0 0 0O ... b a+b a
0 0 o ... 0 b a+b
RjeSenje: Laplaceovim razvojem po prvom retku dobivamo
b a 0 ... O 0
0 a+b a ... O 0
o o0 &b ... O 0
D,=(a+b)D,_1—al.
0O 0 0 ... a+bd a
o 0 0 ... b a+b

Sada razvojem druge determinante po prvom stupcu dobivamo relaciju

D, = (Cl + b)Dn,I —abD,_».

.....

A [(aJlrb) —gb]’

a pocetna dva ¢lana su Dy = a+bi Dy = (a+b)? — ab (dakle, rekurzija po¢inje od ¢lana s indekxom n = 1).
Njen karakteristi¢ni polinom je dan s

ka(A) =A% —(a+b)A+ab= (A —a)(A —D).
Razlikujemo slucajeve:
* Ako je a # b, tada smo u dijagonalizibilnom slucaju, te je rjeSenje dano s

1
Dn — n—1 __ bnfl _ n+1 _bn+l )
a—ba a—>b a—>b (a )

* Ako je a = b, tada je rjeSenje dano s

D,=2a-d" "+a*(n—1)a"? = (n+1)a".
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3 Unitarni prostori

3.1 Definicije i osnovna svojstva

Definicija 3.1. Neka je U vektorski prostor nad poljem F € {R, C}. Skalarni produkt na U je preslikavanje
(,):UxU—TF

koje ima sljedeéa svojstva:

(1) (x,x) >0zasvakixe U

(2) (x,x) =0 ako i samo ako je x =0

“)
5) (x,y) = (y,x) zasve x,y € U.

{
{
(3) (x1+x2,y) = (x1,y) + (x2,y) za sve x1,x2,y € U
(ax,y) =a(x,y) zasvex,ycUia eF

{
Broj (x,y) zovemo skalarni produkt vektora x i y, a uredeni par (U, (-, -)) unitaran prostor nad poljem F.

Prva dva svojstva iz definicije skalarnog produkta zovemo jos i svojstvo pozitivne definitnosti, svojstvo
(3) nazivamo aditivnost skalarnog produkta u prvoj varijabli, svojstvo (4) homogenost skalarnog produkta
u prvoj varijabli, dok je svojstvo (5) zovemo hermitska simetricnost skalarnog produkta. Primijetimo kako
u sluCaju F = R svojstvo (5) glasi (x,y) = (y,x); u ovom slucaju kaZzemo da je skalarni produkt simetrican.
Direktno iz definicije unitarnog prostora slijede i ova njegova svojstva:

(@) (x,By) =B(x,y) zasvex,ycUiB €F
(b) (x,y14y2) = (x,y1) +(x,y2) zasve x,y1,y2 €U
(¢) (x,0)=(0,x) =0zasvexecU.

Dakle, skalarni produkt je takoder aditivan i u drugoj varijabli. Medutim, u sluc¢aju F = C nemamo
homogenost u drugoj varijabli, ve¢ antihomogenost. Takoder, jednostavno vidimo kako su svojstva (3) i (4)
iz definicije ekvivalentna s

<OC]X1 + OCQXQ,y> =04 <x1,y> + O£2<X2,y> za sve x1,x3,y €U i, €F.

Dakle, skalarni produkt je linearan u prvoj varijabli. Koristeci prethodna razmatranja, odmabh slijedi i da je
skalarni produkt antilinearan u drugoj varijabli, odnosno vrijedi

(x, Biyi + Boy2) = Bi(x.y1) + Balx,y2)  zasvex,yi,y2 €U iy, €F.

Primjer 3.2. (a) Na prostoru V3(0) definiramo preslikavanje (-,-) : V3(0) x V3(0) — R s

<a,B> _ {|a| |b|-cos £(@,b), a@b+#0

0, inace
Ovo je skalarni produkt na V3(0) (pokazuje se takoder i na kolegiju Elementarna matematika 2).

(b) Na prostoru F” definiramo preslikavanje (-,-) : " xF* — F's

n
Yi= ) xiVi, X = (X Xn),y = (015 00) €F

PokaZimo da je ovo skalarni produkt na F”. Provjeravamo redom svojstva:
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(c)

(d)
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(1) Za proizvoljan x = (x1,...,x,) € F" imamo

x) = Z lxi|> > 0.
i=1

(2) 1z prethodnog odmah vidimo i da je (x,x) = 0 ako i samo ako je x = 0.

(3) Provjerimo linearnost u prvoj varijabli: za proizvoljne x = (x1,...,%,),y = (V1,.--,¥n),2= (21 --,2n)
ioa,B €Fimamo

n
Otx—l—ﬁy, Z axl+Byl Zz OCZX,Z,+B Zylzl_ X,Z +ﬁ<y7 >

i=

—

(4) Konacno, za proizvoljne x = (xy,...,X,),y = (V1,...,yn) € F" je

n n
=Y yx =Y xyi=(x,y)
i=1 i=1

Dakle, (F”,(-,-)) je unitarni prostor.

Na prostoru M,,,(C) definiramo preslikavanje (-,-) : My, (C) x M,,,(C) — C sa (A,B) = tr (AB*).
Primijetimo prvo kako je

Ms
M§
M:

tr(AB*) = ¥ [AB"], =

1 i

AB= Y i][ALJ[BL,

i=1

—_

Lj

Dakle, formula za ovaj produkt matrica je analogna onoj iz prethodnog primjera na za F", stoga se i
dokaz da je ovo zaista skalarni produkt moze provesti analogno:

(1) ZaA € M,,,(C) je

HMs

(2) Ponovno odmah vidimo da je (A,A) = 0 ako i samo ako je A = 0.
(3) Zaa,B € CiA,B,CE My(C)je
(€A+BB,C) =tr ((dA+BB)C*) =tr (@AC* +BBC*) = atr (AC*) + Btr (BC*) = o.(A,C)+ B (B,C).

(4) Za A,B € M,,,(C) imamo

(B,A) =tr(BA*) =tr ((AB*)*) =tr (AB*) = (A,B).
Dakle, (-,-) je skalarni produkt i (M,(C), (-,-)) je unitarni prostor.

Za a,b € R, a < b, skup C([a,b]) = {f : [a,b] — R | f je neprekidna } je potprostor od R¥. Na tom
prostoru definiramo preslikavanje (-,-) : C([a,b]) x C([a,b]) — R sa:

:/abf(t)g(t)dt, f8 € C([a,b]).

Ovo je dobro definirano preslikavanje i zadovoljava svojstva skalarnog produkta; provjera svojstava iz
definicije se svode na primjenu odgovarajucih svojstava Riemannovog integrala za neprekidne funkcije
(Matematicka analiza 2), te se ostavljaju za vjeZbu.

Skalarne produkte iz prethodnog zadatka ¢emo zvati standardnim skalarnim produktima (na odgovara-
juéim prostorima). Naravno, to nisu jedini moguéi odabiri skalarnog produkta na danim prostorima.
Pogledajmo prvo kroz iduéih nekoliko zadataka i neke nestandardne primjere na R”.
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Zadatak 3.1. Provjerite jesu li sljedeca preslikavanja skalarni produkti na R3:

(@) ((x1,2%2,x3), (y1,¥2,3)) := 2x1y1 + 3x2y2 — 2x33
(®) ((x1,x2,%3), (V1,¥2,¥3)) 1= 2x1y1 + 3x2)2

(©) ((x1,x2,x3), (y1,¥2,¥3)) 1= 2x1y1 + 3x2y2 + 5x33.
Rjesenje:

(a) Primijetimo kako je za (e3,e3) = —2, pa vidimo da ne vrijedi ve¢ pozitivnost skalarnog produkta
(odnosno svojstvo (1) iz definicije). lako je ve¢ ovo dovoljno da zaklju¢imo da ovo preslikavanje
nije skalarni produkt, napomenimo kako svojstvo (2) iz definicije takoder ne vrijedi, s obzirom da
je ((1,0,1),(1,0,1)) = 0. Pokazite za vjezbu da linearnost i simetri¢nost ovog preslikavanja ipak
vrijede.

(b) Ovdje vidimo da ne vrijedi drugo svojstvo iz definicije: imamo (e3,e3) = 0. Medutim, sva ostala
svojstva iz definicije ¢e vrijediti (ukljucujuéi i (1)); pokaZite ovo.

(c) PokaZimo da je ovo preslikavanje skalarni produkt.
Zax = (x1,X2,x3) € R imamo

(x,x) = 2x7 +3x3 +5x3 > 0,

te je oCito (x,x) = 0 ako i samo ako je x = 0. Linearnost i simetri¢nost se dobiju rutinskom provje-
rom, pa zakljuéujemo da ovo zaista je skalarni produkt na R3.

Nesto opcenitiji rezultat navodimo u iduéem zadatku.
DZ 3.1. Neka je (-,-) : F" x F" — F preslikavanje dano s
n
<x7y> = Z A‘ixi.)Tlﬁ
i=1
gdje su Ay,..., A, € F fiksni. DokaZite da je (-,-) skalarni produkt na F" ako i samo ako vrijedi
ll,...,ln > 0.
Zadatak 3.2. Provijerite jesu li sljedeca preslikavanja skalarni produkti na R?:
@ ((x1,x2), (v1,32)) = 4x1y1 +2x12 + 352y
(b) ((x1,%2), (y1,¥2)) = dx1y1 +2x1y2 + 2x2y1 + 3x2)2
(©) ((x1,%2), (V1,2)) = 4x1y1 +2x1y2 + 2x2y1 + X272
Rjesenje:

(a) Primijetimo kako je
((1,0),(0,1)) =2 # 0= ((0,1),(1,0)).

Stoga ovo preslikvanje nije simetri¢no, pa nije skalarni produkt.

(b) U ovom sluc¢aju odmah vidimo da je dano preslikvanje simetri¢no, pa ne mozemo zakljuciti kao u (a).
Nadalje, za x = (x1,x;) € R? imamo

(x,x) = 4x3 +4x1x2 + 333 = (21 +x2)2 +2x3 > 0,

te je (x,x) = 0 ako i samo ako je 2x; +x; = 0 te x, = 0, odnosno ako i samo ako je x = 0. Dakle, ovo
preslikavanje je pozitivno definitno. Linearnost se jednostavno provijeri, pa slijedi da je ovo preslikava-
nje zaista skalarni produkt na R.
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(¢) Zax = (x1,x2) € R? prvo imamo
(x,x) = 4x} +dx1xg + 23 = (201 +x2),

odakle vidimo da uvrstavanjem x = (1,—2) dobivamo da ne vrijedi svojstvo (2) iz definicije. Stoga ovo
nije skalarni produkt na R?.

U ovom trenutku nemamo jos§ dovoljno alata da bismo okarakterizirali sve moguce skalarne produkte na
F”", ili na opéenitom konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru V. Na tu temu ¢emo se vratiti u kasni-
jim poglavljima. Zasad moZemo samo navesti prirodan nacin kako na opéenitom kona¢nodimenzionalnom
vektorskom prostoru V mozemo konstruirati (proizvoljno) mnogo skalarnih produkata.

Zadatak 3.3. Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor dimenzije n nad poljem F, te neka je
@ : V — F" izomorfizam. Tada je preslikavanje [-,-] : V x V — F definirano s

oy = (@), @),  xyeV,
skalarni produkt na V, pri ¢emu (-, -) oznacava standardni skalarni produkt na F".
Rjesenje: Provjerimo redom svojstva skalarnog produkta:
* Kako je (-,-) skalarni produkt, za svaki x € V je
e, x] = (D (x), P(x)) > 0.

Dodatno, imamo da je [x,x] = 0 ako i samo ako je ®(x) = 0, pa kako je ® izomorfizam slijedi da to
vrijedi ako i samo ako je x = 0. Stoga je ovo preslikavanje pozitivno definitno.

* Kako je ® posebno linearan operator, te je (-,-) linearan u prvoj varijabli, lako dobijemo da je za sve
xyzeVia,BeF

[ox+ By, 2] = (P(ax+ By), B(2)) = a(P(x), P(2)) + B(P(y), P(2)) = e[x,2z] + B[y, 2].
Dakle, ovo preslikavanje je linearno u prvoj varijabli.

* Konacno, za sve x,y € V imamo

%] = (2 (y), P(x)) = (P(x),P(y)) = [x,)].

Ako je {by,...,b,} jedna baza za V, tada moZemo zadati izomorfizam ® € L(V,F") s
@(bj):ej, jzl,...,n,
pri ¢emu je {ey,...,e,} kanonska baza za F". Tada je zasve x =Y " x;b; € V

n
d(x) = Zx,-ei,
i=1

pa u tom slucaju skalarni produkt [-, -] definiran u prethodnom zadatku glasi

n n n
byl =Y xyi,  x=Y xibi,y=) yibi
i=1 i=1 i=1

Dakle, skalarne produkte na opéenitim kona¢nodimenzionalnim vektorskim prostorima moZemo definirati
na nacin analogan standardnom skalarnom produktu u F”.
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Teorem 3.3. (nejednakost Cauchy -Schwarz-Bunjakovskog:) Neka je U unitarni prostor. Tada za sve

x,y € U vrijedi
[ < V0V (30y)-

Dodatno, jednakost vrijedi ako i samo ako su vektori x i y linearno zavisni.
Navedimo i kako izgleda C — S — B nejednakost na standardnim primjerima unitarnih prostora.

(1) Zasve (x1,...,%,),(¥1,---,yn) € F" imamo

1

n n 5 2 n 5 %
in)Ti < Z |xi | Z il :
i=1 i=1 i=1

(2) Zasve f,g € C([a,b]) imamo
<(/ bf(t)zdt>; ([ storar) ;

|tr (AB*)| < \/tr (AA*)+/tr (BB¥).

b
| rstyar

(3) Zasve A,B € M,,,(C) imamo

Zadatak 3.4. DokaZite da za svaka 4 realna broja a, b, c,d vrijede nejednakosti

a) |a+2b+3c+4d| < \/30(a? + b2+ 2 +d?)

b) |a+b+ctd| <\/(@@+b>+2)(c2+d>+2)
Rjesenje:

a) Uz standardni sklarani produkt na R* uo¢imo da iz C-S-B nejednakosti slijedi

((a,b.c,d),(1,2.3,4)| S V@ + 02+ A+ d2 /12124 24 2= \/30(a + 5+ +d?),

odnosno

lat26+3c+4d| < \/30( + 02 + 2+ a?)

b) Ponovno, uz standardni sklarani produkt na R* uo¢imo da iz C-S-B nejednakosti slijedi

((a,b,1,1),(1,1,¢,d))| < V@2 +D2+ 124+ 12/ 2+ 12+ 2 +d? = \/(a2+b2+2)(c2+d2+2),

odnosno

la+b+c+d| < \/(a2+b2+2)(c2+d2+2).

Definicija 3.4. Neka je V vektorski prostor nad poljem F € {R,C} i [|-|| : V — R preslikavanje sa svoj-
stvima:

(1) ||x|| >0, zasvakox €V,
(2) ||x|| = 0 ako i samo ako je x =0,
(3) |lax|| = |e|||x|| za svako x € V,

@) [x+y| < x|+ ly]l, za svako x,y € V.
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Tada kaZzemo da je ||-|| norma na V, a uredeni par (V, ||-||) zovemo normirani prostor.

Za pocetak promotrimo vezu izmedu pojmova norme i skalarnog produkta. Neka je (U, (-,-)) unitarni

prostor. Tada je sa
x| = v{x,x),  x€U

definirano preslikavanje ||-|| : U — R koje je norma na U pa je (U, ||-||) ujedno i normirani prostor. Za
ovako definiranu normu ¢emo reéi da je inducirana skalarnim produktom (-, -).

Primjer 3.5. Navedimo i kako izgledaju pripadne norme u nekim od standardnih primjera unitarnih pros-
tora:

(a) Na prostoru F” norma inducirana standardnim skalarnim produktom je dana s

1
n 2
H(xl,...,xn)H:<Z\xi2> . (x1,.x) EFT
i=1

(b) Na prostoru M,,,(C) je pripadna norma dana s

1

Al = Ve@a) = (LY |al) . aeMu(©).
1

i=1j=

(c) Na prostoru C([a,b]) je pripadna norma dana s

= ([ rera) . recan)

Prirodno se pitati je li svaka norma inducirana (nekim) skalarnim produktom. Odgovor je negativan
(vidi Primjer 3.7 kasnije). Stoga moZemo reci kako je klasa normiranih prostora Sira od klase unitarnih
prostora.

Zadatak 3.5. Zadan je normirani prostor (M(C), || - |
produktom na M, (C). Odredite normu matrice

), gdje je norma inducirana standardnim skalarnim

0 —i
A=l 3]
Rjesenje: Tmamo [|A|| = /[0 +[i]2 + 2> + ]3> = V14 [ ]

Zadatak 3.6. Navedite neku bazu prostora simetriénih matrica reda n, a zatim odredite normu svih njenih
elemenata.

Rjesenje: Jedna baza prostora simetri¢nih matrica reda n je dana s
{E,'j%—Ej,' 01 §i<j§n}U{Ei,- = 1,...,I’l}.

Sadazal <i< j<nimamo
|13+ Ejil| = V2,

dokjezasvei=1,...,n
[Eil| = 1.
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U terminima norme inducirane skalarnim produktom na unitarnom prostoru U, nejednakost C —S — B
poprima oblik
|G [ < [yl

za svaki izbor x,y € U. Jednakost vrijedi ako i samo ako su vektori x i y linearno zavisni. Dodatno, po uzoru
na V3(0) moZemo i u proizvoljnom realnom unitarnom prostoru U definirati kut vektora x i y, uz x,y # 0
sa

(x,y)
Xyl
Uocimo da je gornja definicija dobra upravo zbog C — S — B.

cos Z(x,y) =

Zadatak 3.7. Pokazite da za sve f € C([0, 1]) vrijedi

( /0 1 f(x)dx)

RjeSenje: Nekaje f € C([0,1]) proizvoljna. Primjenom C-S-B nejednakosti (uz standardni skalarni produkt
i normu na C([0, 1])) na funkcije f i konstantnu funkciju 1 slijedi

/Olf(x)dxg ’/Olf(x)dx - ‘/Olf(x).ldx < (/Olf(x)zazx>é (/Ollzdx>é _ (i/olf(x)%z’x)é

Kvadriranjem slijedi traZena nejednakost. ]

2

< ./Olf(x)2dx.

Definicija 3.6. Neka je U unitarni prostor. Za vektor a € U kazemo da je jedini¢ni ili normiran ako je
lall = 1.

a_
[lall”

Ukoliko je a € U \ {0}, tada je HZ—H jedini¢ni vektor. Preslikavanje a —
normiranje vektora a.

za a # 0, ¢emo zvati

Zadatak 3.8. Odredite sve jediniéne vektore x = (x1,x2,x3) € R? takve da izraz |(x,a)| ima maksimalnu
moguéu vrijednost, pri ¢emu je a = (1,2,3). Kolika je ta vrijednost?
Rjesenje: 1z C-S-B nejednakosti slijedi
[(x,a)] < |lx]] - lall = llal| = V14,
Jednakost se postiZe ako i samo ako su vektori x i a linearno zavisni, odnosno ako i samo ako je
(x1,x2,x3) = A(1,2,3),
1

V14
vrijednost je /14 i ona se postiZe za (x1,x2,x3) = :l:ﬁ(l,Z, 3). [ ]

zaneki A € R. Kako je x jedini¢ni vektor, za jednakost je nuzno i dovoljno A = +——. Dakle, maksimalna

Zadatak 3.9. Dokazite da u svakom unitarnom prostoru U vrijedi relacija paralelograma, tj. da je
e+ 37 + e =yI* =2xl* +2Iy]%,  xyeU.
Rjesenje: Za sve x,y € U imamo
e+ 311+ 1l = 11> = (x+y,x+3) + (x—y,x—)
= (X,X> + <)C,y> + <y7x> + <y7y> + <X,)C> - <X,y> - <y7x> + <y7y>
=2(x,x) +2(y,y)
2 2

= 2[x[I" +2{lylI".
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Primjer 3.7. PokaZimo sada na primjeru da postoje norme koje nisu inducirane skalarnim produktom. Neka
je || |l1 : R? + [0,0) preslikavanje definirano s

1)l = x4yl

Jednostavno se provijeri da je | - ||; zaista norma na R%. PokaZimo da ova norma ne zadovoljava relaciju
paralelograma. Doista, ako stavimo x = (1,0) iy = (0, 1), tada je

eyl + b= ylIF = (LD IF+IIL =D =2 +22 =8
20lx2 + 21> =2/ (1, 0) [ +2[| (0, 1)} =2 +2 = 4.
1z prethodnog zadatka sada slijedi da ova norma nije mogla biti inducirana nekim skalarnim produktom.

Iako je na prvu neobicno koristiti relaciju paralelograma kao kriterij po kojem ¢emo zakljuciti da norma
nije inducirana skalarnim produktom, to nije slu¢ajno; vrijedi sljedeéa karakterizacija takvih normi.

Teorem 3.8. (Jordan - von Neumann) Neka je (U, || - ||) normiran prostor. Tada postoji jedinstveni skalarni
produkt (-,-) na U takav da je ||- || = \/(-,) ako i samo ako || - || zadovoljava relaciju paralelograma. U tom
slucaju je taj skalarni produkt dan s

1
(.3) = 7 (4517 = e =y1P?)
ako je U realan, odnosno s
1<, fo12
(x,y) = 1 Z lkHX+lkyH
k=0
ako je U kompleksan prostor.
Identiteti iz prethodnog teorema se zovu jos i polarizacijske formule.
DZ 3.2. * Za p € [1, 0] definiramo preslikavanje || - ||, : F" — [0,00) s
1
moAx:|P)p , c l,oo
H(-x17"‘7-xn)||p: (szl‘ l‘ ) p [ )
maxj<j<p|xi|, p=oo.
Pokazite da je || - ||, norma za svaki p € [1, 0], te da je inducirana skalarnim produktom ako i samo ako je

p = 2 (to je ujedno i slucaj standardne norme na ).

Promotrimo sada kako u unitarnom prostoru moZemo provjeriti linaernu (ne)zavisnost skupa vektora.
Neka je U unitarni prostori {aj,...,a;} proizvoljan skup vektora iz U. Linearna zavisnost ovog skupa ovisi
o skupu rjesenja vektorske jednadZbe

k
Z Ajaj=0. ®)
j=1
Pretpostavimo da je (41,2, ...,A) rjeSenje jednadzbe (8). MnoZenjem ove relacije skalarno s a;, i =
1,...,k, dobivamo
k
Z<a]’al>kj:07 lZl,,k (9)
j=1
Ako oznacimo s
(ar,a1) (az,a1) --- (ax,ai1)
(an,a2) (az,a2) -+ {ak,a2)

G(“l?"':ak):(<aj’ai>)ij: : : : ’

(ar,ar) (az,am) -+ (ax,ax)
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tada slijedi daje (A1,. .., A;) takoder i rjeSenje k x k homogenog sustava (9) ¢ija je matrica upravo G(ay, ..., a).

Medutim, vrijedi i obrat. Ako je (41,42,...,4) rjeSenje ovog homogenog sustava linearnih jednadzbi,
onda je to i rjeSenje vektorske jednadzbe (8). Naime, mnoZenjem i-te jednadzbe u (9) s A, te zbrajanjem svih
jednadzbi slijedi

_ kK k k
0= Z/L‘ Z {aj,ai)A; = <lejaj,z{liai>,
j= i=

i=1 j=1

iz Cega slijedi Y5, Aja; = 0.

Dakle, skup {ai,...,ar} ée biti linearno nezavisan ako i samo ako je pripadna matrica G(ay,...,ax)
regularna. Matricu G(ay,...,a;) zovemo Grammovom matricom skupa vektora {ay,...,a;}. Uz ovu
oznaku uvodimo i oznaku za Grammovu determinantu skupa vektora {aj,...,a;}

[(ay,...,a;) :=detG(ay,... ax).

Posebno, skup {aj,...,a;} je linearno nezavisan ako i samo ako je I'(ay,...,a;) # 0.

Zadatak 3.10. Provijerite jesu li vektoria = (1,2,1)i b= (2,1, —1) € R? linearno nezavisni koristeéi Gram-
movu matricu.

Rjesenje: Imamo

_|{a,a) (b,a)| _|6 3| _
I'(a,b) = bbb |3 6 =27+#0.
Prema prethodnoj karakterizaciji slijedi da su vektori a i b linearno nezavisni. |

Osim algebarske, Grammova determinanta ima i geometrijsku interpretaciju. Neka su a,b € R>. Tada je
[(a,b) = |af*[b|* —|a|*|b|* (cos £(a,b))* = |al|b|* (sin £ (a,b))?

Sto je upravo jednako kvadratu povrSine paralelograma kojeg razapinju vektori a i b. Dakle, povrSinu dvo-
dimenzionalnog objekta (paralelograma) u trodimenzionalnom prostoru moZemo racunati kao

P=+/T(a,b).

Primjerice, vektori iz prethodnog zadatka razapinju paralelogram &ija je povrina 3v/3.

Napomenimo kako je prethodna primjedba ujedno i osnova za generalizaciju pojma k-dimenzionalnog
volumena u n-dimenzionalnom prostoru; k-dimenzionalni volumen paralelepipeda kojeg razapinju vektori
ap,...,a € R" ¢e biti dan s y/I'(ay,...,ax) (ovdje smo presutno iskoristili i ¢injenicu da je Grammova
determinanta proizvoljnog skupa vektora nenegativna, $to ¢emo dokazati tek kasnije).

3.2 Ortogonalnost i Gram-Schmidtov postupak ortonormiranja

Definicija 3.9. Neka je U unitaran prostor i a,b € U. KaZemo da je vektor a ortogonalan (okomit) na
vektor b i piSemo a L b ako je (a,b) = 0.

Relacija ortogonalnosti je o€ito simetri¢na. Takoder, za razliku od dosadaSnjih geometrijskih definicija
koje ne definiraju kut izmedu proizvoljnog vektora i nulvektora, nulvektor je ortogonalan na sve vektore; to
je ujedno i jedini vektor s tim svojstvom.

Zadatak 3.11. Zadani su polinomi p(x) = 1 +x?ig(x) = x> +x— % u unitarnom prostoru &% sa skalarnim
produktom

)= [ platjax

Ispitajte jesu li p i g ortogonalni.
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Rjesenje: Vrijedi

! ! 3 2
(.0 = [ pog)dr= [ (424 2 D)
xS

1 xt 3471 ¥ 2x! 1
5}—1 4‘—1+§§‘—1 ?LligT -1
2 32 2
=—-+4+0+---4+0—-=--2
5+ +5 3+ 5
=0
Dakle, p i g su ortogonalni polinomi. ]

Zadatak 3.12. Neka je U realan unitaran prostor i neka su x,y € U. DokaZite da vrijede sljedece tvrdnje:
@ |lx+yl? = |lx||*+ llyl|* ako i samo ako je x L y.
(b) ||x|| = ||y]| ako i samo ako je x+y L x—y.
Rjesenje:
(a) Imamo prvo
e Y17 = Geb yox43) = (8,2) + (6 3) + (o) + (y) = 16l +20x,3) + Iy
Stoga je ||x+y||* = ||x||* + ||y||* ako i samo ako je (x,y) = 0.

(b) Imamo
<x+y7x_y> =0 <~ <x7x> - <x7y> + <y7x> - <y7y> =0.

Kako je U realan unitaran prostor, to je (x,y) = (y,x) pa je

2 2
Gtyx=y =0 <= [x"=ylI" = lxll = l¥]-

Tvrdnje prethodnog zadatka moZemo povezati i s odgovaraju¢im geometrijskim iskazima:

(a) Ovo je zapravo varijanta Pitagorinog poucka u opéenitom realnom unitarnom prostoru U: U trokutu je
zbroj kvadrata duljina dvije stranice jednak kvadratu trece ako i samo ako je taj trokut pravokutan (te
Jje treca stranica hipotenuza).

2y

8
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(b) Ako za vektore X i ¥ promotrimo paralelogram koji oni razapinju, tada ovaj zadatak moZemo iskazati i
kao: paralelogram je romb ako i samo ako su mu dijagonale medusobno okomite.

z

Definicija 3.10. Za skup vektora {ay,...,a,} iz unitarnog prostora U kazemo da je
(1) ortogonalan skup vektora ako je a; L a; zasve i,k € {1,...,m},i # k.
(2) ortonormiran skup vektora ako je ortogonalan skup vektora i vrijedi ||a;|| =1 zasve i=1,...,m.
Posebno za ortonormiran skup koji je i baza, kazemo da je ortonormirana baza.
Navedimo prije nastavka neke od osnovnih svojstava ovih skupova.

Propozicija 3.11. Svaki ortogonalan skup vektora netrivijalnih vektora {ay,...,ax} u unitarnom prostoru
U je linearno nezavisan. Posebno, ako je dimU = n < oo, ortogonalni skup netrivijalnih vektora moZe imati
najvise n elemenata.

Propozicija 3.12. Neka je U unitaran prostor te {ey, ... e, } ortonormirana baza za U. Tada vrijedi

(a) x=Y"(x,ei)ei, xeU

(b) <X,y> :Z?:l <x7ei><yaei>’ -x7y€U
1
(©) |Ixll = (T [(xen) )2, x€U.
Zadatak 3.13. Neka je {a;,as,...,a,} ortogonalni skup vektora u U. Dokazite Pitagorin teorem:

m

)}

2 m )
ail| =Y llaill*.
1 i=1

=

RjeSenje: Po pretpostavci je (a;,a;) =0 zai# j. Stoga je

(agE

2 m m m m 5
:<Za,~,2am>: <a,~,aj>:Z||a,-H .
i=1 j=1 i=1j=1 i=1

J

m
Y ai
i=1

|
Neka je sada {ay,...,a,} proizvoljan linearno nezavisan skup vektora unitarnog prostora U. Zelimo
pronadi ortonormirani sustav vektora {ej,...,e,} iz U takav da vrijedi [{ay,...,an}] = [{e1,---,em}], 4.

Zelimo konstruirati ortonormiranu bazu za [{ay,...,an}].
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Teorem 3.13. (Gram - Schmidt) Neka je {ay,...,a,} linearno nezavisan skup vektora iz unitarnog prostora
U. Tada postoji ortonormiran skup vektora {ey, ... ey} u U, takav da vrijedi
Hai,...,art]=[{e1,...,ex}], zasvek=1,....m.
Prisjetimo se konstrukcije traZzenog ortonormiranog skupa iz dokaza teorema: vektore ey, ..., e, defini-

ramo induktivno s

k—1
aj fk
= —_— f — . . = —_— k f 2 e .
€] Hg]u? fk ag i§:1 <ak7el>ely €k kaH7 ) ,m

Iz gornjeg teorema slijede i sljedeca bitni rezultati.

Korolar 3.14. Neka je U konacnodimenzionalni unitarni prostor.

(a) Postoji ortonormirana baza za U.

(b) Svaki se ortogonalni sustav netrivijalnih vektora moze dopuniti do ortogonalne baze za U.
(c) Svaki se ortonormirani sustav moZze dopuniti do ortonormirane baze za U.

Zadatak 3.14. U unitarnom prostoru R? sa standardnim skalarnim produktom dani su vektori
a; = (1,2,2),ap = (1,-2,0) iaz = (—1,0,1).
Dokazite da su ti vektori linearno nezavisni i ortonormirajte ih.

Prije samog rjeSenja zadatka, primijetimo sljedece. Neka je {ay,...,a;} linearno zavisan skup u uni-
tarnom prostoru U, pri ¢emu niti jedan vektor nije 0 (inade se skup sigurno ne moZe ortonormirati, pa
je diskusija nepotrebna). Tada postoji barem jedan a; koji se moZe prikazati kao linearna kombinacija
prethodnika. Neka je k > 2 indeks prvog takvog. Tada je {aj,...,a;_1} linearno nezavisan skup, pa se
na njega moze primijeniti Gram-Schmidtov postupak, ¢ime dobivamo skup {ej,...,ex_1}. Stoga je zbog
ar € {ai,...,ar—1}] = [{e1,...,ex—1}] 1 Propozicije 3.12 (a)

k—1

ay = (ak,e,->e,~.
1

Kada bismo nastavili s Gram-Schmidtovom konstrukcijom, u prvom idu¢em koraku bismo dobili

k—1

fr=ar — Z <ak,ei>e,- =0.

i=1

Dakle, ukoliko je dani skup vektora linearno zavisan, u nekom koraku ¢emo dobiti f; = 0. Drugim rijecima,
ukoliko moZemo provesti Gram-Schmidtov postupak do kraja, onda je polazni skup bio linearno nezavisan,
a ujedno smo i dobili traZzenu ortonormalizaciju.

RjeSenje: Imamo e} = ﬁ = %(1,2,2). Nadalje, f> = a, — (az,e1)e; = %(4, —4.2) pa je e; = ﬁ =
%(2, —2,1). Konac¢no,

1
f3=a3—(az,e1)e; — (a3,ez)er = §(—87—4,8)

paje ez = ﬁ = %(—2, —1,2). Kako smo postupak proveli do kraja, to su vektori a;,a,,as linearno neza-
visni, te je dobivena traZena ortonormalizacija skupa. |
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Zadatak 3.15. U unitarnom prostoru %, skupa polinoma s realnim koeficijentima stupnja manjeg ili jed-
nakog dva, sa standardnim skalarnim produktom

1
.a)= [ p0adr, pae 2

ortonormirajte standardnu bazu {1,7,12}.

Rjesenje: Uvedimo oznake p;(t) = 1, p2(t) =t, p3(t) =t>. Uocimo da je

Hmn:\/ﬁ:\/{:m:ﬁ

Stoga je e (t) = \iﬁpl(t) = % Dalje imamo

f2(t) = pa(t) — (p2,e1)en(t) =t—% (/lltdt) —r— % : %tz‘l_l =t

_ N 1 _ 1 _ 3

RN Y Sl B0y

f3(t) = p3(t) — (p3,er)er — (p3,ez)er ztz—% (/11t2dt) - %t </11 t3dt> :zz—%

O a5, 0
=) = )%f“’)‘\ﬁa(t 9

1
f—1(t2_%

ez(l‘)

Zadatak 3.16. U unitarnom prostoru M>(C) sa standardnim skalarnim produktom

(A,B) =tr(AB*), A,Be€ M,(C)

. aite b 1 1/ |0 O 1 1 1 —1/]. it tricu A — I 1 toi ort
ortonormirajte bazu ¢ | oo 11 S|y (1]l i prikazite matricu A = | | u toj orto-
normiranoj bazi.

Rjesenje: Uvedimo oznake

11 0 0 1o -1
e R i e e R
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Sada je
A 1 |1 1
Ei=— —
LA ﬁ[o 0}
00
Fz—A2<A2,E1>E1—[1 2}
g - b _1[0 O]
TR V5L 2

F3:A3_<A3,E1>E1—<A3,E2>Ez=[1 1]_[1 1]_1[0 0}:1[0 o]

0 0of 5|1 2 5|—6 3
. B
B Vas -6 3

Fy = A4 — (A4, E1)Ey — (A4, E2) By — (A4, E3)E3 = [—12 _1} B [ ’ 0] N [1 _1}

1 -2 1 0 0
£ P _1[1 —1]
IR v2lo o

Znamo daje A = (A,E|)E| + (A, E2)Ey + (A, E3)E3 + (A, E))Ey = V2E| + %Ez — %E} [ |

DZ 3.3. U kompleksnom unitarnom prostoru C* sa standardnim skalarnim produktom odredite ortonormi-
ranu bazu prostora razapetog vektorima

a=(1+i1—i,1), b=(1—ii,2+i) i c=(i,3—2i4).

Zadatak 3.17. Neka su A, B € M,,,,(R). Sto moZemo reéi 0 medusobnom odnosu redaka/stupaca ovih ma-
trica ako vrijedi

(a) ABT =1
(b) ATB=1
(c) AAT =1
d) ATA=n1?

RjeSenje: Za poCetak, vidimo da za ulanCane matrice C € M,,,(R) i D € M,,,(R) vrijedi
[CD);j = RE ST = ((RO),8;) = (RE, (SD)T),

$to moZemo pomalo neprecizno izreéi kao "element (i, j) umnoska CD je skalarni produkt i—tog retka od C
i j—tog stupca od D".

(a) S obzirom da je S?T = (Rf)T, imamo da je
8 =[AB"];; = (R},RY).

Dakle, retci s razli¢itim indeksom matrica A i B su medusobno ortogonalni, dok je <R‘?,R? > =1,i=
1,...,n.

(b) Kako je ATB = AT (BT)T, primjenom zakljucka iz (a) dijela na matrice A” i B7, te Cinjenice da su retci
od AT i BR stupci od A i B, zakljuCujemo kako su stupci s razli¢itim indeksom matrica A i B medusobno
ortogonalni, dok je <S‘~4 SB> =1lzasvei=1,...,n.

11
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(c) Ovo je poseban slucaj (a) dijela zadatka za B = A. Zakljucujemo da je <RA RA> 0ij, i,je{l,...,m},
odnosno, retci matrice A ¢ine ortonormirani skup.

(d) Ovo je poseban slucaj (b) dijela zadatka za B = A. ZakljuCujemo da je < ¢ ,Sj> =&, i,je{l,...,n},

odnosno, stupci matrice A ¢ine ortonormirani skup.

Zadatak 3.18. Odredite a, b, c € R tako da matrica Q € M3(R) bude ortogonalna:

NN
23
o0=|0 ¥ b
V2 V3
2 3

Rjesenje: Matrica Q ée biti ortogonalna ako i samo ako je Q7 Q = I (jednakost QQ7 = I onda slijedi
zbog regularnosti od Q). Prema prethodnom zadatku, to je ekvivalentno s time da stupci matrice Q Cine
ortonormiran skup. Uo¢imo da su prva dva stupca matrice Q ve¢ ortonormirana. Dakle, trazimo (a,b,c) €

R? takve da je
a2—|—b2—|—62=1, £ _£ 0’ \3[ _|_\3[b_|_\f =0.
Rjesenja ovog (nelinearnog) sustava su

(a,b,c) :i\f(l,—%l).

Napomenimo kako smo jednako tako mogli traZiti (a,b, c) takve da retci matrice Q ¢ine ortonormirani skup
(odnosno, krenuti od jednakosti 00" =1). [ |

Zadatak 3.19. Neka je {ej,...,e,} konacan skup normiranih ili ortogonalan skup netrivijalnih vektora
kona¢nodimenzionalnog unitarnog prostora U. Ekvivalentno je

a) {e1,...,ey} je ortonormirana baza za U,

m
b) zasve a,b € U vrijedi (a,b) = Y (a,¢;)(b,e;),

i=1

¢) zasvaki a € U vrijedi Parsevalova jednakost:
(a.a) = |{a.er)? +|(a,e2) >+ + [(a,em) .

Rjesenje:

Neka je {ej,...,en} ortonormirana baza. Tada je za a,b € U
m m
<a7b> == Z<a78i>eiab :Z 617

i=1 i=1

Tvrdnja direktno slijedi kada u b) uzmemo b = a.

UvrStavanjem a = ¢;, i = 1,...,m, u ¢), dobijemo da je {ey,...,e,} ortonormiran sustav. Ako nije
baza, postoji f € U\ [{e1,...,en}]. Tadaje f—Y ", (f, ei)e; netrivijalan i okomit na ey, ..., ey, pa
njegovim uvrStavanjem u c¢) dobijemo kontradikciju.

Ms

Il
_
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Zadatak 3.20. Neka je {ej,...,e,} konacan skup normiranih vektora kona¢nodimenzionalnog unitarnog
prostora U. Ekvivalentno je

a) {e1,...,ey,} je ortonormiran sustav za U,

b) za svaki a € U vrijedi Besselova nejednakost:

(a.a) > |{a.er)? +|(a,e2) >+ + (a,em) .

Rjesenje:

a) = b) | Nekaje {ey,..., ey} ortonormiran sustav. MoZzemo ga nadopuniti do ortonormirane baze {ey,...,en,em+1,-..,€n}
za U. Sada Besselova nejednakost slijedi iz Parsevalove jednakosti za dobivenu bazu.

b) = a) | UvrStavanjem a = ¢;, i = 1,...,m, u Besselovu nejednakost, dobijemo da je {ej,...,e;} ortonormiran
sustav.

Kao posljedicu Gram-Schimdtovog teorema dobivamo i jo$ jedan prigodan nacin za faktorizaciju ma-
trice. Nekaje A=[S; Sz ... S,] € M}, matrica ranga n. Primijenom Gram-Schmidtovog postupka na stupce

{S1,...,S,} dobivamo ortonormirani skup {Ej,...,E,}. Posebno, imamo
J
Si=Y (S;,E)E;, j=1,....n. (10)
i=1

Ako oznacimo s R € M,, matricu takvu da je

tada (10) moZemo zapisati matri¢no kao
(St ... Su|=[E1 ... EJR

Stavljanjem Q = [El . En] € M,,,, dobivamo QR faktorizaciju matrice A. Pritom je R gornjotrokutasta
matrica, a kako stupci matrice Q Cine ortonormirani skup, ona zadovoljava jednakost Q7 Q = I. Ako je
posebno m = n, tada je Q dodatno i ortogonalna matrica.

Napomenimo kako QR faktorizacija matrice nije jedinstvena; s obzirom da skup {Ej,...,E,} iz Gram-
Schmidtovog postupka nije jedinstveno odreden, to nisu niti pripadne matrice Q i R.

DZ 3.4. Neka je A € M,, regularna matrica. PokaZite da postoje jedinstvene matrice Q, R € M, takve da je O
ortogonalna i R gornjotrokutasta s pozitivnim dijagonalnim elementima takve da je A = QR.

2 1 3
Zadatak 3.21. Nadite QR dekompoziciju regularne matrice A= [—1 0 7
0 -1 -1

Rjesenje: Primjenom Gram—Schmidtovog postupka na stupce Sy, S, S3 dobivamo

2
5 /30
E = —% =

T
2
o
|
S-Sk

0 ~Vx
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Stoga je
2 1 1 2 1
FER ] (s0E) (S2E) (nE)] [VS E 3
0=EEEsl= |~ vy el R=| 0 (S2E) (S.E)|=|0 & 75
5 1 16
O 7% % 0 0 (S3,E3) o o0 2

Ukoliko je A € M,,, matrica proizvoljnog ranga r, tada jednostavnom prilagodbom prethodne diskusije
mozemo dobiti faktorizaciju od A u obliku A = QR, gdje je Q € M, takva da je o'0=1I1 aReM,
takva da je [R];; = 0 za sve i > j. Radi jednostavnosti zapisa, pretpostavimo da je prvih r stupaca od A
linearno nezavisno. Tada primjenom Gram-Schmidtovog postupka na skup {Si,...,S,} dobivamo kao i
ranije matricu

O=[Ei ... E]EMy.

Takoder i dalje imamo
J
S;=Y (S;,E)E;, ji=1,...,r
i=1
Dodatno, sada je i

Si=Y (S,E)E;, j=r+1,....n
i=1

0, > ],

Stoga mozemo definirati R € M,, s

te time dobivamo traZenu faktorizaciju. U opcenitom slucaju gdje nije nuzno prvih r stupaca linearno
nezavisno, provodimo redom Gram-Schmidtov postupak na stupce matrice A, te izbacujemo one za koje
pripadni korak daje nulstupac; ukoliko se neki stupac mogao prikazati kao linearna kombinacija prethodnika,
onda se on posebno moZe prikazati i kao linearna kombinacija dotad konstruiranih ortonormiranih stupaca,
pa ¢e pripadna matrica R i dalje biti gornjotrokutasta.

1 -1 0
Zadatak 3.22. Pronadite (neku) QR dekompoziciju matrice A= |2 —2 1.
2 =2 2
Rjesenje: Uocimo da je S» = —S; pa ¢emo vektor S, izbaciti. Gram—Schmidtov postupak primijenjen na
vektore Sy 153 daje
S1 1 !
1= ==12 )
STRER
1 2
By = 83— (S3,E1)E1 = —3 Ly,
-2
Ey— 22 _p
2= T = D2
1Bz |
Dakle,
1 -2
Q:l N R— (S1,E1) (S2,E1) (S3,Ep) _ 3 -3 2
3 5 9 ’ 0 (S2,E)  (S3,Ez) 0o o0 1|



3 UNITARNI PROSTORI 79

DZ 3.5. Nadite QR faktorizaciju matrica

-1 -1

—_— O
—— O
o
Il

1
A= |1
0

—_ |
—_
w |
—
~N DN W =

3.3 Ortogonalni komplement. Ortogonalni projektor i najbolja aproksimacija

Definicija 3.15. Neka je U unitaran prostor i M < U. Ortogonalni komplement potprostora M je skup
Mt ={xeU:xLy VyeM}.

Drugim rije¢ima, ortogonalni komplement potprostora M je najveéi skup koji je ortogonalan na M (od-
nosno, sadrZi sve vektore koji su ortogonalni na svaki vektor iz M). Ukoliko je {b,...,b,,} neki sustav
izvodnica za M, tada se lako vidi da je

M+t ={xcU:xLb;, j=1,...,m}.
Zadatak 3.23. U prostoru R dan je potprostor M = [{(1,2,3,~1,2),(2,4,7,2,—1)}]. Odredite M.

RjeSenje: Zbog prethodnog komentara je x € M+ ako i samo ako je x 1 (1,2,3,—1,2)ix L (2,4,7,2,—1).
Ako oznacimo x = (xp,...,xs), tada imamo

X1 +2x+3x3— x4+2x5=0

xeEMt —
2x1 +4xy +Tx34+2x4— x5=0
odakle slijedi da je
M* =1[{-2,1,0,0,0),(13,0,—4,1,0),(—17,0,5,0,1)}].

Opcenito, ako su ay,...,a, € R" te M = [{ay,...,a,}], tada, uz identifikaciju R" i M, ; (R), vidimo da
je
YEM' = (x,q))=0, i=1,....m < alx=0, i=1,...,n

Dakle, ako formiramo matricu A = [al am] € M, (R), vidimo da je x € M+ ako i samo ako je x!

rjeSenje homogenog sustava A7 X = 0. Stoga moZemo reéi da je skup rjeSenja homogenog sustava svojevrsni
ortogonalni komplement redaka matrice sustava.

U samoj definiciji je ortogonalni komplement naveden kao skup. Medutim, kao Sto su ve¢ i prethodni
primjeri sugerirali, pokazuje se da je M+ zaista potprostor od U, te da je opravdan naziv komplement,
odnosno da je

M4Mt=U.

Opdenito ¢emo za potprostore L, M unitarnog prostora U reci da su medusobno ortogonalni, i pisati L L M,
ako je (x,y) =0zasve x € Liy € M. Za ortogonalne potprostore je presjek uvijek trivijalan; stoga je suma
takvih potprostora uvijek direktna. U tom slucaju ¢emo takvu sumu zvati ortogonalnom, te ¢emo pisati
L@ M. Posebno, zbog ranijih rezultata imamo

MoeM*-=U.

Za razliku od direktnog komplementa, postoji to¢no jedan potprostor L takav da je M & L = U; to je upravo
M. 1z toga posebno slijedi i

1
(ML> —M, zasvakiM <U.

Koristeci prethodne rezultate i zapaZanja, moZemo jednostavno pokazati i sljedecu tvrdnju.
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Zadatak 3.24. Neka je M < R" dimenzije r. PokaZite da postoji homogeni n — r X n sustav takav da je M
skup rjeSenja tog sustava.

Rjesenje: Ukoliko je r = 0 ili r = n, tada oCito moZemo uzeti sustav /X =0, odnosno 0X =0. Za 0 < r < n,
neka je {ai,...,a,—,} neka baza za M*. Stavljanjem A = [a; ... an_,]T € My_,(R) iz prethodnih

razmatranja tada slijedi da je skup rjeSenja homogenog sustava AX = 0 jednak upravo (M=) oM. [ ]

Sljedeci rezultat nam daje i alternativan nacin odredivanja direktnog komplementa za dani potprostor
M.

Propozicija 3.16. Neka je U unitaran prostor dimenzije nte M < U. Neka je {ey,...,ex} neka ortonormi-
rana baza za M, te {ey1,...,en} njeno nadopunjenje do ortonormirane baze za U. Tada je

M* = [{epy1,...,en}].
Zadatak 3.25. Koristeci prethodnu propoziciju, rijesite Zadatak 3.23.

Rjesenje: Ako dane generatore za M oznacimo redom s by i by, tada se lako vidi da za b3, b4, b5 mozemo
uzeti redom prva tri vektora kanonske baze za R, te time dobiti bazu {by,...,bs} za cijeli R>. Provodenjem
Gram-Schmidtovog postupka na ovoj bazi dobivamo ortonormiranu bazu {ey,...,es}. Pritom je

[{er,ex}] = [{b1,02}] = M,

a zbog prethodne propozicije i
[{e3,eq4,e5}] = M*.

Provedba ovog postupka je ostavljena za vjezZbu. |

Zadatak 3.26. Nekaje P={p € Z,(R) : p(x) = p(—x)} iN={p € Z,(R) : p(x) = —p(—x)}. Pokazite
da su P i N jedan drugome ortogonalni komplementi, pri ¢emu prostor &,(R) promatramo s obzirom na
skalarni produkt (p,q) = [  p(x)q(x)dx.

Rjesenje: Na LAl smo pokazali da vrijedi P+ N = £2,, pa preostaje provjeriti da su ovi potprostori
medusobno ortogonalni. Medutim, to slijedi direktno iz Cinjenice da je produkt parne i neparne funkcije
neparna funkcija, te ¢injenice da je integral neparne funkcije po simetricnom segmentu jednak 0. ]

DZ 3.6. Neka su L, M potprostori od U. Dokazite da je:
() (L+M)" =L-nMm+,
(b) (LNM)*" =L+ +M* .

Rjesenje:
(a) Dokazujemo dvije inkluzije.

Primijetimo prvo kako za proizvoljne potprostore My, M, unitarnog prostora U vrijedi
i an
M <M, <= M 1 < M2 .

Naime, ocito je svaki vektor ortogonalan na cijeli M, ujedno ortogonalan i na M;, dok druga
implikacija slijedi primjenom upravo pokazane na potprostore M- i Mj.

Sadaimamo L, M < L+M, odakle slijedi (L+M)* <L i (L+M)*+ < M*, odnosno (L+M)* <
L-NM*.
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Akojex € L*NM*,ondajex L Lix L M. Zaproizvoljany =a+b c L+M je
(x,y) = (x,a+b) = (x,a) + (x,b) =0+0=0.
Dakle, x € (L+ M)+
(b) Stavimo u (a) L* umjesto L i M~ umjesto M. Imamo:
(LL +ML>L - (Ll>L N (ML)L =LNM.
Uzimanjem ortogonalnog komplementa lijeve i desne strane, dobivamo

(LOM)*- = <(LL+ML)L>L =L+ Mt

DZ 3.7. Nadite ortogonalni komplement u R? potprostora [{(1,0,1), (1,2, —2)}].

DZ 3.8. U unitarnom prostoru M3(R) sa standardnim skalarnim produktom dan je potprostor M = {X €
M3(R) : XA = X}, pri ¢emu je

1
A= |1
1

oS = O

0
0
1
Odredite M.

Rjesenje: Odredimo najprije bazu za potprostor M. Kako je X € M ako i samo ako je X(A —1) =0,
jednostavno se dobije da je jedna baza za M dana sa

1 00 01 -1 0 0O 0 0 O 0 0 O 00 O
0 0 0/,]j0 0 Of,[1 O Of,]0O 1 —-1],{0 O Of,(0 O O
0 0O 0 0 O 0 0 0 0 0 O 1 00 01 -1
Ako oznacimo te matrice redom s By, B», B3, B4, Bs, Bg, tada je
YeEM' < Y LB, j=1,...,6,
odakle slijedi
0 1 1 0 0O 0 0O
Mt = 0 0 0[,|0 1 1]|,{0 0 O
0 0 O 0 0 O 0 1 1

Prisjetimo se kako smo za direktnu sumu M + L = V u vektorskom prostoru V definirali projektor na M
u smjeru L s
PM(XM+XL) = XM, xy € M,xp € L.

Poseban slu¢aj ovog linearnog operatora je onaj kada imamo ortogonalnu sumu M @ M+ = U u unitarnom
prostoru U. Za pripadni projektor Py, éemo reci da je ortogonalni projektor na M (primijetimo kako ovdje
nije potrebno posebno navoditi smjer projekcije, on je ve¢ sadrzan u nazivu ortogonalni). Sljedeci rezultat
daje eksplicitnu formulu za djelovanje takvog operatora.
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Propozicija 3.17. Neka je M potprostor konacnodimenzionalnog unitarnog prostora U te {ey,... e} neka

ortonormirana baza za M. Tada je
k

Pyx = Z (x,e)e;.

i=1

Napomenimo i sljedecu jednostavnu posljedicu Cinjenice da je (ML)L = M: ako je Py ortogonalni
projektor na M, tada je I — Py, ortogonalni projektor na M.

Zadatak 3.27. U unitarnom prostoru R* (sa standardnim skalarnim produktom) zadan je vektorx = (1,1,2,2)
i potprostor M svojom bazom a = (1,1,1,0) i b= (1,0, 1, 1). Prikazite vektor x u obliku x = y+ z, gdje je
yeEMizeM*:.

Rjesenje: Dovoljno je odrediti y := Pyx, gdje je Py ortogonalni projektor na M. Tada je traZeni z jednak
(I — Py)x = x —y. Za pronalazak Pyx ¢emo koristiti prethodnu propoziciju, pa nam je potrebna jedna
ortonormirana baza za M. Primjenom Gram-Schmidtovog postupka na {a,b} dobivamo

a 1
612727(1,1,1,0)
lall V3
2 1 1 21
=b—(b,e;)e; =(1,0,1,1)— —=—=(1,1,1,0) = | =,—=, =, 1
frmb (b = (10,11 = 21,110 = (3.-35.1)
A3 <1 21 > 1
e — — — ——— 77—7’7,1 = 1,—2,1,3.
== vis\3 T33! T U )
Sada je
— (ren)er+ (x,en)er = = (1 1,1,0) 4+ —— - ——(1,-2,1,3) = +(9,2,9,7)
y 71 1 72 2 3 \/g b B} \/E \/B ) 7 5 1<
paje
1
z=x—y=§(—4,3,1,3).

Primijetimo razliku u odredivanju rastava proizvoljnog vektora s obzirom na ortogonalnu sumu u odnosu
na odredivanje rastava vektora u odnosu na (opcenitu) direktnu sumu. Dok smo za odredivanje rastava
x = xy +xz u sluCaju L+ M = U morali pronaéi baze i za M i za L da bismo dobili traZeni rastav, ovdje
je dovoljno pronadi samo ortonormiranu bazu za M; propozicija koja prethodi zadatku garantira da je to
dovoljno informacija za odrediti xjs, a onda naravno i x| .

U unitarnom prostoru moZemo na prirodan nacin uvesti i pojam udaljenosti; udaljenost dva vektora
x,y € U oznaavamo s d(x,y) te definiramo s

d(x,y) == [[x—yl.

Slika 6: Udaljenost vektora x i y kao norma vektora x —y
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Nadalje, prirodno se namece i definicija udaljenosti vektora x od skupa S C U kao

d(x.5) = inf x|

te sljedece pitanje: postoji li za zadani x € U neki xo € S takav da se gornji infimum ujedno i postiZe,

odnosno takav da je
lx—x0]] < |lx—y|| zasvakiy € S,
te ako postoji, je li takav xp jedinstven? Opcenito odgovor na niti jedno od ova dva pitanja ne mora biti

potvrdan.
Primjer 3.18. (a) Neka je dan vektor (0,1) € R?iskup S = {(x,0) : x € R\ {0}}. Zbog Pitagorinog teorema

je
10, 1) = (x,0) 1> = [1(0, D> + [|(x, 0)* > 1,

n

odnosno d((0,1),S) > 1. S druge strane, za niz (1,0) € S slijedi

1 1
0,1)— (=0])|[=1/1+= =1

pa vidimo da je d((0,1),S) = 1. S druge strane, ne postoji niti jedan element S za koji se ta udaljenost

postiZe (najbliZe je ishodiste koje je izbaceno iz S).
(0,1)

.\
N

=

Slika 7: Udaljenost (0, 1) od nekih vektora iz S i ishodista

1

:ﬁ’

(b) Neka je dan vektor (0,1) € R? i skup S = {(x,y) € R? : y = |x|}. Sli¢nim razmatranjima kao u (a) dijelu
te se ta vrijednost postiZe, ali ne za jedan, ve¢ za dva vektora iz

mozemo vidjeti da je d((0,1),S)
S:za 3(1,1)i3(—1,1).
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(0,1)

1, .
~(=1,1) 5L

Slika 8: Dva vektora iz S za koje se minimalna udaljenost postiZe

U nastavku se fokusiramo na poseban slucaj, onaj kada S nije proizvoljan skup, ve¢ potprostor danog
unitarnog prostora. U tom sluc¢aju imamo iduéi rezultat, koji daje potvrdan odgovor na oba ranije postavljena
pitanja.

Propozicija 3.19. Neka je U konacnodimenzionalni unitarni prostor, x € U te M < U. Tada postoji jedins-

tveni xo € M takav da je
lx —xo|| < ||x—yl|| za svakiy € M.

Stovise, vrijedi da je xo upravo ortogonalna projekcija x na M, odnosno xoy = Pyx.

Dakle, za dane x € U i M < U postoji vektor iz M takav da je gornji infimum ujedno i minimum, te je
taj vektor ortogonalna projekcija x na M, odnosno Pyx. U tom slucaju éemo vektor Pyx zvati najboljom
aproksimacijom vektora x vektorima iz M (dok je iznos d(x,M) = ||x — Pyx|| udaljenost x od M).

Slika 9: Ortogonalna projekcija kao najbolja aproksimacija x elementima iz M

Zadatak 3.28. Neka je M = [{(1,1,0,0),(0,1,1,0)}] potprostor unitarnog prostora R* sa standardnim ska-
larnim produktom. Odredite najbolju aproksimaciju vektora x = (2,0,0,7) vektorima iz M. Kolika je uda-
ljenost vektora x od potprostora M?

RjeSenje: Stavimo a; = (1,1,0,0), a, = (0,1, 1,0) i ortonormirajmo skup {a;,az}. Dobivamo vektore
1 1
u = ——(1,1,0,0), wy=—(—1,1,2,0).
1 \/E( ) 2 \/6( )
Odredimo a, gdjejex=a-+b,a € M, b € M*:

42 2
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Takoder je

42 2 2\? 2\ /2\? 453
—all= b = |(2,0,0,7) = (2,2, -2 0)||=4/( 2 _Z 2\ L .
pe=al =1l = 20,07 - (5.5.-2.0) ¢(3)+( )+ (2) em=tt

Zadatak 3.29. Odredite p € Z73(R) takav da je p(0) = p’(0) = 01 da je vrijednost

1
/ (x* +1— p(x))dx
Jo
najmanja moguca.

Rjesenje: Nekaje M = {p € 25(R) : p(0) = p'(0) = 0}. Tada je M < Z23(R). Oznacimo po(x) = x> + 1.
Prostor #73(R) promatramo uz skalarni produkt (p,q) = fol p(x)g(x)dx.
Sada zadatak mozemo reformulirati: odredite p € M takav da je

lpo—pll <llpo—4qll, VqeM.

Dakle, trazimo najbolju aproksimaciju vektora po vektorima iz M. Uoc¢imo da je M = {p(x) = ax® +
bx*|a,b € R}, odnosno M = [{x*,x*}]. Stavimo p;(x) = x*, pa(x) = x*>. Primjenom G-S postupka na
vektore p; i po dobijemo vektore

e1(x) = VI, e(x) = 6v/5 <x2 _ Zx3> .

Najbolja aproksimacija je dana s pys = (po,e1)e1 + (po,ez) ez (dovrsite za DZ). [ |

4 Linearni operatori na unitarnim prostorima

4.1 Linearni funkcionali na unitarnim prostorima

Zapocet ¢emo s najjednostavnijim tipom linearnog operatora: linearnim funkcionalima na unitarnim pros-
torima. Neka je U unitaran prostor nad poljem F € {R,C}, te neka je {ey,...,e,} neka ortonormirana baza
za U. Tada za proizvoljan f € U*ix =Y, (x,e;)e; vrijedi

£ = Y (x.e) fler) = <x, Z‘{f(e)e>

i=1

Stavljanjem a = Y1 | f(e;)e; vidimo da se svaki f € U* moZe zapisati u obliku

fx) = xa).

Dakle, svaki linearan funkcional na kona¢nodimenzionalnom prostoru je oblika f = (-,a) za neki a € U.
S obzirom da je skalarni produkt linearan u prvoj varijabli, ocito je za svaki a € U ovako definirano pres-
likavanje jedan linearan funkcional na U, pa vidimo da su zapravo svi funkcionali na unitarnom prostoru
reprezentirani skalarnim produktom s fiksnim vektorom. Precizniji rezultat je dan idu¢im teoremom.

Teorem 4.1 (Rieszov teorem o reprezentaciji funkcionala). Neka je U konacnodimenzionalan unitaran pros-
tor i f linearan funkcional na U. Tada postoji jedinstven vektor a € U takav da je

f(x)=(x,a), xeU.
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Prethodna diskusija nam ujedno daje i eksplicitnu formulu za reprezentant funkcionala f: to je vektor

a=Y",f(e)e gdjeje {ei,...,e,} neka ortonormirana baza za U. U slucaju da ve¢ nemamo "spremnu”
ortonormiranu bazu za dani unitarni prostor, dovoljno je uzeti proizvoljnu bazu {by,...,b,} za U: tada nam
jednakosti

fj)={bj,a), j=1,...,n
daju sustav n linearnih jednadzbi s n nepoznanica za vektor a = )\, a;b; (odnosno, za njegove koordinate
aip,...,a), ¢ijim rjeSavanjem dobijemo traZeni reprezentant.

Zadatak 4.1. Zadan je unitaran prostor R? sa skalarnim produktom
((x1,x2,x3), (v1,¥2,¥3)) = 22191 + 3x2y2 + x3y3.
Za funkcional f(x,y,z) = x — 2y + 4z odredite a € R? takav da je f(x) = (x,a), za sve x € R,

RjeSenje: Nekaje {by,b,,b3} kanonska baza za R3. Primijetimo kako to nije ortonormirana baza s obzirom
na zadani skalarni produkt (skup je ortogonalan, ali vektori nisu normirani). Neka je a = (a;,a,a3) traZeni
reprezentant. Tada imamo

2ay = (by,a) = f(b)) =1
3a; = (by,a) = f(by) = -2
a3 = (b3,a) = f(b3) = 4,

odakle slijedi

1 2
—(=.-Z4).
4 (2’ 3’>

Alternativno, mogli smo prvo normirati skup {b1,b,,b3} te tako dobiti ortonormiranu bazu {e;,e,e3}, gdje
jeer = %(1,0,0),@ = %(o, 1,0)ie3 = (0,0,1). Sada moZemo koristiti formulu prema kojoj je

a= f(er)e1+ f(e2)ea+ f(e3)es = <;—§,4> .

DZ 4.1. Umjesto standardnog skalarnog produkta, promotrimo R3 sa skalarnim produktom (nije potrebno
provjeravati)

((x1,22,x3), (V1,¥2,¥3)) = 22191 + 2x2)2 +X3y3 — X1)2 — X2¥1 — X2y3 — X3)2.
Odredite reprezentant funkcionala f iz prethodnog zadatka (uz ovaj skalarni produkt).

Zadatak 4.2. U unitarnom prostoru &, sa skalarnim produktom
1
()= | pinat)ar

p(0)+p'(0)
2

RjeSenje: Neka je r(t) = ag+ ait +axt? i uzmimo po(t) = 1, p1(t) =t, pa(t) = 12, kanonsku bazu za Z;.
Imamo

zadan je funkcional f(p) = . Odredite r € &, takav da je f(p) = (p,r), zasve p € P,.

(

3
(1) = (p1,7) = 2a

2
po) = (po,r) =2a0+ ;a2
P1 3

f
f

oS NI=N =

2 2
f(p2) = (p2,1) = §a0+ 592
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3 15
Rjesavanjem sustava dobijemo r(t) = 6 + i Etz. [ |

Zadatak 4.3. Neka je U konacnodimenzionalan unitaran prostor, f € U* te a € U njegov reprezentant. Tada
je

Ker f = [{a}]".

Rjesenje: Imamo sljededi niz ekvivalencija

xeKerf <= (x,a) =0 <= x L [{a}] < x€[{a}]*".

4.2 Hermitski adjungirani operator

Teorem 4.2. Neka su U i V konacnodimenzionalni unitarni prostori i A € L(U,V ). Tada postoji jedinstveni
operator A* € L(V,U) takav da je

(Ax,y) = (x,A"y), VxeU,yeV.
KaZemo da je operator A* hermitski adjungiran operatoru A.
Zadatak 4.4. Zadan je linearni operator A € L(R?) s
A(xy,x2,x3) = (X1 +x2,X2,X1 +x24x3).
Odredite A*.
RjeSenje: Neka sux = (x1,%2,%3),y = (y1,y2,y3) € R? proizvoljni. Tada je

(Ax,y) (x1 +x2,x2,x1 +x24+x3), (V1,Y2,¥3))

= (
= (x1 +x2)y1 +x2y2 + (x1 +x2+x3)y3
=x1(y1 +y2) +x2(y1 +y2+y3) +x3y3 = (x, (y1 +y2,51 + 2 +3.¥3))-

Kako su x,y € R3 bili proizvoljni, zbog jedinstvenosti adjungiranog operatora slijedi

A*(y1,y2,53) = (1 2,51 +y2 +¥3,3)-
|
Zadatak 4.5. Neka je A € M, te Ly € L(M,,,,, Myp,) linearni operator dan s LyX = AX te Ry € L(M, M)
dan s R4(X) = XA. Odredite (Ls)* 1 (R4)*.
RjeSenje: Zasve X € M, 1Y € M, imamo
(LaX,Y) = (AX,Y) = tr (AX)Y") = tr (A(XY™)) = tr (XY")A) = tr (X (A'Y)") = (X,A"Y),

pri ¢emu smo u Cetvrtoj jednakosti koristili komutativnost traga za matrice A i XY*. ZakljuCujemo da je
(La)* = La-.
Potpuno analogno slijedi i da je (R4)* = Ra-. |

Zadatak 4.6. Neka je U kona¢nodimenzionalni vektorski prostor, M < U i Py ortogonalni projektor na M.
Odredite Py;.
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RjesSenje: Neka sux = xy +xy,0 1y = yy + yyL proizvoljni. Tada je
(Px,y) = (Xp,ym + a1 ) = (X, ym) = (X + X1, M) = (X, Py).

Stoga je P* = P (kasnije ¢emo vidjeti da su ortogonalni projektori to¢no oni projektori za koje je P* = P).
|

Navedimo sada i neke od rezultata koji nam govore kako se hermitsko adjungiranje ponasa s obzirom
na neke od standardnih operacija nad linearnim operatorima.

Propozicija 4.3. Neka su U,V,W koncnodimenzionalni unitarni prostori nad poljem F. Tada vrijedi:
(a) (A+B)*=A"+B*zasve A,Be L(U,V)

(b) (0A)*=0A*zasvea € FiAecL(U,V)

(c) (AB)* =B*A* zasve Ac L(U,V)iBe L(V,W)

(d) (A*)*=AzasveAcL(U,V)

(e) Ako je A € L(U,V) regularan, tada je i A* regularan te vrijedi (A*)~! = (A~1)*.

Zadatak 4.7. NekasuA,B € M, te T, S € L(M,) linearnii operatori zadanis 7 (X) =AXBiS(X) =AX —XB.
Odredite 7% 1 S*.

Rjesenje: Primijetimo kako zadane operatore moZemo zapisati kao
T:LAR37 S:LA_R37

pri ¢emu su Ls,R4 € L(M,) linearni operatori kao u prethodnom zadatku. Sada je zbog prethodne propozi-
cije

T" = (LaRp)" = (Rp)*(La)" = Rp-La+
S*=(La—Rp)" = (La)" — (Rp)" = La- — Rp~,
odnosno

T*(X)=A*XB*, XM,
S*(S)=A*X —XB*, XeEM,.

Zadatak 4.8. Neka je U unitaran prostor, te x,y € U. Zadano je preslikavanje fy, : U = U s fi,(z) = (z,y)x.
(a) Dokazite da je f, , linearan operator.
(b) Dokazite da je fi, 0 fyo = ||y]|* frs-
(c) Odredite (fy,)".
Rjesenje:
(a) Zao,B € Fiz,weU vrijedi

fry(az+Bw) = (az+ Bw,y)x = ot(z,y)x + B{w,y)x = A fry(2) + B fry(w).
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(b) Za svaki w € U vrijedi
(fey© ) (W) = Fuy (0.2)9) = 0,2) £y () = (w,2) ()6 = 911 (0,200 = 311 foz (o).
(c) Za svaki z,w € U imamo
(@) = (23 w) = (@yhew) = (2, Tewhy ) = (2 (m0)y) = (2, f(w).
Dobili smo da je £, = fy.x.

Kao poseban slucaj prethodnog zadatka, neka je U = F” te x = (x1,...,%,),y = (V1,...,yn) € F". Neka
je (e) kanonska baza za F". Tada je
fx’y(ej):<ej,y>x:yfjx, j=1,...,n,
odakle odmah slijedi da za matriCni zapis operatora f, , u bazi (e) imamo
[fey(€)]ij = xiyj,
odnosno imamo
fx,y(e) = x(e)y(e)*'
Iz ove jednakosti se i jednostavnije oCitavaju identiteti iz (b) i (c¢) podzadatka, odnosno
* * 2
(fryofrz)(e) = fey(e)fyzle) = x(e) y(e)y(e) z(e)” = [ly(e) " frz(e)
—
lIy(e)l?
(fey)"(€) = fry(e)” = y(e)x(e)” = frx(e).
Spomenimo i kako se preslikavanje koje vektorima x,y € F” pridruZuje linearan operator na [F”* (ili matricu
iz M, (F) po odgovarajucoj identifikaciji) na ovakav nacin zove jos i tenzorski produkt x i y i oznacava s
XXy.
Navedimo sada i vezu matri¢nih zapisa operatora A € L(U,V) i operatora A* € L(V,U).

Propozicija 4.4. Neka su U,V konacnodimenzionalni unitarni prostori nad poljem F, te (e) i (f) redom
ortonormirane baze za U i V. Tada je

(A%)(e,f) = A(fe)".
Istaknimo kako je kljucno za prethodnu propoziciju da promatramo matri¢ne zapise u paru ortonormiranih
baza, Sto moZemo vidjeti i na sljede¢em primjeru.

Primjer 4.5. Neka su by = (1,0) i b, = (1,1) te P € L(R?) (kosi) projektor na [{b;}] u smjeru [{b,}]. Ako
s (b) ozna¢imo (neortonormiranu) bazu {by,b,}, tada je

P(b) = [(1) 8] .
Nadalje, jednostavno se dobije formula za eksplicitno djelovanje operatora P; vrijedi
P(x1,x2) = (x1 — x2,0), (x1,x%2) € RZ.
Odredimo sada P*. Za sve (x1,x2), (y1,y2) € R? imamo
(P(x1,x2), (y1,52)) = ((x1 = x2,0), (y1,52)) = (x1 —x2)y1 = ((x1,2), (1, =1))-

Stoga je P*(yi1,y2) = (y1,—y1), pa vidimo da je P* projektor na [{(1,—1)}] u smjeru [{(0,1)}]. Posebno,
vidimo da je P* # P. Kona¢no, matri¢ni zapis ovog operatora u bazi () je dan s

ro=2 2

pa vidimo i da je P*(b) # P(b)*.
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Zadatak 4.9. (a) Definiramo preslikavanje (-,-) : ) x ] — Rs
(p,q) = p(0)q(0)+p(1)q(1), p,qe 2.

Pokazite da je time dan jedan skalarni produkt na &2.

(b) Promatramo sada &7 uz skalarni produkt kao u (a). Neka je A : &7 — &7 linearan operator zadan s
Ap(t)=2p(t) = p'(1), pe P

Odredite matricu hermitski adjungiranog operatora operatoru A u bazi {1,¢}.
Rjesenje:
(a) Linearnost preslikavanja u prvoj varijabli te simetri¢nost su ocite. Nadalje, za proizvoljni p € 7| imamo

(p,p) = p(0)* +p(1)* >0,

te je (p,p) = 0 ako i samo ako je p(0) = p(1) = 0. Kako je p € &, to je ekvivalentno s time da je
p = 0. Dakle, ovo je zaista skalarni produkt na &?;.

(b) Rijesimo prvo ovaj zadatak koristeéi prethodnu propoziciju. Oznacimo f;(z) = 1, f>(¢) = ¢. Ortonormi-
ranjem baze (f) = (f1,f2) po G-S postupku dobivamo

el(t) = 12 er(t) = f2<z— ;) .

Uvedimo oznaku (e) = {e;,e;}. Imamo
2 =2
Ale) = [O ) ] .
x 2.0
A*(e) = [_2 2} .

M@ﬁA%ﬂ—Hﬁ@N@ﬂ@J%‘Q%B ;1){3 ﬂ(;zu ;1>4_[j4é}

Alternativno, moZemo prvo odrediti eksplicitno djelovanje operatora A*, te zatim jednostavno izracunati
A*(f) direktno. Vidimo kako A moZemo zapisati kao

Kako je baza (e) ortonormirana, to je

A=2I-D,

gdje je D operator deriviranja. Tada je A* = 2] — D*, pa preostaje odrediti D*. Neka su p,q € &
proizvoljni. Tada je

(Dp,q) = p'(0)q(0) +p'(1)q(1).
Oznacimo nadalje p(t) = at +b. Tada je p'(r) = a = p(1) — p(0) za svaki ¢ € R, pa uvr§tavanjem u
gornju jednakost dobivamo

(p.a) =(p(1) ~ p(0))a(0) + (p(1) ~ p(0) )q(1)
= p(0) (—a(0)=a(1)) +p(1) (4(0) +4(1))

|
D*q(0) Drq(1)

=(p,D"q),
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gdje je
(D*q)(r) =2(4(0) +4(1))r = (4(0) +4(1)).
Sada je, uz iste oznake kao na pocetku prve varijante rjeSenja,

D*fl(t):4t_27 D*f2(t):2t_17

paje
ATfi(t) =2/() =D fi(t) = —4t+4,  A"f(1) =2hH(1) —D f(t) = 1,

odakle odmah dobivamo ve¢ dobiveni matri¢ni zapis A*(f).

DZ 4.2. Neka je n € N te xg, . ..,x, € R medusobno razliciti. Tada je sa

n
(p.q) = ;}p(xi)q(xi), P.4€ Py
=
dan jedan skalarni produkt na &7,.
Zadatak 4.10. Neka su U i V kona¢nodimenzionalni unitarni prostori te A € L(U,V). Tada vrijedi
(a) KerA*A = KerA
(b) r(A*A) =r(A).
Nadalje, primjerom pokazite da niti u slu¢aju U =V ne mora vrijediti InA*A = ImA.
Rjesenje:
(a) Ocito je KerA < KerA*A. S druge strane, ako je x € KerA*A, tada je posebno
0 = (A*Ax,x) = ||Ax|?,
pa vidimo da je x € KerA.

(b) Prema teoremu o rangu i defektu i upravo dokazanom (a) dijelu, imamo

P(A*A) = dimU — d(A*A) = dimU — d(A) = r(A).

Za posljednji dio moZemo uzeti U = R? i operator A dan matri¢nim zapisom u kanonskoj bazi
0 1
Ale) = [O O} :
Ak . 00 .
Tada je (A*A)(e) = A(e)*A(e) = o 1| -paie

ImA*A = [{e2}] # [{e1}] = ImA.

Zadatak 4.11. Neka je Ry, € L(IR?) operator rotacije za kut ¢. Odredite (Rg)*.
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Rjesenje: Neka je (e) kanonska baza za R?. Tada je

« _ «_ |cOsQ —sin@ *_ cosQ sin@|
(Ry)(e) = Ry(e)" = [sin(p cos(p] N [—sin(p cos(p] =Rg(e),

pa zakljuCujemo da je (Rp)* = R_¢. [ |

Zadatak 4.12. Neka je R,, € L(R?) operator rotacije oko z-osi za kut ¢. Odredite (R., ¢)*.

Rjesenje: Sli¢no kao u prethodnom zadatku vidimo da je (R, .¢)* = Rey,—g- ]

Zadatak 4.13. Neka je v € R? jedini¢ni vektor te A € L(R?®) operator osne simetrije s obzirom na pravac
kroz ishodi$te smjera v. Odredite A*.

Rjesenje: Vektor v mozemo dopuniti do ortonormirane baze (f) = {v, f1, f»} za R3. Kako su f; i f> okomiti
na v, za njihove osne simetrije s obzirom na pravac smjera v vrijedi

Afi=~fi, Ah=—f.

Tada je A(f) = diag(1,—1,—1). Posebno, to je hermitska matrica, pa zakljucujemo da je A* = A. |

U Zadatku 3.23 i naknadnoj diskusiji smo veé vidjeli vezu matrice A i homogenog sustava A7X = 0:
potprostor kojeg razapinju stupci te matrice je ortogonalni komplement rjeSenja homogenog sustava A7 X =
0. Sada navodimo rezultat koji daje poopéenje te primjedbe.

Propozicija 4.6. Neka su U iV konac¢nodimenzionalni unitarni prostorite A € L(U,V). Tada je

V=KerA®ImA* i W =Kerd*@ImA.

a+b 2a

Zadatak 4.14. Neka je S € L(M,) takav da je KerS = { [ 0

] ra,be IF} . Odredite Im S*.

RjesSenje: 1z prethodne propozicije slijedi da je ImS* = (KerS)~. Lako vidimo da je

ool laolf

jedna baza za KerS. Zato je dim(KerS)* = 2, pa je dovoljno naéi dva linearno nezavisna elementa iz M,
koji su ortogonalni na Fj i F,. Na primjer, moZemo uzeti

A
SlijedidajeImS*—H[_zl _Ong (l)m n

Uvedimo sada posebne klase linearnih operatora na danom kona¢nodimenzionalnom unitarnom prostoru
U.

Definicija 4.7. Operator A € L(U) je hermitski (antihermitski) ako je A* = A (A* = —A).

Primjer 4.8. (a) Jedini¢ni operator Iy € L(U) je hermitski. Nuloperator je i hermitski i antihermitski (i to
je jedini takav operator).

(b) Ortogonalni projektori na unitarnim prostorima su hermitski operatori.
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(c) Ako je A € L(U) proizvoljan, tada su A*A i A+ A* hermitski operatori, dok je A — A* antihermitski
operator. Stovife, imamo analogan rezultat kao i za matrice: svaki se operator A € L(U) moZe na
jedinstven nacin prikazati kao zbroj jednog hermitskog i jednog antihermitskog, te je taj rastav dan s

1 1
A=—-(A+A")+-(A—A").
SA+AT)+S(A—A)

(d) Nekaje A € M,(C) hermitska matrica, te Ly € L(M,(C)). Tada imamo sljede¢i niz ekvivalencija

Ly4 je hermitski operator <= (L4)" =Ly
< Lar =1Ly
= A"=A

<= A je hermitska matrica.

Analogno se vidi i da je L4 antihermitski operator ako i samo ako je A antihermitska matrica, a isto
mozemo zakljuciti i za operator R4 € L(M;,(C)).

(e) U zadatku 4.13 smo vidjeli da je operator osne simetrije hermitski operator. Opéenito, ako je U ko-
na¢nodimenzionalni unitarni prostor te M < U, tada moZemo definirati linearni operator zrcaljenja s
obzirom na potprostor M sa

Zy =2Py—1,

gdje je Py € L(U) ortogonalni projektor na M.

Slika 10: Odnos vektora x, Pyx 1 Zyx

Posebno, tada je

7 X, xeM
MX =
—x, xXEM™.

Sada vidimo da je (Zy)* = 2(Py)* — I = 2Py — I = Zy;, pa je zrcaljenje s obzirom na proizvoljan
potprostor hermitski operator.

Pokazimo sada i najavljenu karakterizaciju ortogonalnih projektora na unitarnom prostoru.

Zadatak 4.15. Neka je U kona¢nodimenzionalni unitarni prostor te P € L(U). Pokazite da je P ortogonalni
projektor ako i samo ako je P> = P = P*.

Rjesenje: Veé smo vidjeli da je P projektor ako i samo ako je P> = P, te da za ortogonalne projektore
vrijedi P* = P. Stoga preostaje samo pokazati da je hermitski projektor ujedno i ortogonalan. To pak slijedi
direktno iz Propozicije 4.6; kako je P* = P, to je KerP L ImP. |

Veza hermitskih operatora i hermitskih matrica je ocekivana:
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Propozicija 4.9. Neka je U konacnodimenzionalni unitarni prostor te A € L(U). Tada je ekvivalentno:
(a) A je hermitski operator
(b) Postoji ortonormirana baza (e) za U takva da je A(e) hermitska matrica

(¢) Matrica A(e) je hermitska za svaku ortonormiranu bazu (e).

4.3 Metoda najmanjih kvadrata

Ortogonalna dekompozicija iz Propozicije 4.6 nam daje i metodu aproksimativnog rjeSavanja vektorskih
jednadzbi oblika
Ax = b,

gdjesuA € L(U,V) ib €V zadani. Ova jednadzba ima rjeSenje ako i samo ako je b € ImA. Ukoliko to nije
slu¢aj, moZemo traZiti najbolju aproksimaciju b elementima iz ImA, odnosno xy € U takav da je

|Axo — b|| < ||Ax—b||, zasvex € U.
Sljedeci rezultat daje nacin kako pronaci takav xg.
Teorem 4.10. Neka su U i V konacnodimenzionalni unitarni prostori, A € L(U,V) i b € V. Tada vrijedi
(a) Postoji xg € U takav da je A*Axyg = A*b

(b) Neka je xog € U takav da je A*Axy = A*b. Tada je Axo ortogonalna projekcija b na ImA, odnosno Axy je
najbolja aproksimacija b elementima iz ImA.

yo—be (ImA)” Ker A*

il I

Yo = PIm Ab

Slika 11: Grafi¢ki prikaz relacije A*(Axo —b) = 0 (uz dimU < dimV i A punog ranga).

Najcesca primjena prethodnog teorema je sljedeca.

Korolar 4.11. Zadan je sustav AX = B, pri Cemu su A € My, i b € M,,1. Tada

(a) Sustav A*AX = A*B ima rjeSenje

(b) Ako je Xy = [)/1 }/n]T rjeSenje sustava A*AX = A*B, tada je AXy ortogonalna projekcija B na
[{S1,...,8%)] te vrijedi

2 2

(ngE

a;jYj — bi za sve xi,...,x, € F.

1

n

m
=)
i=1

n
Z aijxj —bi
=1

i—1|;
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Za takav Xy kaZemo da je rjeSenje u smislu najmanjih kvadrata sustava AX = B.

Zadatak 4.16. Neka su U i V konacnodimenzionalni unitarni prostori takvi da je dimU < dimV te A €
L(U,V). Tada je A*A € L(U) regularan operator ako i samo ako je A monomorfizam.

RjesSenje: Napomenimo prije svega kako je pretpostavka dimU < dimV nuZna da bi A uopée mogao biti
monomorfizam. Nadalje, kada bi bilo dimU > dimV, tada bi posebno imali r(A*A) < r(A) < dimV <
dimU, pa A*A nikako ne moze biti regularan u tom slucaju.

Sama tvrdnja je sada direktna posljedica Zadatka 4.10 i karakterizacija injektivnosti za A, odnosno
regularnosti od A*A:

A*A je regularan <= Ker(A*A) = {0} <= KerA = {0} <= A je monomorfizam.

Prethodni zadatak mozemo takoder iskazati i u terminu matrica.
Zadatak 4.17. Neka je A € M,,;,, pri Cemu je m > n. Tada je A*A € M,, regularna matrica ako i samo ako je
r(A) =n.

Kao posljedicu prethodnih zadataka vidimo da metoda najmanjih kvadrata daje jedinstveno rjeSenje ako
i samo ako je A bio monomorfizam, odnosno ako i samo ako je r(A) = n. U tom slucaju je pripadno rjeSenje
dano s
Xo = (A*A)"'A*B.

Zadatak 4.18. Odredite rjeSenje u smislu najmanjih kvadrata sustava

2x14+ xp=1
X1 +2x =—1
2x1—2x, =0
Rjesenje: Stavimo
2 1 1
A=1|1 2|, B=|—-1
2 =2 0

Vidimo da je r(A) = 2, pa je jedinstveno rjeSenje u smislu najmanjih kvadrata dano s

1

-1
_ 9 0] [2 1 2 1[1
Xo = (ATA) 1ATB:[O 9] [1 5 _2] ~1 :9[_1].
0

Zadatak 4.19. Metodom najmanjih kvadrata odredite pravac koji najbolje aproksimira tocke (xj,y;) =
(_67_1)7 (Xz,yz) = (_272)’ (x3,y3) = (17 1) i (x4,y4) = (776)'

Rjesenje: Neka je traZeni pravac dan jednadZbom y = kx + [ za neke &,/ € R. UvrStavanjem uvjeta y; =
kxi+1lzai=1,...,4 dobivamo sustav

—6k+1=—1
—2k+1=2
k+1=1

Tk+1=6
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koji moZemo matri¢no zapisati kao AX = B, gdje je

6 1 -1
21 k 2
A= ) X‘H’ B=14
7 1 6

Matrica A je ranga 2, pa je jedinstveno rjeSenje u smislu najmanjih kvadrata dano s

-2 9 1430

Stoga je traZeni pravac y = %x +2.

6 o -
F -
[ -
-,
I ”
[ PR
5t -
F ”
[ -,
”
F -
|- //
4+ R
”
I ”
F -
[ R
3r -7
7’
I ”
e
[~
[ ] 27
R
’ [
- [
// I
P 1 r [ ]
-’
P [
”’
I L2 T I I I I
-6 -7 -4 -2 2 4 6 8
//
[ J -1t

Slika 12: Pravac y = %x+2 i tocke (x1,y1),- .., (x4,y4)

4.4 Unitarni operatori

Definicija 4.12. Neka su U i V kona¢nodimenzionalni unitarni prostori istih dimenzija. Za A € L(U,V)
kaZemo da je unitaran operator ako vrijedi

(Ax,Ay) = (x,y), VxeU,yeV.

Kako i samo ime sugerira, unitarni operatori su oni operatori koji "¢uvaju strukturu unitarnog prostora".
Navedimo sada i nekoliko karakterizacija unitarnih operatora koje ¢emo Koristiti.

Propozicija 4.13. (Karakterizacije unitarnih operatora) Neka su U i V konacnodimenzionalni unitarni
prostorite A € L(U,V). Ekvivalentno je

(a) A je unitaran operator

(b) A je regularan i vrijedi A~' = A*

(c) ||Ax|| = ||x|| za svaki x € U

(d) Postoji ortonormirana baza {ey,...,e,} za U takva da je {Aey,...,Ae,} ortonormirana baza za V

(e) Za svaku ortonormiranu bazu {ei,...,e,} za U je {Aey,... Ae,} ortonormirana baza za'V.
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DZ 4.3. (a) Neka su U i V konacnodimenzionalni unitarni prostori istih dimenzija te A : U — V funkcija
takva da je (Ax,Ay) = (x,y) zasve x € U iy € V. Dokazite da je A unitaran operator.

Dakle, pretpostavka linearnosti u definiciji unitarnog operatora je zapravo suvisna: funkcije koje ¢uvaju
skalarni produkt nuZzno moraju biti linearne.

(b) Neka su U iV kona¢nodimenzionalni unitarni prostori istih dimenzija te A : U — V funkcija takva da je
||Ax|| = ||x|| za sve x € U. Mora li A biti unitaran operator?

Primjer 4.14. (a) Neka je Ry € L(IR?) operator rotacije za kut ¢. Tada je R unitaran operator. Ovo slijedi
direktno iz zadatka 4.11 jer je

(Ro)" =R_g = (Ry)™".
(b) Sli¢no, operator R, ¢ € L(IR3) je takoder unitaran operator.

(c) Neka je M potprostor unitarnog prostora U te Zy; zrcaljenje s obzirom na M. Tada je (Zy)?> = I, pa
vidimo da je (Zy) ! = Zy = (Zy)*, odakle slijedi da je Zy, unitaran operator.

(d) Neka je A € M,,. Tada je L4 € L(M,) unitaran operator ako i samo ako je A unitarna matrica. Slijedi
direktno iz jednakosti (Ls)*La = La+a.

Propozicija 4.15. Neka su U,V konacnodimenzionalni unitarni prostori i A € L(U,V). Sljedece tri tvrdnje
su ekvivalentne:

(a) A je unitaran operator
(b) Postoje ortonormirane baze (e) za U i (f) za V takve da je A(f,e) unitarna matrica
(c) Matrica A(f,e) je unitarna matrica za sve ortonormirane baze (¢) zaU i (f) za V.

Zadatak 4.20. Neka je U kona¢nodimenzionalni unitarni prostor te (e) i (f) dvije ortonormirane baze za
U. Tada je I (e, f) unitarna matrica.

RjeSenje: S obzirom da je I unitaran, prema prethodnoj propoziciji je I(e, f) unitarna matrica. |

DZ 4.4. Neka je A € M>(R) ortogonalna matrica. Tada postoji ¢ € R takav da je
A [cos(p —sm(p] T A [cos(p sin @ } .

~ |sing cos@ sing —cos@

Posebno, jedini unitarni operatori na R? su rotacije i osne simetrije.

4.5 Dijagonalizacija u ortonormiranoj bazi

U drugom poglavlju smo se ve¢ bavili temom dijagonalizacije linearnih operatora na vektorskim prostorima,
pa je prirodno isto pitanje postaviti i za operatore na unitarnim prostorima. Osim pitanja postojanja bilo
kakve baze za unitaran prostor U u kojoj se dani operator A € L(U) dijagonalizira (§to je u potpunosti
okarakterizirano ranije), sada ima smisla i pitanje postoji li ortonormirana baza za U u kojoj se dani operator
dijagonalizira.

Prije nastavka, pokaZimo prvo neke dodatne rezultate o spektru linearnih operatora na unitarnim pros-
torima.

Zadatak 4.21. Neka je U kona¢nodimenzionalni unitarni prostor te A € L(U). Tada je
AEG(A) <= Lca(a?),

odnosno

o(A*)=0(A):={A: 1 cc(A)}



4 LINEARNI OPERATORI NA UNITARNIM PROSTORIMA 98

Rjesenje: Imamo sljededi niz ekvivalencija
A €0(A) < Ker(A—AI) # {0}
< Ker(A—AD* £U
— Im(A* —AI) AU
<= A* — AI nije epimorfizam
<= A* — A1 nije monomorfizam
— L co(A").

Zadatak 4.22. Neka je U kona¢nodimenzionalni unitarni prostor te A € L(U ) hermitski operator. PokaZite:
(a) (Ax,x) e RzasvexeU
(b) o(A) CR.

Naravno, tvrdnja ovog zadatka je trivijalna u slucaju da je U realan prostor; poanta je da vrijede i u
kompleksnom slucaju.
RjeSenje: Primijetimo prvo da zbog A* = A je za svaki x € U

(Ax,x) = (x,Ax) = (Ax,x),

odnosno (Ax,x) € R. Neka je sada A € 6(A) proizvoljan te x pripadni svojstveni vektor. Tada je zbog

prethodno pokazanog
Allxl? = (Ax,x) = (Ax,x) €R,

odakle slijedi A € R. [ ]

Zadatak 4.23. Neka je U kona¢nodimenzionalni unitarni prostor te A € L(U ) antihermitski operator. Poka-
Zite:

(@) (Ax,x) €iR:={ia:a e R} zasvex e U
(b) o(4) CiR.

Rjesenje: Sli¢no kao i u prethodnom zadatku, za sve x € U imamo

<Axax> = <x7 _Ax> = _<Axvx>a
odakle slijedi (Ax,x) € i/R. Sada analogno slijedi i da je 6(A) C iR. [ |

Primijetimo kako u slucaju da je prostor realan za antihermitske operatore vrijedi da je (Ax,x) =0 za
svex € U te daje 6(A) C {0}.

Zadatak 4.24. Neka je U kona¢nodimenzionalni unitarni prostor te A € L(U) unitaran operator. Tada je

G(A)C{AeF:|A|=1}).

Rjesenje: Kako za unitarne operatore imamo ||Ax|| = ||x|| za sve x € U, za proizvoljni A € 6(A) i pripadni
svojstveni vektor x imamo

[Alllxl] = lAx]| = [|Ax]| = [x[],
odakle slijedi tvrdnja. |

Rezultate dijagonalizacije linearnih operator na unitarnim prostorima éemo razdvojiti na dva slucaja:
realni i kompleksni.
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Teorem 4.16. Neka je U realan konacnodimenzionalan unitaran prostor te A € L(U). Tada postoji orto-
normirana baza (e) za U takva da je A(e) dijagonalna matrica ako i samo ako je A hermitski operator.

Postupak pronalazenja takve ortonormirane baze za hermitski operator A je slican ve¢ nam poznatom
postupku dijagonalizacije u (proizvoljnoj) bazi: u prva dva korak odredimo ¢ (A) te baze pripadnih svojstve-
nih potprostora. Medutim, unija tih baza ne mora biti ortonormiran skup. Pomo¢ pri tom zadnjem koraku
nam daje i iduéi rezultat s predavanja.

Propozicija 4.17. Neka je U konacnodimenzionalni vektorski prostor te A € L(U) hermitski operator. Tada
su razlicitim svojstvenim vrijednostima pridruZeni medusobno ortogonalni vektori.

Dakle, ukoliko smo odredili ¢(A) = {A1,..., 4}, te pripadne baze (b)) za V4(4,), j = 1,...,k, tada
preostaje samo Gram-Schmidtovim postupkom ortonormirati svaku pojedinu bazu (b(l)) .,(bU‘)); pret-
hodna propozicija garantira da je onda unija svih tih baza ortonormirana baza za U u kojoj se A dijagonali-
zira.

Zadatak 4.25. Zadani su linearni operatori A, B € L(R3) s
A(x,y,z) = (2x+ 2y —2z,2x+ 5y — 4z, —2x — 4y + 5z)
B(x,5,2) = (x+y,3,x+y+2).

Provjerite mogu li se ovi operatori dijagonalizirati u nekoj ortonormiranoj bazi, te u slucaju potvrdnog
odgovora odredite jednu takvu.

Rjesenje: Neka je (e) kanonska baza za R?. Tada je

2 2 -2 110
Ale)=|2 5 -4 Ble)=10 1 0
—2 -4 5 111

Sada vidimo da je B(e)* # B(e), pa B nije hermitski operator, te se prema tome ne moZe dijagonalizirati
u nekoj ortonormiranoj bazi. S druge strane, kako je A(e)* = A(e)? = A(e), A(e) je hermitska matrica, pa
je A hermitski operator. Stoga se on moZe dijagonalizirati u nekoj ortonormiranoj bazi. Odredimo najprije
svojstvene vrijednosti od A:

2—-1 2 -2
0=ks(A)=| 2 5-1 —4|=—A-1*A1-10)
2 -4 5-2
paje o(A) = {1,10}. RjeSavanjem sustava (A(e) —I)X = 0, odnosno (A(e) — 10/)X = 0, dobijemo

VA(I) = [{_27 170)7(2707 1)}]7 VA(IO) = [{<1727_2)}]'

Sada preostaje ortonormirati dobivene baze za V(1) i V4(10), ¢ime dobivamo

Va(l) = [{\%(—2,1,0),3\16(2,4,5)}], VA(10) = [{;(1,2,—2)” .

Dakle, A se dijagonalizira u ortonormiranoj bazi

1 1 1
(f) = {\/g(_27170)73\/§(2,4,5),3(1,2,—2)} .
|

Prije nego navedemo rezultat karakterizacije dijagonalizibilnosti u ortonormiranoj bazi za kompleksne
prostore, potrebno je uvesti joS jednu klasu linearnih operatora.
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Definicija 4.18. Neka je U kona¢nodimenzionalan unitaran prostor. KaZzemo da je A € L(U) normalan ako
je
A'A = AA™.

Primijetimo za pocetak kako normalni operatori obuhvacaju hermitske, antihermitske i unitarne opera-
tore. Naravno, postoje operatori koji su normalni, a da ne spadaju u niti jednu od ove tri klase: jedan takav
primjer je operator A € L(C?) dan s A(z1,22) = (2z1,iz2) (promotrite 6(A)). Navedimo i jednu korisnu
karakterizaciju normalnih operatora.

Propozicija 4.19. Neka je U konacnodimenzionalni unitarni prostor te A € L(U). Tada je A normalan ako
i samo ako je
|Ax|| = ||A*x]| za svaki x € U.

Sada ¢emo iskazati i najavljeni rezultat o dijagonalizibilnosti u ortonormiranoj bazi u kompleksnom
slucaju.

Teorem 4.20. Neka je U kompleksan konacnodimenzionalan unitaran prostor i A € L(U). Tada postoji
ortonormirana baza (e) za U takva da je A(e) dijagonalna matrica ako i samo ako je A normalan operator.

Zadatak 4.26. Neka je A € L(C?) dan svojim matri¢nim prikazom u kanonskoj bazi s

8 -3 —1
Ale)= |12 -4 —2
-6 3 3

Postoji li ortonormirana baza (e) za C? takva da je A(e) dijagonalna matrica?
Rjesenje: Primijetimo kako je
et = [1(8,12,6)[| # |(8, =3, 1) = lA%e .
Prema karakterizaciji normalnih operatora, slijedi da A nije normalan operator. ]

Ukoliko pak imamo normalan operator, tada je proces pronalaska odgovarajue ortonormirane baze
identican ranije opisanom postupku za hermitske operatore na realnim prostorima. Pritom treba napomenuti
kako vrijedi analogon Propozicije 4.17 i za normalne operatore na proizvoljnom unitarnom prostoru.

Zadatak 4.27. Neka je A € L(C?) zadan svojim matriénim prikazom u kanonskoj bazi s

0 2 -2
Ale)=|-2 0 1
2 -1 0

Pokazite da se A moze dijagonalizirati u nekoj ortonormiranoj bazi, te odredite jednu takvu.

Rjesenje: Vidimo da je A(e) antihermitska matrica, pa je A antihermitski operator. Posebno je tada A i
normalan, te se moZe dijagonalizirati u nekoj ortonormiranoj bazi. Dalje standardnim postupkom dobijemo
6(A) = {0,43i}, te (normirane) baze

o =|{50.22}]

VA(3i) = {\g?(—z%i, —4- 3i,5)}

Va(—3i) = {??(—2—6i,—4+3i,5)}
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Kako imamo tri razliCite svojstvene vrijednosti, pripadni svojstveni vektori veé ¢ine ortogonalan skup, pa
gornja tri vektora daju traZzenu ortonormiranu bazu. |

Osim $to normalni operatori zadovoljavaju tvrdnju Zadatka 4.21, odnosno, vrijedi 6(A*) = o(A), za
njih vrijedi i neSto viSe: vektor x € U je svojstveni vektor od A pridruZen svojstvenoj vrijednosti A ako i
samo ako je x svojstveni vektor od A* pridruzen A. Drugim rije¢ima, imamo

Va(A)=Va-(A), AeF.

Zadatak 4.28. Neka je U kona¢nodimenzionalan kompleksan unitaran prostor. Neka je A € L(U) takav da
vrijedi (Ax,x) € R za svaki x € U. Pokazite da je A hermitski operator.

Rjesenje: Ozna¢imo T = A —A*. Kako je T antihermitski operator, on se moZe dijagonalizirati u nekoj
ortonormiranoj bazi (e). Iz uvjeta zadatka slijedi da je za sve x € U

(Tx,x) = ((A—A")x,x) = (Ax,x) — (A"x,x) = (Ax,x) — (Ax,x) = 0.
Stoga, ako je A € o(T), uzimanjem svojstvenog vektora x € V(1) slijedi
Allx[|? = (Tx,x) =0,

odnosno A = 0. Dakle, jedina svojstvena vrijednost operatora T je 0. Stoga je navedena matrica koja
dijagonalizira T nulmatrica, pa je T = 0, odnosno A = A*. |

Naravno, tvrdnja prethodnog zadatka nema niti previse smisla u realnom slucaju: naime, tada bi dobili
da je svaki operator na realnom prostoru hermitski. Medutim, napomenimo ni kako kljucan argument u
prethodnom dokazu takoder nije validan u realnom slucaju, a to je

(Tx,x) =0zasvexeU = T =0.
Naime, za operator rotacije ravnine za kut 7 ocito vrijedi <R%x,x> =0 za svaki x € R2.

Zadatak 4.29. Neka je U kona¢nodimenzionalan kompleksan unitaran prostor. Neka je A € L(U) takav da
vrijedi (Ax,x) € iR za svaki x € U. Pokazite da je A antihermitski operator.

Rjesenje: Rjesenje ide analogno kao za prethodni zadatak, promatranjem operatora T = A + A*. |

Naravno, kao i u drugom poglavlju, moZemo dati odgovarajuée rezultate dijagonalizacije za matrice.
Pritom ¢emo za matricu A € M,,(F) oCekivano reci da je normalna ako je A*A = AA*.

Teorem 4.21. (1) Neka je A € M,(R) simetricna matrica. Tada je A ortogonalno slicna dijagonalnoj ma-
trici, odnosno, postoje ortogonalna matrica Q € M,(R) i dijagonalna matrica D € M,(R) takve da

je
A=0DQ".

(2) Nekaje A € M, (IF) normalna matrica. Tada je A unitarno slicna dijagonalnoj matrici, odnosno, postoje
unitarna matrica U € M, (C) i dijagonalna matrica D € M,,(C) takve da je

A=UDU".

Pritom su, naravno, elementi dijagonalne matrice svojstveni vektori, a stupci matrica Q, odnosno U,
ortonormirani skupovi pripadnih svojstvenih vektora.

Zadatak 4.30. Neka je A € M,(IF) hermitska matrica takva da vrijedi
AP+ A +A=3I

Dokazite da mora vrijediti A = I.
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Rjesenje: Kako je A hermitska matrica, moZe se dijagonalizirati, tj. postoje unitarna matrica U i dijagonalna
matrica D takve da je A = UDU™. Posebno su A i D sli¢ne matrice, pa je prema Zadatku 2.15

A+A+A-31=0 < D’ +D’+D-31=0
Neka je sada A € 6(A). Iz posljednje jednakosti slijedi da je
A+A3+A-3=0.

Polinom p(A) = A° + A3 + A — 3 je neparnog stupnja te je neprekidna strogo rastuca funkcija (derivacija je
P'(A) =5A%+34% +1 > 0), pa ima to¢no jednu realnu nultocku. Ogito je ta nulto¢ka jednaka 1. Dakle,
slijedi da je 6(A) = {1}, pa zakljuCujemo da je D =I. Stogajei A =1I. [ |

Zadatak 4.31. Neka su A, B € M,,(C) unitarne matrice. DokaZite da je
|det(A+B)| < 2".

Rjesenje: S obzirom da su brojevi nenegativni, kvadriranjem dobijemo ekvivalentnu nejednakost, koju dalje
zbog Binet-Cauchyjevog teorema moZemo zapisati na sljedeci nacin

|det(A + B)|* <4" <= det(A+ B)det(A + B) < 4"
< det[(A+B)(A* +B")] <4".

Kako su A i B unitarne matrice, izraz unutar determinante je jednak
(A+B)(A*+B") =AA"+BB*+AB" +BA* = AB* + BA™ +2I.

S obzirom da je produkt unitarnih matrica ponovno unitarna matrica, slijedi da je AB* unitarno sli¢na nekoj
dijagonalnoj matrici, odnosno postoje U unitarna i D dijagonalna takve da je AB* = UDU*. Kako je BA* =
(AB*)*, slijedi BA* = UDU*. Oznacimo svojstvene vrijednosti AB* s A1, ..., 4,. Posebno vrijedi i |A;| =
- =|A,| = 1. Sada je

AB* +BA* + 20 =Udiag(Ay+ A +2,..., Ay + 4, +2)U".

Kako je determinanta (unitarno) sli¢nih matrica jednaka, imamo

n

det[(A+B)(A*+B")] = [ (A + A +2)

JRel +2€R
n —
<11+ A +2

k=1
n
<TTCAl +

k=1 >

k| +2)

—_

DZ 4.5. Odredite ONB u kojoj se linearni operator A € L(C?) &iji je matri¢ni prikaz u kanonskoj bazi dan
3 4

saA(e) = [2 _35] € M,(C) dijagonalizira.
5 35
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DZ 4.6. Odredite ONB u kojima se dijagonaliziraju operatori A € L(C?), odnosno B € L(C?) &iji su matri¢ni
prikazi u kanonskoj bazi za C?, odnosno C> dan sa

0 i L[ s 22
a)A(e):[i 0], b)B(e)=¢ | 1+50 —1+i —2+42i
2-2 242 —4-2i

DZ 4.7. Neka je V konaénodimenzionalan unitaran prostor i A € L(V) unitaran hermitski operator. Sto su
moguce svojstvene vrijednosti za A? Dodatno, pokazite da uz dodatnu pretpostavku (Ax,x) >0zasvex €V,
nuzno slijedi A = 1.

5 Bilinearne i kvadratne forme

5.1 Definicije, svojstva i veza sa skalarnim produktom na R”

Iako bi opéenitiju teoriju i rezultate kojima ¢emo se baviti u ovom poglavlju mogli iskazati i u terminima op-
¢enitog kona¢nodimenzionalnog unitarnog prostora U, mi ¢emo se radi jasnoCe izlaganja i skorijih primjena
istih usredotoditi samo na prostor R” sa standardnim skalarnim produktom koji ¢e odsad na dalje uvijek biti
oznacavan s (-,-).

Vratimo se ponovno na primjere iz Zadatka 3.2 gdje smo se pitali definiraju li dana preslikavanja skalarni
produkt na R? (uz promijenjenu oznaku |-, -]):

@) [(x1,x2), (v1,y2)] = 4x1y1 +2x1y2 + 3x2y2
() [(x1,%2), (V1,¥2)] = 4x1y1 + 2x1y2 + 2x2)1 + 3X2)2
(©) [(x1,x2), (v1,¥2)] = 4x1y1 4 2x1y2 + 2x291 +X2)2.

Prije svega, lako se vidi da je svako od ovih preslikavanja linearno u obje varijable. Medutim, moZemo
primijetiti i nesto viSe. Za pocetak, za primjer iz (a) dijela vidimo da ga moZemo zapisati u obliku

[(x1,X2), (y1,y2)] = 4x1y1 +2x1y2 4+ 3x2y2 = 4oxyy1 + (2x1 +3x2)y2 = (A(x1,x2), (1,)2)),

. . . . 4
pri éemu je (-, -) standardni skalarni produkt na R? te A € L(R?) dan s A(e) = 5 g .
Na sli¢an nacin moZemo postupiti i u preostala dva primjera, te vidimo da dana preslikavanja mozemo
zapisati u obliku

) [(x1,%2), (y1,2)] = (A(x1,%2), (y1,¥2)), gdje je A € L(R?) dan s A(e) = B ﬂ

© [60.22) 0r,92)] = (A1), (1,92), e fe A < LR dans afe) = |3 3]

U rjeSenju navedenog zadatka smo zakljucili kako preslikavanje pod (a) ne definira skalarni produkt:
jednostavno smo zakljucili da ne vrijedi simetricnost. Primijetimo kako to moZemo povezati sa pitanjem
hermiti¢nosti navedenog operatora A: naime, o¢ito u ovom sluc¢aju vidimo da je A* # A, pa ¢e generalno biti

[x,y] = (Ax,y) = (x,A"y) = (A"y,x) # (Ay,x) = [y,x].

U preostala dva slu¢aja vidimo kako su pripadni operatori hermitski, no vidjeli smo kako je u (b) podzadatku

pripadno preslikavanje definiralo skalarni produkt, dok u (c) to nije bio slucaj: razliku je Cinilo svojstvo

pozitivne definitnosti, koje u ovom trenutku ne moZemo raspoznati iz samog matricnog zapisa operatora A.
Uvedimo sada i matematicki pojam za za opisani tip preslikavanja.
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Definicija 5.1. Za preslikavanje b(-,-) : R” x R" — R takvo da je
* x— b(x,y) linearno za svaki y € R”
* y+— b(x,y) linearno za svaki x € R”

kaZzemo da je bilinearna forma na R”.

Naravno, bilo koji skalarni produkt na R" je jedna bilinearna forma. Pogledat éemo sada kako izgleda
op¢i oblik bilinearne forme na R”. Neka je (¢) = {ej,...,e,} kanonska baza. Tada za sve x = (x1,...,x,) i

y=(¥1,--.,Yn) imamo
n n n
=b inei, Z)’jej = Z xiyjb(eiaej)'
i=1 j=1 ij=1
U ovom trenutku moZemo primijetiti i kako je bilinearna forma jedinstveno odredena svojim djelovanjem na

bazi, odnosno izrazima b (e;,e;),i,j=1,...,n. Akooznacimos a;j =b(ej,e;), i, j=1,...,n, tada prethodni
izraz moZemo zapisati u obliku
n
V)= ) ajixiy;.

ij=1
Dakle, sve bilinearne forme na R” su oblika kao $to smo vidjeli u primjerima (a)-(c). Prethodnu jednakost
moZemo zapisati i na ekvivalentan nacin na sljedeci naCin: neka je A € L(IR") operator ¢iji je matri¢ni zapis
u kanonskoj bazi dan s [A(e)];; = a;;. Tada prethodna jednakost postaje

b(x,y) =Y (Aei,ej)xiyj = (Ax,y).
ij=1

S obzirom da je ocito i svako preslikavanje ovog oblika jedna bilinearna forma imamo bijekciju izmedu svih
bilinearnih formi na R” i linearnih operatora na R”, odnosno matrica iz M,(R). Mi ¢emo Cesto u nastavku
umjesto operatorske terminologije reci da je bilinearna forma b odredena s matricom A = (a;;) € M,, i pisati
b(x,y) = (Ax,y). Iz prethodne diskusije vidimo posebno i da svaki skalarni produkt b (-, -) na R” nuZno mora
biti oblika
b(x,y) = (Ax,y) Z ajix;y; za neke skalare aj; € R.
ij=1
Uz bilinearnu formu b veZemo i pripadnu kvadratnu formu g : R” — R danu izrazom

q(x) = b(x,x).
Razlog za ovaj naziv je sljedeci: ako je b bilinearna forma dana s b (x,y) =Y, ; = a;ix;y;, tada je
n
X) = Z a;jxixj = Za,,x + Z (aij +aji)xix;.
i,j=1 1<i<j<n

Dakle, ovo je polinom drugog stupnja u varijablama xi,...,x,, i to bez ¢lanova niZeg reda.
Primijetimo ovdje kako razli¢ite bilinearne forme b, odnosno matrice A € M,, mogu dati iste kvadratne
forme g. Naime, ako je b odredena s A i N proizvoljna antisimetri¢na matrica, tada je

((A+N)x,x) = (Ax,x) + (Nx,x) = (Ax,x).
=0

Posebno, ako uzmemo N = —%(A — AT), tada vidimo da je kvadratna forma odredena s A ista kao i ona
odredena s %(A +AT), odnosno simetriénom komponentom od A. Kako je opéenito

b(x,y) =b(y,x) <= (Ax,y) = (Ay,x) <= A=A",
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u kontekstu povezivanja formi i skalarnih produkata prirodno je zapravo nastaviti § promatranjem samo
onih bilinearnih formi koje su odredene simetri¢nim matricama: takve cemo zvati simetri¢nim bilinearnim
formama. U tom slucaju moZemo pisati i

n n
b(x,y) = Z ajixiyj = Z ajXxiy;-
i,j=1 ij=1

U ovom trenutku imamo opis onih bilinearnih formi koje su simetri¢ne, odnosno zadovoljavaju svoj-
stva (3)-(5) iz definicije skalarnog produkta. Da bismo zaokruZili pricu, potrebno je jo§ neSto vise reci o
ponasanju izraza b(x,x), odnosno o pripadnoj kvadratnoj formi g. Uvodimo sljedece pojmove.

Definicija 5.2. Neka je A € M,,(R) simetri¢na matrica te ¢ pripadna kvadratna forma. Kazemo da je ¢
* pozitivno semidefinitna ako je ¢(x) > 0 za svaki x € R”
* pozitivno definitna ako je g(x) > 0 za sve x # 0
* negativno semidefinitna ako je g(x) <0 za svaki x € R"
* negativno definitna ako je g(x) < 0 za sve x # 0
Za sve ostale forme kaZzemo da su indefinitne.

Primjer 5.3. (a) OCcito je kvadratna forma pridruzena nulmatrici ujedno i pozitivno i negativno semidefi-
nitna. Matrici / je pridruzena pozitivno definitna kvadratna forma.

(b) Ako je D = diag(ay,...,a,), tada je pripadna kvadratna forma dana s
n
(Dx,x) = Zaix,-z.
i=1

Sada se odmah vidi da je ova kvadratna forma pozitivno semidefinitna ako i samo ako je {aj,...,a,} C
[0,00), a pozitivno definitna ako i samo ako su jo§ i svi razli¢iti od 0. Sli¢no, pripadna kvadratna forma
je negativno semidefinitna ako i samo ako je {ai,...,a,} C (—oo,0] te negativno definitna ako i samo
ako su jos i svi razli¢iti od 0. Konacno, pripadna forma je indefinitna ako i samo ako postoje barem
jedan pozitivan i jedan negativan dijagonalni element.

(c) Ako je A € M, proizvoljna matrica, tada je kvadratna forma odredena s ATA pozitivno semidefinitna.
Naime, za svaki x € R" je
(AT Ax,x) = (Ax,Ax) > 0.

Stovise, vidimo da je ta kvadratna forma pozitivno definitna ako i samo ako je ||Ax|| = 0 samo za x = 0,
Sto je pak ekvivalentno s time da je A regularna matrica.

(d) Kvadratna forma pridruZena matrici A iz uvodnog primjera pod (b) je pozitivno definitna.
(e) Kvadratna forma pridruZena matrici A iz uvodnog primjera pod (c) je pozitivno semidefinitna.

Jasno, skalarni produkti na R” su sada tocno one simetri¢ne bilinearne forme ¢ija je pripadna kvadratna
forma pozitivno definitna. Sada ¢emo dati i karakterizaciju odgovarajucih definitnosti preko pripadne sime-
tricne matrice A, odnosno njenog spektra.

Zadatak 5.1. Neka je A € M,,(R) simetri¢na matrica. Dokazite da je pripadna kvadratna forma ¢
(a) pozitivno semidefinitna ako i samo ako je 6(A) C [0,);

(b) pozitivno definitna ako i samo ako je 6(A) C (0,00);
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(c) negativno semidefinitna ako i samo ako je 6(A) C (—oo,0];

(d) negativno definitna ako i samo akoje 6(A) C (—o0,0).

(e) indefinitna ako i samo ako je 6(A) N (0,00) 0 i 6 (A)N(—o0,0) £ 0.
Rjesenje:

(a) Pretpostavimo da je g pozitivno definitna, to jest da je (Ax,x) > 0 za svaki x € R". Tada je za svaki
A € 6(A) i pripadni svojstveni vektor x

Alx|* = (Ax,x) >0, an

odakle slijedi A > 0.

Obratno, pretpostavimo da je o(A) = {A4,...,4,} C [0,%) (ovdje ukljuCujemo i kratnosti). Kako je
A simetrina, postoje ortogonalna matrica Q i dijagonalna matrica D = diag(4,...,A,) takve da je
A =QDQ". Sada je za sve x € R" zbog Primjera 5.3 (b)

(Ax,x) = (0DQ"x,x) = (D(Q"x),0"x) > 0. (12)

(b) Tvrdnja slijedi potpuno analogno kao u (a): primijetimo kako pretpostavka pozitivne definitnosti daje
strogu nejednakost u (11), odakle slijedi pozitivnost spektra, dok je ponovno zbog Primjera 5.3 (b) u
(12) takoder stroga nejednakost ¢im je QT x # 0, §to je pak ekvivalentno s time da je x # 0 jer je Q
regularna.

Tvrdnje (c) i (d) se mogu pokazati analogno, ali moZemo postupiti i na sljede¢i nacin: primijetimo da je
kvadratna forma pridruZena matrici A pozitivno (semi)definitna ako i samo ako je kvadratna forma pridru-
Zena matrici —A negativno (semi)definitna. Sada ovi rezultati slijede primjenom (a) i (b) na matricu —A,
te Cinjenice da je 6(—A) = —o(A). Tvrdnja (e) je onda posljedica karakterizacija pod (a)-(d) te definicije
indefinitnosti. |

Sada moZemo dati i sljedecu karakterizaciju skalarnih produkata na R": bilinearna forma pridruzena
matrici A definira skalarni produkt ako i samo ako je A simetri¢na matrica takva da je (A) C (0,0).

Zadatak 5.2. Provjerite je li s

b ((x1,x2,%3), (V1,¥2,¥3)) = 2x1y1 + 2x2y2 + 2X3y3 4+ X1 Y2 + X173 + X291 +X2y3 +X31 + X3)2

dan skalarni produkt na R.

Rjesenje: Preslikavanje iz zadatka moZemo zapisati kao bilinearnu formu

b(x,y) = (Ax,y),
gdje je
21 1
A=11 2 1
112

Ocito je A simetri¢na. Odredimo sada njen spektar. Karakteristi¢ni polinom od A je dan s
ka(A) = A3 +6A% —9A+4=(1-21)*4—-1),

odakle slijedi da je 6(A) = {1,4} Prema tome, b zaista definira skalarni produkt na R>. [ |
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Zadatak 5.3. Neka je A € M,,(R) simetriCna matrica takva da je pripadna kvadratna forma pozitivno semi-
definitna. DokaZite da postoji matrica B € M, (R) takva da je B> = A.

Rjesenje: Kako je A simetri¢na postoji dijagonalna matrica D = diag(Ay,...,4,) i ortogonalna matrica Q
takva da je A = QDQ”. Prema Zadatku 5.1 je tada posebno i A,...,A, > 0. Stoga je dobro definirana
matrica D := diag(v/Ai,...,vA,), te vrijedi

(0DQ")* = 0D*Q" = 0DQ" =4,
paje B= QDQT trazena matrica. [ ]

DZ 5.1. PokaZite da postoji jedinstvena simetricna matrica B takva da je njena pripadna kvadratna forma
pozitivno semidefinitna takva da je B> = A.

U dokazu tvrdnji Zadatka 5.1 smo ve¢ vidjeli kako svaku simetri¢nu matricu A te pripadnu kvadratnu
formu g(x) = (Ax,x) moZemo zapisati u obliku

q(x) = (D(Q"x),Q"x),

gdje je Q ortogonalna, a D dijagonalna matrica. Ako uvedemo supstituciju (yi,...,y,) =y = Q' x, tada
posljednju jednakost moZemo zapisati i kao

q(x) =Y A7
i=1

KaZemo da smo time sveli kvadratnu formu ¢ na kanonski oblik.
Zadatak 5.4. Svedite na kanonski oblik kvadratnu formu
q(x1,x2,x3) = 6x% + Sx% + 7x§ —4x1x0 +4x1x3.

Rjesenje: 1z oblika kvadratne forme ocitavamo da ona odgovara simetri¢noj matrici

6 -2 2
A=1|-2 5 0
2 0o 7
2
Njene svojstvene vrijednosti su A; = 3,4, = 6,A3 = 9. Pripadne svojstvene vektore vi = | 2 | ,vp =
—1
—1 2
2 | ,v3 = |—1| normiramo i od njih formiramo stupce ortogonalne matrice Q, te dobivamo
2 2
1 2 -1 2
-1 2 2

Sada uvodenjem supstitucije y = Q7 x dobivamo kvadratnu formu u kanonskom obliku danom s

q(x1,22,x3) = 3y} +6y3 + 9y3.
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Zadatak 5.5. Svedi na kanonski oblik kvadratnu formu
q(x1,x2,x3) = 3x% + 3x§ —2x1x2 +4x1x3 + dxpxs.

Rjesenje: Dana kvadratna forma odgovara simetri¢noj matrici

3 -1 2
A=1|-1 3 2
2 20
Njene svojstvene vrijednosti su A} = —2,A, = A3 = 4. Ortonormiranjem pripadnih svojstvenih vektora
dobijemo matricu
L1 1
V2 V3 Vb
| L 1 1
S G
O 5 %

Uvodenjem supstitucije y = Q7 x, tj. x = Qy i uvritavanjem u pocetni oblik, dobijemo
q(x1,x2,%3) = =297 +4v3 + 473
|

Za kraj ovog dijela ¢emo navesti jo$ jednu karakterizaciju stroge definitnosti kvadratnih formi, poznatiju
pod nazivom Sylvesterov Kriterij.

Zadatak 5.6. Neka je g(x) = (Ax,x) kvadratna forma pridruZena simetri¢noj matrici A € M, (R). Ozna¢imo
s Dy,...,D, glavne minore od A, odnosno

air ... Adig
Dp=|: S, k=1,...,n.
arr ... ik
Tada je kvadratna forma g:
(a) pozitivno definitna ako i samo ako je Dy >0zasvek=1,...,n

(b) negativno definitna ako i samo ako je Dy < 0 za neparne i D, > 0 za parne k (drugim rije¢ima,
predznaci minora alterniraju poCevsi od negativnog).

Rjesenje:
(a) Pretpostavimo da je g pozitivno definitna. Za k = 1,...,n oznafimo s Ay gornji lijevi k X k blok
matrice A, tj.
air ... Al
A=
akr ... Qi

Trebamo pokazati da je Dy = detA; > 0. Kako je A simetri¢na, to je i Ay simetriCna matrica, pa
ima k realnih svojstvenih vrijednosti. Da bismo pokazali da je detA; > 0, dovoljno je pokazati da su
sve svojstvene vrijednosti pozitivne (determinanta je za dijagonalizibilnu matricu jednaka umnosku
svojstvenih vrijednosti), za §to je pak dovoljno pokazati da je (Agxy,xx) > 0 za svaki x; € My (R).
Uzmimo stoga x; € My proizvoljan, te ozna¢imo s

x= m € My (R).
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Kako je ¢ pozitivno definitna, vrijedi (Ax,x) > 0. Sada, uz blok zapis matrice A u obliku A = [‘2‘ g]

0 < (Ax,x) = < ﬁf‘ g} [)g‘] : [’8‘] > = (A, i), (13)

pa zbog prethodne diskusije slijedi da je Dy > 0, i to za proizvoljni k (prethodni blok zapis za k =n
samo nema ostale blokove, odnosno pozitivnost slijedi direktno iz pozitivne definitnosti g).

imamo

Obrat ¢emo dokazati (jakom) indukcijom po dimenziji matrice A. Baza za n = 1 je trivijalna. Pret-
postavimo sada da za sve simetri¢ne matrice reda manje ili jednako n vrijedi

sve glavne minore pozitivne — pripadna kvadratna forma je pozitivno definitna.

Neka je sada A € M, (R) simetri¢na matrica takva da su joj sve glavne minore pozitivne. Posebno,
uz prethodne oznake, slijedi po pretpostavci indukcije da je kvadratna forma pridruZena A,, pozitivno
definitna. Kako je detA = [[jcq(a) A po pretpostavci strogo vece od nule, slijedi da negativnih svoj-
stvenih vrijednosti mora biti parno. AKo su sve pozitivne, gotovi smo. U suprotnom, postoje barem
dvije negativne svojstvene vrijednosti (brojimo kratnost) A i u. Neka su v i w pripadni svojstveni
vektori. Ako je A # u, tada su oni i okomiti, a ako je A = y onda moZemo ortonormirati taj skup.
Stoga u nastavku pretpostavljamo da su v i w ortonormirani. Neka su sada o, ne oba nula takvi da
vektor x = v+ Bw ima posljednju koordinatu jednaku 0, te ozna¢imo s x, € M, vektor sastavljen
kao i ranije od njegovih prvih n koordinata. Tada je na isti nacin kao i u (13)

(Apxn, x,) = (Ax,x) = (0Av+ Buw, av+ Bw) = Lo +uf? <0,

Sto je kontradikcija s navedenom pozitivnom definitno$¢u od kvadratne forme pridruzene A,,. Dakle,
q je pozitivno definitna.

(b) Tvrdnja za negativno definitne slijedi primjenom (a) dijela na matricu —A. Naime, imamo prvo da je

g negativno definitna <= —g pozitivno definitna &) Dk_A >0,zasvek=1,...,n,

gdje jes D,;A oznacena k-ta glavna minora matrice —A. Preostaje jo$ usporediti glavne minore od A i
—A. Kako je

—-air ... —aik

—Ap = )

—air ... —agk

vidimo da je
D" = det(—Ay) = (—1)*detAy = (- 1)* Dy,

odakle slijedi da je

Dk_A >0zasvek=1,...,n <= Dj < 0zaneparne i D; > 0 za parne k,

Sto je i trebalo pokazati.

Zadatak 5.7. Odredite sve A € R za koje je forma
q(x1,x2,%3) = Ax} + Ax3 + (A —3)x3 + 2x120 + 2Ax1x3 + 2x0x3

negativno definitna.
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Rjesenje: Vidimo da je g kvadratna forma koja odgovara simetri¢noj matrici

Al A
A=1|1 A 1
A1 A-3

Prema Sylvesterovom Kkriteriju, ¢ je negativno definitna ako i samo ako je

Al

D1:l<0, Dz:'l 2

‘:/12—1>0, D3 =detA=3(1—-2%) <0,

Sto vrijedi ako i samo ako je A < —1. |

Istaknimo kako Sylvesterov kriterij moZemo koristiti samo da bismo provjerili strogu definitnost pri-
padne forme. Naime, prirodno bi se bilo pitati moZzemo li provjeriti pozitivou definitnost forme g(x) =
(Ax,x) tako da provjerimo vrijedi li Dy,...,D, > 0. Medutim, na primjeru matrice A = diag(1,0,—1) vi-
dimo da je Dy,D;,D3 > 0, ali pripadna kvadratna forma je indefinitna. Dakle, analogna karakterizacija za
pozitivnu i negativnu semidefinitnost ne vrijedi.

5.2 Dodatno: opceniti slucaj i neki zadaci iz starih ispita

Za kraj ovog dijela, radi potpunosti ¢emo dati odgovarajuce definicije i rezultate za opceniti konacnodi-
menzionalni unitarni prostor U nad F s danim skalarnim produktom (-,-). Jednom kada fiksiramo neku
ortonormiranu bazu {ey,...,e,} za U, dokazi idu posve analogno onima za slu¢aj R", uz manje prilagodbe
za kompleksni slucaj.

Prvo ¢emo i ovdje uvesti odgovarajuce nazive za preslikavanja koja se ponasaju dobro s obzirom na li-
nearne kombinacije u pojedinom argumentu. Naravno, u slu¢aju kompleksnog unitarnog prostora bilinearne
forme nam nisu dobra poveznica sa skalarnim produktom, s obzirom da je on antilinearan u drugoj varijabli,
stoga nam je potrebna definicija koja razlikuje F =R i F = C.

Definicija 5.4. Neka je b (-,-) : U x U — F.
(1) Ako je F =R te b linearno u obje varijable, tada kazemo da je b bilinearna forma na U.

(2) AkojeF =C te b linearno u prvoj i antilinearno u drugoj varijabli, tada kazemo da je b seskvilinearna
formana U.

Opceniti oblik bilinearne, odnosno seskvilinearne forme se sada dobije kao i ranije:

n n n
b(-x7y): Z b(eiaej)-xi.)Tﬁ x:ine,-,y:Zyjej.
i,j=1 i=1 j=1
Definiranjem operatora A € L(U) matri¢nim zapisom u bazi (e) s [A(e)];; = b(ej,e;) vidimo da b moZemo
zapisati kao
b(x,y) = (Ax,y).

S druge strane, za svaki A € L(U) je ovako definirano preslikavanje jedna bilinearna, odnosno seskvilinearna
forma (ovisno o ). Nadalje, kada bi postojali A, B € L(U) takvi da je b (x,y) = (Ax,y) i b(x,y) = (Bx,y) za
sve x,y € U, odmah bi slijedilo A = B. Time smo pokazali sljedecu tvrdnju.

Propozicija 5.5. Nekajeb(-,-): U xU — F.

(1) Ako je F =R, tada je b bilinearna forma na U ako i samo ako postoji operator A € L(U) takav da je
b(x,y) = (Ax,y) za sve x,y € U.
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(2) Ako je F = C, tada je b seskvilinearna forma na U ako i samo ako postoji operator A € L(U) takav da
je b(x,y) = (Ax,y) za sve x,y € U.

Stovise, u oba slucaja je takav operator A jedinstven.

Usporedimo sada (hermitsku) simetri¢nost bilinearne forme i odgovarajuce svojstvo pripadnog opera-
tora.

Zadatak 5.8. Neka je b (-,-) : U xU — F, te A € L(U) pripadni operator.
(1) Akoje F =R, tada je b simetri¢na ako i samo ako je A hermitski operator.

(2) Ako je IF = C, tada je b hermitski simetri¢na (odnosno, b (y,x) = b (x,y) za sve x,y € U) ako i samo ako
je A hermitski operator.

Rjesenje: Slijedi iz

b(y,x) =b(x,y) zasve x,y € U <= (Ay,x) = (Ax,y) zasvex,y € U
< (Ay,x) = (A%y,x) zasve x,y € U
= A=A".

Kona¢no, uvodimo i pojam pozitivno definitnog operatora na ocekivani nacin.

Definicija 5.6. Neka je A € L(U) hermitski operator. Kazemo da je A pozitivno definitan i piSemo A > 0
ako je (Ax,x) > 0zax#0.

Zadatak 5.9. Neka je A € L(U) hermitski operator. Tada je A > 0 ako i samo ako je 6(A) C (0,00).

RjeSenje: Nuznostuvjeta 6(A) C (0,o0) se provjerava potpuno identi¢no kao i u R”. Obratno, pretpostavimo
da je je {A1,...,Ay} = 6(A) C (0,0) (ovdje brojimo svaku svojstvenu vrijednost onoliko puta kolika joj
je kratnost). Kako je A hermitski, postoji ortonormirana baza (f) = {fi,...,f,} takva da je Af; = A;,
i=1,...,n. Tada je za proizvoljni x = Y, (x, fi) fi € U \ {0}

N

I

(Ax,x) = ) (Ax, fi)(x, fi)

i=1

o>
=
=
=

)

I
=

Il
_

il (x, )P > 0.

I
™=

Il
_

Dakle, imamo sljedecu karakterizaciju svih skalarnih produkata na unitarnom prostoru U (drugim rije-
¢ima, ako znamo jedan skalarni produkt na U, svi ostali se mogu dobiti na opisani nacin).

Propozicija 5.7. Neka je b(-,-) : U x U — F bilinearna forma te A pripadni operator. Tada b definira
skalarni produkt na U ako i samo ako je A hermitski i 6(A) C (0,00).

Zadatak 5.10. U unitarnom prostoru C> sa standardnim skalarnim produktom zadan je linearni funkcional
f: C3 — C svojim djelovanjem na bazi

f(1,i,0)=2, f(1+i,0,1)=i+3, f(0,1,—i)=-3i.

(a) Odredite vektor w € C? tako da vrijedi f(z) = (z,w) za svaki z € C>.
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(b) Postoji li jo$ koji skalarni produkt [-,-] na C* u kojem ¢e funkcional f biti reprezentiran vektorom w
iz (a) dijela, tj. f(z) = [z,w] za svaki z € C>.

Nacdin rjesavanja (a) dijela ovog zadatka nam je veé¢ dobro znan. Za (b) dio zadatka ¢emo se poslu-
Ziti rezultatima i konstrukcijama iz ovog dijela. Pokazat ¢emo prvo opcenito kako bi traZzena konstrukcija
funkcionirala, a zatim ¢emo to primijeniti na prethodni zadatak.

Zadatak 5.11. Neka je (U, (-,-)) konaénodimenzionalni unitarni prostor i f € U* te neka je a € U njegov
reprezentant, tj. vrijedi
f(x)=(xa), x€eU.

Pronadite jo§ jedan skalarni produkt [,] razli¢it od (-,-) takav da je isti a reprezentant od f i za taj skalarni
produkt, tj. da vrijedi 1

f0) =lva,  xeU.
Rjesenje: Ako je f =0, tada je a = 0 reprezentant za bilo koji skalarni produkt. Inace, neka je {ej,...,e,—1}
ortonormirana baza za Ker f = [{a}]*. Tada je (e) = {ﬁ, €1y yln_1 } ortonormirana baza za U. Defini-

ramo operator A € L(U) matri¢nim zapisom u bazi (e)

Ale) = Ll) 21,?_1] '

Ovako definiran operator je o€ito hermitski, te vrijedi o(A) = {1,2}. Stoga je s

[x, 5] = (Ax,y)

definiran jedan skalarni produkt na U razli¢it od (-, -). Dodatno, iz definicije je o¢ito [{a}] = V(1) i Ker f =
Va(2). Preostaje provjeriti da je i u ovom skalarnom produktu a reprezentant od f, tj. da je f(x) = [x,da] za
sve x € U. Za proizvoljni x € U imamo rastav x = X, + Xker 7, te je tada f(x) = f(x,). Stoga je

[x;a] = [—xa7a] + [xKerfaa] = <xa7a> +2<xKerf7a> = f(xa) +2f(xKerf) = f(x)

Vratimo se sad na rjeSenje Zadatka 5.10.
Rjesenje:

(a) Oznacimo s w = (wy,wy,w3) traZeni reprezentant. Tada uvrStavanjem uvjeta f(z) = (z,w) za vektore
zadane baze daje

wi +iwaz = ((1,,0), (wi,wa,w3)) = f(1,i,0) =2,
(1 +1)W1+W3: <(1+i7071)7(W17W27W3)> :f(1+ 17071) - l+37
Wy —iw3 = <(0717_i)7(W17W27W3>> :f(o, 1,—i) = -3

odakle rjeSavanjem sustava slijedi w = (1,i,2).

(b) Postupamo kako je opisano u prethodnom zadatku. Kako je Ker f = {(1,i,2)}*, dopunimo ovaj
vektor do ortogonalne baze za C>: prvo moZemo lako pronadi dva vektora okomita na (1,i,2), npr.
(i,1,0) i (2,0,—1), te zatim Gram-Schmidtovim postupkom ih ortonormirati. Tako dobijemo ONB

zaKer f danu s {b1,b2} = {%(i, 1,0), \%(1, i —1)} . Sada moZemo zadati skalarni produkt na C3 s

[x,y] = (Ax,y),
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gdje je A € L(C?) takav da je zapis A u ortonormiranoj bazi (b) = {w/|\w||,b1,b,} dan s

A(b) =

S O =

0 0
30
01

(Ovdje su odabrani brojevi 3 i 1 na prva dva mjesta da bi formula u idu¢em koraku ispala cjelobrojna).
MozZemo jo§ za kraj eksplicitno zapisati formulu za taj skalarni produkt. Za to nam je potreban zapis
A(e) u kanonskoj bazi, koji je dan s

2
A(e) =1(e,b)A(b)I(e,b) ™' = | —i
0

O N~

pa je skalarni produkt dan s

[(x1,X2,%3), (V1,2,¥3)] = 2x191 + 22252 + X333 — ix1y2 + ix2)7.

Zadatak 5.12. Zadan je linearni operator A € L(M,(C)) sa

a b a—b —a+b
()=
Postoji li skalarni produkt na M (C) uz koji ée operator A biti hermitski?

Rjesenje: Neka je (e) kanonska baza za M,(C). Tada je

1 =1 0 0
1 1 0 0
A@=149 o o0 1
0 0 -1 0

Kako A(e) nije hermitska matrica, to ni A nije hermitski operator (s obzirom na standardni skalarni produkt),
pa je potrebno drugacije doéi do odgovora. Vidimo da je k4 (1) = det(A(e) —I) = (A% +1)(A —2)A. Stoga
je 0(A) ={0,2,i,—i} ¢ R. Kako spektar hermitskog operatora (koji ne ovisi o skalarnom produktu) mora
biti realan, zakljucujemo da ne postoji skalarni produkt na M, (C) uz koji ¢e operator A biti hermitski. W

Zadatak 5.13. Zadan je operator A € L(R?) svojom matricom u kanonskoj bazi

Ale) =

S O N
SN -

0
0
1

Postoji li skalarni produkt na R? takav da je A hermitski operator s obzirom na njega.

RjeSenje: Za poCetak, vidimo kako A(e) nije hermitska matrica, pa A nije hermitski operator u standardnom
skalarnom produktu. Stoga trebamo traziti dalje.

Kako je A trokutasta matrica, to je lako ocitati njen spektar; to su upravo dijagonalni elementi. Stoga
je 0(A) = {1,2} C R, pa ne mozemo na isti nain kao u prethodnom zadatku zakljuéiti da takav skalarni
produkt ne postoji.

Pretpostavimo na tren da takav skalarni produkt postoji. Tada bi postojala baza (f) za R? koja je or-
tonormirana s obzirom na taj skalarni produkt takva da je A(f) dijagonalna matrica (s dijagonalnim
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elementima 2,2, 1). Dakle, operator A bi za poCetak bilo moguce dijagonalizirati u nekoj bazi. Pogledajmo
sada $to je s algebarskim i geometrijskim kratnostima operatora A. Algebarske kratnosti se mogu oditati i
direktno s matrice, dok se geometrijske jednostavno mogu odrediti te dobijemo

Vidimo da je a(2) # g(2) pa slijedi da se operator A ne moze dijagonalizirati (u nikakvoj bazi). Dakle,
traZeni skalarni produkt ne postoji. ]

Zadatak 5.14. Zadan je operator A € L(R?) svojom matricom u kanonskoj bazi

1
Ale)= 1|0
0

SN =

1
2
3

Postoji li skalarni produkt na R? takav da je A hermitski operator s obzirom na njega.

Rjesenje: Za poCetak, vidimo kako A(e) nije hermitska matrica, pa A nije hermitski operator u standardnom
skalarnom produktu.

Ponovno odmah moZzemo oditati kako je 6(A) = {1,2,3} C R. Kako imamo tri razli¢ite svojstvene
vrijednosti, ovaj se operator moZe dijagonalizirati u nekoj bazi (f). Dakle, nijedan od prethodna dva argu-
menta ne moZemo iskoristiti da zaklju¢imo da takav skalarni produkt ne postoji. Medutim, ovdje se sada
postavlja sljedeée pitanje: moZemo li konstruirati skalarni produkt na R3 takav da je (f) ortonormirana baza
s obzirom na taj skalarni produkt? Ako bismo to mogli, tada bi slijedilo da je A(f) hermitska matrica, pa
bi slijedilo da je A hermitski operator u tom konstruiranom skalarnom produktu. Tu tvrdnju u opéenitijem
sluc¢aju pokazujemo u iduéem zadatku: iz toga ¢e onda slijediti da je u ovom zadatku odgovor potvrdan, a
dobit ¢emo i formulu za taj skalarni produkt. |

Zadatak 5.15. Neka je V vektorski prostor te (f) = {f1,...,fn} neka bazaza V. Tada je s

n

n n
byl =Y x,  gdiesux=Y ufi, y=Y b€V,
k=1 k=1 i=1

dan skalarni produkt na V u kojem je (f) ortonormirana baza.

Rjesenje: Da je s [x,y] zaista dan skalarni produkt na V smo vec vidjeli u Zadatku 3.3, dok ortonormiranost
skupa (f) slijedi direktnom provjerom. [ |

Sada moZemo kratko i dovrsiti rjeSenje zadatka 5.14, odnosno reci kako izgleda eksplicitno neki takav
skalarni produkt. Za pocetak nam treba neka baza (f) u kojoj se A dijagonalizira, tj. trebaju nam svojstveni
vektori od A. Ovdje dobijemo da su svojstveni vektori pridruZeni redom svojstvenim vrijednostima 1,2,3
dani s

f1:(1a070)7 f2:(171a0)a f3:(17171)'

Prema opisanome, skalarni produkt u kojem je ovo ortonormirana baza ¢emo dobiti tako da odredimo
zapise proizvoljnog vektora u bazi (f) = {fi, /2, f3}, te pomnozimo redom takve koordinate. Naravno,
koordinate vektora x = (x1,x2,x3) u bazi (f) dobijemo preko matrice prijelaza

1 0 X1
—1| |x2| =®(e)x(e),

1 —
x(f) =1(f.e)x(e) =1(e, f)'x(e) = |0 1
0 O 1 X3
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gdje je @ € L(R?) dan s ®e; = f;, j = 1,2,3. Sada je trazeni skalarni produkt dan s
[x,y] = (®x, Dy) = (O Dx,y) = x1y] +2x2)2 +X3)3 — X1V2 — Xay1 — X2)3 — X3)2.

Primijetimo ovdje i vezu ® iz Zadatka 3.3 i pozitivno definitnog operatora A: vrijedi A = ®*P.
Sada mozemo kratko rezimirati prethodne zadatke: ako je A € L(F") takav da je 6(A) C R, te se A
moze dijagonalizirati u (nekoj) bazi, tada postoji skalarni produkt na F” takav da je A hermitski s obzirom

na njega. Taj je skalarni produkt dan s
[x’ y] = <(b*¢x7 y>7

gdieje® c L(F")dans Pe; = f;, j=1,...,n.
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5.3 Krivulje drugog reda
Opceniti polinom drugog stupnja u dvije realne varijable x,y je funkcija oblika
p(x,y) = ax* + 2bxy + cy* + dx+ey+ f,

priemusua,...,f € Ria,b,c nisu svi jednaki 0.
Krivulje drugog reda su skupovi oblika {(x,y) € R : p(x,y) = 0}, gdje je p polinom drugog stupnja u
varijablama x, y.

Primjer 5.8. Neke krivulje drugog reda poznate od ranije:
(a) Z—z + z—z =1, gdje su a,b # 0, je jednadzba elipse s centrom u ishodiStu i poluosima a, b.

(b) x*>+y? =2, gdje je r > 0, je jednadZba kruZnice s centrom u ishodistu (i poseban slu¢aj elipse kada su
obje poluosi jednake r).

x2

(©) &2 — % =1, gdje su a,b # 0, je jednadzba hiperbole s poluosima a i b.

(d) y* = ax, gdje je a # 0, je jednadzba parabole.

2+yP=4

NI

0.-2)

-2 22 on -

%-v—%:l ©
:30;/
(-

)
/

Primjer 5.9. Skicirajmo graf krivulje x* 4+ 2y* +2x — 12y = —11. Prvo moZemo primijetiti da jednostavnim
dopunama do potpunog kvadrata ova jednadZba postaje

Slika 13: Krivulje drugog reda iz prethodnog primjera

(x+1)242(y—3)>=8.
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Sada uvodenjem supstitucije X' = x+ 11y =y — 3, ova jednadZba poprima oblik

Ovo je jednadzba elipse s poluosima 2v/2 i 2, ali ne u polaznom xy koordinatnom sustavu, ve¢ u koordinat-
nom sustavu x’y’, koji je pak dobiven iz polaznog translacijom za vektor (—1,3).

Slika 14: Elipsa x* 4+ 2y% 4+ 2x — 12y = 11 u originalnom i translatiranom koordinatnom sustavu

Analogno prethodnom primjeru mozemo pristupiti i svakoj jednadzbi gdje je b = 0, odnosno onima
oblika
ax®> +cy* +dx+ey+ f =0.

Za jednadzbe u kojima je b # 0 éemo se posluziti rezultatima iz prethodnog dijela. Promotrimo prvo
jednostavniji primjer u kojem sud = e = 0.

Zadatak 5.16. Skicirajte graf krivulje x* +xy +y> = 1.

Rjesenje: Uvedimo prvo oznaku

Tada zadanu jednadzbu moZemo zapisati u obliku
(AX,X) =1.

Kako je A simetri¢na matrica, moZe se dijagonalizirati u obliku A = QDQT, gdje je
I |1 1 . 13
Q_ﬁ[—l 1], D—dlag<2,2>.
/
Uvodenjem supstitucije B,} =Y = Q"X dobivamo

1 /N 2 '\ 2
0= (ax.x) = (1) = 0y 307 = () + (%) |
3
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Ovo je pak jednadzba elipse, ali ne u originalnom koordinatnom sustavu, ve¢ u koordinatnom sustavu koji
je od originalnog dobiven transformacijom odredenom zamjenom varijabli ¥ = Q X, odnosno matricom Q.

Naravno, Q predstavlja rotaciju ravnine za kut —%. Koordinatna os x’, odnosno njen pozitivni (jedini¢ni)

/
smjer je odreden vektorom [;,} = [(1)] ili ekvivalentno Q7X = E;. Odavde slijedi X = QF;. Analogno

dobijemo i da je y’ os odredena s vektorom QFE,. Dakle, nove koordinatne osi (pa time i novi koordinatni
sustav) su dobivene rotacijom starih za kut —%.

x"+:t‘y+y?7l

Slika 15: Elipsa x* 4 xy +y? = 1 u originalnom i zarotiranom koordinatnom sustavu

U opcenitom slucaju postupamo kombiniranjem dva prethodno opisana postupka: prvo svedemo kva-
dratni dio na kanonski oblik, $to daje rotaciju koordinatnog sustava, a zatim po potrebi jo§ translatiramo
koordinatni sustav da bismo odredili krivulju i kona¢ni koordinatni sustav u kojem je ona dana u svom
najjednostavnije obliku.

Zadatak 5.17. Odredite krivulju zadanu jednadZbom
41x% 4 24xy 4 9y* 4 24x 4 18y — 36 = 0. (14)
Rjesenje: Danu jednadZbu moZemo napisati u obliku
(AX,X)+ (B,X)+C =0,
gdje je

X 41 12 24
O T - AP

Matrica A ima svojstvene vrijednosti 6(A) = {45,5}, a odgovaraju¢i normirani svojstveni vektori su

ool =l
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Od njih formiramo matricu Q kao

3 1
Qzl@ _@]-
7o Vo

b=l

te vidimo da se stare koordinate mogu preko novih izraziti kao

-]~ [

Uvrstimo u (14) i dobivamo jednadZbu

Uvodimo supstituciju X’ = Q7 X, odnosno

_ﬁ‘_.
(=]

90 30
45x7 45y 4 X+ -y —36=0

VIO© V10
odnosno 2 1\ 45 6 9\ 45
45 (P4 Xt — | == 45y =y +— | = — —36=0.
<x +\/E“lo) 0" (y +\/ﬁy+10> 10

I

Uvodenjem nove supstitucije BC,,] =X"=X"—Xp, gdje je

I |—1
Xo=——=

"T V10 {—3]

jednadzba postaje
45¢"% +5¢"* = 45,

odnosno

x//2
T
Sto je jednadZba elipse centralne u sustavu {x”,y”}. Taj smo koordinatni sustav dobili tako da smo redom:

1”2
©
9

* zarotirali poCetni xy koordinatni sustav za kut arccos (\/%—(J

. ) ) L. —1 )
¢ dobiveni koordinatni sustav translatirali za vektor \/% [ 3] u tom koordinatnom sustavu.

Nove koordinate mozemo zapisati i kao
X"=X"-Xo=0"X - X,

iz Cega je
X =0(X"+Xo)

Iz toga vidimo da je ishodiSte koordinatnog sustava x”y” tocka

x=00+x) =% = | ° |

a jedini¢ne tocke (odnosno one koje u koordinatnom sustavu x”'y” imaju koordinate (1,0) i (0,1)) su redom

0 +30) =5 |, ol otex =] .
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. R lika 17: Krivulj i i . -
Slika 16: Krivulja u xy sustavu i,;, a I7: Krivulja u sustavima xy 1 Slika 18: Krivulja u x’y’ sustavu

. et oy
Slika 19: Krivulja u xy’ sustavu isjlcl,l,(;,,zo' Krivulja u sustavima x'y Slika 21: Krivulja u x"y" sustavu

|
Zadatak 5.18. Odredite krivulju zadanu jednadZbom

3x2 4+ 10xy +3y* —2x— 14y — 13 = 0.

Rjesenje: Danu jednadZbu moZemo napisati u obliku

(AX,X)+ (B,X)+C=0,

35 -2
P P

Matrica A ima svojstvene vrijednosti 6(A) = {8,—2}, a odgovarajuéi normirani svojstveni vektori daju
matricu Q:

gdje je

4 L
Q=[*1ﬁ ﬁ]

V2 V2
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$to je matrica rotacije za kut §. Stare varijable se mogu izraziti preko novih kao

ﬂ 0 H & =Y)
y Y] | pE+Y)
Uvrstimo u pocetnu jednadzbu i dobivamo jednadzbu
16 12
81> — 2y’2 ——x——y' -13=0

V2§ V2

odnosno

2 1 6 , 9
8<x’2—ﬂx’+2> —4—2<y'2+ﬁy’+2> 19-13=0.

Uvedimo nove varijable translacijom sustava

1 3
xﬂle—f, //:/_1_7
NI,

pa se jednadzba svodi na
8x"* — 2y =8,

{.
o
1 4

$to je jednadZba hiperbole centralne u sustavu {x”,y”}. Taj sustav je dobiven od pocetnog {x,y} rotacijom

. . 1
zakut ¢ = %, a potom translacijom (u zarotiranom sustavu) za vektor % [ 3] .

Slika 22: Krivulja u xy sustavu S,h}<a 23: Krivulja u sustavima xy i Slika 24: Krivulja u x'y’ sustavu

Xy
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. . lika 26: Krivulj i 'y . A
Slika 25: Krivulja u x'y’ sustavu isxl,,;, 6: Krivulja u sustavima x'y Slika 27: Krivulja u x”y” sustavu

Za kraj ovog dijela éemo dati klasifikaciju svih moguéih krivulja drugog reda. Neka je stoga skup u R?

zadan s
(AX,X)+ (B,X)+C=0,

zaneke A € M\ {0},B € M5, i C € R. Glavna podjela daljnje diskusije dana je sljede¢im trima slucajevima:
(1) detA >0
(2) detA <O
(3) detA=0.

Promotrimo prvo slucaj (1). Neka su A, i svojstvene vrijednosti od A (moguée jednake). Kako je detA >
0, to su one istog predznaka; bez smanjenja oplenitosti pretpostavimo da su obje pozitivne, inace samo
pomnoZimo jednadzbu s —1. Nakon uvodenja supstitucije X’ = Q7 X dobivamo jednadZbu oblika

A+ 1) +dx ey +C=0,

za neke d’, ¢’ € R. Dopunom do potpunih kvadrata, tu jednadzbu mozemo zapisati kao

/ d’ 2 / 4 ? /
lx—i—ﬁ +u y+ﬁ :f,

zaneki f € R. U ovom trenutku postoje tri moguénosti:
(la) Akoje f’ <0, tada ova jednadZba nema rjeSenja, pa je dani skup zapravo prazan.
(1b) Ako je f' =0, tada ova jednadZba ima jedinstveno rjesenje (x',y’) = (—%, —%), pa je dani skup
jedna tocka u ravnini.

(Ic) Akoje f' > 0, tada je ovo jednadzba koja opisuje jednu elipsu u ravnini.

Promotrimo sada slu¢aj detA < 0. Bez smanjenja opéenitosti, neka je A > 01 u < 0. Stavimo radi sugestiv-
nosti oznaku v = —pu > 0. Tada nakon prve supstitucije dolazimo do jednadZbe oblika

l(x’)z—v(y’)2+d’x’+e’y’+C:O,
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odakle dopunom do potpunih kvadrata slijedi
d\* ¢ \?
A 1,9 B rC _ /'
(i) () =

(2a) Ako je f' =0, tada jednadzba glasi

Sada razlikujemo slucajeve:

odnosno

Sto je jednadZzba koja opisuje dva pravca koeficijenata smjera j:\/% (u koordinatnom sustavu x’y’)
koji se sijeku u tocki (—%, W)

(2b) Ako je f' # 0, tada je ovo jednadZba koja opisuje jednu hiperbolu u ravnini,

d\? ¢ \?
A P9 o rC _ /‘
(ra) () =
Konac¢no, promotrimo slucaj (3). Kako je A # 0, jedna svojstvena vrijednost tada mora biti 0, a druga

razli¢ita od 0. Pretpostavimo da je A > 0 i u = 0 (ostali slucajevi se dobivaju analogno, ili mnozZenjem
jednadzbe s —1 ili zamjenom uloge x i y). Tada nakon prve supstitucije dobivamo jednadZbu

AW +d X +ey+C=0,

pa dopunom do potpunog kvadrata slijedi

Razlikujemo sljedece slucajeve:
(3a) Akoje e =01 f' <0, tada ova jednadzba nema rjesenja, pa je dani skup prazan.
U 2 U
(3b) Akojee =01 f' =0, tada jednadzba A <x’ + %) = 0 ima jedinstveno rjeSenje x’ = —2"7, pa je dani
skup jedna tocka u ravnini.

(3c) Akojee =0i f > 0, tada jednadzba glasi

7N\ 2
A <x’+2d;t> =f,

Vil d'
A

pa je dani skup unija dva paralelna pravca dana s X' = + — 37

(3¢c) Ako je €’ # 0, tada jednadzba postaje

Sto je jednadzba parabole.
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Dakle, ukoliko zanemarimo neke degenerirane slu€ajeve (nulto¢ke polinoma ¢ine prazan ili jednoclan
skup), vidimo da su sve krivulje drugog reda

* elipse

* hiperbole

* unija dva pravca koja se sijeku
* parabole

* unija dva paralelna pravca

Stovise, i slu¢aj unije dva pravca koja se sijeku moZemo shvatiti kao svojevrsni grani¢ni slu¢aj hiperbole
(pustanjem f” — 0 u (2b)), odnosno slu¢aj unije dva paralelna pravca moZemo shvatiti kao grani¢ni slucaj
parabole (puStanjem ¢’ — 0 u (3¢))

I

Slika 28: Unije dva pravca koji se sijeku i unija dva paralelna pravca kao "rubni" slu¢aj hiperbole, odnosno
parabole

Iz tih razloga se kao standardni predstavnici s obzirom na navedenu podjelu uzimaju
* elipsa za slucaj detA > 0
* hiperbola za slu¢aj detA < 0

* parabola za slucaj detA = 0.
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