MATEMATICKA ANALIZA 1

Pismeni ispit — 10. veljace 2024.

Zadatak 1. (ukupno 24 boda) Dana je funkcija

(a)
(b)

(c)

g(x) = arccos(x® — sgn(z)).
(8 bodova) Odredite prirodnu domenu funkcije g.

(8 bodova) Neka je I najveci interval unutar prirodne domene funkcije ¢ koji sadrzi 0 i na kojem je g
injekcija. Odredite I i g([I).

(8 bodova) Odredite prasliku g='(g(I)) unutar prirodne domene funkcije g.

Rjesenge.

(a)

Funkcija sgn definirana je za sve realne brojeve, pa preostaje odrediti sve vrijednosti x € R takve da
je
—1 < 2* —sgn(z) < 1.

e Neka je z > 0. Rjesavamo
—1<2*-1<1.
Dobijemo z € (0,/2].
e Neka je z = 0. Vrijedi da je —1 <0 <1, paje 0 € D,.

e Neka je z < 0. Rjesavamo
-1<2?+1<1.

U ovom slu¢aju nema rjesenja.
Dakle, D, = [0,v/2].
Funkcija arccos je injekcija, pa ¢e i funkcija arccos(z? — sgn(x)) biti injekcija tamo gdje je funkcija
r? — sgn(x) injekcija.

Bududi da je x? —1 rastuca funkcija na pozitivnim realnim brojevima, jedine toc¢ke u kojoj se vrijednost

us

ponavljasuzaz =11z =0 (i tuje g(z) = 7).
Dakle, I = [0,1). Ra¢unamo

9([0,1)) = g({0}) U g((0,1)) = g U (arccos(0), arccos(—1)) = g U <Z,7T> = [Z,W> _

Trazimo z € [0, v/2) takve da je arccos(z? — sgn(z)) € [3, ).
Ako je x> 0, trazimo arccos(z® — 1) € [5,m), tj. = € (0, 1].
Provjerom vidimo da je za x = 0 takoder g(x) € g(I).

Dakle, g~(g(1)) = [0, 1].



Zadatak 2. (ukupno 24 boda) Neka je t realan broj iz intervala [0, 7]. Niz (a,) zadan je rekurzivno na
sljedeé¢i nacin:
a; =t, apy1 = a,cos(ay).

Dokazite da niz (a,) konvergira i odredite mu limes.

Rjesenje. Dokazat ¢emo da (a,) konvergira prema 0. Dokazimo najprije indukcijom da za svaki n vrijedi
an € [0,5]. Zan = 1, to je jasno po uvjetu zadatka. Ako to vrijedi za neki n, tada je cos(a,) € [0,1]
jer cos0 = 1, cos(3) = 0 te je kosinus padaju¢ na intervalu [0, 7]. Dakle, iz rekurzivne relacije slijedi
an+1 € [0,5]. Nadalje, iz dokazanog slijedi da za svaki n imamo a,1 < an, odnosno niz (a,) padajuc
je. Kako je (a,) omeden odozdo, on mora biti konvergentan, stoga ozna¢imo L = lim, ., a,. Tada iz
rekurzivne relacije slijedi

L = Lcos L.

Takoder, kako je 0 < a,, < 7 za svaki n, vrijedi 0 < L < 7. Kada bi bilo L # 0, tada bi dijeljenjem s L u
gornjoj jednadzbi slijedilo cos L = 1. Buduéi da je kosinus strogo padaju¢ na intervalu [0, 5], slijedilo bi
L =0, sto je kontradikcija. Dakle, mora biti L = 0, ¢ime je tvrdnja dokazana.



Zadatak 3. (ukupno 26 bodova)
(a) (16 bodova) Odredite limes inferior i superior niza a, = v2n — |v/2n].

(b) (10 bodova) Neka su (ay,)y 1 (bn)n proizvoljni nizovi pozitivnih realnih brojeva. Dokazite ili opovrgnite
identitet:

liminf a,, + lim inf b,, = lim inf(a,, + b,)
n—oo n—oo n—oo

Rjesenge.

(a) Po definiciji funkcije |-| znamo da za svaki x € R vrijedi |z] < x < |z] + 1 pa zaklju¢ujemo da za sve
n € N vrijedi 0 < a,, < 1. Prema tome, zaklju¢ujemo da je liminf,, , a, > 01 limsup,,_, . a, < 1.
Dokazimo da vrijede jednakosti u prethodne dvije nejednakosti. Naime, promatramo li podniz: (ag,2)p,

tada vrijedi:
Agn2 = VAn? — |V4n?] = 2n —2n = 0.

S druge strane, za podniz (as,2_1), vrijedi

Aon2—1 = V4An2 — 2 — |V4n2 — 2|.

Kako je
(2n —1)2 =4n® —4n + 1 < 4n® — 2 < 4n® = (2n)?,

korjenovanjem slijedi

2n —1 < V4n? —2 < 2n
pa zakljuCujemo da je |v4n? — 2] = 2n — 1. Dakle, vrijedi

4n? —2 — (2n — 1)?
(a1 = VAT = _(2n_1):\/4n2—2—i(2n—)1)

B 4dn — 3 n
_\/4n2—2—|—(2n—1):n
43 4

— =1,
Ji-Z o1 2+2

gdje smo kod pustanja limesa koristili teorem o limesu zbroja i produkta te neprekidnost funkcije
korijen u tocki 4. Prema tome, zaklju¢ujemo liminf,,_,. a, = 0 i liminf, ,, a, = 1.

(b) Tvrdnja ne vrijedi. Promotrimo nizove: a, = 2 + (=1)" i b, = 2+ (—=1)""'. Tvrdimo da je skup
gomilista nizova (ay), 1 (by), jednak {1, 3}. Naime, promatrajuéi parne i neparne ¢lanove zakljucujemo
da 11 3 jesu gomilista, a kako za svaki ¢ € R\{1,3} in € Nvrijedi |a,—c| > min{|3—c¢|, |[1—¢|} = > 0,
ni jedan podniz ne moze konvergirati k c. Dakle, liminf, ., a,, = liminf, ,, b, = 1, dok je a,,+b, = 4
pa je liminf, . (a, + b,) = 4.



Zadatak 4. (ukupno 26 bodova)
(a) (16 bodova) Neka je f: R — R neprekidna funkcija te neka je xy € R. Definiramo funkciju

g9: (0,00) = R, g(8) = sup{|f(z) = f(W)| | z,y € (zo — 6,20 + )}
Dokazite da je g dobro definirana, rastuca te da vrijedi

li 0) =0.

2, 900)

(b) (10 bodova) Neka je f: R — R funkcija takva da vrijedi sljedece: za svaki zatvoren omeden interval
I C R, njegova slika f(I) takoder je zatvoren omeden interval. Mora li f biti neprekidna?

Uputa. Promatrajte funkciju s pravilom pridruzivanja cos(1).

T

Rjesenje.

(a) Neka je 6 > 0 proizvoljan. Po Bolzano—Weierstrassovom teoremu postoji realan broj M > 0 takav da
za sve x € [xg— 0, xo+d] vrijedi |f(x)| < M. Tada iz nejednakosti trokuta za sve z,y € (x¢g— 6, x4+ 9)
imamo

[f(@) = fW) < [F@)| + [f)l < M+ M =2M.
Dakle, skup
Ss = Alf(@) = fW)l | 2,y € (xo — 6,20+ 6)}
neprazan je i omeden odozgo pa ima supremum, odnosno ¢g(d) dobro je definirano. Takoder, ako je
0 < 01 < d9, tada imamo S5, C Ss,, odakle uzimanjem supremuma slijedi g(d1) < g(d2). Dakle, g
je rastuca. Nadalje, za dani € > 0, po neprekidnosti f u zy mozemo odabrati 69 > 0 takav da za
|z — 20| < 0 imamo |f(z) — f(z0)| < §. Tada za sve 2,y € (29 — do, 7o + do) iz nejednakosti trokuta
dobivamo . -
1) = FW) < 1)~ Fo)l +17) — flao)| < &+
odakle slijedi g(dy) < e. Kako je g rastuca, za sve 0 < § < ¢y slijedi 0 < g(9) < e. Dakle, vrijedi
limgs_,o+ g(0) = 0, ¢ime je dokaz zavrSen.

:87

(b) f ne mora biti neprekidna. Zaista, promotrimo f s pravilom pridruzivanja
f(x) COS(%) ako x # 0
x) = .
0 ako x =0

Ona nije neprekidna jer npr. lim, ﬁ =0, dok

1
lim f(5—) =1+0=f(0).
Jim f{o— # 0= f(0)
S druge strane, pretpostavimo da je I = [a, b] zatvoren omeden interval. Uvedimo funkciju
1
9: RA{0} = R, g(2) = —.

Ako I ne sadrzi 0, tada je restrikcija f|; = cos og|; neprekidna kao kompozicija neprekidnih funkcija pa
po Bolzano—Weierstrassovom teoremu slijedi da je slika f(I) zatvoren omeden interval. Ako I sadrzi
0, tada je a < 0 < b pa imamo tri slu¢aja. Ako je a =0 =0, tada je f(I) = {0}. Ako je b > 0, tada

F(1) 2 7((0,]) = (c0s o9l (0,]) = cos(a((0,8])) = cos([3.,00) ) = [-1,1],

odakle slijedi f(I) = [—1, 1] jer o¢igledno f poprima vrijednosti samo u intervalu [—1,1]. Sli¢no, ako
je a <0, tada

£(1) 2 £((a,0)) = (c0s oglja)([a,0)) = cos(g([a, 0))) = cos( (00, ] ) = [~1,1

pa opet zaklju¢ujemo f(I) = [—1, 1]. Dakle, u svakom slucaju, f(I) je zatvoren omeden interval.
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