MATEMATICKA ANALIZA 1

Pismeni ispit - 2. rok — 9. veljace 2026.

e Dozvoljeno je koristiti samo pribor za pisanje i brisanje. Dozvoljeno je pozvati se na sljedece limese:

i 1— 1 v _1 In(1
T U T L N S € ek Y
z—0 z—0 T 2 z—=0 z—0 X
P 1 n
lim —— =0, lim 2 =0, lim =0, pa>0.
r—o00 4T rz—oo P n—o00 n'

Zadatak 1. (ukupno 25 boda) Dana je funkcija

f(x)=1In (% — arctg (3 o= +3))

(a) (8 bodova) Odredite prirodnu domenu Dy funkcije f.
(b) (8 bodova) Odredite sliku R funkcije f.
(c) (9 bodova) Postoji li funkcija g : R — R takva daje fog: R — R

(
(
(
(cl) parna?
(c2) periodi¢na?
(

c3) bijekcija?

Ako takva funkcija g ne postoji dokazite da ne postoji, a ako postoji napisite jedan primjer.

Rjesenge.

ac3 —3ac2 —x+3

(a) = € Dy ako vrijedi 8z — 8 # 0, odnosno = # 1 i ako je § — arctg (3 828 ) > 0 odnosno
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Pa zaklju¢ujemo da je Dy = (—1,3) \ {1}

< 0.

(b) Za x € Dy vrijedi f(z) =In (% — arctg <3§(:c+1)(x—3)>>
1
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f3(z) = arctg(x) = f3(<%, 1>
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gdje smo koristili da je f = fy0 f30 foo fi.



(c) (cl) g: R =R, g(x) =0, kako je 0 € D funkcija f o g: R — R je konstantna funkcija pa je parna
(c2) g : R = R, g(x) = 0, kako je 0 € Dy funkcija fog : R — R je konstantna funkcija pa je
periodni¢na
(c3) Takva funkcija ne postoji jer f : (—1,3) \ {1} — R nije surjekcija pa ni f o g ne moze biti
surjekcija, a onda ni bijekcija.



Zadatak 2. (ukupno 25 bodova)

(a) (10 bodova) Neka je (24)ren niz realnih brojeva i T, = = >}, x, aritmeticka sredina prvih n ¢lanova
niza (xy). Odredite

ako je

(al) limg_yoo xx = 0,

(a?) limg_yoo 2, = ¢ > 0.

(b) (15 bodova) Odredite

lim sup v<3 sin (nl>>n +2n
n—oo 2

Rjesenge.
(a) (al) Po Cesaro-Stolzovom teoremu dobivamo da je lim, ., T, = 0 pa slijedi da je

lim 1 — cos gfn) 1

(a2) Po Cesaro-Stolzovom teoremu dobivamo da je lim,,_, T, = ¢ pa slijedi da je

1 —cos(Z,) 1-—cos(c)

li =
n1—>r£lo (fn)Q 2
(b) Buducdi da je
1, zan=1 mod4
. /nT
sin (7> =<{ -1, zan=3 mod4

0, zan=0 mod 2.

po teoremu o sendvicu slijedi da je

lim sup v<381n (nl)>n + 2" =3
n—00 2




Zadatak 3. (ukupno 25 bodova)

(a) (15 bodova) Odredite infimum i supremum skupa

A= {sin(%) :m,n € N, m? < 5n?}.

(b) (10 bodova) Neka je (a,), odozgo omeden niz realnih brojeva. Vrijedi li nuzno

lim sup a,, = sup{a, : n € N}?

n—o0

Rjesenge.

(a) Primijetimo da je

A= {sin(q) : ¢ € (0,V/5) NQ} = sin (0, V5N Q).
Dakle, buduci da je v/5 € (5,m) ida je sin rastuca na [0, 7/2] i padajuca na [r/2, 7], slijedi
A C sin({0,V5)) = (0,1].

Promatranjem niza a, = sin(l/n) € A i koriStenjem neprekidnosti funkcije sin u 0, slijedi da je
lim, a,, = 0 pa je inf A = 0. S druge strane, kako je Q gust u R, slijedi da postoji niz ¢, € (0, v/5) NQ
takav da ¢, — /2. Tada je niz b, = sin(g,) € A i po neprekidnosti funkcije sin u 7/2 vrijedi
lim, b, =1 pa jesup A = 1.

(b) Ne. Promotrimo niz (a,), zadan s a,, = 1/n. O¢ito je odozgo omeden s 1. Buduci da konvergira u 0,
vrijedi limsup,, a,, = 0. S druge strane, zbog a; = 1 vrijedi

sup{l/n:n € N} = 1.



Zadatak 4. (ukupno 25 bodova)

(a) (15 bodova) Odredite postoji li limes

lim —= sin( 1) sin(z).

z—0t \/_

(b) (10 bodova) Neka je f : [0,2] — R neprekdina funkcija, takva da je f(0) = f(2) = 0. Dokazite da
postoji x € [0,2] takav da je f(z) = f(x +1).

Rjesenge.
(a) Koriste¢i ocjenu |sin(1/x)| < 1, primijetimo da za x > 0 vrijedi

sin x

N

‘—sm( )sin(x)‘ <

Koristeéi tabli¢ini limes i teorem o limesu produkta slijedi

sin x sin x
lim = lim \/_ =0-1=0.
x—0T \/_ z—0

Dakle, po teoremu o sendvicu, i trazeni je limes jednak 0.

(b) Promotrimo g : [0,1] — R zadanu s g(z) := f(z + 1) — f(x). Funkcija g je neprekidna kao razlika
neprekidnih funkcija i vrijedi

9(0) +g(1) = (f(1) = f(0)) + (f(2) = f(1)) = f(2) — f(0) = 0.

Ako je g(0) = 0, tada je z = 0 rjeSenje problema. U suprotnom su g(0) i g(1) razli¢itog predznaka.
Tada po teoremu o meduvrijednosti postoji « € [0,1] takav da je g(z) = 0 pa za taj z vrijedi

f(x) = flz+1).
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