MATEMATICKA ANALIZA 1

Pismeni ispit - 3. rok — 24. kolovoza 2026.

e Dozvoljeno je koristiti samo pribor za pisanje i brisanje. Dozvoljeno je pozvati se na sljedece limese:
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Zadatak 1. (ukupno 25 bodova)
(a) (15 bodova) Zadana je funkcija formulom
f(z) = arcsin (2* — 2z) .

Odredite prirodnu domenu Dy i sliku f(Dy). Je li f injekcija? Ako nije, odredite najveci interval
I C Dy koji sadrzi tocku 2 takav da je f|; injekcija te odredite f|;'.

(b) (10 bodova) Postoji li funkcija g : R — R koja nije periodi¢na, ali takva da je g o g periodi¢na?

Rjesenge.
(a) Zapisimo f = gy 0 g1, gdje je

gz)=2>-2z=(z—-1)72—1, g2(u) = arcsin u.

Domena. Kako je D(arcsin) = [—1, 1], vrijedi x € Dy ako i samo ako je
1< (z—-1)?-1<1.
Lijeva nejednakost vrijedi za svaki z € R jer je (z — 1) > 0. Desna nejednakost daje
(r—1)%<2 <= |21 <V2 «= z€ [l -V2, 1+V2]|

Dakle D; = [1 — /2, 1 + v/2].
Slika. Funkcija g; je strogo padajuca na [1 — v/2,1] i strogo rastuca na [1,1 + v/2], s minimumom
g1(1) = —1 i rubnim vrijednostima g;(1 4+ +/2) = 1, pa je g1(D;) = [-1,1]. Buduéi da je arcsin strogo
rastuca bijekcija s [—1,1] na [—7, 7], slijedi
T T
py=[-77]
f(Dy) 53
Injektivnost. Funkcija f nije injekcija. Naime, graf od g; simetri¢an je obzirom na pravac x = 1, tj.
za svaki x € Dy vrijedi

f(2—x) =aresin((1 — 2)* — 1) = arcsin((z — 1)* — 1) = f(z),

a 2 —x € Dy. Primjerice, f(0) = f(2) = 0.



Interval I. Na intervalu [1,1 + \/5] je g1 strogo rastuca, a go strogo rastuca, pa je f|[171+\/§] strogo
rastuca, dakle injekcija. Taj interval sadrzi tocku 2 (jer je 1++/2 > 2). Pokazimo da je najvedi takav.
Neka je I C Dy interval koji sadrzi 2 i neki x < 1. Stavimo ¢ := min{l —z,1} > 0. Tadaje 1 —d >z
i146 <2 pasuobjetotke 1 =43 1il+0 uintervalu [z,2] CI. Zbog f(1—-0) = f(1+0)i1l—56# 14§
funkcija f|; nije injekcija. Dakle

I=11,1+72

Inverz. Promotrimo restrikcije komponentnih funkcija

gl [L1+V2) = [-11], gi(e) = (@~ 1)* - 1,

g2 [_17 1] — [_ga g]v 92(u) = arcsin u.

Obje su bijekeije: g1]7 je strogo rastuca i gi(I) = [—1,1] (vidi gore), a go je bijekcija po definiciji
funkcije arcsin. Stoga je f|; = g2 o g1|7 bijekcija kao kompozicija bijekcija te vrijedi

_ -1 -1
fit=(gzonl) = (nl) og"
Racunamo inverze pojedinih komponenti. Inverz funkcije g, je

_ T T _ .
6" -2 2] S L gt (y) =sing,

272
Za inverz od gi|; rjesavamo u = (z — 1) — 1 po x € [1,1 4+ V/2]:
(-1 =ut+l <= jz-1=Vu+1l <= v=1+Vu+1,

pri ¢emu smo u posljednjoj ekvivalenciji koristili z > 1, tj. [z — 1| = x — 1. Dakle

(91‘1)_1 (=11 = L1+ V2], (g1|1)_1(u) =1++vu-+1.

Kona¢no,

flity) = (91|1)_1(g§1(y)) =1++/1+siny, y € [—g, g}

Postoji. Jedan primjer takve funkcije je:

(z) 1 >0
xXr) = .
g 0 z<0

Tada za svaki x > 0 vrijedi g(g(z)) = g(1) = 1, dok za < 0 vrijedi g(g(z)) = g(0) = 1 pa zaklju¢ujemo
da je go g(x) =1 za sve z € R pa je periodi¢na s obzirom na svaki period. S druge strane, funkcija g
oCito nije periodi¢na jer kad bi 7 > 0 bio period, moralo bi vrijediti 0 = g(—7) = g(—7+7) = g(0) = 1,
Sto je oc¢ito kontradikcija.

Alternativno rjesenje. Moze se provjeriti da funkcija

takoder zadovoljava uvjete zadatka.



Zadatak 2. (ukupno 25 bodova)

(a) (10 bodova) Izracunajte limes
Y oret (1 — o8 ﬁ)
lim .

n—oo lnn

(b) (15 bodova) Odredite sva gomilista niza (z,) zadanog s

T, = {/ 3" + cos(nm)2n.

Rjesenge.
(a) Oznag¢imo

o 1
an:2<1—cos— ) b, = Inn.
ﬂ)

k=1
Niz (b,) strogo je rastuci i neogranicen, pa rjeSenje trazimo preko Cesaro-Stolzova teorema.

Rac¢unamo

O Gn 1 - COST
n—oo b, — b,_1 n—oo In (1 + m)
1 — cos = 1
= lim il vn n T
noeo In (1+.55)
l—cos—— n_1 L
= lim - Vo 1 : el
noee g no In(l+5)
1 1
= 1-1=-.
2 2

Stoga, prema Cesaro—Stolzovu teoremu,

Y oret (1 — o8 ﬁ) 1

lim = —.
n—o00 hl n 2

(b) Uocimo da je
cos(nm) =1,

za parne n i
cos(nm) = —1,

Za neparne n.

Sada je

Loy = 2\/n 32n 4 220,

No, vrijedi da je
3= /32 < /3 42 < /3y 3= N/2.3:m=3. Y2 3

Dakle, po teoremu o sendvicu, ovaj limes je 3, pa je to jedno gomiliste danog niza. Analogno, za
neparan n gledamo limes

9 2n+1 2 2n+1 1
lim "W/ 32+l — 22041 — Jim 3. "%/ 1 — ( = = lim 3exp [In|1— {2 : =3
2n+1

n—o0o n—o0o 3 n—00 3



Dakle, jo$ jedno gomiliste niza je 3. Kada bi niz imao joS neko gomiliste ¢, tada bi imao podniz
(xp,) koji bi konvergirao prema njemu. No, tada bi taj podniz imao ili beskona¢no mnogo ¢lanova
s parnim n, a kona¢no s neparnim n ili beskonacno mnogo s neparnim n, a kona¢no s parnim n ili
beskonac¢no i s parnim i s neparnim n. Dakle, u svakom sluc¢aju je opet ¢ = 3.

Slijedi da je jedino moguce gomiliste 3.



Zadatak 3. (ukupno 25 bodova)

(a) (20 bodova) Odredite infimum i supremum skupa

_[@n+1)(@2"—-1) ko
S—{ —om Pl n,m,keN;.

Ima li skup S minimum, odnosno maksimum?

(b) (5 bodova) Postoji li beskonacan skup A C R takav da svaki njegov neprazan podskup ima maksimum?

Rjesenge.
(a) Uo¢imo da je S = A- B+ C, gdje je
1 1 k
A:{2+—:neN}, B:{l——:meN}, C:{——:kzeN}.
n 2m k+1
Skup A. Niz a, = 2 + % strogo je padajuc, pa je sup A = max A = a; = 3. Nadalje, a,, > 2 za svaki

n € N, a za svaki ¢ > 0 postoji n € N takav da je % <&, tj. a, < 24 ¢e. Dakle inf A = 21 taj se
infimum ne postize.

Skup B. Niz b, =1 — 2%” strogo je rastué, pa je inf B =min B = b; = % Kako je b,, < 1 za svaki m i
lim,;, 00 by = 1, slijedi sup B = 1 i taj se supremum ne postize.

Skup C'. Niz ¢ = —kiﬂ = -1+ k—}rl strogo je padajué¢, pa je supC = maxC = ¢; = —
cr > —1 za svaki k i limyg_,o, ¢ = —1, slijedi inf C' = —1 i taj se infimum ne postize.

Skup A - B. Vrijedi A C (2,3]i B C [%, 1), dakle A, B C (0, +00), pa moZemo primijeniti formule za
produkt skupova pozitivnih brojeva:

Kako je

1
3

1
sup(A-B) =supA-supB=3-1=3, inf(A-B):ian-infB:2-§:1.

Konacno. Iz formula za sumu skupova slijedi

1
supS:sup(A-B)+supC:3—§:g, inf S =inf(A-B)+infC=1-1=0.

Minimum i maksimum. Nijedan se ne postize. Naime, za sve n,m, k € N vrijedi

1 1 k 1
2 —)(1——) 1=3 i —— <_=
2+, gm) <3 L=3 1 S sy

pa je svaki element od S strogo manji od g, tj. g ¢ S i8S nema maksimum. Sli¢no, za sve n,m,k € N
je

1 1 1 k
ST R B P
(+n 2m ” 2 >k‘—|—1

pa je svaki element od S strogo veéi od 0, tj. 0 ¢ S i S nema minimum.

(b) Postoji. Primjer takvog skupa je skup A = —N = {—k : £ € N}. Naime, za bilo koji neprazan
podskup B C A vrijedi da je —B C N. S predavanja znamo da tada skup —B ima minimum m jer
svaki podskup prirodnih brojeva ima najmanji element. Odatle slijedi da je —m maksimum skupa B.



Zadatak 4. (ukupno 25 bodova)
(a) (15 bodova) Odredite postoji li limes i, ako postoji, izra¢unajte ga:

02
. e T —cosx
lim —mM8M .
x—0 :L‘Z

(b) (10 bodova) Neka je f : [0,2] — R neprekidna funkcija. Dokazite da postoji ¢ € [0, 1] takav da vrijedi

f(2)—f(0
flet1) - f1e) = 1EIO
Rjesenge.
(a) Vrijedi
: 2
et —cosx  eMT—1 1—cosx
x2 n x2 x2
Za prvi ¢lan imamo
esin2:r -1 - esin2x 1 sin2 T
2 sin’z 22
Kako je sin?z — 0 kada  — 0, iz poznatih limesa
t_ 1 :
imS =1 i lim et =g
t—0 t z—=0 I
slijedi
esin2 T 1
lim =1
z—0 LEQ
Nadalje,
1 —cosx 2sin?(x/2) 1 (sin(z/2)\> 1
lim =1 = lim - = —
z—0 1‘2 x—0 x2 z—0 2 x/2 2
Konacno,
2
et T —cosr 3
lim = =
z—0 2 2

(b) Definirajmo funkciju
9:10,1] =R, gz)=flz+1) - f(z).
Bududéi da je f neprekidna, funkcija g je neprekidna na [0, 1].
Vrijedi

Prema tome,

Broj
9(0) +g(1)
2
nalazi se izmedu ¢(0) i g(1). Buduéi da je g neprekidna, prema teoremu o meduvrijednosti postoji
c € [0,1] takav da

(0) + g(1)
g(c) =2 29
Stoga
fet1) - fle) = f(2) = f(0)
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