MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 31. sijecnja 2023.

Zadatak 1.
(a) (4 boda) Niz (a,) zadan je rekurzivno s

1 21

R ay = %5 Bani1 = anan,1 +4 (Yn > 2).

ap =

Ispitajte je li niz konvergentan. Ako jest, odredite mu limes.

(b) (2 boda) Konstruirajte primjer niza ¢iji je skup gomilista N U {0}.

Rjesenge.
(a) Pretpostavimo kako je niz konvergentan. Ako s L ozna¢imo pripadni limes, nuzan uvjet na L je
5L = L% +4,

pa je nuzno L = 1 ili L = 4. Pokazimo da je niz ograni¢en odozgo s 1 te da je rastudi.

Za dokaz prve tvrdnje, koristimo matematicku indukciju. Za n = 11 n = 2 tvrdnja ocito vrijedi.
Pretpostavimo kako tvrdnja vrijedi za sve k < n te ju dokazimo za n 4+ 1. Kako je po pretpostavci
a, < 1ia,; <1, vrijedi da 5a,+1 < 5, odnosno a,; < 1. Po principu matematicke indukcije,

tvrdnja vrijedi za svaki n.

Pokazimo sada da je rastuc¢i. Dokaz opet provodimo koristeci indukciju. Lako se direktno provjeri da
vrijedi a1 < as te as < az. Pretpostavimo da za neki prirodni broj n > 2 vrijedi a,, > a,_1 > Gyp_o.

Tada je

1

4 4
Apt1 = 5a'na'n—1 + g >

Ap—10p—2 + = = Gy,

5

o] —

pa je niz rastudi.

Prema dovoljnim uvjetima za konvergenciju niza, zaklju¢ujemo kako je (a,) konvergentan. Koristeci

¢injenicu da je (a,) ograni¢en odozgo s 1, nuzni uvjeti na limes impliciraju da je lim, a,, = 1.

(b) Postoji mnogo nac¢ina kako konstruirati traZeni niz, a jedna od moguénosti je sljedec¢a. Neka je (p,)
strogo rastuéi niz prostih brojeva. Ideja je u potencije prostog broja p, spremiti konstantan podniz

aym = m. Dakle, ako promatramo niz

ak:{m ’ k:pn

0 , inace

njegov skup gomilista je NU {0}.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 31. sijecnja 2023.

Zadatak 2.

(a)

(b)

(4 boda) Odredite limes

(3 boda) Neka je (z,)nen € R ogranicen niz, takav da za sve n > 2 vrijedi

Tp—1 + Tn+1

Rjesenge.

(a)

Tp < 5
Dokazite da je niz (x,),en konvergentan.
Oznacimo li a, == Y ,_, % ib, = %, potrebno je odrediti lim, o §*. Ideja nam je primijeniti

Cesaro - Stolzov teorem pa dokazimo da je niz b, rastué¢ i da b, — oo za n — oco. Uvjet b, < b,11

ekvivalentan je s:
3n+1

37’L
— < Sn+1<3n.

n n+1

Dodatno, pokazali smo na vjezbama da % — 00 za n — oo. Kako su uvjeti Cesaro - Stolzovog

teorema zadovoljeni, ako limes u nastavku postoji, tada i trazeni limes postoji i jednaki su :

3n+1
. an+1 - an . n+1 . 3
lim 1 — — = lim = —.
n—o0 1 n—oo 3°FL 3" n—o00
n+1 n

Dakle, po Cesaro -Stolzovom teoremu limes je jednak %

Dokazat ¢emo da je niz padaju¢. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji m € N takav da je
T < Typy1. Oznadimo 6 := x,,11 — T, > 0. Uvjet je ekvivalentan s z,.1 — x, > z, — x,,_1. Odatle
i iz pretpostavke teleskopiranjem slijedi:

n

Tmtn — Tm = § (xm—i-k - xm—&-kz—l) > nd.
k=1

Pustanjem n — oo slijedi da niz nije ogranicen, Sto je kontradikcija sa pretpostavkom. Dakle, niz je
padajuc i ograni¢en pa ima limes.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 31. sijecnja 2023.

Zadatak 3. (6 bodova)

Odredite infimum i supremum skupa

1 15
S_{(—l)”2n+1.m+2 .n,mEN}

ako postoje.

Rjesenje. UocCimo da je S = A - B gdje je B = ml—_fQ tm e N} slika padajuceg niza, a

A ! eN ! U ! C
= — ' N = . N neparan . N paran
(—1)"2n + 1 1-2n P m+1 P =

Sada je sup A = %, inf A=—1,sup B=25,inf B=0,
pajesup S =1, inf S = 5.

1
—-1.=
]



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 31. sijecnja 2023.

Zadatak 4.

(a) (4 boda) Izra¢unajte limes

lim 1 — e~ cos(z)

+=0  sh(e*” — 1)

(b) (2 boda) Neka je f : [0,1] — R neprekidna funkcija takva da za sve = € [0,1] vrijedi f(z) = f(z?).
Dokazite da je f konstantna.

Rjesenge.
Koristi i : d ievb < i et—1 __ 1. 1 l—cost __ 1 li cht—1 __ 1 :
(a) Koristimo limese izvedene na vjezbama: lim; o~ = 1, lim;,o =z = 3, limy,0 %z = 5 i

. h(t
lim;_,o 2 t() =1.

i 1 — e~ B cos(z) i 1 —cosz () 1 — el-che

im i cos(x

2>0  sh(er® — 1) 20 sh(e®® — 1) sh(e*® — 1)

2 _ 2
. 1l—cosz a? et —1 1—e=*1 _cha 22 e —1
= lim + cos(z)

(b) Neka je z € (0,1) proizvoljan. ViSestrukom primjenom uvjeta zaklju¢ujemo da za svaki n € N vrijedi
fa) = f(@®) = f(zh) = - = fa™).

2" — 0 za n — oo, zbog neprekidnosti funkcije f u 0 vrijedi:

Medutim, zbog toga Sto x

F(0) = f(lim 2*") = lim f(2*") = lim f(z) = f(x).

Dakle f(z) = f(0) za sve x € [0,1). Medutim, sada po neprekidnosti u 1 vrijedi
f(1) = lim f(z) = lim f(0) = f(0).
z—1 z—1

Dakle, funkcija je konstantna.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 31. sijecnja 2023.

Zadatak 1.
(a) (4 boda) Niz (a,) zadan je rekurzivno s

1 13

 ©= 6 danyy = apan1+3 (Vn>2).

ap =

Ispitajte je li niz konvergentan. Ako jest, odredite mu limes.

(b) (2 boda) Konstruirajte primjer niza ¢iji je skup gomilista 2N U {0}.

Rjesenge.
(a) Pretpostavimo kako je niz konvergentan. Ako s L ozna¢imo pripadni limes, nuzan uvjet na L je
4L = L* + 3,

pa jenuzno L = 11ili L = 3. Pokazimo da je niz ogranicen odozgo s 1 te da je rastudi.

Za dokaz prve tvrdnje, koristimo matematicku indukciju. Za n = 11 n = 2 tvrdnja ocito vrijedi.
Pretpostavimo kako tvrdnja vrijedi za sve k < n te ju dokazimo za n 4+ 1. Kako je po pretpostavci
a, < 1ia,; <1, vrijedi da 4a,.; < 4, odnosno a,+; < 1. Po principu matematicke indukcije,

tvrdnja vrijedi za svaki n.

Pokazimo sada da je rastuc¢i. Dokaz opet provodimo koristeci indukciju. Lako se direktno provjeri da
vrijedi a1 < as te as < az. Pretpostavimo da za neki prirodni broj n > 2 vrijedi a,, > a,_1 > Gyp_o.

Tada je

1 3
Apt1 = Zanan—l + Z >

3
Ap—10p—2 + = = Gy,

4

TNy

pa je niz rastudi.

Prema dovoljnim uvjetima za konvergenciju niza, zaklju¢ujemo kako je (a,) konvergentan. Koristeci

¢injenicu da je (a,) ograni¢en odozgo s 1, nuzni uvjeti na limes impliciraju da je lim, a,, = 1.

(b) Postoji mnogo nac¢ina kako konstruirati traZeni niz, a jedna od moguénosti je sljedec¢a. Neka je (p,)
strogo rastuéi niz prostih brojeva. Ideja je u potencije prostog broja p, spremiti konstantan podniz

aym = 2m. Dakle, ako promatramo niz

0 — 2m , k=p
ke 0 , inace

njegov skup gomilista je 2N U {0}.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 31. sijecnja 2023.

Zadatak 2.

(a)

(b)

(4 boda) Odredite limes

(3 boda) Neka je (z,)nen € R ogranicen niz, takav da za sve n > 2 vrijedi

Tp—1 + Tn+1

Rjesenge.

(a)

Ty = 5
Dokazite da je niz (x,),en konvergentan.
Oznacimo li a, == Y ,_, % ib, = %, potrebno je odrediti lim, o §*. Ideja nam je primijeniti

Cesaro - Stolzov teorem pa dokazimo da je niz b, rastué¢ i da b, — oo za n — oco. Uvjet b, < b,11

ekvivalentan je s:
4n+1

n+1

Dodatno, pokazali smo na vjezbama da % — 00 za n — oo. Kako su uvjeti Cesaro - Stolzovog
teorema zadovoljeni, ako limes u nastavku postoji, tada i trazeni limes postoji i jednaki su :

47’L
— < Sn+1<4n.
n

4n+1
. an+1 - an . n+1 . 4
lim 1 — — = lim = —.
n—00 1 n—ooo AL _ 4n n—s00 3
n+1 n

Dakle, po Cesaro -Stolzovom teoremu limes je jednak %.

Dokazat ¢emo da je niz rastu¢. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji m € N takav da je x,, > Ty, 41.
Oznadimo 6 := x,,— ;i1 > 0. Uvjet je ekvivalentan s x,, 1 —z, < x,—z,_1. Odatleiiz pretpostavke

teleskopiranjem slijedi:

Tm4n — Tm = Z($m+k - merkfl) < —no.
k=1
Pustanjem n — oo slijedi da niz nije ogranicen, sto je kontradikcija sa pretpostavkom. Dakle, niz je
padajuc i ograni¢en pa ima limes.



MATEMATICKA ANALIZA 1

Drugi kolokvij — 31. sijecnja 2023.

Zadatak 3. (6 bodova) Odredite infimum i supremum skupa

o 1 16
Cl(=D)m3m -5 n+1

:n,mEN}

ako postoje.

Rjesenje. Uocimo da je S = A - B gdje je B = {n1_+61 ‘n € N} slika padajuceg niza, a

A= ;'mEN = ;'mne aran p U ! :m paran ¢ C |
“\CD)m3m -5 "\ =5—3m ""P 3m—5 P =13

SadajesupAzlian:—é,supB:&infB:O,
pajesup S =8, inf S = —1.

—1
_’1]



MATEMATICKA ANALIZA 1
Drugi kolokvij — 31. sijecnja 2023.

Zadatak 4.

(a) (4 boda) Izra¢unajte limes

l—cosz _
im & ch(z) —1

z>0  sin(e®® — 1)

(b) (2 boda) Neka je f : [0,1] — R neprekidna funkcija takva da za sve x € [0, 1] vrijedi f(x)
Dokazite da je f konstantna.

f@?®)
Rjesenje.
(a) Koristimo limese izvedene na vjezbama: lim; o< = 1, lim, 0 =ost — L limy 0 25 = 1
lim,_o 220 = 1.
l—cosx h -1 h -1 l—cosz __ 1
T C) Rl TN ) Rl SOV WO it 1
=0  sin(e* — 1) 20 sin(e*” — 1) sin(e*” — 1)
h -1 2 x2_1 1fcosx_11_ 2 12_1
i © (x) 2x 'e : —i—ch(x)e CoS T 295 'e :
a—0  x2  e® — lsin(e® — 1) 1 —cosx 2 e” — lsin(e®” — 1)
_ ! 1-1+1-1 L 1-1=1
=3 5 =

(b) Neka je xz € (0,1) proizvoljan. ViSestrukom primjenom uvjeta zaklju¢ujemo da za svaki n € N vrijedi

coe= fla®).
" — 0 za n — oo, zbog neprekidnosti funkcije f u 0 vrijedi:

F(0) = f(lim 2% = lm f(z*") = lim f(x) = /().

n—oo n—o0

Medutim, zbog toga sto x>

Dakle f(z) = f(0) za sve x € [0,1). Medutim, sada po neprekidnosti u 1 vrijedi

F(1) = lim f(x) = lim £(0) = f(0).

Dakle, funkcija je konstantna.
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