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1 Derivacija

1.1 Derivacije elementarnih funkcija

Neka je f: I — R funkcija, I C R otvoreni interval i ¢ € I. Kazemo da je f derivabilna u
¢ ako postoji limes

i @) = 1)

r—C T —cC

i taj limes oznagavamo s f'(c). Jos se koriste i oznake Df(c) i L(c). Primijetimo da je
definicija takoder ekvivalentna s postojanjem limesa

i Jlet ) = fe)

t—0 t

Zadatak 1.1. Koriste¢i definiciju, odredite derivaciju funkcija:

(a) f(z) = a = const. () fla)=1
(b) f(z) =2 (d) f(z)=cosx

Rjesenje. (a)

lim = lim =1im0=0.
T—c €T —cC z—c L — C T—c
(b)
TR0 Rt LG T e NS Y
T—cC r —cC T—=e X — C T—C
(c)
11
— = — 2 -1 1
limM:hmZ C:hm—:——2.
T—c xr —C r—c T — C r—c ITC C
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sint
t

l—cost __ 1

2 2°

(d) Koristimo limese dokazane na MA1: lim, o

flett) - fle)

=11 limy_0

cos(c + t) — cos(c) cos(c) cos(t) — sin(c) sin(t) — cos(c)

lim = lim = lim

t—0 t t—0 t t—0 t
s cos(t)—1 . sin(t)
= 15%(008(6) - ———— —sin(c) - " )
= —sginc

O
Zadatak 1.2. Nadite primjer funkcije koja je neprekidna, a nije derivabilna.
Rjesenje. Primjer jedne takve funkcije je f(z) = |z|. Naime, u tocki ¢ = 0 vrijedi
0+1¢)— f(O t t 0+1¢)— f(O
limf<+) f<):limu:17é—1:hmu:hmf<+> 1)
t—0+ t t—0t 1t t—0— t t—0— t
pa funkcija nije derivabilna u 0. O

Teorem 1. Neka je I C R otvoren interval. Ako su funkcije f,g : I — R derivabilne na I i
a, B €R, tada su i funkcije af + By, f- g derivabilne i vrijedi

(af + Bg)'(c)
(f-9)(c)

af'(c) + B4 (c)
f(e)-g(c)+ flc) - g'(c).

Ako je dodatno ¢'(c) # 0, tada je i funkcija g derivabilna u ¢ 1 vrijedi

([)’(C) J'(e) - g(c) = f(e) - g'(c)

9 g°(c)

Zadatak 1.3. Derivirajte sljedece funkcije:
(a) f(z)=a®—4a%+ 22 —3 (1) f<x>:sinm+cos:c

6 p sinx — cos®

_ar 2, 12

(b) f(z)—\/aQ:W,a,bERG +0°#0 (g) f(z)=e"arcsinx
(c) flz)=3Vx (h) f(z) = arctgx + arcctgx
(d) f(z) =3zs — 223 + 273 Q) flz)=2" -z

2r +3
(e) flz) = 22 5215 (j) f(x) =arcsinx - Arsha

Derivacija kompozicije funkcija
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Teorem 2. Neka su I,J C R otvoreni intervali i f : [ — R, g : J — R funkcije takve da
ge f(I) € J. Ako je f diferencijabilna u ¢ i g diferencijabilna w d = f(c), tada je g o f
diferencijabilna u c @ vrijedi

(go f)(c)=4d'(f(c))- f'(c).
Napomena. 1z prethodnog teorema, matematickom indukcijom se lako pokaze da vrijedi

(fno---ofi)(c) = fulfacr 00 fi(c) - fri(fua o0 fi(c))--- file).

Dakle, postupak deriviranja kompozicije vise funkcija ”algoritamski” upamtiti kao: ”derivi-
ramo vanjsku funkciju, uvrstimo unutrasnju i nastavljamo postupak dok god postoji unu-
trasnja za derivirati.”

Zadatak 1.4. Koristeci pravilo za derivaciju komporzicije funkcija (chain rule), derivirajte
sljedece funkcije:

(a) f(x) = (252)° 0) f) = (E2m)™
b ) = esin’z
o) ) () f(z) =Inln (3 - 22?)
(¢) flz) = /ctg )
(d) f(z) =+1+arcsinz (k) flw) = arccose
(e) fz) = Vwe" + a2 1) f(z)= 222 — 2z + 1
(f) flz) =2t =22+ 1+1In"z !
1 (m) f(z)=In(v1+e*—1)—In(v/1+e*+1)
®) 1) = = o
(h) f(z) =logsinx (n) f(z) = nm

20+ 3
ole) = 2%, h() ==
pa vrijedi
2
g(x) =82, W(2)==
Dakle

f'(@) = g' (M)l (x) = 8(

236-1-3)7‘2_@(%—1—3)7
5 5 5 5

(b) Funkciju mozemo zapisati kao f = f3o fy 0 f1, gdje su
filz) =sinz,  fo(z) =a?  fa(z) =¢"
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pa vrijedi
filz) =cosz,  fo(w) =2z, fy(x)=e".
Dakle,
(@) = f(F(f@) - fo(fi@) - file) = ™" 2sin - cosw

_ -1

(©) F'@) = e
(A) 1) = L

2\/(1—1:2)(1+arcsinz)

(e) f/<l‘> _ (z+1)e+1

24/ (z+1)e”

/ _ 2e*—2%1n2 5In* z
() fiz) = 33/(2ev —2v41)2 T

(g) f'(z) = —22%¢**InH

(h) f'(z) = 355

(0) 7/(x) = 100 (Eez) " . ot
1—2220 (1—2x20)2

() f'(z)= (3—2x2)_1i3€3—2x2)

() fla) = 2

W) f@) = smrmn

Zadatak 1.5. Derivirajte sljedece funkcije:

(a) f(z)=a" zaz >0 (e) f(z)=2"",zaz >0
(b) f(z) = (sinx)®"?*, za sinx > 0 (f) f(z)=(1+21)°
(c) f(z) = 23e” sin2z

(z+1)3Vr -2
(d) f(:l:):x%,zax>0 (8) flo) = o/ (x — 3)2

Rjesenje. (a) Zapisimo funkciju u obliku baze e:

f($) — eaclnx
Deriviramo kao kompoziciju funkcija (lancano pravilo):

fl(l'> _ e:vlnz . (1311’1.1'),
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Primijenimo pravilo produkta na eksponent i vratimo pocetni oblik e*!"® = g

1
fl(x)=2a"- <1-ln$+az-—>
x
f(z) =2"(Inx + 1)
(b) Zapisimo funkciju u obliku baze e:
f(iU) — ecosxln(sinx)
Deriviramo kompoziciju:

f,(iU) _ 6cosacln(sinac) . (COS.@IH(SinLE)Y

Primjenjujemo pravilo produkta i vra¢amo pocetni oblik:

1
! — : COos T o . 1 3 . .
f(x) = (sinx) ( sinz - In(sinx) + cosx Sna oS av)

COS2 X

sin x

F(x) = (sina)*® ( — sinz In(sin @)

(¢) Ova funkcija je umnozak triju funkcija, pa mozemo direktno primijeniti generalizirano
pravilo produkta (vvw) = v'vw + wv'w + vvw':

f(x) = (2) e sin(2z) + 23(e”") sin(2z) + 23" (sin(22))’

F(z) = 322" sin(2x) + 2 (% - 22) sin(2x) + 2°¢® (cos(2x) - 2)

Izluéimo zajednicki faktor a2e® :

fl(z) = 2™ (3sin(2z) + 22% sin(2z) + 2z cos(2z))

(d) Zapisimo u obliku baze e:

fla) = et
Deriviramo kompoziciju:
/
! ling 1
— =
fl(x)=e <$ nz)
1 1 1
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(e) Zapisimo u obliku baze e:
f(l') —_ eacz Inx
Deriviramo kompoziciju:
f/($) — eacz Inz (mx III.CE),

Za derivaciju od x* koristimo ve¢ dobiveni rezultat iz podzadatka (a): (z*) = z*(Inz+1).

f(x) =2 (") -Inz +2° - (Inz))

fl(z) =™ (ml’ Inz(lnz+ 1)+ mx—l)

(f) Zapisimo u obliku baze e:

fla) = ern(1+1)

f(z) = eo0+2). (x In <1 - i))l
fz) = (Hi)x(“l“(”é) ”1% (_é))

Sredimo izraz u zagradi:

Deriviramo kompoziciju:

f@):(1+i>zon<y+é>—$il)

(g) Ovaj zadatak moze se rijesiti koriste¢i pravilo produkta i kvocijenta. Medutim, buduéi da
je izraz na prirodnoj domeni pozitivan, iskoristit ¢emo tzv. “logaritamsko deriviranje”,
tj. logaritmirat ¢emo obje strane da produkt prede u zbroj i zatim derivirati zbroj.

Logaritmiranjem obje strane slijedi

($+n%$—mi>
(3}—3)§

1 2
:31n(x+1)+zln(x—2) - gln(lz—?))

In f(z) = ln<

Deriviranjem obje strane dobijemo:

filx) 3 1 2

f(z) _1’+1+4($—2) 5(x —3)
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Konacno, slijedi

O

Napomena. U gornjim rjeSenjima koristili smo zapis u kojem izraz za funkciju napisemo
u zagradi i samo crticu izvan zagrade za oznaku derivacije, podrazumijevaju¢i da trazimo
derivaciju navedene funkcije ovisne u x u tocki x. Na primjer, pisali smo

(xlnz) =Inx + 1.

Taj zapis matematicki nije korektan budué¢i da iz njega nije jasno niti po kojoj varijabli
deriviramo niti u kojoj tocki izvrjednjavamo derivaciju, ali korist ¢emo ga radi sazetosti
zapisa kada nema mogucnosti zabune.

Objasnimo primjerom u ¢emu je problem. Neka je a € R realan broj, neka je f : (0,00) — R
funkcija definirana s f(z) = a - zInz i zanima nas formula za funkciju g(z) := f’(2?). Treba
biti oprezan s gornjim zapisom bududi da to nije isto $to i (a- 22 In z%) niti je korektno pisati
(a-xInz)(2%) bududi da iz toga nije jasno deriviramo li po varijabli x ili po @ i ne moZemo
koristiti isti zapis za varijablu po kojoj deriviramo i fiksan broj koji uvrstavamo.

Ukoliko ne zelimo uvoditi poseban naziv za funkciju z — a - zInz, potrebno je uvesti “pri-
vremenu varijablu” (engl. dummy variable) i koristiti neku od sljede¢ih notacija

d
%(a -tlnt)

ili [Di(a-tint)](z?).

t=x2

Zadaci za vjezbu

1.6. Derivirajte sljedece funkcije:

(a) f(z)= arcsin%

(b) f(z) = Ve
(©) fx) = (—"’”)

arccos

(d) f(z) = sin((sinz)*™%), za sinz > 0

1= A

n korljena
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2rar+4+1 1 2z +1 2z — 1
£) flz) =1In¢/Z + (arct = tarct —)
(f) flx) [ ip— Wi 875 875

(g) flz)= (a;“’x)xw, za x>0
(h) f(z) = (sinz — 1)°5=F 4 (sing + 1)1 7cose
(i) f(z) = VIncosarcsinx

1.7. Derivirajte sljedec¢e funkcije:

l—sinx
=e 1+sinz

) f()

) flz) =ln(2+e ™ +er +e = +4)
(¢) f(z) = (arcsinz)™s

) f(z)

x sin? 3z cos®

x
2
(e) f(z)=1In % + 5 arcsin In 2z

1.8. Za koji a € R funkcija f(r) = 1H3Z zadovoljava jednakost

z—zlnz
202 f'(z) — 2% f(2)? = a?

1.9. Pokazite da funkcija f(z) = zadovoljava jednakost

1
1+z+Inzx

2f/(x) = f(@)(f(x)nz —1).
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1.2 Derivacija inverznih i implicitno zadanih funkcija

Teorem 3. Neka je I C R otvoren interval i f : I — J neprekidna bijekcija. Ako f ima
derivaciju u tocki ¢ € I i ako je f'(c) # 0, tada je f=* diferencijabilna u tocki d = f~1(c) i
vrijedi

Napomena. Ukoliko vjerujemo da teorem vrijedi, formulu derivacije mozemo vrlo brzo izvesti
na sljedec¢i nacin.
Po definiciji inverzne funkcije za sve y € J vrijedi
fofty) =y
Deriviranjem obje strane po y i korisStenjem pravila za derivaciju kompozicije slijedi
FUw) - (W =1,

iz cega sredivanjem slijedi

1
YW =
W= R
Zadatak 1.10. Koriste¢i pravilo o deriviranju inverzne funckije, nadite derivaciju funkcija:
(a) f(z)=arcsinx (c¢) f(z)=Inzx
(b) f(z) = arctgz (d) f(z) = Arshzx

Rjesenje. (a) Vidimo da je f(x) = g7 (z), gdje je g(z) = sinz. Prema pravilu o deriviranju
inverzne funkcije slijedi:

fla)=—

~ cosg~l(z)  cos(arcsinz)

Iz trigonometrijskog identiteta sin®y + cos?y = 1 slijedi cosy = /1 — sin?y (uzimamo
pozitivni korijen jer je kodomena funkcije arcsin interval [—g, 7] gdje je kosinus nenega-
tivan) pa dobivamo

1 1
f/<.17> = ) . = PR
V1 —sin®(arcsinz)  V1—=
(b) Primijenimo pravilo:
1
f(2) = —1— = cos? f(a).
cos? f(zx)
Izrazimo cos?y preko z. Znamo da je cosl2y — SiHQC?é:chszy = tg2y + 1. Iz toga slijedi:

—_

1

2 == ==
cos” f (@) = 1+ tg?(arctgz) 1+ 22
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(¢) Primijenimo pravilo:

(d) Primijenimo pravilo:
1

~ ch f(x)
Iz osnovnog hiperbolnog identiteta ch?y — sh?y = 1 slijedi chy = /1 +sh?y (uzimamo
pozitivni korijen jer je chy > 0 za svaki realni broj). Supstitucijom shy = = dobivamo:

chArshz = v1 + 22

f'(x)

Konacno rjesenje je:
1

fi(z) = N

O

Zadatak 1.11. Zadana je funkcija f: R — R, f(z) = x + €®. Pokazite da je f injekcija i
izracunajte (f~1)(2 +1n2).

Rjesenje. Da bismo pokazali da je funkcija injekcija, dovoljno je pokazati da je strogo mo-
notona na cijeloj svojoj domeni. To mozemo provjeriti pomocu prve derivacije. Deriviramo
zadanu funkciju f(z) =z + e*:

fl(z)y=1+¢"

Znamo da je eksponencijalna funkcija e” strogo pozitivna na domeni pa za sve x € R slijedi
flx)y=1+¢">1>0.

Buduéi da je prva derivacija strogo pozitivha na cijeloj domeni, po teoremu s predavanja
(posljedica Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti), funkcija f je strogo rastuca pa je
injekcija. Dakle, f~! postoji.

Pravilo za derivaciju inverzne funkcije u tocki yo glasi:

1
Y W) = 57—
) = i)
gdje je f(xo) = yo. Zadano nam je yo = 2-+1In 2. Moramo pronaci odgovarajuéi x rjeSavanjem
jednadzbe:
To+e =2+1In2

Ovu jednadzbu mozemo jednostavno rijesiti opservacijom (metodom pokusaja i pogreske za
otite vrijednosti). Znamo da vrijedi e™? = 2. Ako pretpostavimo da je zy = In2, i uvrstimo
u lijevu stranu, dobivamo:

In2+e"?=mn2+2=2+1n2
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Kako je funkcija f injekcija, ovo je jedinstveno rjeSenje, pa je nas xy = In 2.
Dakle,
f(In2) =1+¢"? =3

pa koristeci pravilo o deriviranju inverzne funkcije slijedi

v B 1 1
(F@+2) = =3

Derivacije implicitno zadanih funkcija

Razjasnimo najprije sto je “implicitno zadana funkcija”. Prisjetimo se, za I C R, graf funkcije
f I — R podskup je Kartezijevog produkta, tj.

Upi={(z,y) eI xR: y= f(z)} ={(z, f(z)) 1z € I}.

Medutim, ve¢ i najosnovnije krivulje koje susre¢emo, kao sto je kruznica, nisu tog oblika.
Naime, jediniéna kruznica St je skup tocaka

St={(z,y) eR*: 2 +y* =1}

Navedeni skup nije moguce prikazati kao graf funkcije buduéi da za jedan x € (—1,1) postoje
dvije vrijednosti y koje zadovoljavaju uvjet zadatka, pa krivulja ne zadovoljava tzv. vertikalni
test.

U sluc¢aju kruznice mozemo cijeli skup iskazati kao uniju grafa dviju funkcija f12: [—1,1] —
R, fi(z) = V1 =221 fo(x) = —v/1 —22. Slicno tako, skup mozemo prikazati i kao uniju
dvaju grafova funkcija x po y, tj. g12: [—1,1] = R g1(y) = /1 — 92, ¢92(y) = —v/1 — 2.

Medutim, za malo kompliciranije izraze nije uvijek moguce jednu varijablu eksplicitno iskazati
po drugoj, ali zeljeli bismo i dalje moci racunati derivacije tako zadanih krivulja.

Opéenito, ukoliko je zadana funkcija dvije varijable, F' : R? — R, Zelimo proucavati skupove
oblika
S ={(z,y) eR*: F(z,y) = 0}. (1.1)

Kruznica je primjer takvog skupa uz F(x,y) = 2? + y* — 1.

Za iskaz osnovnog rezultata trebamo napraviti malu digresiju i uvesti pojam parcijalne deri-
vacije.
Parcijalnu derivaciju po prvoj varijabli u tocki (¢, ¢,) definiramo kao derivaciju funkcije po
x, uz uvjet da je y konstantno jednak c,, tj.

F(ey +t,¢y) — Feg, cy)

d .
01 F(cy, cy) = %F(t,cy) = Iltg% ; :
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Analogno tome definiramo parcijalnu derivaciju po y:

d . F(egyey+1)— Fleg, cy)
02 F(cy, ¢y) := EF(cz,t) = 11_{% L ; L

U slucaju da koristimo « i y za varijable, mozemo pisati 0, F umjesto 0y F' i 0, F umjesto O, F

Na primjer, za F(z,y) = 2* + 102y + y* vrijedi

O F(z,y)=2x+10y 1 02F(z,y) = 10z + 2y.

Sljededi teorem, koji ¢e biti dokazan na drugoj godini, kaze da je uz minimalne uvjete moguce
zakljuciti da se skup S oblika (1.1) na okolini tocke moze zapisati kao funkcija jedne varijable
po drugoj.

Navodimo specijalan slu¢aj teorema o implicitnoj funkciji. Znacenje pojma da je F klase C*
ne mozemo definirati u ovom trenutku, ali funkcije u zadacima zadovoljavat ¢e to svojstvo.

Teorem 4 (Teorem o implicitnoj funkciji). Neka su I,J C R otvoreni intervali i neka je
F : IxJ — R funkcija klase C'. Ako u tocki (xg,y0) € I x J wvrijedi F(zo,yo) = 0
i 0oF (x0,90) # 0, tada postoje otvoreni intervali I' C I, J C J, takvi da je zo € I' i
jedinstvena funkcija f : I' — J' takva da vrijedi f(xo) = yo @ vrijeds

{(z,y) €' x J : F(z,y) =0} = {(z, f(z)) :z € I'}.
Dodatno, vrijedi f € CY(I') i derivacija zadovoljava

81F(5E7 f($))

F'@) = =5, @ f@)

U prijevodu, na okolini tocke (xg, o) skup S moze se prikazati kao graf funkcije y u ovisnosti o
x. Analogno, ako je 0, F(zo,v0) # 0, tada postoje intervali kao u iskazu teorema i jedinstvena
funkcija g : J' — I’ klase C'(J") takva da je g(yo) = o i vrijedi

{(r.y) € I' < J': Fa,y) = 0} = {(9(y).y) :y € J'}.
Dodatno, g € C*(J') i derivacija zadovoljava

iy 0F(9(y),y)
gl) = WEF(9(y),y)

Pokazimo koristenje prethodnog rezultata na primjerima.

Vazno! Zadaci u nastavku rijeseni su detaljno radi potpunosti. Medutim, za polaganje ovog
kolegija dovoljno je razumjeti samo tehniku deriviranja funkcije i nije potrebno provjeravati
uvjete teorema o implicitnoj funkciji.
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Zadatak 1.12. Funkcija y = y(z) zadovoljava jednadzbu

2?4y = 25.

Izrac¢unajte

(a)
(b)

y'(0)
y'(3), ako je y(3) < 0

Rjesenje. Zadatak ¢emo rijeSiti na dva nacina.

Neka je

F(z,y) = 2® +y* — 25.

Provjeru uvjeta F' € C'(IR?) izostavljamo.

Rac¢unamo:

WF(z,y) = 0,F (z,y) = 9y(2* + y*) = 2y.

Odredimo tocke koje se traze u zadatku:

(a)

Za x = 0 vrijedi 02 + ¢y*> = 25 = y = £5. Promatramo tocke (0,5) i (0, —5). U obje
tocke je 0,F(0,£5) = £10 # 0.

Kako su uvjeti teorema o implicitnoj funkeiji ispunjeni i u tocki (0,5) i (0, —5), postoje
intervali I’ 3 0, J' 2 5 (odnosno J' o —5) i jedinstvena funkcija f : I’ — J' takva da je
f(0) =5 (odnosno f(0) = —5), takva da je 2 + f(x)* = 25. Medutim, kako je y = y(x)
jedna takva funkcija, vrijedi y = f. Po teoremu je f derivabilna u 0 pa je i y derivabilna
u 0.

Za x = 3 vrijedi 32 +y* = 25 = y? = 16. Zbog uvjeta y(3) < 0, primjenjujemo teorem
na tocku (3, —4). U njoj je 9,F(3,—4) = =8 # 0.

Kako su uvjeti teorema o implicitnoj funkeiji ispunjeni u tocki (3, —4), postoje intervali
I' 5 3, J 5 —4 1 jedinstvena funkcija f : I’ — J' takva da je f(3) = —4 i da vrijedi
22 + f(x)? = 25. Medutim, kako je y jedna takva funkcija, vrijedi y = f. Po teoremu je
f derivabilna u 3 pa je i y derivabilna u 3.

Racunamo sad derivacije.

1. nacin. Koristenjem formule iz teorema
Izracunajmo parcijalnu derivaciju po x:

0. F(x,y) =2x

Prema teoremu, derivacija implicitno zadane funkcije je:

%@__&ﬂ%w__%_ v
Y Oy F(z,y) 2y Y
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(a) Za x =01y = 45 dobivamo:

0
! = —— =
y(O)=-=0
(b) Za tocku (3,—4) dobivamo:
3= 3 _3
Y@ =-—=3

2. nacin. Implicitnim deriviranjem jednadzbe
Derivirajmo jednadzbu 22 + 3? = 25 po varijabli x, tretirajuéi y kao slozenu funkciju ovisnu
o x: p p

2, .2
— (@ " +y)=——(25
oo (@ y7) = - (25)

20 +2y-y =0

Izrazimo y':

T
2y = 20 = ¢y =——
Yy

Dobili smo identican izraz za derivaciju. Racunanjem dobivamo iste vrijednosti:

(a) Uvrstimoz =0: 2(0)+2y-y' =0 = 2y-y = 0. Kako je y = £5 # 0, slijedi y/(0) = 0.
(b) Uvrstimo z =3,y = —4: 2(3) +2(—4)y’ =0 = 8y =6 = ¢/(3) = 3.

Napomena. U nastavku ¢emo koristiti drugi nacin iz prethodnog zadatka buduéi da je di-
rektniji i u izracunu ne zahtijeva pojam parcijalne derivacije prilikom racunanja. Medutim,
treba imati na umu da zbog toga $to uvjet teorema ne mora uvijek biti zadovoljen, moguce je
dobiti naizgled iznenaduju¢ rezultat primjenom drugog nacina, bez provjere uvjeta. Naime,
pokusamo li odrediti derivaciju y'(z) u tocki z = 5, zbog toga sto je 9,F(5,0) = 0, tada
bismo na drugi nacin dobili:

2:54+2:0-4/(5)=0 = 10=0.

To, naravno, nije pogreska u teoremu, ve¢ smo pokusali primijeniti teorem u tocki u kojoj
uvjeti nisu zadovoljeni, odnosno derivacija y'(5) ne postoji. Promotrimo 1i graf kruznice,
vidimo da ne mozemo definirati funkciju y(z) desno od tocke x = 5. Raspisom po definiciji
mozemo se uvjeriti da ne postoji niti lijeva derivacija. Naime

V25 —122 -0 25— (5—1)2 V10t — 2

lim =[t=5—2z|= lim — = lim ———— = —o0.
a5~ T —9 t—0F t t—0+ t

Zadatak 1.13. Funkcija y = y(x) zadovoljava
2y =z + siny.

Izracunajte 3/(x) u tockama z € R u kojima derivacija postoji.
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Rjesenje. Svedimo zadanu jednadzbu na oblik F'(z,y) = 0:

F(z,y) = 2° +sin(y) — 2y = 0

Kljuéni uvjeti teorema su F(zo,yo) = 01 0, F (0, yo) # 0. Izratunajmo najprije parcijalnu
derivaciju:
dy (2% +sin(y) — 2y) = cos(y) —2 < —1 < 0.

Dakle, u svakoj tocki (zg, yo) € R? za koju vrijedi F(zg,y0) = 0 vrijedi i ,F (0, v0) # 0 pa
postoje intervali I’ 5 xg, J' 3 yo i jedinstvena funkcija f : I’ — J' takva da je f(zg) = yo i
vrijedi

{(x,y) e I'x J : F(z,y) =0} ={(z, f(x)) : x € IT'}.
Kako je f jedinstvena funkcija, a y je jedna takva funkcija, vrijedi y = f. Nadalje, f je
derivabilna u z pa je i y derivabilna u zy. Izracunajmo derivaciju te funkcije u okolini tocke
zo € R.

Deriviramo obje strane zadane jednadzbe 2y = 2% + sin(y) po varijabli z. Pritom tretiramo
y kao funkciju ovisnu o x (y = y(z)):

§to je ekvivalentno s:
2.y =2+ cos(y) -,
odnosno
;o 2z
- cos(y)
Konaéno, preostaje provjeriti uvjet F'(zo,yo) = 0, tj. preostaje odrediti za koje sve zg € R
postoji yo € R takav da je F(xzg,yo) = 0.

Neka je 2y € R fiksan, ali proizvoljan. Kako je funkcija y — F'(xo,y) strogo padajuca (njezina
derivacija jednaka je 0, F(zo,y) < 0), i vrijedi

yggloo(smy — 2y) = Foo,
slijedi da je funkcija y — F(xg,y) bijekcija s R na R. Dakle, za svaki xy € R postoji
jedinstveni yo € R takav da je F(xg,y0) = 0 pa je y(xzg) = o i funkcija y = y(z) je
derivabilna u svakoj tocki x € R.

Napomena. Primijetimo da smo u ovom rjesenju koristili y kao oznaku za drugu koordinatu
tocaka u R? i kao oznaku za funkciju ¢ijim je grafom opisan skup nultocaka funkcije F'. Strogo
gledajuéi, to nije matematicki ispravan zapis. Medutim, ako samo trebamo izracunati deri-
vaciju funkcije “y po 7, Cesto ne zelimo uvoditi novu oznaku pa je ovakav zapis standardan
u literaturi. O
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Zadatak 1.14. Pretpostavimo da funkcija y = y(x) zadovoljava
234ty P —1=0.

Izracunajte y'(0).

Rjesenje. Odredimo vrijednost od y u toj tocki gdje je x = 0. Uvrstimo z = 0 u pocetnu
jednadzbu:

0* + 40y +3*—1=0

P-1=0 = y=1
Trazena vrijednost derivacije rac¢una se u tocki (0, 1).

Da se uvjerimo da derivacija postoji, izracunajmo 09,F(0,1).

0,(2° + 42y +y° — 1) = 42® + 3y°.
Dakle,
0,F(0,1)=3#0
pa derivacija funkcije postoji po teoremu o implicitnoj funkciji.
[zracunajmo trazenu derivaciju. Deriviramo obje strane jednadzbe po varijabli x. Pritom

y tretiramo kao funkciju ovisnu o z, stoga za ¢lan 422y koristimo pravilo produkta, a za 1>
lancano pravilo:

d, 3 2 3 _d
d:r($ +4x‘y+y _1)_dx(0)

implicira
32° + (8 -y +42®-y) +3y* -y = 0.
Uvrstavanjem = = 0 slijedi
y'(0) =0.

Zadatak 1.15. Neka je y = y(x) funkcija koja zadovoljava
y 1 2 2
to 2 = 21 '
arctg - =3 n(z° + y°)

Dokazite da je y derivabilna u svim tockama za koje je © # y(x) i da u tim tockama vrijedi
sljedeca jednakost

y(x—y)=x+y.

Rjesenje. Pretpostavimo da je funkcija y = y(x) derivabilna u nekoj tocki xy za koju vrijedi
xo # y(xg). Deriviranjem lijeve strane slijedi:

<arctgg),:;- (Q)': L Yoyl oy
T 1+(y)2 T 1+ 2 2 22 + g2

xT
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Racunamo derivaciju desne strane:

1 2, 2 ,_1 1 2 o THYY

[zjednacavanjem dobivenih izraza slijedi tvrdnja.
Preostaje provjeriti da je funkcija y = y(z) doista derivabilna u svim tockama koje zadovo-
ljavaju y(z) # .
Definirajmo funkciju F' (koristimo privremene varijable jer smo s y veé oznacili funkciju od
x):
1
Py, 1) = aretg 2 — = In (a3 + y2).

T 2

Primijetimo da je
1 1 1 I Y1 1=

SF(ayy) = — L Lo ~ _ |
2 (21, 51) 1+(y_1>2 T 2(x3 +yd) . 22+ i+ a4+
Tl

Neka je (zq, o) € R? tocka takva da je F(zo,y0) = 01z # yo. Tada iz gornjeg racuna slijedi
02F (g, y0) # 0, pa po Teoremu o implicitnoj funkciji postoji interval oko ¢ i jedinstvena
funkcija f definirana na tom intervalu takva da je F(z, f(z)) = 0. Kako je y jedna takva
funkcija, vrijedi y = f. Funkcija f je derivabilna u xq po teoremu, pa je stoga i y derivabilna.

Skup tocaka
1
{(may) S RQ . arctg% = iln ($2 _|_y2) }

moze se parametrizirati u polarnim koordinatama x = r cos ¢, y = r sin ¢ pomocu

i on izgleda ovako:
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Graf funkcije y = y(z) u zadatku podskup je tog skupa i vidimo da u totkama za koje vrijedi
r = y ne moze postojati derivacija jer je tangenta okomita. O

Zadaci za vjezbu

1.16. Ako je xlny — ylnx = 1, izratunajte y/'(1).

1.17. Ako je y5 + 23 = 1, izratunajte y'.

1.18. Izracunajte 3'(0) ako je funkcija y = y(x) implicitno zadana jednadzbom

(@ )
Iny+—=1.
Y

(b)
23y° +sinz -yt + cosx - yP +cha - y? +y — 3 = 0.

1.19. Izracunajte derivaciju funkcije y(z) implicitno zadane

T ytockiz =0,y =1,

(a) jednadzbom ye¥ =e
(b) jednadzbom y®> =z +1In¥ utotkiz =1,y=1.
1.20. Funkcija f: R — R zadovoljava
@ L f(x) —e =0 zasvakiz € R.
Izracunajte f’ i f” (tj. izrazite ih pomoc¢u f). Specijalno, koliko je f’(0) i f”(0)?
1.21. Funkcija f : R — R zadana je formulom
flx) =z +2° +e*.

Pokazite da je f injekcija i da je 10 + €® € Ry, te odredite (f~1)'(e® 4 10).
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1.3 Derivacije viSeg reda

n-tu derivaciju funkcije f oznacavamo s f ili u Leibnizovoj notaciji s (d%)” f
Zadatak 1.22. Odredite f” ako je

(a) f(z) = (1+2?)arctga

(b) f(z) =e"cosx

Rjesenje. (a) Prvo racunamo prvu derivaciju primjenom pravila za deriviranje umnoska

(uv)" = w'v +wd' i Cinjenicu da je (arctgz) = ¢

fl(x) = (1 +2%) - arctgx + (1 + 2?) - (arctg x)’
=2zarctgr + 1

Sada deriviramo f’(x). Ponovno primjenjujemo pravilo produkta na prvi ¢lan, dok je
derivacija konstante 1 jednaka nuli:

f"(z) = (2x)" - arctgx + 2z - (arctgz)’ + 0

= 2arct 2z - .
arctg xr + 2o 11 22

(b) Prvo racunamo prvu derivaciju primjenom pravila za deriviranje umnoska:
f(x) = (") - cosx +€” - (cosz)
= e"(cosx — sinx)
Sada deriviramo f’(z) , ponovno koriste¢i pravilo produkta:

f"(x) = (e")" - (cosx —sinx) + e - (cosz — sinx)’

= —2e%sinx

Zadatak 1.23. Neka je
f(z) = 22z — 1)1z + 3)1015,

Izracunajte f02)(x) i 027 (g) .
Rjesenje. Odredimo najprije derivaciju monoma g(x) = z", gdje je n € N. Poénimo rac¢unati

prve derivacije:
J(x)=n-a
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g”(l‘) =-n- (n _ 1) . l,n—2
g///(w) =n: (n —-1)- (n — 2) L3

Iz ovoga mozemo prepoznati uzorak. Opcenita formula za k-tu derivaciju, za k < n moze se
pokazati indukcijom po k:

g¥@)=n-n—=1)---(n—k+1) 2"
gdje poistovjetimo ¥ := 1. Deriviramo li jo§ jednom, zaklju¢ujemo da za sve k > n vrijedi
g®(z) = 0.
Funkcija f(x) je polinom stupnja je 14 1010 + 1015 = 2026.

Umnozak vodec¢ih ¢lanova nam daje vodedi clan cijelog polinoma:

T - 21010£E1010 . 1,1015 — 21010$2026

Nas zadani izraz f(z) mozemo dakle zapisati u obliku:
f(:E) —_ 21010$2026 + P(:E)

gdje je P(z) polinom ¢iji su svi ¢lanovi strogo manjeg stupnja od 2026. Koristeé¢i formulu za
derivaciju monoma slijedi
f12020) () = 21010 20261

Jos jednim deriviranjem trivijalno slijedi

f(2027) (I) —0.

Zadatak 1.24. Neka je g: R — R derivabilna funkcija takva da je
g(1)=1, ¢'(1) =2, ¢"(1) = -1
Ako je f(z) = 23g(x), izracunajte f”(1).
Rjesenje. Primjenom pravila za deriviranje umnoska, (uv) = u'v 4+ uv’ slijedi
f'(a) = 32%g(z) + 2%/ (x).
Jos jednim deriviranjem slijedi
f"(z) = 6zg(x) + 62%¢ () + 2°¢" (2).
Uvrstavanjem x = 1 i uvjeta zadatka slijedi

(1) =17
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1
Zadatak 1.25. Neka je f(z) = s za a,b € R. Odredite f™ za n € N.
axr

Rjesenje. Zapisimo zadanu funkciju u obliku potencije radi lakSeg deriviranja:
f(@) = (az + )™

Sada racunamo prve derivacije koriste¢i pravilo za deriviranje kompozicije funkcija (lancano
pravilo).
fl(x)=—1-(ax +b)% (ax +b)' = —1-alazx + b) >

Deriviramo jos jednom:

f'()==1-(=2)-(az+b)* a-(ax +b) = (=1)*-2-1-a*(ax +b)">
Izra¢unajmo i treéu derivaciju:

() =(=1)*-2-1-(=3)-(ax +b)*-a* (ax +b) = (-1)*-3-2-1-a*(ax + b)*

Iz izracunatih prvih derivacija mozemo naslutiti formulu za n-tu derivaciju:

(—=1)"nla™

FOw) = (1" nl- @ oz +8)7HY = 2o,

Tvrdnja se lako dokaze matematickom indukcijom. O

Mogu se pokazati i sljedece formule:

(a®)™ =a®In"a, za a >0

(sinz)™ = sin(z + %T)

(cosz)™ = cos(z + n77r)

(sh m)(”) _ shx n paran
chx n neparan

(chz)(™ = chz n paran
shx n neparan

(™)™ =m(m—1)---(m—n+1)2™™" zameZ
Zadatak 1.26. Odredite f™ ako je

(a) f(z)=In(Bz+1)

1+
Cl-—z

(b) f(x)
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1
(©) f@) =
24
(@) fla) =

Rjesenje. (a) Izracunajmo prvu derivaciju:

1 3 _

Sada vidimo da je prva derivacija oblika na koji mozemo primijeniti formulu iz prethodnog
zadatka (a = 3,b = 1). Da bismo dobili n-tu derivaciju pocetne funkcije, zapravo moramo
primijeniti formulu za (n — 1)-vu derivaciju na funkciju f’(z):

Wy (D) _a (ZD" = D3
™) = ()" V(z)=3- =

Mnozenjem 3 - 3"~! dobivamo konaéno rjesenje:

PO e U R
/' )(a;) B (3x + 1)»

(b) Primijetimo
fx)=-1+2(-z+1)"
Za svaku derivaciju n > 1, derivacija konstante —1 je nula. Na drugi dio primjenjujemo
formuluuza=-1ib=1:

Ry (=D)"al(=1)"  2-n!
f () =0+2- (—z + 1)+ (1 — )ttt

(c) Rastavimo izraz na parcijalne razlomke. Nazivnik se rastavlja kao razlika kvadrata:
2 —1=(x—1)(z+1).
1 A B
G—D@+1) 7-1 241
1=A(x+1)+ Bz —1).
Usporedbom koeficijenata slijedi A+ B =01 A— B =1 pa dobivamo
fa) = gl — 17 = S 1)

Primijenimo opéu formulu iz prethodnog zadatka na oba ¢lana (a = 1 u oba slucaja, uz
b=-1ib=1):

) (2) = 1 (=)mal1® 1 (=1)maln
2 (x—=1n+ 2 (z+ 1)t
[zlucivanjem zajednickih faktora dobivamo konac¢no rjesenje:

(—1)"n! 1 1

f(n)(f) = D) (z — 1)+ o (2 + 1)+
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(d) Buduéi da je stupanj brojnika veéi od stupnja nazivnika, prvo podijelimo polinome:
(2® + ) : (2 —2 —2) = 2+ 11 ostatak 4o + 2
Dakle, funkciju mozemo zapisati kao:

4r + 2

f(x)zx+1+m2_$_2

Sada nazivnik ostatka rastavimo na faktore: 2> —x — 2 = (z — 2)(x + 1). Rastavljamo
ostatak na parcijalne razlomke:

4r + 2 A B

(x —=2)(x+1) :c—2+:c+1

e +2=Ax+1)+ Bz —2)

Izjednacavanjem koeficijenata slijedi A = % iB= % pa vrijedi:
10 2
flx)=xz+1+ €($ —-2)71 4+ g(m +1)7*

Ovdje moramo biti oprezni jer polazni dio funkcije ima polinom stupnja 1 (x + 1). Zbog
toga moramo rjesenje razdvojiti u dva slucaja:
Slucaj za n = 1:

10 2

fla)=1=30—5u " 3(z +1)2

Slucaj za n > 2: Za visi red derivacije, linearni dio (z + 1) nestaje (postaje 0), a na
preostala dva clana primjenjujemo nasu formulu (a = 1 u oba):

w10 (=Dl 2 (=1)mn!
1) = 3 (z—2)n+t 3 (z+ 1)t
() = (—=1)"n! 10 2

3 @2 (@t

Zadatak 1.27. Odredite f(2020) ako je

(a) f(x) =cos*z +sin*x

(b) f(x) = sinz sin 2z sin 3z
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Rjesengje. (a) Koristedi sin?z + cos?x = 1 i formulu za sinus dvostrukog kuta slijedi

1
f(z) =sin*z + cos*z =1 —2sinwcos’r = 1 — §sin2(2:v).

2 1—cos(2a)
2

Iz formule za kosinus dvostrukog kuta dobijemo sin® a = pa slijedi

fla) = % 4 411 cos(4z).

Sada trazimo 2026. derivaciju ovog pojednostavljenog izraza. Indukcijom se lagano vidi

da vrijedi .
(5) (Flat)| = a"f).

t=x
Iz formule za n-tu derivaciju kosinusa sada slijedi

1 1
f2026) () = 1 (cos(4z))2020) — 1 42026 . (_ cos(4x)) = —42°% cos(4x)
(b) Koristimo formulu za pretvorbu umnoska u zbroj:

sin Asin B = %[COS(A — B) — cos(A + B)].
: : : 1 :
f(z) = (sin3zsinz) sin 2z = 3 [cos(2z) — cos(4x)] sin 2z

Prvi ¢lan prepoznajemo kao sinus dvostrukog kuta, a za drugi ¢lan ponovno koristimo
pretvorbu, ovaj put po formuli

1
cos Asin B = §[sin(A + B) —sin(A — B)],
uz A = 4x, B = 2z, pa dobivamo:

1 1 1
f(z) = 1 sin(2z) + 1 sin(4x) — 1 sin(6x).
Koristeé¢i pravilo za n-tu derivaciju sinusa slijedi

2026

f2020) () = —920% gin(22) — 42°% sin(4z) + sin(6x)

O

Teorem 5. Ako su u,v € C™(I), tada za derivaciju produkta vrijedi Leibnizova formula:

(o)™ =3 (Z) u® =)

k=0



POGLAVLJE 1. DERIVACIJA 29

Dokaz. Dokaz provodimo matematickom indukcijom. Za n = 1, tvrdnja slijedi iz formule
za derivaciju produkta. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodan broj n € N i
dokazimo da formula vrijedi i za n + 1. Krenimo od (n + 1)-ve derivacije, koju zapisujemo
kao derivaciju n-te derivacije:

(u- )™ = ((u-v

)™
< <”) (k) (n— k))
k
=0
<n> (k+1 (n— k)+u(k)v(n—k+1))
=0

- n
_ B+ (k) (k) (n—k-+1)
~R (i 2 ()

Supstitucijom j = k 4 1 u prvoj sumi, izraz je jednak

%(nl) ) n+1]+z<) p(—k+1)
j—

J=1

w
o

Vrac¢anjem oznake indeksa na k, dobili smo:

n+1 n
N CES n k), (n+1-k) N\ (k) (nt1—k)
(u-w) = E (k:— 1>u v + kgo <k>u v

k=1

n ° n n n
_ (0),,(n+1) (k), (n+1—k) (n+1),,(0)
= (o () () ()

Koriste¢i Pascalovo pravilo za zbrajanje binomnih koeficijenata:

(kﬁl>+(z> - (n;—l)

i svojstva rubnih binomnih koeficijenata (§) =1 = ("§') i (!) = 1= (7)), slijedi

1 u 1 1
(- ) ) = (”;F >u<o>v(n+1> N ; <”Z )u<k>v<n+1—k> N (Z i 1)u<n+1>v<0>

(n—l— 1) (k) (nH1—k)

Zadatak 1.28. Odredite f™ za

\M+
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(a) f(z) =a?e™
(b) f(x) = x%e"shx

Rjesenje. (a) Koristimo Leibnizovu formulu uz u(z) = 2%, v(z) = e ?*. Buduéi da je

u®(z) =0 za k > 3, slijedi

(- )™ — (8) 2O (?) NOMCEI (Z) LDp(-2)

= 220™ + 2nz0™ Y 4 n(n — 1)p™?
Koristeéi
o™ (z) = (=2)me ®

slijedi
f(2) = (=2)" 272 (42 — dnx + n® — n)

(b) Koristeci sha = <= slijedi

et —e " e —1
e“shx =e"- =
2 2
pa pocetnu funkciju mozemo zapisati kao razliku:
2x 1
f(z) = 22 € — S22 22

Zbog linearnosti derivacije, n-tu derivaciju racunamo za svaki ¢lan zasebno:
1

£ @) = ()0 — (@A)

Na prvi ¢lan primjenjujemo Leibnizovu formulu (v = 22, v = €%, a 0™ = 2me27);
(22e2)W) = 22 . 9% 4 ong - 2" L™ 4 p(n — 1) - 2726,

Dakle,

1
f () = 2"73e* (427 + dnz + n? —n) — E(xQ)(”)

Zadatak 1.29. Odredite f(199(0) za

(a) f(x) =a*sinzcosz

1+x
1—

(b) flz) =

8
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Rjesenje. (a) Koriste¢i formulu za sinus dvostrukog kuta vrijedi

flz) = %xQ sin(2x).

Koriste¢i Leibnizovu formulu uz u(x) = z?

reda k > 3, vrijedi u®)(0) = 0 pa slijedi

£090) () :fi <120)u(k)( Jp(100-6) (5 22;( ) o (100-6) )

k=0

= (180) 220100 () 4 (1(1)(]) 2009 () 4 (1(2)0) 20099 (0)

i v(z) = §sin(2z), slijedi Za sve derivacije

Za x = 0, slijedi
100
(100) () — 2 (98)
o) =2("5) o0

Konacno, koriste¢i formulu za m-tu derivaciju sinusa,

- (m) — gm g T
(sin(az)) a™ sin (a{L’ +m 2)
slijedi
1
vO9(0) = 5 - 2 sin (2 0+ 982) — 297 §in(497) = 0.
Dakle,

£199(0) = 9900 -0 = 0.

(b) Zapisimo funkciju kao produkt dviju funkecija:

-

fla) =1+ )1 —x)">.
Koristec¢i Leibnizovu formulu slijedi

100

F000) () — Z (1]20) u® ()10 ()

k=0

1
(12()) u®) (:U)v(loo_k) (x).

k

Il
o

Za x = 0 slijedi
FA(0) = v1%(0) + 100099(0)
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pa dovoljno naéi opéu formulu za m-tu derivaciju funkcije v(z) = (1 — 2)~2. Deriviramo
prvih nekoliko puta:

U”/(l’) _ % . (_g) (1 _ l’)_% . (_1) _ 1-3. 5(1 — 1’)_%

Uocavamo pravilnost. U brojniku dobivamo produkt neparnih brojeva, Sto oznacavamo
dvostrukim faktorijelom, pa se indukcijom pokaze da opca formula za m-tu derivaciju
glasi:

2m — ! m
o™ () = w(l _z)
2m
Za x = 0, slijedi
2m — !
0™ (0) = @m -1t
2m
Uvrstavanjem u formulu dobijemo
F0100) ) — 199! ' 197! _ 197!+ (199 + 200) _ 399 - 197!
2100 299 9100 2100

Racunanje derivacija viseg reda pomocu diferencijalnih jednakosti

Ponekad nije tesko pronadi jednostavnu diferencijalnu jednadzbu koju zadovoljava funkcija.
Zatim se na tu jednakost primijeni Leibnizova formula kako bismo rekurzivno odredili deri-
vaciju viseg reda.

Zadatak 1.30. Neka je f(z) = e~ . Odredite F™(0).

a?
2

Rjesenje. Neka je zadana funkcija y = f(z) = e~ 2. Prva derivacija ove funkcije je:

g _2) —ze T
y = S =

Iz slijedi
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Deriviranjem jednakosti (n — 1) puta i koristenjem Leibnizove formule uz v = —z, v = y,
slijedi

n—1

n n—1 1 n—1 e n—1 e

y(>zz( A )u<’%< ! k>:< ) ><_$)y( 1>+< 1 ><_1)y( 2)
k=0

Uvrstavanjem = = 0 slijedi

y™(0) = =0-y" D (0) = (n = 1y 2(0) = —(n — 1)y 2(0)

Da bismo rijesili ovu rekurziju, trebaju nam ”pocetni uvjeti”, odnosno vrijednosti funkcije i
prve derivacije u nuli:

yO0) =y(0)=e"=1
y00) = /(0) = ~0-1=0
Na temelju rekurzije y™(0) = —(n — 1)y™=2(0), vidimo da se svaka derivacija ra¢una preko

derivacije koja je za dva reda niza. Zbog toga se rjeSenje grana u dva slucaja:

1. Sluc¢aj: n je neparan broj (n =2k + 1)
Bududi da je yV(0) = 0, svaka sljede¢a neparna derivacija bit ée pomnozena s nulom pa za
neparne derivacije vrijedi:

fEF0) =0, zakeN,

2. Slucaj: n je paran broj (n = 2k)

Krenimo od 3®(0) = 1:
y2(0) = ~1-40(0) = -1
y0(0) = -3-yP(0) = (-3)(-1) =31
y(0) = =5-4(0) = (=5)(=3)(-1)

Matematickom indukcijom lako se vidi da je

—(5-3-1).

y(0) = —(2k = 1) -y (0) = (~1)*(2k — D),

gdje je !! oznaka za dvostruki faktorijel, odnosno umnozak svih uzastopnih neparnih brojeva
do (2k — 1). Konatno

f(n) (0> _ 0; ako je n neparan
(=1)*(n — 1), ako je n paranin = 2k



34 POGLAVLJE 1. DERIVACIJA

arcsinx
Zadatak 1.31. Neka je f(z) = ———=. Odredite f©9(0) i f199(0).
V1—22

Rjesenje. Oznacimo li y = f(z), vrijedi

L 1+\/1+7arcsinx: 1+ xzy
1— 22 1—a2?

Y

MnoZenjem obje strane sa (1 — 2?) slijedi da funkcija zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

(1—2°)y =1+ ay.

Derivirajmo ovu jednakost (n — 1) puta koristeéi Leibnizovu formulu za derivaciju produkta.

n—1 n—1
n—1 o n—1 1
Z( k >(1_I2)(k)<y/)(n 1 k):Z( : )x(k)y( o

k=0 k=0

Sredivanjem slijedi
(1= a?)y™ —22(n = )y — (n = 1)(n = 2)y" > =2y + (n = 1)y,

Uvrstavanjem x = 0 slijedi:
y™(0) = (n = 1% 72(0).

Dakle, svaka derivacija ovisi o dva reda nizoj derivaciji pa izracunajmo pocetne uvjete, y(0)

iy'(0): -
arcsin
y(0) = =

= ==
Vrijednost prve derivacije mozemo lako ocitati iz zadane diferencijalne jednadzbe (1—x22)y’ =

1 + 2y uvrstavanjem z = O:

(1-0y(0)=14+0 = '(0)=1

Racunanje trazenih vrijednosti:
Rekurzija povezuje derivacije istog pariteta (svaka ovisi o onoj dva reda nizoj).

Racunamo f199(0). Ovo je parna derivacija. Krenemo li od pocetnog uvieta y(0) = 0:
y2(0) =17 y(0) = 0

Sve daljnje parne derivacije bit ¢e jednake nuli jer se uvijek mnoze s prethodnom koja je
nula. Stoga je:
F0(0) = 0
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Racunamo sad f©?(0). Ovo je neparna derivacija. Krenemo li od 3/(0) = 1:
yD(0) = 224/ (0) = 2
yO(0) =47 yI(0) = 47 2
yM(0) = 6% y®(0) = 62 - 42 . 22
Indukcijom se sada lako vidi da je
yEH  (2R)11).

Dakle,
FO(0) = (9811)2 = (2% 491)* = 2% (491)2.

Zadaci za vjezbu

1.32. Dokazite da funkcija y(z) = €42 yadovoljava jednakost:

y" — 13y — 12y = 0.

1,2

1.33. (a) Odredite f® za f(z) = T

(b) Odredite f® za f(r) = zInz.

(c) Odredite f® za f(z) = ﬁ
(b) Odredite f” za f(z) = \/13;_7%.

(b) Odredite f” za f(x) = z(sin (Inz) + cos (Inz)).
1.34. (a) Pokazite da funkcija y = C)cosz 4+ Cysinz, gdje su Cy i Cy realne konstante
zadovoljava diferencijalnu jednadzbu:

y' +y=0.

(b) Pokazite da funkcija y = C) chx + Cyshz, gdje su Cy i C5 realne konstante zadovoljava
diferencijalnu jednadzbu:

y' —y=0.
1.35. Dokazite Leibnizovu formulu. [Uputa: Matematickom indukcijom po n € N/
1.36. Neka je f(r) = 23shx. Odredite f™.
x
Vi+a

1.38. Izracunajte f19(0) i f19)(0) ako je funkcija f zadana formulom:

1.37. Neka je f(x) = Odredite £,
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(a) f(z) = (zsin2z)? (d) flz) =z - enctse
(b) f(x) = Arshz
() 1) = 25 (©) flx) = {/(1— 20

1.39. Neka je y(z) = arcsinz. Odredite 3™ (0).
[Uputa: (1 —2%)y" = zy']
1.40. Neka je y(z) = cos (3arcsinx). Odredite y™(0). [Uputa: (1 — 22)y” — xy’ + 9y = 0.]

1.41. Neka je f(x) = z™. Dokazite:

f(1>+&+m+...+w:

1! 2! n! 2%

1.42. Funkcija P : R — R zadana je formulom
P($) _ 6952 . (efzz)(QOOG)
Dokazite da je P polinom, odredite mu stupanj i vodeci koeficijent.

1.43. Dokazite da za svaki n € N i svaku n puta derivabilnu funkciju f vrijedi jednakost

()" Fr ),

[Uputa: Matematickom indukcijom po n € N.|
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1.4 Tangenta i normala

Ako funkcija f : I — R ima derivaciju u tocki xg € I, onda jednadzbe tangente i normale na
graf funkcije f u tocki (zo,y0) = (zo, f(z0)) glase:

t ... y—yo=f"(z0)(x —x0)
1
n Y—1%Yo _f’(l’o) (‘r - $0)

Zadatak 1.44. Tockom T'(2,0) povucite tangentu na krivulju y = z*.

Rjesenje. Tocka T nalazi se izvan krivulje pa oznac¢imo sa D(xg, o) tocku diralista koja lezi
na krivulji.
Buduéi da diraliste D(xg,yo) lezi na krivulji, njegove koordinate zadovoljavaju njezinu jed-
nadzbu:
Yo = ff)l

Koeficijent smjera tangente u tocki diralista iznosi k = f'(z¢) = 4z3. Uvrstimo ove elemente
u op¢u jednadzbu tangente:

y — x5 = 4a3(z — 20)
Znamo da tangenta mora prolaziti kroz zadanu tocku 7T'(2,0). Stoga ¢emo koordinate tocke
T uvrstiti umjesto = i y u nasu jednadzbu tangente i rijesiti je po nepoznanici xg:

0— 25 = 413(2 — m0),

sto je ekvivalentno s
zg(3z9 — 8) = 0.

wloo

Ova jednadzba daje nam dva rjesenja za x-koordinatu diralista: xqg = 01 x¢ = %, Sto znaci

da iz tocke T' mozemo povuéi tocno dvije tangente na zadanu krivulju.

Prvi koeficijent smjera je k; = 4(0)® = 0 pa uvrdtavanjem u jednadzbu pravca kroz tocku
T(2,0) dobijemo jednadzbu
y—OZO'($—2),

t].
y = 0.

] 3
L= (3)

pa uvrstavanjem u jednadzbu pravca kroz tocku 7'(2,0) dobijemo jednadzbu pravca

y—0:4<§)3(x—2).

Drugi koeficijent smjera je:
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O
Zadatak 1.45. Pokazite da se tangente na krivulju

B 1+ 32
3422

Y
povucene u tockama na krivulji s ordinatom 1 sijeku u ishodistu.

Rjesenje. Da bismo pronasli apscise (z-koordinate) tih tocaka, uvrstit ¢emo y = 1 u jed-
nadzbu krivulje:
1= 1+ 322

© 3422

Rjesavanjem slijedi da imamo dvije tocke diralista: T7(1,1) 1 To(—1,1).

Za jednadzbu tangente potreban nam je koeficijent smjera, odnosno prva derivacija funkcije.

Deriviranjem funkcije slijedi
, 16x
C 2)2
(3 + 22)

Rac¢unamo koeficijente smjera za svaku tocku diralista uvrstavanjem pripadajucéeg x:
Za tocku T1(1,1):

16(1) 16
— / 1 - — = =
=y () =5~ 15
Za tocku To(—1,1):
, 16(—1 ~16

Koristimo formulu za jednadzbu pravea y — yo = k(x — z9).

Prva tangenta ¢, (kroz tocku T}):

y—1l=1zr—-1)ey=u

Druga tangenta to (kroz tocku T5):
y—l=-1l(z—(-1) ©y=—u
Tocka presjeka tangenti je (0,0) i time je tvrdnja dokazana. O

Zadatak 1.46. U proizvoljnoj tocki krivulje

alna—i-\/a?—x? JE

a—Va? — x?

povucena je tangenta. Dokazite da odsjecak tangente izmedu presjeka s osi ordinata i tocke
diralista ima konstantnu duljinu i odredite ju.
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Rjesenje. Neka je D(xq,yo) proizvoljna tocka diralista na krivulji. Prvo moramo pronadi
derivaciju funkcije y = f(x) kako bismo odredili koeficijent smjera tangente u toj tocki.

Mnozenjem brojnika i nazivnika unutar logaritma s (a + va? — 2?) slijedi

S22
y:1m<(a+ a2 96))— a? — 22

T

=aln (a—l—\/a2—az2) —alnx — Va2 — 22

Oznacimo u = va? — 22. Tada je v’ = —2 i vrijedi

1 a ,( a ) a
U ———U =Uu -1)—-
a+u T a+u T

(D) ey

a? — x?

/

Y

~

a

x
Jednadzba tangente na krivulju u tocki D(zg, yo) glasi:
Y —yo = y'(20)(X — x0)
Trazimo tocku T'(0, Y7) u kojoj tangenta sijece os ordinata (y-os). Vrijedi
Y7 —yo = ' (20)(0 — o)

Yr = yo — xoy' (z0).

Odsjecak tangente izmedu osi ordinata i diralista je duzina T'D. Njezinu duljinu d ra¢unamo
pomocu formule za udaljenost dviju tocaka:

4= /o= 07 + (o — Vo

Iz gornje jednadzbe vidimo da je yo — Y7 = 2y’ (o). Uvrstimo to u korijen:

a2 _ ZL’2
d=\fa + (2o (20)* = [l T+ (0] = rmorm = ldl.
0

Dakle, duljina odsjecka tangente izmedu y-osi i tocke diralista ne ovisi o koordinati z i iznosi
|al. O

Zadatak 1.47. Odredite jednadzbu tangente i normale u tocki 7°(1, 1) na krivulju implicitno

zadanu jednadzbom
2 +y° — 2wy = 0.
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Rjesenje. Provjeravamo lezi li tocka T na krivulji uvrstavanjem njezinih koordinata:
P4+1°-2)1)=1+1-2=0
Tocka T nalazi se na krivulji, pa predstavlja diraliste.

Deriviramo cijelu jednadzbu po varijabli . Pritom y tretiramo kao funkciju od z, $to znaci
da moramo koristiti lan¢ano pravilo za clanove s y, te pravilo derivacije produkta za ¢lan xy:

(2° +y° — 2zy) = (0)"
Odatle slijedi
52* + 5yty’ — 2y — 229/ = 0,
odnosno nakon sredivanja
, 2y — 5t

4= Syt — 2z

Koeficijent smjera tangente (k;) u tocki T'(1,1) dobivamo uvrstavanjem z = 1iy = 1 u
dobivenu derivaciju:

2(1) -5t 2-5 =3
k’ — / 1 1 = = = — = —1
=y =T o0 5o T 3
Sada uvrstavamo 7'(1,1) i k; = —1 u opéu jednadzbu praveca y — yo = k(z — x¢):

odnosno
Yy=—x+2.
Normala je okomita na tangentu, pa za njezin koeficijent smjera (k;,) vrijedi relacija k; - k, =
—1:
1 1

k‘n:——:——:l
Ky -1

Uvrstavamo 7'(1,1) i k, = 1 u jednadzbu pravca:
Yy — 1= 1(I - 1)7

iz cega slijedi jednadzba normale
Y=

Zadatak 1.48. Pod kojim se kutem sijeku tangente na kruznicu
byt tdr -2y —11=0

povucene tockom 7'(4,1)?
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Rjesenje. Neka je D(xo,yo) tocka diralista tangente na kruznicu. Da bismo nasli koeficijent
smjera tangente k, deriviramo jednadzbu kruznice implicitno po varijabli x:

2x +2yy’ +4 — 2y = 0.

Dakle,
, T+ 2
=3
pa jednadzba tangente u tocki D(xg,yo) glasi
To + 2
Y=Y = —yo_l(iﬂ—fﬂo),

Buduéi da tangenta prolazi i kroz tocku T'(4, 1), vrijedi

l’o—|—2
yo— 1

1—yo=— (4 — x).

Sredivanjem dobivamo:
$3+y§—2m0—2y0—720.

Buduéi da diraliste D(zg, yo) lezi na kruznici, ono zadovoljava i njezinu jednadzbu:
T2 4 Y2 + Ay — 2y — 11 = 0.

Oduzimanjem jednadzbi slijedi

Ty =

Wil o

445

pa uvrstavanjem u neku od jednadzbi dobijemo

—

Odatle slijedi da su nagibi tangenti, (k1, ko) jednaki
Yo — 1 2
ko= =F—=
1,2 2o —4 + =
Dakle, ]{31 = —\/lg i ]{?2 = \/lg
Konaé¢no, kut ¢ pod kojim se sijeku tangente racunamo pomocu formule za tangens kuta:
ko — ky
t =|——| =4V5
ey ‘ v

pa slijedi da je kut pod kojim se sijeku tangente:
¢ = arctan(4v/5) ~ 83.62°



42 POGLAVLJE 1. DERIVACIJA

Zadatak 1.49. Pokazite da se parabole

v =4x+4
Y = —12x + 36

sijeku pod pravim kutem.

Rjesenje. Da bismo pronasli tocke u kojima se parabole sijeku, izjednacit ¢emo njihove jed-
nadzbe:
dr+4=-120436 —= = =2

Uvrstavanjem u prvu jednadzbu slijedi

y = +V12 = £2V/3.

Parabole se sijeku u tockama T}(2,2v/3) i T5(2, —2v/3). Derivacijom implicitnih jednadzbi
dobivamo koeficijente smjera tangenti (k = y’).

Za prvu parabolu:

2
vV =do+4 = 2y =4 — yizg

Za drugu parabolu:

6
=120 +36 = 2uyy = —12 = yéz—;

Dvije krivulje se sijeku pod pravim kutem (ortogonalne su) ako je umnozak koeficijenata
smjera njihovih tangenti u tocki presjeka jednak —1. Izracunajmo umnozak za proizvoljnu
tocku presjeka s ordinatom yq:

2 6 12
k=i = (2) (-2) =2 =
1° K2 y1(?JO> y2<90) % % y%

¢ime je tvrdnja dokazana. O

Zadatak 1.50. Za koje n € N krivulja y = arctg (nz) sijece os x pod kutem veéim od 89°7
Rjesenje. Krivulja sijece os apscisa kada je y = 0:
arctg(nz) =0 = x =0

Tocka presjeka je (0,0).

Kut « pod kojim krivulja sijece os  odreden je vrijednoséu prve derivacije u tocki presjeka
(x=0):
tan o = y'(0)
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Deriviramo zadanu funkciju:

Uvrstavanjem x = 0 dobivamo:
tana =y'(0) =n

Iz uvjeta zadatka trazi se da je kut veci od 89°. Buduci da je funkcija tangens strogo rastuca
za Siljaste kutove, slijedi:
n > tan(89°) ~ 57.29.

Kako n mora biti prirodan broj (n € N), najmanji takav broj koji zadovoljava nejednakost
je b8. O

Zadatak 1.51. Uz koji parametar a € R krivulja y = az? dodiruje krivulju y = In 2?

Napomena. Teza varijanta ovog zadatka bila bi: ”Odredite parametar a € R takav da
krivulje y = az? i y = In2 imaju toéno jedno sjeciste.”

Zadatak 1.52. Odredite kut pod kojim se sijeku krivulje

Py —r=0
2?4y +2=0

Zadatak 1.53. Nadite zajednicke tangente na krivulje

y=a?>—6x+5

y = —a*—4x.

Zadaci za vjezbu

1.54. Nadite sve pravce koji prolaze kroz ishodiste i sijeku hiperbolu zy = a? pod pravim
kutem.

1.55. Zadana je krivulja
r—4
r—2

Pokazite da su tangente na tu krivulju u tockama presjeka s koordinatnim osima paralelne.

y:

1.56. Odredite opcéenitu formulu za jednadzbu tangente na krivulju implicitno zadanu s

(z — Io)2 + (y — y0)2

p P2 =1.
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1.57. Odredite sve vrijednosti parametra b € R za koje je pravac y = x + b tangenta krivulje
x

r+4
1.58. Na krivulji y = ﬁ nadite tocku u kojoj je tangenta paralelna s osi apscisa.

y:

1.59. Pokazite da se krivulje familija
v = 4a® — daz, a >0
y? = 4b* + 4bz, b >0

sijeku pod pravim kutem.
1.60. Pokazite da parabola
y=a(rx—x)(r —x2), a# 0,27 < X9
presijeca os apscisa u dvije tocke pod jednakim kutem.
1.61. Pod kojim se kutem sijeku krivulje:

(a) y=22iz =y

(b) y =sinx iy = cosx?
1.62. Uz koje uvjete na koeficijente a,b,c € R je os apscisa tangenta na krivulju

y = ar® + br +¢?
1.63. Nadite pravac koji je tangenta na krivulju
y=a'—22% - 32>+ 5246

u barem dvije tocke.
1.64. Dana je krivulja y = zer .

(a) Nadite jednadzbu tangente na tu krivulju u tocki s apscisom a > 0.

(b) Sto se dogada s tangentom kada a — +00?
1.65. Nadite zajednicke tangente na krivulje

y+a? = —4
2?4y = 4.

1.66. Odredite kut pod kojim se krivulje
v =32+ +1=0

P —1=0

sijeku u prvom kvadrantu.
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1.5 L’Hopitalovo pravilo

Teorem 6. Neka je I C R otvoreni interval, ¢ € I (moZe biti i c = +00) ineka su f,g: [ — R
/

derivabilne funkcije takve da je ¢'(x) # 0 na I\ {c}. Pretpostavimo da limes lim @)

z—c g'(x

postoyt
u R i da vrijedi jedna od sljedecih tvrdnji:

(a) lim, . f(z) = lim,.g(z) =0

(b) limy . [g(x)] = oo.

Tada limes lim, .. % postoji i vrijedi

@) _ P

lim ——= = lim .
T—cC g(x) z—c g/(x)

Zadatak 1.67. Izracunajte

. sinzx . In(1+4e")

1 Sl A
(a) ml—r>r(l) x (e) zl—l>r—{loo 1+2x

. 1l—cosx
) liy 5 -

z (f) IIII(I) arcsin x - ctg x
z—

(c) lir+n ze ®

T—r+00

5% — 4w + 3 . Inz

(d) Jtim ——s— (g) lim NG

Rjesenje. Pri rjesavanju koristimo L'Hopitalovo pravilo (u nastavku oznaceno s L'H).

(a) Primjenjujemo L’Hopitalovo pravilo izravno:

= lim =-=1

hm x—0 (.r)/ x—0 1 1

x—0 I

0

sin {O] vH,.  (sinz) cosz 1
= = lim

Kao interval I u iskazu teorema mozemo uzeti [ = (—1,1). Kao i na MA1, za formalnu
primjenu teorema potrebno je gornji izraz “Citati unazad”. Naime, postojanje zadnjeg
limesa opravdava primjenu L’Hopitalovog pravila u prvom koraku.

Napomena: lako zadatak trazi LL’'Hopitalovo pravilo i ono daje tocan rezultat, ovo se
smatra kruznim dokazom. Naime, da bismo znali da je derivacija od sin x jednaka cosz,
moramo ve¢ unaprijed znati ovaj osnovni trigonometrijski limes.
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(b) Primjenjujemo L’Hopitalovo pravilo dva puta:

0

0

lim

= 11m = = 11m = —.
z—0 x2

l—cosz (0| pm, snx O| e, cosz 1

o [ :| z—0 2q [ :| z—=0 2 2
Kao i na MA1, za formalnu primjenu teorema potrebno je gornji izraz “citati unazad”.
Naime, postojanje zadnjeg limesa opravdava drugu primjenu L’Hopitalovog pravila, a
tada postojanje predzadnjeg limesa, uz odabir intervala I = (—1, 1), opravdava primjenu
prvog L’Hopitalovog pravila.

(c) Prvo moramo preurediti izraz u oblik 22 spustanjem e~ u nazivnik:

) _ . z o071 LH . 1
lm ze™® = lim — = [—] = lim — =0
z—+00 z—+o00 €% 00 z—+oo0 €7

(d) L’Hopitalovo pravilo primjenjujemo dok se ne rijesimo neodredenosti (dva puta):

p— 1 —_—
L T T e

lim 5 = lim
T—+00 2% — 1 T—+00 4x

523 —4x 4+ 3 B [oo] L’H 1522 — 4 B [oo] L’H 30z

o0 o0

(e) Primjenjujemo pravilo i koristimo ulan¢avanje za derivaciju logaritma:

1 1 T , ;T - et T
i A I T
T—+400 1+zx o0 T—>+400 1 400 | 4 €%
~ lim —¢ :[ﬁ]L’:H lim & = lim 1=1
z—+oo | + % o0 z—+o00 €% T—+00

(f) Kotangens zapisujemo kao recipro¢nu vrijednost tangensa kako bismo dobili oblik %:

arcsin x 0
lim arcsinz - ctgx = lim =

-0 =0 tgw 0
L’'H lim \/;72 i cos® x 12 1 ]
= = l11m = g

ac—)O # z—0 /] — 2 v1—0 1
(g) Primjenjujemo pravilo:
] : 1 2
lim E—[S]L: lim &% = hmﬁz hm——().
T—+00 \/_ o0 400 7 T—+o00 I —+00 \/_

O

Zadatak 1.68. U sljede¢im primjerima izrazi ne zadovoljavaju neki od uvjeta L’Hopitalovog
pravila. Odredite koji od uvjeta teorema nije zadovoljen i uvjerite se da se neispravnom
primjenom L’Hopitalovog pravila dobije pogresan rezultat.
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. T —sinx
(b) lim ———.
z—+4oco I + SIN X

(c) li_>m %, gdje je f(x) = x +sinx cosz.

Rjesenje. (a) Limes nije neodredenog oblika (nije ni [g} ni [f—.g])

Bududi da je funkcija neprekidna u nuli, izrza je jednak % Primijenimo li L’Hospitalovo
pravilo na neispravan nacin dobivamo krivi rezultat:

. T4+ 2 LH®&ivo) .. (x4 2) 1 1
lim = lim —— =lim- = —.
0 2x + 3 =0 (20 4+3)) =02 2
(b) Limes kvocijenta derivacija ne postoji.
Izraz jest oblika [%} (jer z — o0, a sinus je omeden). Primijenimo li deriviranje, dobi-
vamo:
(x —sinz)’ . 1l—cosx

lim ——% = lim .
et (x+sinz) @t 1 4 cosz
Vrijednost kosinusa oscilira izmedu —1 i 1 kako z — oo pa ovaj limes ne postoji (formalno,
promotrimo nizove z, = 2n7 i y, = (2n + 1)7). S druge strane, dijeljenjem brojnika i
nazivnika s x slijedi

. T —sinx ) 1—% 1-0
lim ——— = lim = =
z—+oo T + sinx x—>+ool—|—7 1+0

(c) Derivacija nazivnika prima vrijednost nula beskona¢no mnogo puta u okolini tocke +o0.

0

Pocetni izraz je oblika [E] Lako je vidjeti da, skra¢ivanjem faktora f(z) (koji je za
x > 1 razlicit od 0), dobivamo lim, eﬂ% = lim,_,o €%, Zbog oscilacije sinusa, taj
limes ne postoji. Za formalni dokaz, promotrimo nizove w,, = 2n7 i y,, = 7 + 2nr.

Pokazimo sto se dogada ako pokusamo primijeniti pravilo. Derivacija brojnika je
f'(z) =1+ cos(2x) = 2cos® .
Nazivnik je g(z) = f(z)es™*. Njegova derivacija je:

g/($) — f/(m)esinx + f(:v)eSi”cosaU
sinz

= 2cos?(2)e"™” + (x + sinx cos x)e*™” cos x

sinx

= e cosx - (2cosx + x + sinz cosz).
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Vidimo da je ¢'(x) = 0 za svaki = § + km, k € Z. Dakle, ne postoji interval (M, +oc)
na kojemu je nazivnik L’Hospitalovog razlomka razli¢it od nule. Ipak, pogledamo li
kvocijent derivacija na tockama gdje je cosx # 0, imamo:

f(x) 2cos’ x 2cosw

g(r)  esmTcosw - (2cosw +x +sinrcosx)  esm¥(2cosx + +sinzcos)’

Kada x — oo, brojnik je omeden, a nazivnik tezi u beskonacnost (jer dominira faktor x).
Dakle, neispravnom primjenom pravila zakljucili bismo da je:

@ L’H (Erivo!) lim f’(l’)

lim =0
T—00 g(x) T—00 g’(x)
iako pocetni limes ne postoji.
O
Zadatak 1.69. Izracunajte
~ 1 1 (d) lim Te
1 - T 00
(2) ) (sinx 1’) el
. 1 1 (e) lim (1 —x)2®
1 _—— z—1-
(b) 70 (ln (x+1) $> -
. = . 2\

Rjesenje. (a) Prvo svodimo na zajednicki nazivnik kako bismo dobili oblik J i zatim primje-
njujemo L’Hopitalovo pravilo:

. 1 1 . x—sinzx O vl .. 1 —cosx 0
lim - - — :hm_— = |—| = hm.— = | =
=0 \sinx & =0 xsinx 0 z—0sInx + T cosx 0
L’H sin x sin x 0

= lim - = lim - = =
z=0 cosx + (cosx — xsinx) 2-02cosz —xsinz  2(1)—0

0.

Prokomentirajmo primjene L’Hopitalovog pravila. Opravdajmo najprije drugu primjenu
L’Hopitalovog pravila. Oznacimo nazivnik pocetnog razlomka s g(z) = xsinz. Tada za
nazivnik u drugoj primjeni pravila vrijedi ¢'(z) = sinx + x cos z, a njegova je derivacija

g"(x) =2cosx — xsinx.

Buduci da je ¢” neprekidna u 0 i vrijedi ¢”(0) = 2 > 0, po teoremu o ocuvanju predznaka
neprekidne funkcije slijedi da postoji do > 0 tako da za sve x € (—da, d3) vrijedi

g"(x) > 0.

Tada mozemo odabrati I := (—ds, d2) kao trazenu okolinu u drugoj primjeni L'Hopitalovog
pravila.
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Prelazimo sada na opravdanje prve primjene. Kao sto smo vidjeli, vrijedi
¢ (z) =sinz + xcosx

pa je potrebno dokazati da postoji interval I; oko 0 tako da je ¢'(x) # 0 zasve x € I;\{0}.

Buduéi da smo pokazali da je ¢”(x) > 0 za sve x € I, koristeéi Lagrangeov teorem o
srednjoj vrijednosti za x € I \ {0}, vidimo da postoji y, izmedu 0 i x takav da vrijedi

g'(x) = ¢'(0)

o =) = @) =29"(y).

Kako je z # 01 ¢"(y,) > 0, slijedi da je ¢'(x) # 0. Dakle, i u prvoj primjeni mozemo
uzeti interval I} = I5.

Napomena. U komentaru nakon rjesenja vidjet ¢emo da zapravo nije potrebno oprav-
davati postojanje intervala na kojem je derivacija razlicita od 0 ukoliko primjenjujemo
L’Hopitalovo pravilo vise puta i tvrdnja vrijedi u zadnjem koraku.

Svodimo izraz na zajednicki nazivnik i primjenjujemo L’'Hopitalovo pravilo

_ 1 1 . z—In(z+1) 0
lIim| ———— ) =lm————= = | =
z=0\In(z+1) =z =0 zln(z+1) 0

L'H 1_%_’_1 r+1-—-1 . x |:0:|

li =i =1 =
xlg(lJln(erl)er-x—il xlircl)(x+1)1n(:v+1)+x xlir(l)(x+1)ln(x+1)+x 0
L'H .. 1 : 1 1 1
:hm I :hm = - —
=01-In(z+1)+(@+1) 23+1 «20ln(@+1)+1+1 Inl4+2 2

Primijetimo
lim z° = lim **®
z—04 r—0+

Sada rac¢unamo samo limes eksponenta, koji je oblika 0 - (—oc). Spustanjem varijable x
u nazivnik dobivamo oblik pogodan za L’Hopitalovo pravilo:

Inz {—OO} IH %

0

L= lim vlnz = lim — = = lim = lim (—z) = 0.
z—0+ z—0+ =0+ — = z—0+

x 2

Konacno, koriste¢i neprekidnost funkcije x — e* u 0 slijedi

lim 2% = = 1.
z—0+

Napomena. Primijetimo da smo limes funkcije zlnx u prethodnom zadatku mogli
pokusati rijesiti i tako da prebacimo Inz u nazivnik na sljede¢i nacin:

— i _ 2
_a:li)%lJr( zln® ).

. . x 0 .
lim rlnz = lim — = |-| = lim
z—0+ z—0+ o

nr
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Medutim, posljednji izraz jo§ je kompliciraniji od pocetnog. Zasto se to dogodilo? Kada
In x ostavimo u brojniku, deriviranje ga pretvara u jednostavan algebarski izraz %, dok
deriviranje razlomka ﬁ zbog pravila ulancavanja povecava potenciju logaritma u na-
zivniku i dodatno komplicira izraz. Pouka je da ukoliko jedna primjena L’Hopitalovog
pravila ne rijesi problem, mozemo pokusati primijeniti ga na drugaciji nacin, koji moze
biti bolji.

Ponovno zapisujemo izraz pomocu baze e:

. 1 . 1
lim zz = lim ez ™
r—+00 r—-+00

Racunamo limes eksponenta, koji je odmah oblika :

L= lim — = = lim =0.

Inz [OO] L’H
rx—+oo I r—r—+00

=8 =

©.¢)

Koristed¢i neprekidnost funkcije x — e u 0, slijedi

. 1
lim zz =¢ = 1.
Tr—+00

Zapisujemo pomocu baze e:

. g . s _ i s _
lim (1 - I)cos 2% — lim ecos(zz) In(1-z) _ ehmz_&_ cos(5x)In (1—x)
1" 1"

Limes eksponenta je oblika 0 - (—o0). Prebacujemo kosinus u nazivnik kako bismo dobili
reciprocnu funkeiju (sekans) i oblik =2 i primijenili L’Hopitalovo pravilo:

In(1— - , —-L —2cos?(Zx
n( I):{ OO] L’H li 1—z — lim (2 )

1 B ~ sin(Zz) ~ (T )’
— 00 =1 T 2 z—1- (1 — x)sin(Zx
cos(5 ) 5 " o2 (Z2) ( ) ( 2 )

L= lim

z—1—

Kako bismo si olaksali daljnji racun, razdvojimo limes na dio koji uvrStavanjem ne daje
nulu i dio koji daje neodredenost %:

_ -2 . cos*(5x)
= lim ———— - lim ———
e—1- wsin(fr) a—1- 1—w
Prvi limes tezi u ;—? = —%. Na drugi limes primjenjujemo L’Hopitalovo pravilo:
2(m s (T s
cos“(57) 1 2cos(5x) - (—sin(5z)) - 5
lim (2 ) L:H lim (2 ) ( (2 )) 2 _ - -0
z—1- 1 —x =1 —1 —1

Ukupni limes eksponenta je L = —% -0 = 0. Vracamo u eksponent:

lim (1 — )2 =0 =1
T—1~



POGLAVLJE 1. DERIVACIJA 51

(f) Prelazimo na bazu e:

. 1 : 1 2
lim (1+2%) = lim ex™0+e)
T—+00 T—+00

Racunamo limes eksponenta (oblik 22):

In (1 + 22 , =y 2 : 2
L= tim 2dF2) (2] i B = g = T] g = =
5 +o00 x 00 g—too 1 a—+oo 1 + 22 00 a—+oo 2T
Vra¢amo rezultat u eksponent:
lim (1 —1—1’2)% =e' =1
T—>+00
d
Zadatak 1.70. Odredite limese, ako postoje
: _ t ar
(a) lim AT~ Ale st (c) lim —, neN,a>0
z—0 1‘3 r—4o00 M
. inx — Arshx
B lim oz ln(r — 1 , 0 arcsin x
(b) lim Inz n(x—1) (d) glclg(l]cos(zv sin z) =

Rjesenje. (a) Primjenjujemo L’Hopitalovo pravilo deriviranjem brojnika i nazivnika. Kako
bismo izbjegli komplicirane dvojne razlomke, derivacije funkcija arcsin x i arctg x zapisat
¢emo pomocu negativnih eksponenata:

arcsinz — arctgx [0] LH . (1—a?) 12— (14227 [0]

250 3 ol = %% 322 ~ 10
.. —s(1—2?) 32 (=220) — (1)1 +2*)2(22) . a(l—2?)732 £ 20(1 4 2?) 2
= lim = lim
z—0 6z z—0 6x
i (1—2®)32 421 +2%)2 173242.172 142 1
= l11m = — e

(b) Zapisat ¢emo umnozak kao razlomak.

JE{L Inzln(x —1) = Q}E{ﬂ - =

In(z — 1) [—oo]

Primjenjujemo L’Hopitalovo pravilo:

r—1t 1 r—1t
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(¢) Ovo je klasi¢an primjer u kojem se L’Hopitalovo pravilo primjenjuje visekratno. Buduéi

da je n € N, nakon svake primjene pravila stupanj polinoma u nazivniku se smanjuje za
1, dok eksponencijalna funkcija u brojniku (uz konstantu a) ostaje sustinski ista:

e [oo] L'H ae®”® [oo] L'H
z—+oo " z—+o00 1

o0 o0

Nakon n uzastopnih primjena L’Hopitalovog pravila, nazivnik ¢e se derivirati u konstantu

n!, a u brojniku ée iskociti a™:

n ,axr

nx L'H . a-e
= lim
Tr——+00 n‘

Bududi da je a > 0, funkcija e® tezi u +o00 kada x — +oo. Kako je nazivnik strogo
pozitivna konstanta (n!), limes iznosi:

:+OO

(d) Prije ikakvog deriviranja, razdvojimo limes na umnozak dvaju limesa jer prvi faktor

trivijalno mozemo izracunati uvrstavanjem:

arcsinx — Arshx arcsinz — Arsh x

lim cos(z'% sin )

= (lim cos(z'" sin x)) -lim
z—0 3 z—0

z—0 3

=cos(0)=1

Sada nam ostaje rijesiti samo drugi limes, koji je oblika %. Kao i u (a) dijelu, koristimo
negativne eksponente:

. arcsinz — Arshx 0 vw ., (1—22)V/2 — (142212 0
lim = |=| = lim _ |2
z=0 z? 0 20 32 0
LH —1(1 = 2?)32(=22) — (= 3(1 + 22)"¥2(20))

a z—0 61

— 32)73/2 2\-3/2

iy A @) 4 21+ 2%)

z—0 61
173/2 4 1-3/2

1
B 6 3

Pocetni je limes, po teoremu o limesu produkta, jednak 1 - % = %

Zadaci za vjezbu

1.71. Izracunajte

(a) lim

Inz

z—0 ctgx
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2 —22% —x +2
e=»2 a3 —Tr+6

¢) lim —
( ) z—0 1 — cosx

(d) im(1 — cosz)ctgx

z—0

1.72. Izracunajte

. x 1
(a) llf}(x_rm)

(b) lim T

z—0
. Inx
(c) lim ,neN
T—+00 /T
1 n
@ tim B9 N

Tr——+00 €T

1.73. Izracunajte

) 1\"*
0 i (o)

. . tgx
(b) llil(l)(Sln x)

. x+sin2zx
(¢) lim ———
=0 r —sinx

Inz

(d) lim

z—=18in T

1.74. Tzracunajte

(a) lim T + arctgx
a—too 13 + 22 + 1

(b) i arcsin vsin x
m-—
0 \/2x — 22

(¢) lim(m — z) tgg, neN

T—T

(d) lim n(l+z) %t

n €N
T +00 e¥ — CcoS T ’
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1.75. Moze li se primijeniti L'Hopitalovo pravilo na

_ x%sin %
lim — ?
z—0 sinx

Izracunajte gornji limes.

1.76. Izracunajte

1 1
I —
(8) 250 (x sinz 1:2>

(b) lim (g — arctg x) ne

T—>+00

: o, €T
(c) xEIfoo (\/1+£C lnm+1 :1;)
(d) lim (x —2%In (1 + l))
T—>+00 €T




