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SADRZAJ




1 Derivacija

1.1 Derivacije elementarnih funkcija

Neka je f: I — R funkcija, I C R otvoreni interval i ¢ € I. Kazemo da je f derivabilna u
¢ ako postoji limes

i F@) = 10

r—c T — C
i taj limes oznacavamo s f’(c). Jos se koriste i oznake Df(c) i %(0). Primijetimo da je
definicija takoder ekvivalentna s postojanjem limesa

o flett) = ()

t—0 t

Zadatak 1.1. Koristeci definiciju, odredite derivaciju funkcija:

(a) f(x) = a = const. () flz) =1
(b) flz) =2 (d) f(z)=cosx

Rjesenje. (a)
fl) = fle) . a—«

lim = lim =1im0 = 0.
T—C T —C z—ec L — C T—C

flx) = fle) . x—c

lim = lim =liml=1.
Tr—cC T — C r—c L — C Tr—cC
()
1 1
— -1 ~1 1
r—C r — C x—c T — C x—c TC C
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(d) Koristimo limese dokazane na MA1: lim,_,, %ﬁ =11 lim_ 1_;’205'5 = %
lim fle+1t)— f(e)  lim cos(c+t) — cos(c)  lim cos(c) cos(t) — sin(c) sin(t) — cos(c)
t—0 t t—0 t t—0 t
L cos(t)—1 . sin(t)
= lltg%(cos(c) T sin(c) - ; )
= —sinc

O
Zadatak 1.2. Nadite primjer funkcije koja je neprekidna, a nije derivabilna.
Rjesenje. Primjer jedne takve funkcije je f(x) = |z|. Naime, u tocki ¢ = 0 vrijedi
t) — t 0+1t) —
lim f0+1) f<0):hmu:17é—1:1imu:hm f0+1) = f0)
t—0+ t—0+ © t—0— T t—0~ t
pa funkcija nije derivabilna u 0. O]

Teorem 1. Neka je I C R otvoren interval. Ako su funkcije f,g: I — R derivabilne na I i
a, B € R, tada su i funkcije af + Bg, [ - g deriwabilne i vrijeds

f'(e) + Bg'(c)

(af +B9)(c) = «
f(e)-gle) + fle) - g'(c).

(f - 9)'(c)

Ako je dodatno ¢'(c) # 0, tada je i funkcija g derivabilna u ¢ i vrijedi

Y, fle)-gle) = fle)-g'(c)
<§> () = 9%(c)

Zadatak 1.3. Derivirajte sljedece funkcije:

— 2 A3 42— 3 _ sinz +cosx
(a) f(z) =2 6jb v (f) f(z) = sinx — cos x
(b) f(x):\/aQ:ijy&beR?aQ"’_bQ#O (g) f(x) =e"arcsinx
(c) f(z)=3Vz (h) f(x) = arctgx + arcctg x
(d) f(z) =3x5 — 2z + 273 () flz)=2" =
2z 4+ 3

(e) flz) = (j) f(x) =arcsinzx - Arshz

2 —5r+5

Derivacija kompozicije funkcija
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Teorem 2. Neka su I,J C R otvoreni intervali © f - I — R, g : J — R funkcije takve da
je f(I) C J. Ako je f diferencijabilna u ¢ i g diferencijabilna v d = f(c), tada je go f
diferencijabilna u c © vrijeds

(go f)(c) =g'(f(c) - f'(c).
Napomena. 1z prethodnog teorema, matematickom indukcijom se lako pokaze da vrijedi

(fao-ofi)(c)= fi(facr o0 fi(e)) - frni(fa2 00 fi(c)) - fi(c).

Dakle, postupak deriviranja kompozicije vise funkcija ”algoritamski” upamtiti kao: ”derivi-
ramo vanjsku funkciju, uvrstimo unutrasnju i nastavljamo postupak dok god postoji unu-
trasnja za derivirati.”

Zadatak 1.4. Koristeéi pravilo za derivaciju kompozicije funkcija (chain rule), derivirajte
sljedece funkcije:

(a) f(2) = (22)° (i) flx) = (}g;iﬁ)wo
b ) = esin2a:
(o)) () f(z) = Inln (3 — 2%)
(©) f(z) = \/eET 2
(d) f(z) = vITarcsing (k) f(z) = arccose
(e) f(x) = Vuwer +a? 1) flz) = 22% —2x +1
(f) f(z) = 2e" =22 +1+1n°z !
1 (m) f(x) =In(v1+e* —1)=In(y/1+e*+1)
(®) f0) = o o
(h) f(z) =logsinz (n) f(z) =In (z+1)3

2 3
gle) =2, hlr) = =
pa vrijedi
2
d(z)=8z", M(x)= :
Dakle

2z + 3 2 16,2z +3
R

f'() = g (W)l () = 8(=— 5505

(b) Funkciju mozemo zapisati kao f = f3 o fy o f1, gdje su
fl(ZL'):SiHl‘7 fQ(x) :ZE2, f3<x) =e’
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pa vrijedi
filz) =cosz, fi(x) =22, fi(z)=-¢""
Dakle,
fi(@) = fi(fA(@) - HAE) - filz) =™ 2sina - cosz

(c) fi(x) = ﬁ@

@ 7@ = ;7

(1—z2)(1+arcsinx)

) = tDerl
(©) Fla) = 22

/ _ 2eT—2%In2 5Intz
(f) f ('1') - 3%/(281:_2:1;_’_1)2 + z

(g) f'(z) = —22°¢"2*In5

(h) f'(z) = 55

(i) f’(x) =100 <1+2$2o>99 80e®
1—2220 (1—2220)2

. . —4x

() f'(x) = (3—222) In(3—222)

(k) f(z) = S22

1—e2®

O 1) = s

Zadatak 1.5. Derivirajte sljedece funkcije:

(a) f(z)=2"zax >0 (e) flx)=a",zaax>0
(b) f(z) = (sinx)®"*, za sinz > 0 (f) f(z)=(1+21)°

(c) f(x) = x%e” sin2z =
(d) f(x):a:%,zax>0 (8) flw) = 5/—<w_3)2

Rjesenge. (a) Zapisimo funkciju u obliku baze e:

f(l') — et Inz
Deriviramo kao kompoziciju funkcija (lanc¢ano pravilo):

f,<l') — exlnx X (xlnx)'
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Primijenimo pravilo produkta na eksponent i vratimo poé¢etni oblik e*»* = x*:

f(z) =" (1-lnx+x~l>

x
f(x)=2"(Inz +1)
(b) Zapisimo funkciju u obliku baze e:
f(x) = eeoswntsing)
Deriviramo kompoziciju:
f'(z) = e =6 - (cog 2 In(sinz) )’

Primjenjujemo pravilo produkta i vracamo pocetni oblik:

1
f'(z) = (sinz)*®* (— sinz - In(sinz) 4 cos x - - COoS x)
sin

cos’ x

f(z) = (sinz)™* ( — sinz In(sin x))

sinx

(¢) Ova funkcija je umnozak triju funkcija, pa mozemo direktno primijeniti generalizirano
pravilo produkta (vvw) = v'vw + wv'w 4+ vvw':

f(z) = (2*) e sin(2z) + 2°(e*") sin(2z) + 2e* (sin(2z) )’

F(x) = 3% sin(2z) + 23(e” - 22) sin(2z) 4 °e” (cos(2z) - 2)
Izlu¢imo zajednicki faktor z2e™:
flz) = % (3sin(2z) + 227 sin(2z) + 2z cos(2z))

(d) Zapisimo u obliku baze e:

Deriviramo kompoziciju:
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(e) Zapisimo u obliku baze e:
f(l') — 6:1:1 Inx
Deriviramo kompoziciju:
f’(:c) — elenm X ($z lnx)'

Za derivaciju od z* koristimo veé dobiveni rezultat iz podzadatka (a): (%) = z*(lnx+1).

x

f(x)=2" (") Inz+ 2" (Inx))

f/(SL’) =z" (xx(lnx + 1) lnxe 4+ 2* - l)

X

f(z)=2" (z"Inz(lnz+ 1)+ 2"")

(f) Zapisimo u obliku baze e:

f(x) — exln(1+%)

la) = ern(+2). (x In (1 + é))
for= (122 (1 2) ey (-2))

Sredimo izraz u zagradi:
/ 1\* 1 1
rw=(1e3) (e D)+ ()
oy 1\* 1 1
f(x)(l—i—;) (1n<1+5>_m—|—1)

(g) Ovajzadatak moze se rijesiti koristec¢i pravilo produkta i kvocijenta. Medutim, buduéi da
je izraz na prirodnoj domeni pozitivan, iskoristit ¢emo tzv. “logaritamsko deriviranje”,
tj. logaritmirat ¢emo obje strane da produkt prede u zbroj i zatim derivirati zbroj.

Deriviramo kompoziciju:

Logaritmiranjem obje strane slijedi

2

(x —3)5
:3ln(a:—|—1)—|—iln(x—2) — %ln(m—3)

I f(z) = ln((x +1)3(z — 2)i>

Deriviranjem obje strane dobijemo:

f'(x) 3 1 2

fo) 2+l iz—2) B@—3)
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Konacno, slijedi

(x+13Vx—2( 3 1 2
<x+1+4(m—2)_5(x—3))

]

Napomena. U gornjim rjesenjima koristili smo zapis u kojem izraz za funkciju napisemo
u zagradi i samo crticu izvan zagrade za oznaku derivacije, podrazumijevajué¢i da trazimo
derivaciju navedene funkcije ovisne u x u tocki x. Na primjer, pisali smo

(rlnz) =Inz+ 1.

Taj zapis matematicki nije korektan buduéi da iz njega nije jasno niti po kojoj varijabli
deriviramo niti u kojoj tocki izvrjednjavamo derivaciju, ali korist ¢emo ga radi sazetosti
zapisa kada nema mogucnosti zabune.

Objasnimo primjerom u ¢emu je problem. Neka je a € R realan broj, neka je f : (0,00) — R
funkcija definirana s f(x) = a -z lnz i zanima nas formula za funkciju g(z) := f’'(2?). Treba
biti oprezan s gornjim zapisom buduéi da to nije isto §to i (a-x?In2?) niti je korektno pisati
(a-zInz) (2?) buduéi da iz toga nije jasno deriviramo li po varijabli z ili po a i ne mozemo
koristiti isti zapis za varijablu po kojoj deriviramo i fiksan broj koji uvrstavamo.

Ukoliko ne zelimo uvoditi poseban naziv za funkciju z + a - xInx, potrebno je uvesti “pri-
vremenu varijablu” (engl. dummy variable) i koristiti neku od sljede¢ih notacija

i(a -tlnt)

o ili [Di(a-tint)](z?).

t=x2

Zadaci za vjezbu

1.6. Derivirajte sljedec¢e funkcije:

(a) f(z) = arcsin —

(b) f(a:)_\/emm
(c) flx) = (%Y

(d) f(x) = sin((sinx)*"?), za sinz > 0

=y

n korljena
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0 s =il 5 L (e e 21

(8) f(z)= (ﬂcﬂ)ﬂ, za x>0
(h) f(z) = (sinz — 1)°5%t 4 (sing + 1)L-cos®
(i) f(z) = VIncosarcsinz

1.7. Derivirajte sljedece funkcije:

l—sinz

(a) f(g;) = gV TFsinz

(b> f(l') =In (2 +e %4 \/m>
(c) f(x) = (arcsin z)>ciee

(d) f(z) = xsin® 3z cos® z

(e) f(z) =1In hcos vz % arcsin In 2z

I—COS/TTX

1.8. Za koji a € R funkcija f(z) = L“‘Tx zadovoljava jednakost

z—xln
20% f'(x) — 2 f(x)? = a?

1.9. Pokazite da funkcija f(z) = zadovoljava jednakost

1
1+x+Inx

rf'(x) = f(z)(f(z)Inz —1).
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1.2 Derivacija inverznih i implicitno zadanih funkcija

Teorem 3. Neka je I C R otvoren interval i« f : [ — J neprekidna bijekcija. Ako f ima
derivaciju u tocki ¢ € I i ako je f'(c) # 0, tada je f~1 diferencijabilna u tocki d = f~1(c) i
vrijedi

Napomena. Ukoliko vjerujemo da teorem vrijedi, formulu derivacije mozemo vrlo brzo izvesti
na sljedeci nacin.

Po definiciji inverzne funkcije za sve y € J vrijedi
fof ™y =y
Deriviranjem obje strane po y i koriStenjem pravila za derivaciju kompozicije slijedi
U w) - () () =1,

iz ¢ega sredivanjem slijedi

1
YW = s
W= mmw)
Zadatak 1.10. Koristeéi pravilo o deriviranju inverzne funckije, nadite derivaciju funkcija:
(a) f(x) = arcsinx (¢) f(z)=Inzx
(b) f(z) = arctgx (d) f(x) = Arshzx

Rjesenje. (a) Vidimo da je f(x) = g~ '(x), gdje je g(x) = sinx. Prema pravilu o deriviranju
inverzne funkcije slijedi:

fl) = =

cosg~(x)  cos(arcsinx)

Iz trigonometrijskog identiteta sin®y + cos?y = 1 slijedi cosy = y/1 — sin®y (uzimamo
pozitivni korijen jer je kodomena funkcije arcsin interval [—%, Z| gdje je kosinus nenega-

T202
tivan) pa dobivamo
1 1
Pla)= = L
V1 —sin®(arcsinz)  V1—z
(b) Primijenimo pravilo:
1
fl(x) = —— = cos” f(x).
cos? f(x)
Izrazimo cos® y preko x. Znamo da je C0512y = Sinzc%;czﬁy =tg2y + 1. Iz toga slijedi:

—_

1

2 p— pr—
cos” flx) = 1+ tg?(arctgx) 1+ 22
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(c¢) Primijenimo pravilo:

N T |
fil@)=— =
(d) Primijenimo pravilo:
1
/ pu—

Iz osnovnog hiperbolnog identiteta ch?y — sh?y = 1 slijedi chy = \/1 + sh®y (uzimamo
pozitivni korijen jer je chy > 0 za svaki realni broj). Supstitucijom shy = x dobivamo:

chArshx = V1 4+ 22

Konac¢no rjesenje je:
1

f(@) = V1422

]

Zadatak 1.11. Zadana je funkcija f: R — R, f(x) = x + €*. Pokazite da je f injekcija i
izracunajte (f')"(2 +In2).

Rjesenje. Da bismo pokazali da je funkcija injekcija, dovoljno je pokazati da je strogo mo-
notona na cijeloj svojoj domeni. To mozemo provjeriti pomocu prve derivacije. Deriviramo
zadanu funkciju f(x) =z + e

fl(z)=1+¢€"

Znamo da je eksponencijalna funkcija e” strogo pozitivna na domeni pa za sve x € R slijedi
flz)=1+4+¢€">1>0.

Budu¢i da je prva derivacija strogo pozitivna na cijeloj domeni, po teoremu s predavanja
(posljedica Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti), funkcija f je strogo rastuca pa je
injekcija. Dakle, f~! postoji.

Pravilo za derivaciju inverzne funkcije u tocki yo glasi:
1
(o)

gdje je f(zo) = yo. Zadano nam je yp = 2+In 2. Moramo pronadi odgovarajuéi z, rjesavanjem
jednadzbe:

(f ) (o) =

To+e0=2+1In2

Ovu jednadzbu mozemo jednostavno rijesiti opservacijom (metodom pokusaja i pogreske za
o¢ite vrijednosti). Znamo da vrijedi 2 = 2. Ako pretpostavimo da je zg = In2, i uvrstimo
u lijevu stranu, dobivamo:

n2+e"?=n2+2=2+1n?2
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Kako je funkcija f injekcija, ovo je jedinstveno rjesenje, pa je nas xg = In 2.
Dakle,
f(n2)=1+¢e"2=3

pa koristec¢i pravilo o deriviranju inverzne funkcije slijedi

v B 1 1
(@) = Fros =3

Derivacije implicitno zadanih funkcija

Razjasnimo najprije sto je “implicitno zadana funkcija”. Prisjetimo se, za I C R, graf funkcije
f I — R podskup je Kartezijevog produkta, tj.

Ipi={(z,y) eI xR: y=f(z)} = {(z, f(z)): x € I}.

Medutim, ve¢ i najosnovnije krivulje koje susre¢emo, kao sto je kruznica, nisu tog oblika.
Naime, jedini¢na kruznica S! je skup tocaka

St={(z,y) eR*: 2”7 +y* =1}.

Navedeni skup nije mogucée prikazati kao graf funkcije buduéi da za jedan « € (—1, 1) postoje
dvije vrijednosti y koje zadovoljavaju uvjet zadatka, pa krivulja ne zadovoljava tzv. vertikalni
test.

U slucaju kruznice mozemo cijeli skup iskazati kao uniju grafa dviju funkcija fi o : [-1,1] —
R, fi(x) = V1 —=2%1 fo(z) = —+/1 —22. Slicno tako, skup mozemo prikazati i kao uniju
dvaju grafova funkcija  po y, tj. g12: [—1,1] = R ¢1(y) = /1 — 2, ¢2(y) = —/1 — 9%

Medutim, za malo kompliciranije izraze nije uvijek moguce jednu varijablu eksplicitno iskazati
po drugoj, ali zeljeli bismo i dalje mo¢i racunati derivacije tako zadanih krivulja.

Opéenito, ukoliko je zadana funkcija dvije varijable, F' : R? — R, Zelimo proucavati skupove
oblika
S ={(z,y) eR*: F(z,y) = 0}. (1.1)

Kruznica je primjer takvog skupa uz F(z,y) = 2% + y* — 1.

Za iskaz osnovnog rezultata trebamo napraviti malu digresiju i uvesti pojam parcijalne deri-
vacije.
Parcijalnu derivaciju po prvoj varijabli u tocki (¢, ¢,) definiramo kao derivaciju funkcije po
x, uz uvjet da je y konstantno jednak c,, tj.

F(ey +t,¢y) — F(cs, ¢y)

d .
O F(cy,cy) = %F(z@cy) = lg% . .
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Analogno tome definiramo parcijalnu derivaciju po y:

d F t)—F
OuF(crc) = S F(ent)| =t Tt Fen )

dt t=cy t—0 t

U slucaju da koristimo z i y za varijable, mozemo pisati 0, F' umjesto 0y F' i 9, F umjesto 0, F

Na primjer, za F(x,y) = 2% + 10xy + y? vrijedi

O F(x,y) =22+ 10y 1 OhF(x,y) = 10x + 2y.

Sljededi teorem, koji ¢e biti dokazan na drugoj godini, kaze da je uz minimalne uvjete moguce
zakljuciti da se skup S oblika (|1.1)) na okolini tocke moze zapisati kao funkcija jedne varijable
po drugoj.

Navodimo specijalan slu¢aj teorema o implicitnoj funkciji. Znacenje pojma da je F klase C!
ne mozemo definirati u ovom trenutku, ali funkcije u zadacima zadovoljavat ¢e to svojstvo.

Teorem 4 (Teorem o implicitnoj funkciji). Neka su I,J C R otvoreni intervali i neka je
F : I xJ — R funkcija klase C*. Ako u tocki (zo,y0) € I x J wvrijedi F(xg,yo) = 0
i 0oF (x0,y0) # 0, tada postoje otvoreni intervali I' C I, J C J, takvi da je xo € I' i
jedinstvena funkcija f: I' — J' takva da vrijedi f(zo) = yo @ vrijedi

{(,y) e I'x J : F(z,y) =0} = {(z, f(x)) :x € I'}.
Dodatno, vrijedi f € CY(I') i derivacija zadovoljava

(%F(l‘, f(l‘))

F@) = =5 @ fo)

U prijevodu, na okolini tocke (xg, yo) skup S moze se prikazati kao graf funkcije y u ovisnosti o
x. Analogno, ako je 0y F(zo,yo) # 0, tada postoje intervali kao u iskazu teorema i jedinstvena
funkcija g : J* — I’ klase C'(J') takva da je g(yo) = xo 1 vrijedi

{(z,y) e I'x J : F(z,y) =0} = {(9(y),y) :y € J'}.
Dodatno, g € C'(J') i derivacija zadovoljava

02 F(g9(y),y)

d@%:_&F@@%w'

Pokazimo koristenje prethodnog rezultata na primjerima.

Vazno! Zadaci u nastavku rijeseni su detaljno radi potpunosti. Medutim, za polaganje ovog
kolegija dovoljno je razumjeti samo tehniku deriviranja funkcije i nije potrebno provjeravati
uvjete teorema o implicitnoj funkeciji.
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Zadatak 1.12. Funkcija y = y(x) zadovoljava jednadzbu

2% + y* = 25.

[zracunajte

()
(b)

y'(0)
y'(3), ako je y(3) <0

Rjesenje. Zadatak ¢emo rijesiti na dva nacina.

Neka je

F(x,y) = 2° +y* — 25.

Provjeru uvjeta F € C'(R?) izostavljamo.

Racunamo:

OF(2,y) = 0,F(z,y) = 0,(2* + y*) = 2y.

Odredimo tocke koje se traze u zadatku:

(a)

Za x = 0 vrijedi 0? + y*> = 25 = y = +5. Promatramo tocke (0,5) i (0,—5). U obje
tocke je 0,F (0, £5) = £10 # 0.

Kako su uvjeti teorema o implicitnoj funkciji ispunjeni i u tocki (0,5) i (0, —5), postoje
intervali I’ 5 0, J' 3 5 (odnosno J' 3 —5) i jedinstvena funkcija f : I’ — J' takva da je
f(0) =5 (odnosno f(0) = —5), takva da je 2% + f(x)? = 25. Medutim, kako je y = y(z)
jedna takva funkcija, vrijedi y = f. Po teoremu je f derivabilna u 0 pa je i y derivabilna
u 0.

Za x = 3 vrijedi 3% +y* = 25 = y? = 16. Zbog uvjeta y(3) < 0, primjenjujemo teorem
na tocku (3, —4). U njoj je 0,F (3, —4) = =8 # 0.

Kako su uvjeti teorema o implicitnoj funkeiji ispunjeni u tocki (3, —4), postoje intervali
I' 53, J 5 —41i jedinstvena funkcija f : I’ — J' takva da je f(3) = —4 i da vrijedi
22 + f(x)? = 25. Medutim, kako je y jedna takva funkcija, vrijedi y = f. Po teoremu je
f derivabilna u 3 pa je i y derivabilna u 3.

Racunamo sad derivacije.

1. nacin. Koristenjem formule iz teorema
Izracunajmo parcijalnu derivaciju po x:

0. F(x,y) =2z

Prema teoremu, derivacija implicitno zadane funkcije je:

J(z) = 0. F(x,y) 2w

X
OF(z,y) 2y y
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(a) Zax =01y = 45 dobivamo:

0
/ = —— =
y(0)=—5 =0
(b) Za tocku (3,—4) dobivamo:
3 3
/ __ 2 _°
Y@ =-—=3

2. nacin. Implicitnim deriviranjem jednadzbe
Derivirajmo jednadzbu x? + y* = 25 po varijabli z, tretirajuéi y kao slozenu funkciju ovisnu
o x: p p
2, 2
—(@"+y)= (25
@4 y) = o (29)
20 +2y-y =0
Izrazimo y/:
Q= —20 = y = ——
Y

Dobili smo identican izraz za derivaciju. Rac¢unanjem dobivamo iste vrijednosti:
(a) Uvrstimo x = 0: 2(0)+2y-y =0 = 2y-y' = 0. Kako je y = £5 # 0, slijedi 3/ (0) = 0.
(b) Uvrstimo z =3,y = —4: 2(3) +2(—4)y’ =0 = 8/ =6 = y'(3) =32.

Napomena. U nastavku ¢emo koristiti drugi nac¢in iz prethodnog zadatka buduéi da je di-
rektniji i u izracunu ne zahtijeva pojam parcijalne derivacije prilikom racunanja. Medutim,
treba imati na umu da zbog toga sto uvjet teorema ne mora uvijek biti zadovoljen, moguce je
dobiti naizgled iznenaduju¢ rezultat primjenom drugog nacina, bez provjere uvjeta. Naime,
pokusamo li odrediti derivaciju y'(x) u tocki = = 5, zbog toga sto je 9,F(5,0) = 0, tada
bismo na drugi nac¢in dobili:

2.5+2-0-4/(5) =0 = 10=0.

To, naravno, nije pogreska u teoremu, ve¢ smo pokusali primijeniti teorem u tocki u kojoj
uvjeti nisu zadovoljeni, odnosno derivacija y'(5) ne postoji. Promotrimo li graf kruznice,
vidimo da ne mozemo definirati funkciju y(z) desno od tocke x = 5. Raspisom po definiciji
mozemo se uvjeriti da ne postoji niti lijeva derivacija. Naime

V2220 . % (512 . Vi
lim ———— =|t=5—2z|= lim — = lim ——— = —o0.
T—5- r—095 t—0+ t t—0+ t
]
Zadatak 1.13. Funkcija y = y(z) zadovoljava
2y = 2% +siny.

Izracunajte y'(z) u tockama x € R u kojima derivacija postoji.
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Rjesenje. Svedimo zadanu jednadzbu na oblik F'(z,y) = 0:

F(z,y) = 2* +sin(y) —2y =0

Klju¢ni uvjeti teorema su F(xg,yo) = 01 0y F (zo,y0) # 0. Izracunajmo najprije parcijalnu
derivaciju:
Oy (2” + sin(y) — 2y) = cos(y) —2 < -1 < 0.

Dakle, u svakoj tocki (xg,y0) € R? za koju vrijedi F(xg,y0) = 0 vrijedi i 9,F (zo,%0) # 0 pa
postoje intervali I’ 5 xg, J' 3 yo 1 jedinstvena funkcija f : I’ — J' takva da je f(zo) = yo 1
vrijedi

{(x,y) e I'x J' : F(x,y) =0} = {(z, f(x)) : x € I'}.
Kako je f jedinstvena funkcija, a y je jedna takva funkcija, vrijedi y = f. Nadalje, f je
derivabilna u xy pa je i y derivabilna u xy. Izracunajmo derivaciju te funkcije u okolini tocke
o € R.

Deriviramo obje strane zadane jednadzbe 2y = 22 + sin(y) po varijabli z. Pritom tretiramo
y kao funkciju ovisnu o x (y = y(x)):

L (29) = (" +sin(y)),

sto je ekvivalentno s:
2.y =2z +cos(y) - v,
odnosno
;o 2z
Yooz cos(y)
Konacno, preostaje provjeriti uvjet F'(xo,y0) = 0, tj. preostaje odrediti za koje sve zg € R
postoji yo € R takav da je F(xg,yo) = 0.

Neka je zo € R fiksan, ali proizvoljan. Kako je funkcija y — F'(xg, y) strogo padajuca (njezina
derivacija jednaka je 0,F (zo,y) < 0), 1 vrijedi

ygggloo(smy — 2y) = Foo,
slijedi da je funkcija y — F(xo,y) bijekcija s R na R. Dakle, za svaki g € R postoji
jedinstveni yo € R takav da je F(xo,y0) = 0 pa je y(xg) = yo i funkcija y = y(x) je
derivabilna u svakoj tocki x € R.

Napomena. Primijetimo da smo u ovom rjesenju koristili y kao oznaku za drugu koordinatu
tocaka u R? i kao oznaku za funkciju ¢ijim je grafom opisan skup nultocaka funkcije F'. Strogo
gledajuci, to nije matematicki ispravan zapis. Medutim, ako samo trebamo izracunati deri-
vaciju funkcije “y po x”, ¢esto ne zelimo uvoditi novu oznaku pa je ovakav zapis standardan
u literaturi. O]
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Zadatak 1.14. Pretpostavimo da funkcija y = y(z) zadovoljava
o+ 4’y +y3—1=0.

Izracunajte y'(0).

Rjesenje. Odredimo vrijednost od y u toj tocki gdje je z = 0. Uvrstimo x = 0 u pocetnu
jednadzbu:

0 +4(0)%y+¢y*—1=0

YP-1=0= y=1
Trazena vrijednost derivacije racuna se u tocki (0, 1).

Da se uvjerimo da derivacija postoji, izracunajmo 9, F'(0, 1).

0,(z° + 4x*y + 3 — 1) = 42? + 3y°.
Dakle,
0,F(0,1) =3#0
pa derivacija funkcije postoji po teoremu o implicitnoj funkciji.

Izracunajmo trazenu derivaciju. Deriviramo obje strane jednadzbe po varijabli z. Pritom
y tretiramo kao funkciju ovisnu o x, stoga za ¢lan 4x%y koristimo pravilo produkta, a za y*
lancano pravilo:

d

d 3 2 3
al 4 1) = —
(2° +4day +y° — 1) dm(

0
dx )
implicira

32+ (8z-y+42° - y) +3y° -y = 0.
Uvrstavanjem x = 0 slijedi

y'(0) = 0.

Zadatak 1.15. Neka je y = y(x) funkcija koja zadovoljava
Yy 1 2 2
tg L = —1 + .
arctg 5 n(z y°)

Dokazite da je y derivabilna u svim toc¢kama za koje je z # y(z) i da u tim tockama vrijedi
sljedeca jednakost

y(x—y)=z+y.

Rjesenje. Pretpostavimo da je funkcija y = y(x) derivabilna u nekoj tocki zy za koju vrijedi
xo # y(zo). Deriviranjem lijeve strane slijedi:

AR vy 1 yax—y-1  wy -y
arctg =) = ———= (=) = 2 2 -2 2°
T 1+ (%)" \z 1+ 4 T 2 4y
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Rac¢unamo derivaciju desne strane:

x+yy
22+ 92

1 S | 1
Zn(z? ) = 2. (2
(2 n(z®+y )) 2 g (x* +

[zjednacavanjem dobivenih izraza slijedi tvrdnja.

yQ)/ _

Preostaje provjeriti da je funkcija y = y(x) doista derivabilna u svim to¢kama koje zadovo-
ljavaju y(z) # .
Definirajmo funkciju F' (koristimo privremene varijable jer smo s y veé oznagcili funkciju od
x):
1
F(zy,y1) = arctgﬂ — ~1In (2] +vi).

T 2

Primijetimo da je
1 1 1 T Y1 T1— i

O F' (1, = — — 2y = — = )
S Py T R B S R
xr1

Neka je (xg,70) € R? tocka takva da je F'(zo,y0) = 01 z¢ # yo. Tada iz gornjeg racuna slijedi
02 F(x0,y0) # 0, pa po Teoremu o implicitnoj funkeciji postoji interval oko xg i jedinstvena
funkcija f definirana na tom intervalu takva da je F'(z, f(z)) = 0. Kako je y jedna takva
funkcija, vrijedi y = f. Funkcija f je derivabilna u x(y po teoremu, pa je stoga i y derivabilna.

Skup tocaka
1
{(CL’,Z/) e R?: arctg% = §1n(x2 +y2> }

moze se parametrizirati u polarnim koordinatama x = r cos ¢, y = rsin ¢ pomocu

2
ed)iﬂa ¢ € (ga?)

i on izgleda ovako:




22 POGLAVLJE 1. DERIVACIJA

Graf funkcije y = y(x) u zadatku podskup je tog skupa i vidimo da u tockama za koje vrijedi
x = y ne moze postojati derivacija jer je tangenta okomita. ]

Zadaci za vjezbu

1.16. Ako je xlny — ylnx = 1, izracunajte y/(1).

1.17. Ako je y3 + 23 = 1, izracunajte /.

1.18. Izracunajte 3/(0) ako je funkcija y = y(x) implicitno zadana jednadzbom

(a)

lny—i—le.
Y

(b)
23y° +sinw - y* +cosx-y® +chr-y* +y—3e” = 0.

1.19. Izracunajte derivaciju funkcije y(x) implicitno zadane

a) jednadzbom ye¥ = e*t1
(a) y

, utockix =0,y =1,
(b) jednadzbom ¢* ==z +In¥ wutockiz=1,y=1.
1.20. Funkcija f: R — R zadovoljava
I 42?2 f(x) —e =0 zasvakiz € R,
Izracunajte f' i f” (tj. izrazite ih pomocu f). Specijalno, koliko je f'(0) i f”(0)?
1.21. Funkcija f : R — R zadana je formulom

f(z) = z+ a2+ e

Pokazite da je f injekcija i da je 10 4+ €® € Ry, te odredite (f~1)'(e® + 10).
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1.3 Derivacije viSeg reda
n-tu derivaciju funkcije f oznacavamo s f ili u Leibnizovoj notaciji s (%)” f.
Zadatak 1.22. Odredite f” ako je

(a) f(z) = (1+ z?) arctgx
(b) f(x) =e*cosz

Rjesenje. (a) Prvo racunamo prvu derivaciju primjenom pravila za deriviranje umnoska
(uwv)" = v'v + wv' i ¢injenicu da je (arctgz)’ =

1.

1422

f'(x) = (1 +2?) -arctgz + (1 + 2°) - (arctg x)’
=2zvarctgr + 1

Sada deriviramo f’(x). Ponovno primjenjujemo pravilo produkta na prvi ¢lan, dok je
derivacija konstante 1 jednaka nuli:

f"(x) = (2x)" - arctgx + 2z - (arctgx)’ + 0

= 2arct 2x - .
arctgx + 2z 1+ a2

(b) Prvo ra¢unamo prvu derivaciju primjenom pravila za deriviranje umnoska:
f(x) = (") -cosx + €” - (cosz)
= e"(cosx — sinx)
Sada deriviramo f’(x) , ponovno koristec¢i pravilo produkta:

f"(x) = (") - (cosx —sinx) 4+ €” - (cosx — sinx)’

= —2e"sinx

Zadatak 1.23. Neka je
f(z) = 220 — 1)z + 3)1°%.

Izracunajte f2029)(z) i f2020)(z) .
Rjesenje. Odredimo najprije derivaciju monoma g(z) = 2™, gdje je n € N. Po¢nimo racunati

prve derivacije:
(@) =n-a
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' (z)=n-(n—1)-2"?
g///(a;) =n- (n _ 1) . (n _ 2) L3

Iz ovoga mozemo prepoznati uzorak. Opcenita formula za k-tu derivaciju, za k < n moze se
pokazati indukcijom po k:

g @) =n-(n—1)---(n—k+1) 2"k
gdje poistovietimo x° := 1. Deriviramo li jo§ jednom, zaklju¢ujemo da za sve k > n vrijedi
g™ (x) = 0.
Funkcija f(z) je polinom stupnja je 1+ 1010 + 1015 = 2026.

Umnozak vodecih ¢lanova nam daje vodeci ¢lan cijelog polinoma:

o . 91010,,1010 1015 _ 91010,.2026

Nas zadani izraz f(x) mozemo dakle zapisati u obliku:
f(l') — 210101‘2026 4 P(Z’)

gdje je P(z) polinom ¢&iji su svi ¢lanovi strogo manjeg stupnja od 2026. Koristedi formulu za
derivaciju monoma slijedi
F2020) () = 21010 . 2026,

Jos jednim deriviranjem trivijalno slijedi

f(2027) (I) = 0.

Zadatak 1.24. Neka je g: R — R derivabilna funkcija takva da je
g(1) =1, g(1) =2, ¢"(1) = —1.
Ako je f(z) = 23¢g(z), izracunajte f”(1).
Rjesenje. Primjenom pravila za deriviranje umnoska, (uv)’ = u'v + uv’ slijedi
f'(z) = 32%g(x) + 2%/ ().
Jos jednim deriviranjem slijedi
f"(x) = 6xg(z) + 627 (2) + 23" ().
Uvrstavanjem x = 1 i uvjeta zadatka slijedi

(1) =17.
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1
+0

Zadatak 1.25. Neka je f(z) = . za a,b € R. Odredite f™ za n € N.

Rjesenje. Zapisimo zadanu funkciju u obliku potencije radi lakSeg deriviranja:
f(@) = (az +0)7"

Sada racunamo prve derivacije koristeéi pravilo za deriviranje kompozicije funkcija (lan¢ano
pravilo).
fl(x)=—-1-(ax +b)"% (ax +b) = —1-alax +b) >

Deriviramo jo$ jednom:
f'(x)=-1-(=2)-(az+b)*-a-(ax +b) = (-1)*-2-1-a*(ax +b)>
[zracunajmo i tre¢u derivaciju:

() =(=1)*-2-1-(=3)- (ax +b)~*-a® (ax +b) = (=1)*-3-2-1-a’*(ax + b)*

Iz izra¢unatih prvih derivacija mozemo naslutiti formulu za n-tu derivaciju:

(=1)"nla™

()= (=D)"-n!-a"- (ax +b)~ ") = (a1 0

Tvrdnja se lako dokaze matematickom indukcijom. O

Mogu se pokazati i sljedece formule:

(a®)™ =a®In"a, za a >0

(sinz)™ = sin(x + %)

(cosz)™ = cos(x + %T)

(sh x)(”) _ shx n paran
chx n neparan

(ch x)(”) _ chz n paran
shz n neparan

(™™ =m(m—1)---(m—n+1a™™" zamecZ
Zadatak 1.26. Odredite f™ ako je

(a) f(x) =In(3z+1)

_1+x
C1l—z

(b) f(x)
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1
() fl@) = 35—
4
(d) f(x):m

Rjesenje. (a) Izracunajmo prvu derivaciju:
3
Bz +1) =——=3Bx+1)""

/
f(x)_?)a:—kl 3r+1
Sada vidimo da je prva derivacija oblika na koji mozemo primijeniti formulu iz prethodnog
zadatka (a = 3,b = 1). Da bismo dobili n-tu derivaciju pocetne funkcije, zapravo moramo
primijeniti formulu za (n — 1)-vu derivaciju na funkciju f'(z):

it ity o~ (= 1)1 g
fo@ = ()"0 =3 (32 1 1)(n-D+1

Mnozenjem 3 - 3"~! dobivamo konaéno rjesenje:

e (C) =1
) = Bz +1)" '

(b) Primijetimo
fl@)=-1+2(-z+1)""
Za svaku derivaciju n > 1, derivacija konstante —1 je nula. Na drugi dio primjenjujemo
formulu uza=-1ib=1:

(=ral(=1)"  2-n!
(—z+ 1)t (1 — )t

fM(x)=04+2-

(c) Rastavimo izraz na parcijalne razlomke. Nazivnik se rastavlja kao razlika kvadrata:
2 —1=(x—-1(z+1).
1 A B
@-D@+1) z-1 z+1
1=A(x+1)+ B(z—1).
Usporedbom koeficijenata slijedi A+ B =01 A — B =1 pa dobivamo
fa)= gl =1 — 1)

Primijenimo op¢u formulu iz prethodnog zadatka na oba ¢lana (a = 1 u oba slucaja, uz
b=—-1ib=1):

fo(gy = L, L (=)l
2 (x—1)rtt 2 (z+1)nf!
[zlu¢ivanjem zajednickih faktora dobivamo konaé¢no rjesenje:

(—1)"n! 1 1

f(”)(x> = 2 (CL’ . 1)n+1 B ($ 4 1>n+1
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ududi da je stupanj brojnika veéi od stupnja nazivnika, prvo podijelimo polinome:
4) Buduéi da e st  broinika vedi od stupni onik ditel; 5
(23 +2): (2* — 2 —2) =z + 1 i ostatak 4z + 2
Dakle, funkciju mozemo zapisati kao:

4r + 2

fa) =z + 14—

Sada nazivnik ostatka rastavimo na faktore: z> —x — 2 = (z — 2)(x + 1). Rastavljamo

ostatak na parcijalne razlomke:

dr + 2 A B

(x —2)(x+1) x—2+x+1

4o +2=Alx+1)+ Bz —2)

Izjednacavanjem koeficijenata slijedi A = % iB= % pa vrijedi:

10 2
flz)=x+1+ 3@ —2)7t ¢ g(x + 1)t
Ovdje moramo biti oprezni jer polazni dio funkcije ima polinom stupnja 1 (x + 1). Zbog
toga moramo rjesenje razdvojiti u dva slucaja:

Slucaj za n = 1:
10 2

F@) =1 =30 5r ~ 3w 1y

Slucaj za n > 2: Za visi red derivacije, linearni dio (z + 1) nestaje (postaje 0), a na
preostala dva ¢lana primjenjujemo nasu formulu (a = 1 u oba):

Wy 10 (=)l 2 (=1)"nl
F2) = 3 (x—2)" 3 (z+1)"H
F®) () = (=1)"n! 10 9

3 @2 T @)

Zadatak 1.27. Odredite (2929 ako je

(a) f(z) = cos*x +sin*x

(b) f(z) = sinxsin 2z sin 3z
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Rjesenje. (a) Koristedi sin?z + cos?z = 1 i formulu za sinus dvostrukog kuta slijedi

1
flz) = sinz +cos*z =1—2sinzcos’zr=1— §sin2(2x).

Iz formule za kosinus dvostrukog kuta dobijemo sin® o = 1_+S(2a) pa slijedi
3 1
f(z) = 1 + 1 cos(4x).

Sada trazimo 2026. derivaciju ovog pojednostavljenog izraza. Indukcijom se lagano vidi
da vrijedi

d n p(n)

() ()| =a"fa),
Iz formule za n-tu derivaciju kosinusa sada slijedi
1 1
fR020) (z) = 1 (cos(4x))20%6) = 1 42026 . (_ cos(4x)) = —42°% cos(4x)

(b) Koristimo formulu za pretvorbu umnoska u zbroj:

1
sin Asin B = §[COS(A — B) —cos(A+ B)].
. . . 1 .
f(z) = (sin3xsinx)sin 2z = 3 [cos(2x) — cos(4x)] sin 2z

Prvi ¢lan prepoznajemo kao sinus dvostrukog kuta, a za drugi ¢lan ponovno koristimo
pretvorbu, ovaj put po formuli

1
cos Asin B = §[sin(A + B) —sin(A — B)],
uz A = 4z, B = 2z, pa dobivamo:

fz) = ;lsin(Q:c) + %lsin(élx) — isin(Gx).

Koristeci pravilo za n-tu derivaciju sinusa slijedi

2026
f(2026) () = 2024 sin(2x) — 42025 sin(4x) +

sin(6x)

]

Teorem 5. Ako su u,v € C™(I), tada za derivaciju produkta vrijedi Leibnizova formula:

n

(u-v)™ = Z (Z) uMypn=k),

k=0
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Dokaz. Dokaz provodimo matematickom indukcijom. Za n = 1, tvrdnja slijedi iz formule
za derivaciju produkta. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodan broj n € N i
dokazimo da formula vrijedi i za n + 1. Krenimo od (n + 1)-ve derivacije, koju zapisujemo
kao derivaciju n-te derivacije:

Supstitucijom j = k + 1 u prvoj sumi, izraz je jednak

n+1 n
n : : n
(4)5,(n+1=7) (k) 4y(n—k+1)
Z(j—l)“ P (ks)“ !

J=1

Vrac¢anjem oznake indeksa na k, dobili smo:

n+1 n
o)D) — n (k) 5, (n+1-k) T (k) (n+1-k)
(u-v) = E (k— 1>u v + kg_o (k)u v

k=1

_ (™), 0, (n+1) - n n (), (n+1—k) Y\ (n+1),,(0)
—(O)uv +k2:; k‘—1+k‘ wu’v +nu v

Koristec¢i Pascalovo pravilo za zbrajanje binomnih koeficijenata:

<k21> ' <Z) B (n_lgl)

i svojstva rubnih binomnih koeficijenata (g) =1= (”gl) i (Z) =1= (Zj:), slijedi

Loy n+1\ (o) mt1) ~ (n+1 k), (n+1—Fk) n+1\ i )
(u-v) (O)uv +; g U +n+1u v

n+1
=S (n + 1) 2 (0) (1)
k
k=0

Zadatak 1.28. Odredite f™ za
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@) f(@) = 2
(b) f(z) = 2%"shzx

Rjesenje. (a) Koristimo Leibnizovu formulu uz u(z) = 22, v(z) = e ?*. Bududéi da je

u®) (x) =0 za k > 3, slijedi

(u-v)™ = (g) MOMONT (711) uWp=1) 4 (Z) u®@p™—2)

= 2% 4 2nz0™ Y 4 n(n — )02
Koristeci
p™) (z) = (—=2)"e

slijedi
fM(z) = (=2)" 2% (42° — 4nz +n* — n)

(b) Koriste¢i sha = <=, slijedi

Zbog linearnosti derivacije, n-tu derivaciju racunamo za svaki clan zasebno:

FO (@) = (@) = 2 ()0

Na prvi élan primjenjujemo Leibnizovu formulu (u = 22, v = €2*, a v(™ = 2me?®):
(22e2) (™) = 22 . 9% 4 g - 2" 4 n(n — 1) - 27227,
Dakle,

fM(z) = 2n3e (42° + 4nz +n* —n) — §(x2)(”)

Zadatak 1.29. Odredite f(%0(0) za

(a) f(z) = a?*sinzcosz

1+
1—2z

(b) flz) =
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Rjesenje. (a) Koristeéi formulu za sinus dvostrukog kuta vrijedi

flz) = %xZ sin(2x).

Koristeéi Leibnizovu formulu uz u(z) = 2% i v(z) = %sin(2z), slijedi Za sve derivacije

2
reda k > 3, vrijedi «*(0) = 0 pa slijedi

70) = 3~ (1) e 52( M)y

k=0

= (18()) 2?0100 () + (1(1)()) 200 (2) + (180> 209 (0)

ooy e - (100
rwo) =2('y")o0)

Za z = 0, slijedi

Konaé¢no, koriste¢i formulu za m-tu derivaciju sinusa,

(sin(az))™ = a™ sin (ax + m%)

slijedi
|
v9(0) = 5 - 2™sin (2-0+098 2) — 297 in(497) = 0.

Dakle,
F109(0) = 9900 -0 = 0.

(b) Zapisimo funkciju kao produkt dviju funkcija:

Jun

fl@) =1 +2)(1 —x)"z.

Koristec¢i Leibnizovu formulu slijedi

100
k

(120) w® ()0 (100-R) (1),

f(lOO)(x) — u(k) ($)U(100_k) (l‘)

MH
o
S
Y

=l

k=0

k=0

Za z = 0 slijedi
FE9(0) = v (0) + 1000“9(0)
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pa dovoljno naéi opéu formulu za m-tu derivaciju funkcije v(z) = (1 — :)3)*%. Deriviramo
prvih nekoliko puta:

Uocavamo pravilnost. U brojniku dobivamo produkt neparnih brojeva, sto oznacavamo

dvostrukim faktorijelom, pa se indukcijom pokaze da opc¢a formula za m-tu derivaciju

glasi:

(2m — 1!
2m

_ 2m41

0™ () = (1—z) 2
Za x = 0, slijedi
2m — 1)l
WM (0) = @m - DIt
2m
Uvrstavanjem u formulu dobijemo

f0 gy — 19910 1971 197N (199 +200) _ 399 197
2100 299 2100 2100

Racunanje derivacija visSeg reda pomocu diferencijalnih jednakosti

Ponekad nije tesko pronaci jednostavnu diferencijalnu jednadzbu koju zadovoljava funkcija.
Zatim se na tu jednakost primijeni Leibnizova formula kako bismo rekurzivno odredili deri-
vaciju viseg reda.

Zadatak 1.30. Neka je f(z) = e~ . Odredite £(0).

2
xz . .. .. .
7. Prva derivacija ove funkcije je:

y/ — 6_% . —2_3: — _xe_%
2

Rjesenje. Neka je zadana funkcija y = f(z) = e

M)
M)

Iz slijedi

<
I
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Deriviranjem jednakosti (n — 1) puta i koristenjem Leibnizove formule uz v = —z, v = y,
slijedi

n—1

" n—1 el n—1 e n—1 e

y<>zz( A )uw)U( 1 k):( ) )(_x)y< 1>+( 1 )(_1)y< ).
k=0

Uvrstavanjem x = 0 slijedi

Y (0) = =0-y"7D(0) = (n = 1)y "2(0) = —(n = 1)y""(0)

Da bismo rijesili ovu rekurziju, trebaju nam ”pocetni uvjeti”, odnosno vrijednosti funkcije i
prve derivacije u nuli:

y O (0) =y(0) =" =1
yW(0) =y'(0)=—-0-1=0
Na temelju rekurzije y™ (0) = —(n — 1)y™=2(0), vidimo da se svaka derivacija racuna preko

derivacije koja je za dva reda niza. Zbog toga se rjeSenje grana u dva slucaja:

1. Slucaj: n je neparan broj (n = 2k + 1)
Buduéi da je y™(0) = 0, svaka sljedeéa neparna derivacija bit ée pomnozena s nulom pa za
neparne derivacije vrijedi:

FEHD0) =0, zakeN,
2. Slucaj: n je paran broj (n = 2k)
Krenimo od y©(0) = 1:

y?(0) = ~1-y(0) = 1
y(0) = =3-y2(0) = (-3)(-1) =3-1
y @ (0) = =5-y™@(0) = (=5)(=3)(-1) = —(5-3- 1).

Matematickom indukcijom lako se vidi da je
Yy (0) = —(2k — 1) - y*72(0) = (-1)" 2k — ),

gdje je !! oznaka za dvostruki faktorijel, odnosno umnozak svih uzastopnih neparnih brojeva
do (2k — 1). Konacno

F®(0) = 0, ako je m neparan
(—=1)*(n — )Y, ako je n paranin = 2k
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Zadatak 1.31. Neka je f(z) = j/r%. Odredite f9(0) i f(190)(0).
—x

Rjesenje. Oznacimo li y = f(z), vrijedi

_ 1+\/1+7arcsinx: 1+ zy
Y 1— a2 1—a?

MnoZenjem obje strane sa (1 — z?) slijedi da funkcija zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

(1—2by =1+ay.

Derivirajmo ovu jednakost (n — 1) puta koristeéi Leibnizovu formulu za derivaciju produkta.

n—1
n—1 el n—1 el
< N )(1 _ x2)(k)(y’)( 1-k) _ Z < L >x(k)y( 1=k)

k=0

n—1

k=0

Sredivanjem slijedi
(1—a)y™ —2z(n = 1)y — (n = 1)(n = 2)y"? = 2y + (n — 1)y"2).

Uvrstavanjem z = 0 slijedi:
y™(0) = (n — 1)%"7(0).

Dakle, svaka derivacija ovisi o dva reda nizoj derivaciji pa izracunajmo pocetne uvjete, y(0)

1y'(0): -
arcsin
y(0) = =

S VI-0?
Vrijednost prve derivacije mozemo lako ocitati iz zadane diferencijalne jednadzbe (1 —x?)y’ =

1 4 zy uvrstavanjem z = O:

(1-0y(0)=1+0 = ¢ (0)=1

Racunanje trazenih vrijednosti:
Rekurzija povezuje derivacije istog pariteta (svaka ovisi o onoj dva reda nizoj).

Racunamo £1%9(0). Ovo je parna derivacija. Krenemo li od pocetnog uvjeta y(0) = 0:
y?(0) =17 y(0) =0

Sve daljnje parne derivacije bit ¢e jednake nuli jer se uvijek mnoze s prethodnom koja je
nula. Stoga je:
Fe0) =0
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Racunamo sad f®?(0). Ovo je neparna derivacija. Krenemo li od 3/(0) = 1:
yP(0) =22 y/(0) = 22
y?(0) = 4y (0) = 47 27
yM(0) =62y (0) = 6%-4%. 22
Indukcijom se sada lako vidi da je
y(2k+l) _ ((2k>||)2

Dakle,
FO9(0) = (9811)% = (2%9 - 491)* = 295(49!)”.

Zadaci za vjezbu

1.32. Dokazite da funkcija y(z) = 65:j 2 zadovoljava jednakost:

y" — 13y — 12y = 0.

x2

1.33. (a) Odredite f® za f(x) = _—

(b) Odredite f za f(z) = rInz.
<C> Odredite f(5) za f(l’) _ i

CInz’

(b) Odredite f” za f(z) =

x
(b) Odredite f” za f(z) = z(sin (Inz) + cos (Inz)).
1.34. (a) Pokazite da funkcija y = Cjcosz + Cysinz, gdje su Cy i Cy realne konstante
zadovoljava diferencijalnu jednadzbu:

y' +y=0.

(b) Pokazite da funkcija y = Cy chz+ Cyshz, gdje su C; i Cy realne konstante zadovoljava
diferencijalnu jednadzbu:

y' —y=0.
1.35. Dokazite Leibnizovu formulu. [Uputa: Matematickom indukcijom po n € N||

1.36. Neka je f(z) = 2 sha. Odredite f.
T

V1+x
1.38. Izracunajte f19(0) i f1°1(0) ako je funkcija f zadana formulom:

1.37. Neka je f(z) = . Odredite f™.




36 POGLAVLJE 1. DERIVACIJA

(a) f(z) = (zsin2z)? (d) fz) = a - eetee
(b) f(x) = Arshw
(c) flz) = P51 () f(z) = /(1 =22)

1.39. Neka je y(x) = arcsin z. Odredite y™(0).
[Uputa: (1 —2?)y" = zy']

cos (3arcsin x). Odredite 3™ (0). [Uputa: (1 —2?)y” — 2y’ + 9y = 0.]

z"™. Dokazite:

f/l f//l f(n)l

1.40. Neka je y(x)
1.41. Neka je f(z)

= 2"

1.42. Funkcija P : R — R zadana je formulom

Dokazite da je P polinom, odredite mu stupanj i vodeéi koeficijent.

1.43. Dokazite da za svaki n € N i svaku n puta derivabilnu funkciju f vrijedi jednakost
(n) n
_ 1 (—1) 1
n—lp( = _ (=
(x f(x)) o gntl / (x)

[Uputa: Matematickom indukcijom po n € N.]
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1.4 Tangenta i normala

Ako funkcija f : I — R ima derivaciju u tocki xg € I, onda jednadzbe tangente i normale na
graf funkcije f u tocki (xo,y0) = (o, f(x0)) glase:

t .. y—yo= f(xo)(x — x0)
n Y=Y = —f,(lxo)(x—ﬁo)

Zadatak 1.44. Tockom T'(2,0) povucite tangentu na krivulju y = z%.

Rjesenje. Tocka T mnalazi se izvan krivulje pa oznac¢imo sa D(xg,yo) tocku diralista koja lezi
na krivulji.
Buduéi da diraliste D(xq,yo) lezi na krivulji, njegove koordinate zadovoljavaju njezinu jed-
nadzbu:
Yo = 333

Koeficijent smjera tangente u tocki diralista iznosi k = f’(x¢) = 4z3. Uvrstimo ove elemente
u op¢u jednadzbu tangente:

y — xp = dai(x — x0)
Znamo da tangenta mora prolaziti kroz zadanu tocku 7(2,0). Stoga ¢emo koordinate tocke
T uvrstiti umjesto x i y u nasu jednadzbu tangente i rijesiti je po nepoznanici xg:

0 — x5 = 4a3(2 — ),
Sto je ekvivalentno s
733w — 8) = 0.
Ova jednadzba daje nam dva rjeSenja za x-koordinatu diralista: zo = 01 z¢ = %, Sto znaci
da iz tocke T' mozemo povuci tocno dvije tangente na zadanu krivulju.

Prvi koeficijent smjera je k; = 4(0)*> = 0 pa uvrstavanjem u jednadzbu pravca kroz tocku
T'(2,0) dobijemo jednadzbu
y-0=0-(x—2)

tj.
y=0.

8 3
’%:4(5)

pa uvrstavanjem u jednadzbu pravca kroz tocku T'(2,0) dobijemo jednadzbu pravca

y—0:4(§)3(1‘—2).

Drugi koeficijent smjera je:
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[
Zadatak 1.45. Pokazite da se tangente na krivulju

B 1+ 322
34 a2

povucene u tockama na krivulji s ordinatom 1 sijeku u ishodistu.

Rjesenje. Da bismo pronasli apscise (x-koordinate) tih tocaka, uvrstit é¢emo y = 1 u jed-
nadzbu krivulje:
1+ 322
1 =
3+ x?
Rjesavanjem slijedi da imamo dvije tocke diralista: 77(1,1) i To(—1,1).

Za jednadzbu tangente potreban nam je koeficijent smjera, odnosno prva derivacija funkcije.

Deriviranjem funkcije slijedi
, 16z
C 2\2
(3 + x?)

Racunamo koeficijente smjera za svaku tocku diralista uvrstavanjem pripadajuceg x:
Za tocku T3(1,1):

16(1) 16
b=y = G 16
Za tocku Tp(—1,1):
16(—1 -1

Koristimo formulu za jednadzbu pravca y — yo = k(x — x¢).

Prva tangenta ¢ (kroz tocku 77):

y—1l=1z—-1) e y=u=

Druga tangenta ty (kroz tocku T5):
y—l=—-1(z—(-1) e y=—=x
Tocka presjeka tangenti je (0,0) i time je tvrdnja dokazana. O]

Zadatak 1.46. U proizvoljnoj tocki krivulje

a. a++va?—ax? —
y = — ln e — a2 — x2
2 a—+a?— a2
povucena je tangenta. Dokazite da odsjecak tangente izmedu presjeka s osi ordinata i tocke
diralista ima konstantnu duljinu i odredite ju.
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Rjesenje. Neka je D(xg,yo) proizvoljna tocka diralista na krivulji. Prvo moramo pronadi
derivaciju funkcije y = f(x) kako bismo odredili koeficijent smjera tangente u toj tocki.

Mnozenjem brojnika i nazivnika unutar logaritma s (a + va? — x?) slijedi

yzln((a—l-\/a?_q:Q)Q) -

T2

=aln (a+\/a2 —:c2> —alnx — Va2 — 22

Oznacimo u = va? — 2%, Tada je v’ = —2 i vrijedi

Y =a L -u’—g—u':u'( a —1>—g
a+u T a—+u T

(D) e

Jednadzba tangente na krivulju u tocki D(zy,yo) glasi:
Y —yo = y'(20) (X — z0)

Trazimo tocku 7'(0, Y7) u kojoj tangenta sijec¢e os ordinata (y-os). Vrijedi
Yr —yo = ¢ (20)(0 — 7o)

Yr = yo — zoy' (20)-
Odsjecak tangente izmedu osi ordinata i diralista je duzina T'D. Njezinu duljinu d ra¢unamo
pomocu formule za udaljenost dviju tocaka:

d= /(g —0)2+ (yo — Y7)?

Iz gornje jednadzbe vidimo da je yo — Y7 = 2oy’ (x¢). Uvrstimo to u korijen:

2

a2 -
d= \/xo (xoy'(20))? = |zo|\/1 + (¥ (20))? = |x0| p 0 — |al.

0

Dakle, duljina odsjecka tangente izmedu y-osi i tocke diralista ne ovisi o koordinati xg i iznosi
|al. O

Zadatak 1.47. Odredite jednadzbu tangente i normale u tocki 7(1, 1) na krivulju implicitno
zadanu jednadzbom
2 +9° — 2y = 0.
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Rjesenje. Provjeravamo lezi li tocka 7' na krivulji uvrstavanjem njezinih koordinata:
P4+1°—2)(1)=1+1-2=0

Tocka T nalazi se na krivulji, pa predstavlja diraliste.

Deriviramo cijelu jednadzbu po varijabli z. Pritom y tretiramo kao funkciju od z, Sto znaci
da moramo koristiti lan¢ano pravilo za ¢lanove s y, te pravilo derivacije produkta za ¢lan zy:

(2° +y° = 2ay) = (0)'.
Odatle slijedi
52 + 5yty’ — 2y — 22y’ =0,

odnosno nakon sredivanja
) 2y — bt
Syt — 2z

Koeficijent smjera tangente (k;) u tocki 7'(1,1) dobivamo uvrstavanjem x = 1 iy = 1 u
dobivenu derivaciju:

2(1) = 5(1)* 2—-5 =3
ko =o/(1,1) = - - _2_
=y =5 om T5-2 7 3
Sada uvrstavamo 7°(1,1) i k; = —1 u opéu jednadzbu pravca y — yo = k(z — xo):

y—1=—-1(z—1),

odnosno
y=—x+2.
Normala je okomita na tangentu, pa za njezin koeficijent smjera (k,,) vrijedi relacija k; - k, =
—1:
1 1

hp = —— = —— =1
ke -1

Uvrstavamo T'(1,1) i k, = 1 u jednadzbu pravca:
Yy— 1= 1(1‘ o 1)7

iz ¢ega slijedi jednadzba normale
y=x.

Zadatak 1.48. Pod kojim se kutem sijeku tangente na kruznicu
P tdr —2y—11=0

povucene tockom 7'(4,1)?
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Rjesenje. Neka je D(xo,yo) tocka diralista tangente na kruznicu. Da bismo nasli koeficijent
smjera tangente k, deriviramo jednadzbu kruznice implicitno po varijabli z:

20 +2yy +4—2y =0.

Dakle,
p T+ 2
y = —
y—1
pa jednadzba tangente u tocki D(xo,y) glasi
— Yo = — r—x
Y—"%Yo vo—1 0/

Buduéi da tangenta prolazi i kroz tocku T'(4,1), vrijedi

$0+2

11—y =
’ yo — 1

(4 — ).

Sredivanjem dobivamo:
x5+ Yo — 29 — 2yo — 7 = 0.
Buduéi da diraliste D(zg, yo) lezi na kruznici, ono zadovoljava i njezinu jednadzbu:

x84+ Yo + dxo — 2y0 — 11 = 0.

Oduzimanjem jednadzbi slijedi

To =

(USR]

—

pa uvrstavanjem u neku od jednadzbi dobijemo

45

Odatle slijedi da su nagibi tangenti, (k1, ko) jednaki
Yo — 1 2
k1o = =F—
b2 0o—4 5
_ 2 i _ 2
Dakle, ]{11 = —75 1 kQ = 75
Konacno, kut ¢ pod kojim se sijeku tangente racunamo pomocu formule za tangens kuta:
ko — ky
t =|—| =4V5
an ‘1 ks V5

pa slijedi da je kut pod kojim se sijeku tangente:

¢ = arctan(4v/5) ~ 83.62°
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Zadatak 1.49. Pokazite da se parabole

y? =4z +4
Y = —12x + 36

sijeku pod pravim kutem.

Rjesenje. Da bismo pronasli tocke u kojima se parabole sijeku, izjednac¢it ¢emo njihove jed-
nadzbe:
dr+4=—-12x4+36 — x =2

Uvrstavanjem u prvu jednadzbu slijedi

y = +v12 = +2V/3.
Parabole se sijeku u tockama T7(2,2v/3) i T5(2, —2v/3). Derivacijom implicitnih jednadzbi
dobivamo koeficijente smjera tangenti (k = y').
Za prvu parabolu:

v =dr+4 = 2y =4 = y| =

Za drugu parabolu:

6
=120 +36 = 2uy = —12 = ¢, = ——
Y

Dvije krivulje se sijeku pod pravim kutem (ortogonalne su) ako je umnozak koeficijenata
smjera njihovih tangenti u tocki presjeka jednak —1. Izrac¢unajmo umnozak za proizvoljnu
tocku presjeka s ordinatom yq:

2 6 12
kj . k p— / . , pr— — — — = —_——— —1’
1+ k2 =1 (o) - ¥5(%o) (y0>< yo) "

¢ime je tvrdnja dokazana. O

Zadatak 1.50. Za koje n € N krivulja y = arctg (nz) sijece os = pod kutem veéim od 89°7
Rjesenje. Krivulja sijece os apscisa kada je y = 0:
arctg(nz) =0 = x =10

Tocka presjeka je (0,0).

Kut a pod kojim krivulja sijece os x odreden je vrijednoséu prve derivacije u tocki presjeka
(x =0):
tan o = y'(0)



POGLAVLJE 1. DERIVACIJA 43

Deriviramo zadanu funkciju:

, 1 n
=V - N = —
YT (nx)? 1 + n22?
Uvrstavanjem x = 0 dobivamo:
tana = y'(0) =n

Iz uvjeta zadatka trazi se da je kut veci od 89°. Bududi da je funkcija tangens strogo rastuca
za Siljaste kutove, slijedi:
n > tan(89°) ~ 57.29.

Kako n mora biti prirodan broj (n € N), najmanji takav broj koji zadovoljava nejednakost
je 58. O

Zadatak 1.51. Uz koji parametar a € R krivulja y = az? dodiruje krivulju y = In z?

Napomena. Teza varijanta ovog zadatka bila bi: ”Odredite parametar a € R takav da
krivulje y = az? i y = Inx imaju toéno jedno sjeciste.”

Zadatak 1.52. Odredite kut pod kojim se sijeku krivulje

Py —2=0
2+ yP+2=0

Zadatak 1.53. Nadite zajednicke tangente na krivulje

=2 —6x+5

y = —z* — 4z

Zadaci za vjezbu

1.54. Nadite sve pravce koji prolaze kroz ishodiste i sijeku hiperbolu zy = a? pod pravim
kutem.

1.55. Zadana je krivulja
r—4
x—2

Pokazite da su tangente na tu krivulju u tockama presjeka s koordinatnim osima paralelne.

’y:

1.56. Odredite opcenitu formulu za jednadzbu tangente na krivulju implicitno zadanu s

(90 - $0)2 (?J - 90)2
o + 72 =1.
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1.57. Odredite sve vrijednosti parametra b € R za koje je pravac y = x + b tangenta krivulje
x

r+4

1.58. Na krivulji y = ﬁ nadite tocku u kojoj je tangenta paralelna s osi apscisa.

y:

1.59. Pokazite da se krivulje familija
y* = 4a* — 4ax, a >0
y? = 4b* + 4bx, b> 0

sijeku pod pravim kutem.
1.60. Pokazite da parabola
y=a(r—x)(x—x9), a# 0,21 < xo
presijeca os apscisa u dvije tocke pod jednakim kutem.
1.61. Pod kojim se kutem sijeku krivulje:

(a) y=2*iz =y
(b) y =sinz iy = cosz?
1.62. Uz koje uvjete na koeficijente a, b, c € R je os apscisa tangenta na krivulju
y = az® 4+ bx + ¢?
1.63. Nadite pravac koji je tangenta na krivulju
y=a'— 22> —32°+52+6
u barem dvije tocke.

1.64. Dana je krivulja y = zer.
(a) Nadite jednadzbu tangente na tu krivulju u tocki s apscisom a > 0.

(b) Sto se dogada s tangentom kada a — +00?
1.65. Nadite zajednicke tangente na krivulje

y+a®=—4
? + 17 =4

1.66. Odredite kut pod kojim se krivulje
v =32 +2+1=0

ry —1=0

sijeku u prvom kvadrantu.
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1.5 L’Hopitalovo pravilo

Teorem 6. Neka je I C R otvoreni interval, ¢ € I (moZe biti i c = +00) i neka su f,g: I — R

/
derivabilne funkcije takve da je g'(x) # 0 na I\ {c}. Pretpostavimo da limes lim f/((x))
Tr—cC g T

postoji
u R i da vrijedi jedna od sljedeéih turdngji:

(a) lim, . f(x) = lim,,.g(x) =0
(b) lim, . |g(x)| = cc.

Tada limes lim,_,, % postoji 1 vrijedi

lim @ = lim M

rhegla)  eoeg(a)

Zadatak 1.67. Izracunajte

(a) lim 27 (e) lim In(1+e")
z—0 T z—~+00 1+z2
1 —cosx
O M im acsi
z (f) hn% arcsinx - ctgx
T—
(c) lirll re
T—r+00
5% —4x + 3 . Inz
. e oY 1 -
(d) ml_lf_{loo 202 — 1 (g) ac—1>r—|¥loo \/E

Rjesenje. Pri rjesavanju koristimo L’Hopitalovo pravilo (u nastavku oznaceno s L'H).

(a) Primjenjujemo L’Hopitalovo pravilo izravno:

lim sinz {O} LH . (sinz) .. cosz 1

oy T ==t

0

z—0 X

Kao interval I u iskazu teorema mozemo uzeti [ = (—1,1). Kao i na MA1, za formalnu
primjenu teorema potrebno je gornji izraz “Citati unazad”. Naime, postojanje zadnjeg
limesa opravdava primjenu L’Hopitalovog pravila u prvom koraku.

Napomena: lako zadatak trazi L’Hopitalovo pravilo i ono daje tocan rezultat, ovo se
smatra kruznim dokazom. Naime, da bismo znali da je derivacija od sin x jednaka cos x,
moramo ve¢ unaprijed znati ovaj osnovni trigonometrijski limes.
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(b) Primjenjujemo L’Hopitalovo pravilo dva puta:

lim ——— =
z—0 x2

0

0

1 —cosz O g .. sinx Ol vu.. cosx 1
=1 = = lim —.
z—0 2 2

1m
z—0 21

Kao i na MA1, za formalnu primjenu teorema potrebno je gornji izraz “Citati unazad”.
Naime, postojanje zadnjeg limesa opravdava drugu primjenu L’Hopitalovog pravila, a
tada postojanje predzadnjeg limesa, uz odabir intervala [ = (—1, 1), opravdava primjenu
prvog L’Hopitalovog pravila.

(c) Prvo moramo preurediti izraz u oblik 2 spustanjem e~ u nazivnik:

. _ . X X7 ’H .. 1
lim ze* = lim — = [—} = lim — =0
T—+00 z—+o00 et o0 z—+o00 et

(d) L’Hopitalovo pravilo primjenjujemo dok se ne rijesimo neodredenosti (dva puta):

53 —dx + 3 001 Ly .. 1bx?—4 001 v .. 30z
ot [z B[

lim
r—+00 4x

T—>+00 222 — 1 o0 0.9

(e) Primjenjujemo pravilo i koristimo ulanc¢avanje za derivaciju logaritma:

1 1 x , % . €x x
g mA+en) (] i BEE gy
z—+o0 14 x 00 z—+00 1 z—+o00 1 + €%
— lim — :[@}Lﬁ m &= lim 1=1
x—+oo 1 + e% o0 z—+o0 et T—+00

(f) Kotangens zapisujemo kao reciprocnu vrijednost tangensa kako bismo dobili oblik %:

lim arcsin x - ctgxz = lim

arcsin x [ 0 }

z—0 z—0 tg €T 0
_1 9 9
i 1 1
LzHlimQ:hm cos’r 1
v=0 cos? x 20 \/]- — x? \/1 -0 1
(g) Primjenjujemo pravilo:
1 , 1 5 )
LT—=00 T o0 T—+00 —— o400 T t——+o00 /T

Zadatak 1.68. U sljede¢im primjerima izrazi ne zadovoljavaju neki od uvjeta L’Hopitalovog
pravila. Odredite koji od uvjeta teorema nije zadovoljen i uvjerite se da se neispravnom
primjenom L’Hopitalovog pravila dobije pogresan rezultat.



POGLAVLJE 1. DERIVACIJA 47

2
(a) lim i :
z—0 2x+3
T —sinx

(b) lim

5+ X +sinx

(¢) lim /(@)

Tim W’ gdje je f(x) =z + sinzcos .

Rjesenje. (a) Limes nije neodredenog oblika (nije ni [%] ni [%D

Buducdi da je funkcija neprekidna u nuli, izrza je jednak % Primijenimo li L’Hospitalovo
pravilo na neispravan nacin dobivamo krivi rezultat:

T+ 2 LH (Krivol) . (x+2)

lim = im = lim1 = 1
z—0 21 + 3 z—0 (21} + 3)’ z—0 2 2

(b) Limes kvocijenta derivacija ne postoji.

Izraz jest oblika [g} (jer £ — o0, a sinus je omeden). Primijenimo li deriviranje, dobi-

vamo:
I (x —sinz)’ . 1l—coszx

im ————= = e

o=+ (r +sinz)’  2—+oc 1 + cosz

Vrijednost kosinusa oscilira izmedu —11i 1 kako © — oo pa ovaj limes ne postoji (formalno,

promotrimo nizove x,, = 2n7 i y, = (2n + 1)m). S druge strane, dijeljenjem brojnika i
nazivnika s x slijedi

. r—sinx .o 1==2 10
lim — = lim L — =
z—+oo T +sinx  z—+oo 1 + _51251: 1+0

(c) Derivacija nazivnika prima vrijednost nula beskona¢no mnogo puta u okolini tocke +oc.

Pocetni izraz je oblika [%} Lako je vidjeti da, skra¢ivanjem faktora f(z) (koji je za
x > 1 razli¢it od 0), dobivamo lim, e% = lim,_,» e~ %%, Zbog oscilacije sinusa, taj
limes ne postoji. Za formalni dokaz, promotrimo nizove z,, = 2nw i y, = § + 2nm.

Pokazimo sto se dogada ako pokusamo primijeniti pravilo. Derivacija brojnika je
f'(x) =1+ cos(2x) = 2cos® z.
Nazivnik je g(x) = f(z)es®. Njegova derivacija je:

gl(CL’) _ f/(x)esinx 4 f(l’)esmzCOSZL‘

= 2cos?(z)e"™” + (z + sinz cos x)e™"* cos x

=T cosx - (2cosx + x + sinx cos x).
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Vidimo da je ¢'(z) = 0 za svaki v = § + km, k € Z. Dakle, ne postoji interval (M, +oc)
na kojemu je nazivnik L’Hospitalovog razlomka razlicit od nule. Ipak, pogledamo li
kvocijent derivacija na tockama gdje je cosx # 0, imamo:

f'(x) 2cos? 2cos T

g (z) emTcosx- (2cosx + x + sinxcosx) - esn®(2cosx + x +sinz cosx)

Kada x — oo, brojnik je omeden, a nazivnik tezi u beskona¢nost (jer dominira faktor z).
Dakle, neispravnom primjenom pravila zakljucili bismo da je:

5 . /
lim M L’H (ﬁrlvo!) lim f (1:)

=0
Z—00 g(gj) Z—00 g’(x)
iako pocetni limes ne postoji.
O]
Zadatak 1.69. Izracunajte
1 1 . 1
z—0 \sinz =«
1 1 li 1 — )08 T

(b) lim [ —— — — (e) xg{{( )"

a=»0\In(z+1) =

. T . 2y L

Rjesenge. (a) Prvo svodimo na zajednicki nazivnik kako bismo dobili oblik 3 i zatim primje-

njujemo L’Hopitalovo pravilo:

. 1 1 . x—sinx Ol vl .. 1—-cosz 0

lim - )]=lm——=|-|=lm————= =
z—0 rsing 0 z—0 SIN X + T COS T 0

L'H .. sinx . sin x 0

= lim - = lim - = =

z=0 cosT + (cosx — xsinx) «=02cosx —xsinz  2(1)—0

0.

Prokomentirajmo primjene L’Hopitalovog pravila. Opravdajmo najprije drugu primjenu
L’Hopitalovog pravila. Oznac¢imo nazivnik pocetnog razlomka s g(z) = xsinz. Tada za
nazivnik u drugoj primjeni pravila vrijedi ¢’(x) = sinx 4+ z cos x, a njegova je derivacija

g"(x) =2cosx — wsinz.

Buduéi da je ¢"” neprekidna u 0 i vrijedi ¢”(0) = 2 > 0, po teoremu o o¢uvanju predznaka
neprekidne funkcije slijedi da postoji d2 > 0 tako da za sve x € (—ds,d2) vrijedi

g"(z) > 0.

Tada mozemo odabrati I := (—dz, d3) kao trazenu okolinu u drugoj primjeni L’Hopitalovog
pravila.
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Prelazimo sada na opravdanje prve primjene. Kao sto smo vidjeli, vrijedi
¢ (x) =sinx + xcosx

pa je potrebno dokazati da postoji interval I; oko 0 tako da je ¢’(x) # 0 zasve z € I;\{0}.

Buduéi da smo pokazali da je ¢”(x) > 0 za sve x € I, koristeéi Lagrangeov teorem o
srednjoj vrijednosti za x € I5 \ {0}, vidimo da postoji y, izmedu 0 i = takav da vrijedi

g'(x) — ¢'(0)

1290 i) = o) = a0

Kako je x # 01 ¢"(y.) > 0, slijedi da je ¢’(z) # 0. Dakle, i u prvoj primjeni mozemo
uzeti interval I} = Is.

Napomena. U komentaru nakon rjesenja vidjet ¢emo da zapravo nije potrebno oprav-
davati postojanje intervala na kojem je derivacija razlicita od 0 ukoliko primjenjujemo
L’Hopitalovo pravilo vise puta i tvrdnja vrijedi u zadnjem koraku.

(b) Svodimo izraz na zajednicki nazivnik i primjenjujemo L’Hopitalovo pravilo

, 1 1 . r—In(z+1) 0
im( ——m = | =lim———2% = | =
=0 \In(z+1) = =0 zln(x+1) 0

=1 =1 =
xg%ln(l‘—i—l)%—:n-z%l xlirtl)(a:+1)1n(x+1)+x xlirtl)(a:+1)ln(x+1)+x
LH .. 1 . 1 1
= lim = lim =
e=01-In(z+1)+(x+1)-

0

1
L+1 evoln(@+1)+1+1 Inl+2 2
(c) Primijetimo
lim 2° = lim e*™°®
z—0+ z—0+
Sada racunamo samo limes eksponenta, koji je oblika 0 - (—o0). Spustanjem varijable x

u nazivnik dobivamo oblik pogodan za L.’Hopitalovo pravilo:

1
. . Inz —O0| L'H .. z .
L= lim zlnz = lim — = |—| = lim —% = lim (—z) = 0.
r—0+ z—0+ p [¢'e) z—0+ —3 z—0+

Konacno, koriste¢i neprekidnost funkcije z +— e* u 0 slijedi

lim 2% =% = 1.
z—0+

Napomena. Primijetimo da smo limes funkcije xlnz u prethodnom zadatku mogli
pokusati rijesiti i tako da prebacimo In x u nazivnik na sljedec¢i nacin:

: . T 0| vu .. 1 _
lim zlnz = lim —— = |-| = lim — = lim (—zln®z).
z—04 z—04+ — z—04+ — 5 z—04

Inz zln“x
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Medutim, posljednji izraz jos je kompliciraniji od pocetnog. Zasto se to dogodilo? Kada
In x ostavimo u brojniku, deriviranje ga pretvara u jednostavan algebarski izraz %, dok
deriviranje razlomka ﬁ zbog pravila ulanc¢avanja povecava potenciju logaritma u na-
zivniku i dodatno komplicira izraz. Pouka je da ukoliko jedna primjena L’Hopitalovog
pravila ne rijesi problem, mozemo pokusati primijeniti ga na drugaciji nacin, koji moze
biti bolji.

Ponovno zapisujemo izraz pomocu baze e:

: 1 ) 1
lim zz = lim ez ™*
T—+00 Tr—+00

Racunamo limes eksponenta, koji je odmah oblika :

1
L= lm —%_— [—} EH )i £ =0,

r—+oco I T—+00

Koristeé¢i neprekidnost funkcije x — e* u 0, slijedi

. 1
lim zz =€’ =1.
Tr—400

Zapisujemo pomocu baze e:

. fus . s _ i fus _
lim (1 . x)cos 32 — lim ecos(Qx)ln (1-z) _ ehmx—u— cos(5z)In (1-z)
z—1- T—1-

Limes eksponenta je oblika 0 - (—oo). Prebacujemo kosinus u nazivnik kako bismo dobili
recipro¢nu funkciju (sekans) i oblik == i primijenili L'Hopitalovo pravilo:

o

In(1— — : -+ —2cos*(Zx
L= Jim x):{ oolL: lim gy = Jim i
) 00 21 T cos2(2gx) 21~ (1 — ) sin(5 )

Kako bismo si olaksali daljnji racun, razdvojimo limes na dio koji uvrstavanjem ne daje
nulu i dio koji daje neodredenost 8:

, —2 . cos’(5x)
= lim ———— lim ———
e1- wsin(fz) eo1- 1—2

2

Prvi limes tezi u —% = —%. Na drugi limes primjenjujemo L’Hopitalovo pravilo:

cos®(57) 1 2cos(Zx) - (—sin(3z)) - 5

lim ——=— = lim =—=0
z—1- 1 —=x rz—1~ —1 —1
Ukupni limes eksponenta je L = —% -0 = 0. Vracamo u eksponent:

lim (1 —2)3* =¢ =1
z—1-
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(f) Prelazimo na bazu e:

. 1 : 1 2
lim (14 22)> = lim ex™(+e%)
T——+00 T—+00

Racunamo limes eksponenta (oblik 2):

In(1+ 22 : 22 2 : 2
L:hmwz[qg m T iy 28 :[E}L:H lim 2 =0
T—r+00 T 00 z—4o0 1 z—+oo 1 + x2 00 r—+o00 2T

Vracamo rezultat u eksponent:

Zadatak 1.70. Odredite limese, ako postoje

arcsin x — arctgx e

(a) glglir(l] p (c) ZEIJPOOF’ neNa>0

inx — Arshz
B lim e ln(r — 1 , 0 . .arcsinx
(b) lim Inz n(z—1) (d) }g%cos@ sin z) p

Rjesenje. (a) Primjenjujemo L’Hopitalovo pravilo deriviranjem brojnika i nazivnika. Kako
bismo izbjegli komplicirane dvojne razlomke, derivacije funkcija arcsin x i arctg x zapisat
¢emo pomocu negativnih eksponenata:

lim arcsinz — arctgr 9 LH (1—a?) 2 —(1+a2)? B 9
z—0 3 o o z—0 3:E2 a 0
v —a(1—a?)32(=22) — (-1)(1+2?)72(22) . a(l —2?) 32 4 22(1 + 1) 2
= lim = lim
=0 6x =0 6x
p =2 PP 421+ 17242172 142 1
= [1m = = = —

(b) Zapisat ¢emo umnozak kao razlomak.

In(z —1 —
lim InzIn(z —1) = lim n(z —1) = { OO}

z—1t r—1t —
Inx

Primjenjujemo L’Hopitalovo pravilo:

N ﬁ —zln’z 0
= lim T = lim .
1t —(lnz)=2- - am1t -1 0

L —(1-In’z+x-2nx- 1)

= lim —(In*z +2Inz) =0

z—1t 1 z—1t
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(c)

Ovo je klasican primjer u kojem se L’Hopitalovo pravilo primjenjuje visekratno. Buduéi
da je n € N, nakon svake primjene pravila stupanj polinoma u nazivniku se smanjuje za
1, dok eksponencijalna funkcija u brojniku (uz konstantu a) ostaje sustinski ista:

[

axr

lim — = = lim
z—+oo M z—+oo nrn—1

e [OO} L'H ae
00

Nakon n uzastopnih primjena L’Hopitalovog pravila, nazivnik ¢e se derivirati u konstantu
n!, a u brojniku ¢e iskociti a™:
n ,ax
nx L'H . a-e
= im
T—r+00 n'

Buduéi da je a > 0, funkcija e*® tezi u +o00 kada x — +o00. Kako je nazivnik strogo
pozitivna konstanta (n!), limes iznosi:

Prije ikakvog deriviranja, razdvojimo limes na umnozak dvaju limesa jer prvi faktor
trivijalno mozemo izracunati uvrstavanjem:

. 10 . arcsinz — Arshx . 10 . . arcsinz — Arshx
lim cos(z™ sin x) = (lim cos(z""sinz) ) - lim
x—0 ;L’3 x—0 x—0 ;L’g
Vv
=cos(0)=1

Sada nam ostaje rijesiti samo drugi limes, koji je oblika 8. Kao i u (a) dijelu, koristimo
negativne eksponente:

. arcsinz — Arshz 0] vu,. (1—2%)7Y2—(1+2%)"Y2 0
lim = |=| = lim

z—0 3 0 z—0 32 0
i (1= 2?) R (=20) — (=5 (1 +2%)72(20))

z—0 6x

_ 2)\-3/2 2\-3/2

:hmx(l x*) + (14 z%)

0 6x

173/2 + 173/2 1
B 6 3

Pocetni je limes, po teoremu o limesu produkta, jednak 1 - % = %

Zadaci za vjezbu

1.71. Izracunajte
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=22 —x+2
=2 3 —Tr+6
chx —1

(¢) lim ————
z—0]1 — cosx

(d) lim(1 — cosz)ctgx

z—0

1.72. Izracunajte

. x 1
(a> iﬂ(x—l_ﬂ>

(b) lim e e

x—0
. Inz
¢) lim ,neN
rx—+00 /T
1 n
(d) lim 2  en

x——+00 T

1.73. Izracunajte

. 1\*
(a) mglfoo (COS E)

(b) lim(sinz)*®®
z—0

z—0 r —sinx

1
(d) lim —~

z—1 SIn Tx

1.74. Izracunajte

(a) lim T + arctgx
z—too 23 + 22 +
(b) 1 arcsin v/sin x
im ——————
=0 /2 — xz
(¢) lim (7w — x) tgz, neN
T 2
2
@) lim In(l1+z)—- %+
T—+00 er —cosx

,neN
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1.75. Moze li se primijeniti L’Hopitalovo pravilo na

. 2?sin2
lim — ?
=0 sinx

[zracunajte gornji limes.

1.76. Izracunajte

1
(b) lim (g —arctgx) "

T—r+00

(¢) lim (\/1 +a2ln - x>
=400 z+1
1
(d) lim (x —2%In (1 + —))
Tr—+0c0 €T
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1.6 Prosirenja po neprekidnosti / derivabilnosti

Neprekidnost funkcije f: I — R u tocki ¢ otvorenog intervala I C R mozemo karakterizirati
na sljedec¢e nacine:

e f je neprekidna u ¢ ako i samo ako ima limes u tocki ¢ i vrijedi

lim f(2) = f(c).

Tr—cC
e f je neprekidna u ¢ ako i samo ako ima limese slijeva i zdesna u tocki ¢ i vrijedi

lim f(x) = f(c¢) = lim f(x).

T—C— T—rCc+

Zadatak 1.77 (Ne spada tu, izbaciti). Odredite A € R takav da funkcija f: R - R

et +1, x>0
f(a:)—{ r+ A x<0

bude neprekidna.

Zadatak 1.78. Dodefinirajte funkciju f u 0 (ako je moguée) tako da dobijete neprekidnu

funkciju na R

UHD™=1 050, () flo) = =

x ]

(a) flz)=

Funkcija f je klase C* na otvorenom intervalu I ako postoji f*) na I i funkcija f*) je
neprekidna na I. Pisemo f € C*(I). Sjetite se da vrijedi:

f derivabilna u ¢ = f neprekidna u ¢
Zadatak 1.79. Neka je f: R — R

arctgx, |r| <1

z—1

Tsgnw + 5=, |z > 1

)= {
Ispitajte:

(a) neprekidnost funkcije f,
(b) diferencijabilnost funkcije f. Je li f klase C* tamo gdje je diferencijabilna?

Zadatak 1.80. Postoje li a,b € R takvi da je f € C*(R) ako je

ro={ 21

ar® +0b, || <1



o6 POGLAVLJE 1. DERIVACIJA

Zadatak 1.81. Neka je
w?sinl, |z|#£0
Jw) = { 0, 2=0
Dokazite da je f diferencijabilna na R. Je li f € CY(R)?

Zadatak 1.82. Ispitajte neprekidnost i derivabilnost funkcije
f(z) = (|Jz(x — 2)| — 32+ 6)%
Zadatak 1.83. Neka je f diferencijabilna u nekoj okolini tocke ¢ i dva puta diferencijabilna

u c¢. Dokazite:
o Jet ) f(e—h) —2f(0
h—0 h?

= "(e)

Zadatak 1.84. * Riemannova funkcija je funkcija f: R — R definirana sa

0, zeR\Q
flx) = %, r=2" meZ neN, M(m[n)=1 .
1, =0

Dokazite da je f neprekidna na R\ Q i da ima prekid u svakoj racionalnoj tocki.
Rjesenje.

(a) c=2, meZ neN, M(m|,n)=1 = f(c)=1

n’

Uzmimo neki € > 0 takav da je ¢ < % Tada

(¥6 > 0)(3rs € R\ Q), |5 —c| < 6 & | flws)— f(0)| = = >
~~ n

1
n

{

=0

pa f ima prekid u c.
(b) ¢c=0

Uzmimo neki € > 0 takav da je ¢ < 1. Tada

(V6 > 0)(3as € R\ Q), |ws — 0| <8 & | flas) — f(0)| =1 > ¢

\TY

pa f ima prekid u 0.
(c) c€R\Q

Neka je € > 0 proizvoljan. Tada postoji ng € N takav da je € > % Definirajmo

A= {T:1§n<n0}ﬂ(c—l,c+1>.
n
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Tada je A konacan skup, jer u intervalu (¢ — 1, ¢+ 1) ima konacno mnogo razlomaka s
nazivnikom iz skupa {1,2,...,no — 1}. Tada je 6 := min{|c — p|: p € A} > 0 i vrijedi

1 1
n N
<e€

r="eQlo—d <8 = |f() - f(c)] = <e

reR\Q |z —c <0 = [f(x) = f()[ =0

IN

A

Zadatak 1.85. (Gradivo MA1) Ispitajte neprekidnost i diferencijabilnost Dirichletove
funkcije f: R - R
1, €@

ro={¢ e

Rjesenje. Pokazimo da f ima prekid u svakoj tocki:

(a) ceQ

Uzmimo € = % Tada

(V6> 0)3xs e R\Q), |zs —c| <d & | f(zs)—flc)|=1>¢
Y

(b) ce RA\Q

Uzmimo € = % Tada

(V0> 0)3Fzs €Q), |zs—c| <d& | flas)—fle)|=1>¢
> Y

Dakle f nije nigdje neprekidna pa ne moze biti ni diferencijabilna. A

Zadatak 1.86. Ispitajte neprekidnost i diferencijabilnost funkcije f: R — R

oz, 2e€Q

Rjesenje.

e neprekidnost

Tvrdimo da je f neprekidna samo u 0.



o8 POGLAVLJE 1. DERIVACIJA

e c=10
Neka je € > 0. Uzmimo 0 < § < e. Tada je

reQ,r—-0<d = |f(x)—flo))=|r—-0]<d<e
re€R\Q |z -0[<d = |f(z) - flc)| =10-0] <&

e ccQ,c#0
Nekajesz% Tada

]

(V6> 0)(3xs e R\Q), |xs —c| <6 & |f(:c5)—f(c)|:|0—c\:|c]>?zg

e ccR\Q

Uzmimo € = %. Tada

C C
(40 < 810) ey € Q). [ro—cl < & F(20)~F(0)] = [15=0] = [as] = lel—fe — s = 1T >,
—— 2
gdje smo iskoristili
] < e = o +[es] = lzs] > [el — e .
A

Zadaci za vjezbu

1.87. Odredite A € R takav da funkcija f: R - R
1—2%, <0
flz) = A, =0
1+2, >0

bude neprekidna. Je li f diferencijabilna?

1.88. Ispitajte neprekidnost i derivabilnost funkcije f definirane s

f(x):{4z_8’ z <3

2?2 —-2x+1, z>3.

Jeli f € CL(R)?



POGLAVLJE 1. DERIVACIJA 59

1.89. Ispitajte neprekidnost funkcije f definirane na [—1, +o0) formulom

ve+1-1 v 40
f(x) = 1 X ’
5, r=0

U kojim tockama je f derivabilna, a u kojim neprekidno derivabilna?
1.90. Neka je f(x) = |z|3. Dokazite da je f € C*(R), ali da f"”(0) ne postoji.
1.91. Neka je f: R— R

flz) = { arctg (vV3z), |z] <1

‘/T§x+%sgnx—‘/rg, lz| > 1

Ispitajte:

(a) neprekidnost funkcije f,

(b) diferencijabilnost funkcije f. Je li f klase C' tamo gdje je diferencijabilna?
1.92. Zadana ja funkcija f: R — R,

Je li f derivabilna? Jeli f € CY(R)?
1.93. Neka je

0, =0

Dokazite da je f diferencijabilna na R. Je li f € C*(R)? Jeli f € C*(R)? (Odgovori: Da.
Ne.)

f($)={ risinz, x#0 ‘

1.94. Ispitajte neprekidnost i derivabilnost funkcije
f(x) = ||2* +32° + 3z + 1| + |2* + = — 6]|.

1.95. Zadana ja funkcija f: R — R,

Jeli f € C2(R)?

VAR
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Oznacimo:
_ B) —
f (c) = lim f(@) = f(0) = lim fleth) = f(o) . lijeva derivacija funkcije f u tocki ¢
T—>c— T —c h—0— h
fi(c) = lim f(@) = /(o) = lim fleth) = /(o) , desna derivacija funkcije f u tocki ¢
T—>ct xr—c h—0+ h

1.96. Navedite primjer funkcije f neprekidne na [—1,1] za koju vrijedi

f(0)=0, fL(0) =01 f,(0) = 1.
Skicirajte njen graf i zapisite formulu.

1.97. Skicirajte primjer grafa funkcije f neprekidne na [—2, 2], koja zadovoljava uvjete

f(=2)=1, f(0)=0, f(0)=0, fL(1)=-1, fl(l) =11 f.(2) = —L

1.98. * Neka je f neprekidna na (a,b) te derivabilna na (a,c) i (c,b), za neki ¢ € (a,b).
Nadalje, neka postoje lim f'(z) i hm+ f'(z). Koriste¢i L’'Hopitalovo pravilo dokazite tvrdnje:
Tr—Cc— Tr—cC

1. f(c¢) postoji i vrijedi f" (¢) = lim f'(x),

Tr—C—

2. f'.(c) postoji i vrijedi f/ (c) = lim f'(x).

T—c+

U slucaju da jos vrijedi f” (c) = fi (c), postoji cak f'(c) i f' je neprekidna u ¢, tj. funkcija f
je neprekidno derivabilna u c.

1.99. Dokazite da za funkciju zadanu s

2?sint, x#£0
f(x)_{o, z=0

ne postoji 1ir% f'(x) (niti jednostrani limesi), ali f ima derivaciju u 0. Dakle, ne mozemo
z—

primijeniti postupak za ispitivanje derivabilnosti iz prethodnog zadatka.

1.100. Je li f definirana s

[ (z-1F, <0
f(x)_{(x+1)§, x>0

derivabilna u 07

1.101. Za

odredite f’ (1), ako postoji.
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VA

U sljede¢im zadacima iskoristite sljedece teoreme:

Teorem. (Bolzano-Weierstrass) Neka je f realna funkcija koja je neprekidna na segmentu
la,b]. Tada je i f([a,b]) = [c, d] segment.

Teorem. (Rolle) Neka je f realna funkcija koja je neprekidna na segmentu [a,b], dife-
rencijabilna na intervalu (a,b) i neka je f(a) = f(b). Tada postoji ¢ € (a,b) takav da je
f'(e)=0.

Teorem. (Lagrangeov teorem srednje vrijednosti) Neka je f realna funkcija koja je
neprekidna na segmentu [a, b] i diferencijabilna na intervalu (a,b). Tada postoji ¢ € (a,b)
takav da je

f(b) = f(a) = f'(c)(b - a).
1.102. * Neka je f: [a,b] — [a, b] neprekidna funkcija. Pokazite da f ima barem jednu fiksnu
tocku na [a, b], tj. da postoji ¢ € [a,b] takav da je f(c) = c.

[Uputa: Bolzano-Weierstrassov teorem.]

1.103. * Ako je f(z) = z(x — 1)(z — 2)(x — 3), pokazite da jednadzba f’(z) = 0 ima tri
realna rjesenja i nadite intervale u kojima se nalaze.

[Uputa: Rolleov teorem.]

1.104. * Koristeéi Rolleov teorem dokazite

Teorem. (Cauchyev teorem srednje vrijednosti) Neka su f i g realne funkcije koje su
neprekidne na segmentu [a, b] i diferencijabilne na intervalu (a,b). Tada postoji ¢ € (a,b)
takav da je

(f(b) = f(a))g'(c) = (g(b) — g(a)) f'(c).
Specijalno, ako je g(b) # g(a) i ¢'(c) # 0, tada je
f) - fla) _ 110
g(b) —g(a)  g'(c)

[Uputa: Imitirajte dokaz Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti.

1.105. * Neka je f: R — R n puta derivabilna funkcija takva da je f(0) = f/(0) = --- =
f™=1(0) = 0. Pokazite da za svaki z € R postoji 0 < 9 < 1 takav da je

fe) _ [" (W)

" n!

[Uputa: Iskoristite Cauchyev teorem srednje vrijednosti.]
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1.106. * Koriste¢i Cauchyev teorem srednje vrijednosti dokazite L’Hopitalovo pravilo:
Neka je I C R otvoreni interval i ¢ € I. Neka su f i g realne funkcije koje su derivabilne na I

/
takve da je lim f(x) = 0 = lim g(z), ¢'(z) # 0, za sve x € I\ {c} i da postoji limes lim f/(x)
T—C T—cC T—c ( (fL‘)

Tada postoji lim f(@ i vrijedi
e g(x) /
lim M = lim M
Tr—cC g(x) Tr—cC g (x)
1.107. * Pokazite da je Lagrangeov teorem srednje vrijednosti specijalni slucaj Cauchyevog
teorema srednje vrijednosti.

1.108. * Koristed¢i Lagrangeov teorem srednje vrijednosti dokazite sljedec¢e nejednakosti:

1 1 1
(a) <In +x<—,zax>0
r+1 x x

— 1 1
(b) %<arctg(1+—)—arctg(l—l——> <y—z,zal<z<y<l
T Y
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1.7 Pad i rast. Ekstremi

Neka je I C R interval i f: I — R neprekidna funkcija koja je derivabilna u svim nerubnim
tockama intervala I.

Monotonost funkcije f na intervalu I mozemo karakterizirati pomocu derivacije na sljedeci
nacin:
o frastenal <= f'(x) >0, za sve nerubne tocke x €

e fpadanal <= f'(x) <0, za sve nerubne tocke z € [

Definiramo skup stacionarnih tocaka funkcije f sa
S:={xel: f(x) =0}
Sljededi kriterij daje karakterizaciju stroge monotonosti:

skup stacionarnih tocaka S ne sadrzi interval

* [ strogo raste na i f'(z) > 0, za sve nerubne tocke z € I\ S

skup stacionarnih tocaka S ne sadrzi interval

* [ strogo padana I < i f'(x) <0, za sve nerubne tocke x € I'\ S

Nuzan uvjet za lokalni ekstrem je dan sljede¢im teoremom:

Teorem. (Fermat) Ako funkcija f: (a,b) — R ima lokalni ekstrem u ¢ € (a,b) i ako je
derivabilna u ¢, onda je f'(c¢) = 0.

Zadatak 1.109. Pokazite primjerom da obrat u gornjem teoremu ne mora vrijediti.

Rjesenje. Neka je f: (—1,1) — R s pravilom pridruzivanja f(z) = 2. Funkcija f je strogo
rastuca, pa niti u jednoj tocki nema lokalni ekstrem. Medutim, f'(0) = 3-0? = 0. A

Zadatak 1.110. Odredite intervale rasta i pada te lokalne ekstreme funkcija:

@ ) =% -
®) 10) = 1516

(¢) f(z) = arctgx — %ln(l + %)

Skicirajte grafove gornjih funkcija.
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Rjesenje. (a) Uocimo da je
fl(x) =2 —2* =2%(x — 1)(z + 1),
Odavde slijedi da je f' <0 na (—1,1), a f/ > 0 na (—oo, —1) U (1,400). Iz prethodne
karakterizacije zakljuéujemo da f strogo raste na (—oo, —1] i [1, +00), a strogo pada na

[—1,1]. Napomenimo i da bi bilo pogresno re¢i da f strogo raste na (—oo, —1]U[1, +00)
bududi da je, na primjer, f(—1) > f(1). Iz prethodne analize je sada ocito da se u —1

postize lokalni maksimum (i iznosi &), a u 1 lokalni minimum (i iznosi —&).

2

15 1

1 L >~/
15
(b) Uocimo da je za x € R\ {2, 8}
16 — 22
f'(x) =

(22 — 10z 4 16)?’

dok u tockama 2 i 8 funkcija f nije niti definirana. Kako je 16 — 22 < 0 za €
(—00, —4) U (4, +00), a 16 — 2% > 0 za x € (—4,4) zakljucujemo da f strogo pada na
intervalima (—oo, —4], [4,8) i (8, +00), a strogo raste na intervalima [—4,2) i (2,4]. U
tocci —4 postize se lokalni minimum (i iznosi —<), a u tocci 4 lokalni maksimum (i

) 18
iznosi —3).

|
ol
D
(929

?Zumiramo” dio oko tocke —4
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(¢) Bududi da je
1—=z
o) —
zakljuéujemo da f strogo raste na (—oo, 1], a strogo pada na [1,4+00). U tocci 1 postize

se lokalni (€ak i globalni) maksimum (i iznosi T — %2).

In2

2

INHE

Vrijedi:
Teorem. (Bolzano-Weierstrass) Neka je f realna funkcija koja je neprekidna na segmentu
[a,b]. Tada je i f([a,b]) = [c, d] segment.

Dakle, ako je funkcija neprekidna na segmentu, onda ona na tom segmentu postize minimum
i maksimum.

Zadatak 1.111. Odredite broj realnih rjesenja svake od sljede¢ih jednadzbi:

(a) 2"+ 2°+2*-3=0,

(b) x4+ cosx —5=0

Rjesenje. (a) Uocimo da je broj rjesenja dane jednadzbe jednak broju nultocaka funkcije
f: R — R zadane s f(z) = 27 + 25 + 23 — 3. Kako je

f'(z) = 72° + 52" + 322,

zakljucujemo da je 0 jedina stacionarna tocka, dok za sve ostale x vrijedi f'(x) >
0. Iz prethodne karakterizacije zakljucujemo da je f strogo rastu¢a pa ima najuvise
jednu nultocku. S druge strane, oc¢ito je f(1) = 0, pa f ima tocno jednu nultocku.
Alternativno, mogli smo zakljuciti da f ima barem jednu nultocku i bez da smo direktno
uocili da je f(1) = 0. Naime, buduéi da je, na primjer, f(—100) < 01 f(100) > 0,
Bolzano-Weierstrassov teorem nam govori da postoji (barem jedna) tocka iz [—100, 100]
koju f salje u 0.
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(b) Ponovno odredujemo broj nultocaka funkcije f(z) = x + cosx — 5. Kako je
f(z) =1—sinuz,

vidimo da je skup stacionarnih tocaka funkcije f jednak S = {7 + 2k7 : k € Z},
S ne sadrzi interval, dok je u svim ostalim tockama funkcija f’ strogo pozitivna.
Zakljucujemo da je f strogo rastuca pa ima najviSe jednu nultocku. Budud¢i da je
f(—10) < 0, a f(10) > 0, po Bolzano-Weierstrassovom teoremu znamo da f ima barem
jednu nultocku. Spajajuéi posljednja dva zakljucka dobivamo da f ima to¢no jednu
nultocku, pa i pocetna jednadzba ima tocno jedno realno rjesenje.

A

Neka je f: [a,b] — R neprekidna funkcija. Za tocku ¢ € [a, b] kazemo da je kriti¢na tocka
ako vrijedi nesto od sljedeceg:

e f nije derivabilna u ¢
e f je derivabilnauci f'(c) =0
ec=ailic=0b
Zadatak 1.112. Odredite globalne ekstreme funkcije
f:[-3,3] =R, f(z)=2>—4|z|
Rjesenje. Posebno analiziramo funkciju f na [—3,0] i [0,3]. Na [-3,0] je f(z) = z* + 4z

i f'(r) = 2x + 4 pa f pada na [—3,—2], a raste na [—2,0]. S druge strane, na [0,3] je
f(x) =2* —4z i f'(z) = 2z — 4 pa f pada na [0, 2], a raste na [2, 3].

Iz ove analize mozemo zakljuciti da f poprima globalni minimum u —2 ili 2. Buduéi da je

f(=2) = f(2) = —4, zaklju¢ujemo da se globalni minimum postize u obje te tocke i iznosi
—4. Nadalje, f poprima globalni maksimum u —3, 0 ili 3. Buduéi da je f(3) = f(—3) = =3,
a f(0) =0, slijedi da se globalni maksimum postize u 0 i iznosi 0. A

Zadatak 1.113. Neka je f(z) = a* + 82 4+ 1622, Odredite f([—5, —1]).

Rjesenje. Imamo

f(z) = 42® + 242* + 327 = dx(x + 2)(x + 4),
pa je (ako gledamo samo interval [—5,—1]) f/ > 0 na (—4,—2), a f' < 0 na (—5,—4) i
(—2,—1).

Sada zakljucujemo da f pada na (—5, —4), raste na (—4,—2) i ponovno pada na (-2, —1).
Zbog toga slijedi da f|_5_1] postize globalni maksimum ili u =5 ili u —2. Bududi da je
f(=5) =251 f(—2) = 16, zakljucuje da se radi o tocci —5 i maksimumu 25. Slicno, f|_5 _q
postize globalni minimum ili u —4 ili u —1. Buduéi da je f(—4) =01 f(—1) = 9, zakljucuje
da se radi o to¢ci —4 i minimumu 0. Iz Bolzano-Weierstrassovog teorema zaklju¢ujemo da je

f([=5,—1]) =0, 25]. A
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Zadatak 1.114. Odredite sliku funkcija:

(a) f: [-1,2] = R, f(x) = x1/3(1 _ $)2/3
(b) f: [-1,1] = R, f(z) = |x|e =1

Rjesenje. (a) f je neprekidna svuda, ali nije derivabilna u tockama 0 i 1, te u rubovima

—11 2. Za ostale x je
1—-3z
/ —
filx) = 322/3(1 — x)1/3"

Analizom predznaka vidimo da f raste na [—1,0] i [0, 5] (pa stoga i na [—1, §]), potom
pada na [3,1] te opet raste na [1,2].

Bududi da je f(—1) = —4'3 i f(1) = 0, zaklju¢ujemo da je —4'/3 globalni minimum
funkcije f. Sli¢no, f(%) = 43/3 i f(2) = 2'/3 pa je globalni maksimum funkcije f
jednak 2'/3. Iz Bolzano-Weierstrassovog teorema zakljuc¢ujemo da je slika funkcije f
jednaka [—41/3,21/3],

(b) Na [0,1] je f(z) = ze* 11 f'(x) = e* }(z+ 1), paje f na [0,1] strogo rastuca. S druge
strane, na [—1,0] je f(z) = —ze* ' i f/(z) = —e* '(z + 1) pa je f na [—1,0] strogo
padajuca. Zakljucujemo da je globalni minimum funkcije f jednak f(0) = 0, dok je
globalni maksimum jednak f(1) ili f(—1). Buduéida je f(1) =11 f(—1) = = slijedi da
je globalni maksimum jednak 1 pa je, prema Bolzano-Weierstrassovom teoremu, slika
funkcije f jednaka [0, 1].

A

Zadatak 1.115. U ovisnosti o parametru a € R odredite broj nultoc¢aka funkcije

f(x)=zlnz — a.

Rjesenje. Uocimo da je
fl(x)y=Inz+1,
1

pa je f strogo padajuca (0, =), a strogo rastuca na (%,+oo). Nadalje, f u tocci é postize
globalni minimum i on iznosi f(1) = —1 —a.

Ukoliko je a < —% mozemo zakljuciti da f nema nultocaka, dok za a = —% postoji tocno
jedna nultotka (upravo 1).

Preostaje za analizirati slucaj a > —%. U tom slucaju, mozemo imati jos najvise dvije

nultocke.

Prva potencijalna nultocka bit ¢e na intervalu (0, %) i ona Ce postojati ako i samo ako je

lim, o, f(z) > 0. Koriste¢i L'Hopitalovo pravilo imamo

1 1
lim zlnx = lim 2T lim - =0,

z—0-+ z—0+ 1 z—0+ L
T

2
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pa je lim, o+ f(z) = —a. Zaklju¢ujemo da je na (0, %> imamo nultocku ako je a < 0.

Druga potencijalna nultocka bit ¢e na intervalu (%, +00) i ona ¢e postojati ako i samo ako je
lim, 1o f(z) > 0, a to ocito vrijedi lim, 1 f(x) = +00.

Dakle, za a € <—é, 0) funkcija f ima dvije, a za a > 0 jednu nultocku. A
Zadatak 1.116. Dokazite nejednakosti:

Q33

(a) x—€<sinx<x,zax>0

2
(b) m—%<ln(1+x)<a:,zax>0

(c) In(1+ e 2) +2arctge” <7, za x>0

Rjesenje. (a) Nekasu f,g: R — R
23
f(z) =sinzx —x + 5 i g(r) =z —sinz.
Tvrdnja ¢e biti dokazana ukoliko pokazemo da je f > 01 g > 0 na (0, +oo). Buduéi da
je ¢'(z) = 1 — cos z, mozemo zakljuciti da je ¢’ > 0 osim na skupu stacionarnih tocaka
koji ne sadrzi interval. Slijedi da je g strogo rastuca, a bududci da je g(0) = 0 vrijedi da
je g > 0 na (0, 400).
Uoc¢imo da je
2

f’(:v):cosa:—1+% i f"(x) =2 —sinz.

Funkcija f” je, dakle, jednaka g pa je f” > 0 na (0, +o0). Slijedi da je f’ strogo rastuca
na [0, +00), a buduéi da je f/(0) = 0 imamo da je f’ > 0 na (0, +o0). Zakljucujemo da
je f strogo rastuéa na [0, +o00), a kako je f(0) = 0 onda je f > 0 na (0, +00).

(b) Slicno kao u (a) dijelu, definiramo f,g: (=1,+00) — R s

2
f(z) =In(1+ 2) —x—i—% i g(x)=2—In(1+x).
Tvrdnja ¢e biti dokazana ukoliko pokazemo da je f > 01 g > 0 na (0, +00). Buduéi da
je
1 x?
/!
pu— _— 1 pu—

zakljucujemo da je f strogo rastuca na [0, 4+00), pa tvrdnja slijedi iz f(0) = 0.

S druge strane
1

R
pa je i g strogo rastuca na [0, +00) i tvrdnja slijedi zbog ¢(0) = 0.

g(x)=1
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(c) Nekaje f: R—R
f(z) =In(1 +e ) + 2arctg e” —m.
Tvrdnja ¢e biti dokazana ukoliko pokazemo da je f < 0 na (0, +o0). Uocimo da je
2(e” — 1)
/ —
f (33') - egm i 1
odakle slijedi da je f strogo rastuca na [0, +o0). Buduéi da je lim, ., f(x) = 0, sada
mozemo zakljuciti da je doista f < 0 na (0, 4+00).

’

A

Zadatak 1.117. Zica duljine [ > 0 je presjecena na dva dijela. Od jednog dijela se savije
kruznica, a od drugog rub kvadrata. Kako treba presjeé¢i zicu da zbroj povrsina kruga i
kvadrata bude minimalan?

Rjesenje. Pretpostavimo da ¢emo dio segment [0, z] iskoristiti za kruznicu, a [z,[] za kva-
drat. Tada je suma povrsina funkcija f: [0,{] — R zadana s

fa) = (52) =+ (l;‘”)Q,

N A e 11\ !
Fla) =52+ _x(27r+8 8
, ;—14], araste na [, []. Zicu treba presijeéi u omjeruw : 4. A
Zadatak 1.118. Dva hodnika Sirine 320 cm i 135 cm se sijeku pod pravim kutem. Odredite
najvecu duljinu tankog nesavitljivog Stapa koji se moze prenijeti iz jednog hodnika u drugi.

a njena derivacija je

s

Zakljuéujemo da f pada na [0

Rjesenje. Smjestimo hodnike u koordinatni sustav tako da se vanjski zidovi poklapaju s
koordinatnim osima. Tada se unutarnji kut hodnika nalazi u tocki P(320, 135).

Yy

(07 yO)

320 ¢ P(320,135)

135

('r()? 0)
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Pretpostavimo, bez smanjenja opcenitosti, da se na pocetku Stap nalazi u horizontalnom
hodniku i zatvara kut § = 0 s x osi te da se na kraju kretanja nalazi u vertikalnom hodniku i
zatvara kot 0 = § s x osi. Budud¢i da je kretanje neprekidno, Bolzano—Weietstrassov teorem
implicira da kut 6, koji stap zatvara u odnosu na x os, mora tijekom toga perioda posti¢i sve
vrijednosti u intervalu [0, .

Ako se stap nalazi u hodniku i zatvara kut 6 € <O, g> s = osi, njegova je duljina ocito
omedena duljinom najdulje duzine koju pod kutem 6 mozemo smjestiti u zadani hodnik.
Najdulja takva duzina ocito prolazi kroz P jer ako neka duzina zatvara kut 6 s = osi kao
na slici i ne prolazi vchom P, mozemo je translatirati prema gore dok ne prode tockom P i
zatim produljiti dok ne takne zidove. Ta duzina bit ¢e dulja po Pitagorinom poucku buduéi

da su katete dulje.

Duljinu te najdulje duzine koja zatvara kut € s x osi oznacimo sa L(f). Najdulja duzina
sastoji se od dva dijela: duzine od y-osi do kuta P te duzine od kuta P do x-osi. Koriste¢i
trigonometriju pravokutnog trokuta, dobivamo:
320 135
L(9) = )
() cosf  sind

Dakle, ako stap mozemo provuci kroz hodnik, zakljuc¢ujemo da je njegova duljina ogranic¢ena
sa L(0) za sve 0 € (0,7). Prema tome, nadimo najmanju ogradu za njegovu duljinu, tj.
minimum funkcije L(#).

Racunamo derivaciju.

~ 320sin6  135cosf 320 sin®§ — 135 cos® 0

cos2 0 sin? # sin? 6 cos? 0

L'(6)

Buduéi da je nazivnik pozitivan na domeni funkcije L, promotrimo brojnik. Uvjet

zbog toga $to je cos pozitivna na domeni funkcije L, ekvivalentan je s

) 135 27
et D 22 20
& 320 64

Oznacimo li f := arctg 2, iz gornjeg racuna slijedi L'(§) < 0 za 6 < 6,1 L'(6) > 0 za 6 > 6.
Dakle 6 je minimum funkcije L na (0, 7).
Zbog pozitivnosti sin i cos na domeni, slijedi

£ 2 2
sin 90 =V Sin2 90 = \/ i 60 = \/ tg 00 — §

sin?fy + cos26,  \/ tg26,+1 5

1 odatle

4
cosby = /1 —sin’f, = £
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Konaé¢no, uvrstavanjem vrijednosti u poc¢etnu funkciju kako bismo dobili minimalnu duljinu:

320 135
T+ =625
5 5

Lmin =
Dakle, najvec¢a duljina tankog nesavitljivog Stapa koji se moze prenijeti iz jednog hodnika u
drugi iznosi 625 cm. A

Zadatak 1.119. U krug radijusa 10 cm upisSite jednakokracni trokut maksimalne povrsine.

Rjesenje. Smjestimo srediste kruznice u ishodiste koordinatnog sustava. Jednadzba kruznice
je 22 +y? = 100. Vrh C, koji se nalazi izmedu krakova jednakih duljina, smjestamo u tocku
(0,10). Preostala dva vrha, B i A, nalaze se na kruznici i simetriéni su s obzirom na y-os.
Njihove su koordinate B(x,y) i A(—x,y), pri cemu pretpostavljamo = > 0.

y
C(0,10)

A(—x,y) B(I’,y)

Osnovica trokuta je duzina AB, ¢ija je duljina 2z. Visina trokuta spustena iz vrha C/(0, 10)
na osnovicu iznosi h = 10 — y, pri ¢emu je y € (—10, 10).

Povrsina trokuta iznosi (koristimo pretpostavku x > 0 kod rac¢unanja korijena):

1
P:§-(2x)-(10—y):a:(10—y) =4/100 — 42 - (10 — y).
Deriviranjem slijedi
1 252 — 10y — 100
P'(y) = ———=-(=2y) - (10 —y) + /100 — y* - (=1) =

24/100 — 3?2 1/ 100 — 32

Nazivnik je pozitivan na domeni pa je uvjet P’'(y) 2 0 ekvivalentan s

2% — 10y — 100 2 0 & (y — 10)(y + 5) 2 0.
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Odatle slijedi da je jedino rjesenje jednadzbe P'(y) = 0 na (—10, 10) zapravo y = —5 i vrijedi
Py) >0zay < —=51iP(y) <0zay € (—5,10). Dakle, tocka y = —5 je tocka globalnog
maksimuma i tada vrijedi

Prae = P(—5) = 753 cm?.

Napomena. Rac¢unanjem duljina stranica moze se pokazati da je trokut maksimalne povrsine
zapravo jednakostranican.

Alternativno rjesenje. Neka je ABC' trazeni jednakokracni trokut maksimalne povrsine, te
neka mu je AB osnovica. Uoc¢imo da je ABC' siljastokutan. Doista, kad bi ZACB bio
tup, mogli bismo nacrtati Siljastokutni jednakokracni trokut A’B’C' koji bi bio upisan u istu
kruznicu takav da je A’B’ paralelno s AB i da je |AB| = |A’B’|. Tada bi visina iz C' na AB
bila strogo manja od visine iz C' na A’B’ pa bi trokut A’B’C' ima veéu povrsinu nego ABC.

Neka je S srediste promatrane kruznice i oznac¢imo s a polovicu kuta ZASB. Tada je
|AB| = 20sin e, dok duljina visine iz C' na stranicu AB iznosi

10 + 10 cos av.

’ D
A 10sin « 10sin « B

Zadatak se svodi na maksimiziranje funkcije P: (0, 5] — R

1
P(a) = . 20sina - (10 + 10 cos a) = 100 sin v + 100 sin v cos av.
Bududi da je
P'(a) = 100(2cos* x + cosx — 1) = 100(2cosz — 1)(cosx + 1).

Odavde vidimo da je P rastuca na (0, 3], a padajuca na [3, 7] pa je povrsina maksimalna za
a = %, a to ¢e biti slucaj ukoliko je ABC' jednakostranican trokut. A
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Zadaci za vjezbu
1.120. Odredite intervale rasta i pada te lokalne ekstreme funkcije zadane formulom:

1
—4°

(b) f(z) =In(z* — 62% + 10) — 2arctg(z? — 3).

(a) f(z) = a?+

1.121. Odredite sliku funkcija:

(a) f: [5,2] 2 R, f(z) =22 — 927 + 122

T+ 2

(b) f: [=5,5] = R, f(ﬂﬂ):m

1.122. U ovisnosti o parametru a € R odredite broj nultocaka funkcije
f(z)=¢€¢"—z—a.
1.123. Dokazite nejednakosti:

3
(a) tgx>x+%,zasvak10<:c<g

(b) 2z arctgz > In (1 + x?), za svaki z > 0

2(x —1)

(¢) Inx > , za svaki z > 1

1
(d) 5z + — >6, zasvakiz >0,
T

2
. x .
(e) arctgax > arcsin ———, za svaki z > 0,
x2 41

2 9
fHml =0

=< Toap za svake 0 < a < b,

(2) (sinx—i— L )%—i—(cosx—I— ! )2293 g zasvakix€<0,%>.

sin x cosx 27

1.124. Odredite globalne ekstreme funkcije:

() f:[-2, Y >R, fla) ==
2 +1
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1.125. Rastavite broj 1 na dva nenegativna pribrojnika tako da im zbroj korijena bude
najveci.

1.126. U polukruznicu polumjera 1 upisan je trapez ¢ija osnovica je promjer polukruznice.
Odredite kut uz osnovicu trapeza tako da povrsina trapeza bude najveca.

1.127. Na krivulji ¥ = ch x nadite tocku najblizu pravcu y = %x.

1.128. U zemlji MathLand davno je uveden koordinatni sustav. Na obali rijeke y = 0 nalazi
se grad A(—2,0), a dalje od obale je grad C'(0,1). Odredite na kojem mjestu treba izgraditi
pristaniste B(b,0), —2 < b < 0 da bi transport od A do C preko B bio najjeftiniji. Pritom
je jos poznato da je cijena transporta kopnom dva puta veca nego cijena transporta rijekom.

1.129. Odredite broj realnih rjesenja jednadzbe (z? — 3)e” = a (u ovisnosti o parametru
a € R).

97 — 1
1.130. Na krivulju y — — -

trokuta omedenog tom tangentom i koordinatnim osima bude minimalna. Kolika je najmanja
vrijednost te povrsine?

x > 1 povucite tangentu takvu da povrsina pravokutnog

1.131. U elipsu b%2? + a?y? = a®b* upisite pravokutnik najveée povrsine.
1.132. Tangenta elipse b?z? + a?y? = a*b? sijece koordinatne osi u tockama A i B. Pokazite
da je

|AB| > a +b.

1.133. U kuglu radijusa 10 cm upisite stozac maksimalnog volumena.

1.134. Odredite a € R takav da minumum funkcije f(z) = 42% + 4az + a® — 2a na segmentu
[0,2] bude 1.

1.135. Iz kruga je izrezan kruzni isjecak sa sredisnjim kutem «. Odaberite kut o tako da
volumen stoSca, Ciji se plast dobije savijanjem izrezanog dijela bude najvedi.

1.136. U kocku duljine stranice a upisite valjak maksimalnog volumena, tako da mu pros-
torna dijagonala kocke prolazi sredistem.

1.137. (a) Pokazite da za x > 0 vrijedi

*—ar+a—1<0,kadaje<a<1
2 —ar+a—1>0kadajea<0ilia>1

(b) Koristeéi (a) dokazite Youngove nejednakosti:
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Za a,b>0ip,q#0,1, 5+ ¢ =1 vrijedi:
b
al/Ppl/e < a4 + -, kadajep>1
p q
Uprijg <~ @, b .
a’Ph’? > —+ — kadajep <1
p q
1.138. (Snellov zakon loma svjetlosti) Po tzv. Fermatovom principu zraka svjetlosti
od jedne do druge tocke putuje tako da je vrijeme putovanja najmanje moguce. Ako neki

medij ima istu strukturu u svakom svom dijelu, onda je putanja zrake svjetlosti pravac.
Pretpostavite da imate dva takva medija, kao na sljedecoj slici:

Ay

aq
C1

Co

(%)

As

Ako su brzine svjetolsti u tim medijima ¢, i ¢, pokazite da vrijedi Snellov zakon:

sin o c1

Sin g Co

1.139. Posuda oblika valjka je postavljena na ravnu povrsinu. Na nekoj visini je napravljen
otvor iz kojeg istjece mlaz vode. Odredite visinu na koju treba staviti otvor tako da mlaz
dostigne najveé¢i domet, ako znate da je prema Torricellijevom zakonu brzina kojom voda
istjece dana fomulom 1/2¢h, gdje je h visina vode iznad otvora. (g = 9.81m/s?)

1.140. * Polinom P stupnja n s realnim koeficijentima zadovoljava P(x) > 0 za svaki x € R.
Dokazite da tada vrijedi i

P(x)+ P'(z)+ P"(z)+...+ P™(2) >0 zasvaki z € R.
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[Uputa: Oznacimo lijevu stranu s f(z). Primijetite da je f(z) = P(x) + f'(x).]
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1.8 Asimptote. Konveksnost i konkavnost. Infleksija

Pravac y = b je horizontalna asimptota funkcije f ako je

lim f(x)=0 ii lim f(z)=0.

T—r—00 r——+00

Pravac y = ax + b je kosa asimptota funkcije f ako je

lim (f(z) —(ax+b))=0 ili lim (f(z)— (ax +b)) =0.

T——00 r—r—+00
Koristeci teorem o limesu produkta i zbroja, zbog lim, 4. % = 0, odatle slijedi

f(z) = (ax £+ b) f(z) b

0= lim = lim (——a——): lim (M )
r—+o00 €T r—+o0 €T €T r—+o0 €T
pa zakljucujemo da vrijedi:
o flx) . .
Groo = i = 1 beoo = lim (f(@) —az).

Ako je a = 0, vidimo da je kosa asimptota zapravo horizontalna asimptota. Pravac x = a je
vertikalna asimptota funkcije f ako je

lim |f(z)| = 400 ili xgr;1+|f(x)| = +00.

r—a—

Zadatak 1.141. Odredite asimptote funkcija

1
et —1

Rjesenje. (a) Domena funkcije f je R\{0}. Jedini kandidat za vertikalnu asimptotu je

onda x = 0. Kako je lim, ,o_ f(z) = —o0, i lim,_04 f(z) = +o0, zakljuéujemo da je
vertikalna asimptota pravac x = (0. Racunajmo sada kose asimptote. Vrijedi
1
a = lim @: lim ——— =0,
r——00 I T——00 :L’(@I — 1)

b= lim (f(z) —az)= lim f(z)=-1,

Tr—r—00 T—r—00
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pa imamo lijevu kosu asimptotu, koja je zapravo lijeva horizontalna asimptota, y = —1.
Za v — +oo vrijedi

1
a:limmzlim—zo,
T—+oo I 2400 x(ef‘f — 1)

b= lim (f(x) —ax)= lim f(z) =0,

T—-+00 T—r400

pa imamo desnu kosu asimptotu, koja je zapravo desna horizontalna asimptota, y = 0.

(b) Domena funkcije f je R\{—1,1}. Vrijedi

1) =+ o
lm, @) =0,
lim f(z) = — oo,
rz—1—
lim f(z) =+ oo,
rz—14
pa zakljucujemo da su vertikalne asimptote x = —11ix = 1.
Kose asimptote:
1
a = lim Ez lim —— =0,
r—too X r—+oo ,ZL‘(QTQ — 1)
) 1
b= zl_l)lifl@f(:ﬁ) Cox2—1 0,

pa zakljucujemo da imamo horizontalnu asimptotu y = 0.

(c) Domena funkcije f je R\{—1,1}. Vrijedi

pa zakljué¢ujemo da su vertikalne asimptote z = —1 (vertikalna asimptota slijeva) i
xr = 1 (vertikalna asimptota zdesna) . Uo¢imo da je za vertikalnu asimptotu dovoljno
da je samo jedan jednostrani limes jednak +oo ili —oo.

Kose asimptote:
1

€T 61271
a = lim M = lim =0,
r—+oco X r—+oco I
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b= lim f(z)= o1 = 1,

r—+o0

pa zakljucujemo da imamo horizontalnu asimptotu y = 1.

Neka je I C R otvoreni interval i neka je f: I — R funkcija. Kazemo da je

e [ (strogo) konveksna ako vrijedi

FU(1 = Nxy + Axg) (g (1 =N f(z1) + Af(22), zasve xy,z5 € I, X € (0,1).

e [ (strogo) konkavna ako vrijedi

FU(1 = N)xy + Axg) (2) (1 =N f(z1) + Af(22), zasve xy,z5 € I, X € (0,1).

Konveksnost i konkavnost mozemo karakterizirati na sljede¢i nacin:

Neka je f: I — R dva puta derivabilna funkcija na I. Vrijedi

>)
e f je (strogo) konveksna na I <= f"(z) > 0, zasve z € I.

(<)
o f je (strogo) konkavna na I <= f"(z) < 0,zasvez € [.
Tocka a € I je tocka infleksije funkcije f ako vrijedi nesto od sljedeceg:

e postoji d > 0 takav da je f strogo konveksna na (a—d, a) i strogo konkavna na (a, a+4)

e postoji d > 0 takav da je f strogo konkavna na (a— 4, a) i strogo konveksna na {(a, a+4)

Dakle, u slucaju da je f dva puta derivabilna funkcija i ako u a f” mijenja predznak, onda
je u a tocka infleksije. Odavde vidimo da su “kandidati” za tocke infleksije nultocke funkcije

f//‘
Zadatak 1.142. Odredite intervale konveksnosti i konkavnosti i tocke infleksije za funkciju
flx)=¢e"".

Rjesenje. Kako je f”(z) = 2~ (222 — 1), vidimo da je f” > 0 na (oo, —\/7§> U (‘/75, +00) i

f" < 0 na (—‘/75, \/7§> Prema karakterizaciji konveksnosti i konkavnosti zaklju¢ujemo da je

funkcija f konveksna na intervalima (—oo, —\/75] i [‘/75, +00) 1 konkavna na intervalu [—‘/75, \/75]

Takoder, tocke infleksije su —‘/75 i ‘/75 A
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Zadatak 1.143. Koliko najvise nultocaka moze imati strogo konveksna funkcija?

Rjesenje. Ocito je da postoji strogo konveksna funkcija s dvije nultocke — na primjer x
2?2 — 1 je jedna takva funkcija.

Dokazimo da ne postoji strogo konveksna funkcija s vise od dvije nultocke. Pretpostavimo
suprotno, tj. da je f: R — R neka strogo konveksna funkcija, te neka su xy, xs9, x3 neke tri
njene nultocke takve da je r; < x9 < x3. Buduéi da je 25 € (x1,x3), postoji A € (0,1) takav
da je 9 = Ax; + (1 — A\)z3. Medutim, koristeéi strogu konveksnost i ¢injenicu da su zq, xs i
x3 nultocke funkcije f imamo

0= f(.?fz) = f()\ili’l + (1 — )\)%3) < )\f(fﬁl) + (1 — )\)f(ﬂ?g) =0,

sto daje kontradikciju.

Napomena 1. Uz dodatnu pretpostavku da je f dva puta derivabilna, mozemo iskoristiti i
sljedec¢i argument da pokazemo da funkcija ima najvise dvije nultocke.

Ako je funkcija dva puta derivabilna i strogo konveksna konveksna, po teoremu s predavanja
slijedi da je f”(x) > 0 zasve x € I.

Pretpostavimo da f ima 3 nultocke: z; < x5 < 3. Primjenjujuc¢i Rolleov teorem na
intervalima [z, z5] 1 [x9,z3] slijedi da postoje y; € (xy1,x9) 1 y2 € (xg,x3) takvi da je
f'(y1) = f'(y2) = 0. Jos jednom primjenom Rolleovog teorema, ovaj put na funkciju f’
na intervalu [yy, yo], slijedi da postoji tocka z € (y1,y2) takva da je f”(z) = 0. Medutim, to
je kontradikcija sa karakterizacijom strogo konveksne funkcije pomocu druge derivacije.

Napomena 2. Modifikacijom dokaza iz prethodne napomene moze se pokazati da n-puta

derivabilna funkcija na I, takva da je f(z) > 0 za sve x € I ima najvise n nultocaka na
I A

Zadatak 1.144. Neka je I C R otvoreni interval i f: I — R konveksna funkcija. Dokazite
da za zq,...,x, € I vrijedi:

f(xl—l—...+xn> - fl@) + .+ flaa)

n n

U slucaju da je f: I — R konkavna funkcija, dokazite da vrijedi obratna nejednakost.

Rjesenje. Tvrdnju ¢emo dokazati matematickom indukcijom po n.

Baza. Zan =1, vrijedi f(%) < {8,

Pretpostavka. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N i proizvoljne x1, 22, ..., 2z, € I.



POGLAVLJE 1. DERIVACIJA 81

Korak. Uzmimo proizvoljne x1,zs, ..., 2,11 € I. Tada vrijedi
T1+To+ ...+ Tyt n x1+x+...4+x, 1
_ <
f( n+1 ) f(n—l—l n +n+1xn+1)_
n 1+ o+ ... +x, 1
< <
_n+1f< o )+n+1f($n+1)—
no f(z) + f22) +... 4 f(2) 1
> + f(-rn+1> =
n+1 n n+1
fl) + flxa) + - + f(@at)

- )

n+1

1

gdje se u prvoj nejednakosti koristi definicija konveksnosti za A = g

tavka indukcije.

a u drugoj pretpos-

U slucaju kad je f konkavna funkcija, tvrdnja slijedi iz primjenom dokazanog rezultata na
konveksnu funkciju — f. A

Zadatak 1.145. Dokazite nejednakosti:

(a) Neka je p € (—00,0) U (1,400) realan broj i neka su zy,...,z, > 0 realni brojevi.
Dokazite da vrijedi

n

(x1+...+xn)”<x§’+...+xg
J— n .

Za p € (0,1), dokazite da vrijedi obratna nejednakost.

3V3
(b) sina+sin g + siny < T\/_’ gdje su a, B i v kutevi trokuta

(c¢) Neka su zy,...,x, > 0 realni brojevi. Dokazite da vrijedi nejednakost

Tt
n

Y X1+ Ty S

Rjesenje. (a) Definirajmo funkciju f: (0, 4+00) — R formulom f(x) = z?. Kako je f"(z) =
p(p—1)aP~2 > 0 za x > 0, zakljucujemo da je f konveksna funkcija, pa prema prethodnom
zadatku za x1,...,z, > 0 vrijedi f(Zt=tta) < f(x1)+'7;;+f(x")7 tj. vrijedi (Zt=tim)? <

i+
EEe—

(b) Definirajmo funkciju f: (0,7) — R formulom f(z) = —sinz. Kako je f"’(z) =sinz >0
za x € (0,7), zaklju¢ujemo da je f konveksna funkcija, pa prema prethodnom za-
datku za kuteve trokuta a, 8,y € (0, 7) vrijedi f(oﬁgﬂ) < f(a)+fgﬁ)+f(7), tj. —sinZ <

3
— sin a—sin f—sin~y
3

, iz Cega slijedi trazena nejednakost.

(c) Bududi da je In strogo rastuéa funkcija, djelovanjem na obje strane, nejednakost je ekvi-

valentna s
In(zy) + -+ In(z,)

n

Cm(f

n
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Bududi da je
1
(n(a))’ = == <0,
zakljucujemo da je In konkavna funkcija pa tvrdnja slijedi iz Jensenove nejednakosti za
konkavne funkcije.

A

Zadatak 1.146. Ako je f : R — R periodi¢na funkcija koja ima kosu asimptotu, dokazite
da je konstantna.

Rjesenje. Neka je f periodi¢na funkcija s periodom 7" > 0. Prema definiciji periodi¢nosti,
za svaki x € R vrijedi:

fle+T) = f(z)
Takoder, induktivno vrijedi da je f(x +nT) = f(x) za svaki prirodan broj n € N.

Pretpostavimo da f ima kosu asimptotu zadanu pravcem y = ax + b kada © — +00. (Ana-
logno bi vrijedio i dokaz za —o0). Prema definiciji kose asimptote, vrijedi:

lim (f(z)— (az+0b)) =0

T—+00

Neka je x € R fiksiran, ali proizvoljan. Promotrimo niz tocaka definiran s z,, = x + nT za
n € N. Kada n — oo, tada ocito i x,, — +00. Buduéi da grani¢na vrijednost iz definicije
asimptote vrijedi za svaki niz koji tezi u +o0, mora vrijediti i za nas niz (x,):

lim (f(zn) — az, —b) =0

n—oo

Uvrstimo sada x,, = = + nT u taj limes. Koristeéi svojstvo periodicnosti f(z + nT) = f(x),
dobivamo:

nh_)n;O (f(z) —alz+nT)—b) =0
Zapisimo izraz unutar limesa na nacin da odvojimo dio koji ovisi o n od dijela koji ne ovisi
o n:
I ( —ar—b) — anT ) —0
im S f(z) —ax =) an

n— /
—+4o0 ako a#0

Vv
konstantno obzirom na n

Buduéi da je izraz f(z) — ax — b konstantan broj za unaprijed fiksirani z, da bi gornji limes
uopce bio konacan i jednak nuli, ¢lan uz n ne smije teziti u beskonac¢nost. To je moguce
jedino ako vrijedi:

al'=0

Kako je period T' > 0, nuzno slijedi da je a = 0. (Ovim smo dokazali da asimptota ne moze
biti kosa u strogom smislu, veé iskljuc¢ivo horizontalna).
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Sada uvrstimo a = 0 natrag u nas limes:

lim (f(z)—0-2—b—0-nT) =0

n—oo

li —b) =
lim (f(x) —b) =0
S obzirom na to da izraz f(z)—b uopce ne ovisi o n, on sam mora biti jednak limesu, odnosno

nuli:
f@)~b=0 = fz)=b

Buduéi da smo na pocetku odabrali proizvoljan x € R, zakljué¢ujemo da jednakost f(x) = b
vrijedi za svaki realni broj x. Time smo dokazali da je funkcija f konstantna.

A
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Zadaci za vjezbu

1.147. Neka je f: I — R konveksna funkcija. Pokazite da je —f konkavna funkcija.
1.148. Odredite intervale konveksnosti i konkavnosti i tocke infleksije za funkcije

4

() () = ——

(b) f(x) = e 22+l

1

1.149. Dokazite da na grafu funkcije f(z) = xz—:_ N
x

na jednom pravcu. Odredite jednadzbu tog pravca.

postoje tri tocke infleksije i da sve leze

1.150. Dokazite nejednakosti:

(a) tgl1° +tg2° + ... +tgdd® > 44 (V2 - 1)
(b) tgl°-tg2° ... -tg4d° < (v2 - 1)*
1.151. * Ako je konveksna funkcija f: R — R omedena, onda je f konstanta. Dokazite!

1.152. * Dokazite da ako za konveksnu funkciju f: R — R vrijedi

onda je ona konstanta.

1.153. * Neka je f: (a,b) — R konveksna funkcija.

(a) Pokazite da za svaki x € (a,b) postoje lijeva i desna derivacija:

Yy—T— y—x y—x+ y—x
i da vrijedi f’ (x) < fl(x).

(b) Koristeéi (a) pokazite da je f neprekidna funkcija.
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1.9 Isptivanje toka funkcije

Kod ispitivanja toka funkcije koristimo sljedec¢i postupak:

—_

. Naéi prirodno podrucje definicije.

2. Ispitati simetrije funkcije: parnost/neparnost, periodi¢nost.

3. Ispitati neprekidnost funkcije i nac¢i tocke prekida, ako postoje.
4. Naci nultocke funkcije i podrucja stalnog predznaka.

5. Nadi intervale monotonosti i tocke lokalnih ekstrema.

6. Nadi intervale konveksnosti i konkavnosti te tocke infleksije.

7. Naci asimptote.

8. Skicirati graf funkcije.

Zadatak 1.154. Ispitajte tok funkcije

T —2
x) = —.
/) 2?2 +1
Rjesenje. Domena funkcije f je cijeli skup R. Funkcija f je neprekidna na cijelom R. Ima
tocno jednu nultocku, u tocki x = 2. Nazivnik funkcije f je funkcija koja poprima samo
pozitivne vrijednosti. Brojnik je negativan za x < 2 te pozitivan za x > 2. Isto vrijedi za
funkciju f (radi konstante pozitivnosti nazivnika). Ra¢unamo

2 1 —42% -3 2
Fla)= e e =
(x2+1)2 (24 1)z
1
Vidimo da je f'(x) = 0 ako i samo ako je xr=1x9=—= tedaje f’(x) = 0 ako i samo ako je
—3— VAl -3+ V41
x € :171 — =g —

To — To — 2 — 400
f + + +
f// _'_ _ J—
—\m - U - /N + /N
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1
Ovdje zakljuujemo sljedec¢e: U tocki xg = —3 funkcija ima lokalni minimum Kkoji iznosi

—+/5. Nadalje, tocke x; i x5 su tocke infleksije, u tocki z; funkcija f iz konkavne prelazi u
konveksnu, a u tocki xs funkcija f iz konveksne prelazi u konkavnu.

Funkcija f ima dvije horizontalne asimptote (jednu lijevu i jednu desnu):

lim f(zx)=—1 te lim f(x)=1.

T——00 T—+00

T1 o | T2 2

Zadatak 1.155. Ispitajte tok funkcije
f(z) =2ex.

Rjesenje. Domena funkcije f je R\ {0} i f je neprekidna na cijeloj svojoj domeni. U tocki
x = 0 ima prekid, primijetimo da je

lim f(z) = lim 2 =0-e ™ =0.
z—0~ z—0~

S druge strane, koriste¢i supstituciju i L’'Hopitalovo pravilo imamo

lim f(z) =

z—0+
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Dakle, pravac x = 0 je vertikalna asimptota zdesna funkcije f. Primijetimo da je

lim m = lim z
r—+oo I T—00

2 0

1
er = 400 e = 0.

Dakle, funkcija f nema kosih asimptota. Funkcija f nema nultocki, vrijedi da je f(x) > 0,
za svaki realni broj x # 0. Nadalje racunamo prvu i drugu derivaciju:

1222 — 2 1
flo)=et@e-1),  flo)=et 2
x
1
Vidimo da je f/'(x) = 0 ako i samo ako je x = 2 takoder vrijedi i da je f”(x) > 0 za svaki
realni broj z # 0, $to znaci da je funkcija f konveksna na (—o0,0) te takoder konveksna i

na (0, +o00). Dakle, funkcija f nema tocaka infleksije. Funkcija f u tocki z = 3 ima lokalni
2

e

minimum koji iznosi —. Ve¢ smo prije zakljucili da je cijelo vrijeme pozitivna, a znamo i
1 1

da na intervalima (—o0,0) i <0, 5] pada, dok na intervalu {5, —|—oo> raste. Primijetimo jos

1 2
da je vrijednost funkcije f u tocki x = 5 jednaka R Sto je priblizno 1.847. Spremni smo

nacrtati graf funkcije f.

60 1

N |—=

Zadatak 1.156. Ispitajte tok funkcije
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Rjesenje. Odredimo najprije domenu funkcije f. Vidimo da su u domeni svi realni brojevi
x za koje je cosz > 0 (i samo oni). Dakle, domena funkcije f je skup

™ ™
2+ 2k, = + 2k ).
U < 5 + 2K, 5 + 2KT
keZ
Funkcija je periodicna s periodom 27. Dakle, dovoljno je ispitati ponaSanje funkcije f
. ™ T ... .y L. . ..
na intervalu <—§, §> Preciznije, nadalje ¢emo se ponasati kao da je domena funkcije f
upravo taj interval, a na kraju onda znamo da funkcija izgleda isto na svakom od intervala

<—g + 2km, g + 2k:7r>, za k € Z. Korisno je imati na umu da je funkcija f takoder i parna.

Funkcija f je neprekidna na svojoj domeni i ima nultocku u tocki x = 0. Zasve x € <—g, g> \ {0}

vrijedi da je f(z) < 0. Nadalje, primijetimo da je

lim f(z)= lim f(z)= —o0.
T——5+ TG —
. T m . . .. ™ .
Dakle, pravci x = —3 ix = 5 su vertikalne asimptote funkcije f (z = —3 je vertikalna

. ™ . . . .. o~
asimptota zdesna, a © = 5 je vertikalna asimptota slijeva). Ra¢unamo

1
cos? x’

fllo)=—tgz 1 f(z)=

Vidimo da je f”(z) < 0, za svaki x iz domene, $to znaci da je funkcija cijelo vrijeme konkavna.

Preciznije, funkcija je konkavna na svakom intervalu <—g + 2km, g + 2k7r>, za svaki cijeli

broj k. Nadalje, vrijedi da je f'(x) >0, za x € <—g, 0> te f'(r) < 0,zax € <O, g> Dakle,

funkcija raste na intervalu <—g, O] i pada na intervalu [0, g> Odnosno, u tocki 2km (za

k € Z) funkcija ima lokalni maksimum koji iznosi 0.

3
2 27
|
I

51 3
T2 21 T2

. | | |
1 1 1

(@]
-+ ol
+lE
+ el
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Zadatak 1.157. Ispitajte tok funkcije

1— 22

f(z) = arcsin el
RjeSenje. Primijetimo da je f(x) = arcsin g(x), gdje je g : R — R zadana s

B 2
1422

g(z) :

Buduéi da je slika funkcije g skup (0, 1], $to je podskup domene funkcije arcsin, domena
T
53)
Nadalje uo¢imo da je funkcija f parna. Neprekidna je na cijeloj svojoj domeni i ima dvije
i

funkcije f je cijeli R. Primijetimo da je slika funkcije f skup <—

nultocke, u tockama x = 1. Funkcija f ima jednu horizontalnu asimptotu, pravac y = —5

Funkcija arcsin derivabilna je na skupu (—1,1) pa je f, po teoremu o derivaciji kompozicije
derivabilna na skupu

{zeR:g(z)e(-1,1)} =R\ {0}

i njena derivacija u tocki = € R\ {0} iznosi

fl(z) = 1 —2z(l+2%) - (1-2%) 2z
1—22\2 1 + 5(32 2
1- (1+x2) ( )
B 1 —4x =20 _ —2sgn(x)
B 22 (14222 1422 1422
(14x2)?

Derivabilnost u = = 0 potrebno je provjeriti po definiciji. Iz nastavka rjeSenja bit ¢e jasno
da je dobro promatrati odvojeno lijevu i desnu derivaciju. Ra¢unamo:

B arcsin(l_t2> -z
lim J() = J(0) = lim A - ().
t—0+ t— t—0+ t

Budu¢i da smo dobili neodreden izraz oblika [%}, provjerimo uvjete za L’Hopitalovo pravilo.
U prethodnom dijelu pokazali smo da je funkcija f derivabilna na R\ {0} i nazivnik je
ocito derivabilna funkcija ¢ija je derivacija razli¢ita od 0 pa mozemo primijeniti L’Hopitalovo
pravilo. Prema tome,
; 't -2 t -2
() 2 Jim f@) sgu(t) _

= lim ———~ = lim = —2.
t—ot+ 1 ot 1 +1¢2 0+ 1 +¢2

Analognim zaklju¢ivanjem slijedi:

i , /
OO SO 2
t—0— t—0 t—0— 1 t—o0+ 1 +t2
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Buduéi da se lijevi i desni limes razlikuju, slijedi da f nije derivabilna u 0.

Nadalje, iz ¢injenice da je f”(z) > 0 za sve x € R\ {0}, slijedi da je f konveksna na (—oo, 0]

ina [0,400). (Oprezno! Buduéi da domena funkcije, R \ {0} nije povezan skup, iz ovoga ne

slijedi da je f konveksna na cijeloj svojoj domeni nego na svakom od ovih intervala zasebno.)

Na intervalu (—oo, 0] raste, a na intervalu [0, +00) pada. Sto se predznaka tice, funkcija f

je pozitivna na (—1,1) te negativna na (—oo,—1) U (1,400). Dodatno, funkcija f u tocki
T

x = 0 ima globalni maksimum koji iznaosi —.

B

NIE]
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Zadaci za vjezbu

1.158.

1.159.

1.160.

1.161.

1.162.

1.163.

1.164.

1.165.

1.166.

1.167.

Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:

Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:
flz) = (22 +2)e ™.
Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:

B 1—Inz
14+ Inz’

f()

Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:

flx) =vV8+x—+8—u.

Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:

flz) = x—2 +1Inz.

2
Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:
fa) = at.
Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:
flz) =2/ oVl
Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:
f(z) = x +sinzx.
Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:
f(z) = xsinz.

Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:

f(x)za:—ln(iii)g.
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