3 Red

3.1 Osnovna svojstva

Definicija. Red je uredeni par ((a,), (S,)) niza (a,) i niza (S,) parcijalnih suma defini-

ranih sa
n

Sy, = Z ag.

k=1
Red oznacavamo sa »_ a,. Kazemo da red ) a, konvergira ako konvergira niz pripadnih

parcijalnih suma (S,,), ¢iji limes zovemo suma reda i pisemo

o0

E a, = lim S,,.
n

n=1

Ako niz parcijalnih suma reda nije konvergentan, onda kazemo da red divergira.

Primjer. (a) Neka je ¢ € R%. Red Zq" zovemo geometrijski red i on konvergira za

n=0
q € (—1,1). Zaista,
n 1 — gnt! 1 n+1 1
Sn:qu: T _ 4 — , kada n — +o0.
— l-=q¢ 1-¢q¢ 1-q 1-gq
Dakle,
St
n=0 1- q
1
(b) Red Z— zovemo harmonijski red i on divergira, tocnije Zf;li = 4o00. Cla-
n
n=1

noce niza parcijalnih suma harmonijskog reda se ponekad oznacavaju s (H,) i zovu se
harmonijski brojevi. Moze se pokazati da je

n

1
lim(H, —Inn) = lim(z T Inn) =~ ~ 0.57721.

k=1

151
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v se zove Euler-Mascheronijeva konstanta.

Teorem 12. (Nuzni uvjet konvergencije reda) Ako red . a,, konvergira, onda jelim a,, =
0.

[

S|

Napomena. (a) Obrat u prethodnom teoremu ne vrijedi. Npr. harmonijski red Z q"

n=1

1
divergira, ali je lim — = 0.
non

(b) Ako niz (a,) nije konvergentan ili ako je lima, # 0, onda iz gornjeg teorema slijedi da

red Y a, divergira.

Primjer. Geometrijski red Y 7 divergira za |q| > 1;
e za ¢ < —1 niz (¢") nije konvergentan,
° zaqzljeliznqnzl,
e zaqg>1je liqgnq” = +00,

jer ni u jednom od ovih slicajeva nije zadovoljen nuzni uvjet konvergencije reda.

Zadatak 3.1.1. Ispitajte konvergenciju redova i odredite im sumu ako konvergiraju:

=~ 1 - 4—5n
_ b

(a);n(n+1> ( >z::n(n—1)(n—2)
o0 oo 2 ' .

©3 (=1 @3 2. adiejemen
n=1 n=m

Rjesenje. (a) Rastavom na parcijalne razlomke je
1 1 3

pa je
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Stoga je
. ) 1
hHlSn:hm<1——):1
n n n

a je red konver entanii;—l

pa] g n:1n(n+1)_ .

(b) Rastavom na parcijalne razlomke je
4 —5n —2+ 1 1

nn—n-2) n n—-1 n-2
pajezan >3
"L (2 1 3 N RN | "1
<k+k—1 k—2> T2 2
k=3 k=3 k=3 k=3
n n—1 n—2
1 1 1
9\ = - _ 3\ =
Zk+ k k
k=3 k=2 k=1
n—2 n—2 n—2
1 2 2 1 1 1 3 1
=2 - -+ = - —-3—==-3 -
Zk+n—1+n+2+ k+n—1 2 k
k=3 = k=3
2 2 1 1 3
= -+ = —3——-——4, kadan —
n—1+n+2+n—1 5 ada n +00

4—5n _ 4

Dakle, red je konvergentan i )~ . A=) —

(¢) lim,(—1)" ne postoji (niz ima 2 gomilista: -1 i 1) pa nije zadovoljen nuzni uvjet ko-

nvergencije = red je divergentan
- 1 1

_221 2
“Sml2omn T gm]_ 1 gl
agn 3ml— 17 3ml

A

o0 2 oo
) Z?T 2‘63%”
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Zadaci za vjezbu
3.1.2. Ispitajte konvergenciju redova i odredite im sumu ako konvergiraju:

2 (=1t . n+1
Bhppes 0 e

n=1 n=1

(c) Z 2n (d) Zsin na, gdje je v € (0, )

n=2 n=1

3.1.3. Ispitajte konvergenciju redova i odredite im sumu ako konvergiraju:

(a) Zln (1 + %) (b) Z(% — "Wa), gdjejea>0

n=1 n=1

> 1 > 1
C d arctg —
();;lnr+1 ()nz::1 853

(e)i(\/n+2—2\/n+1+\/ﬁ)

n=1
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3.2 Kriteriji konvergencije reda

3.2.1 Leibnizov kriterij

Teorem 13. (Leibnizov kriterij) Neka je (a,) niz pozitivnih realnih brojeva takvih da:

postoji m € N takav da je ap, > any1, 2a sven > m,

e lim a, =0.
n—oo
Tada red Y (—1)"a, konvergira. N

Zadatak 3.2.1. Ispitajte konvergenciju redova:

Rjesenje.

S 1 (-1
a —1)"tg — b _—
O ®
1

(a) a, = tg %

Funkcija n +— \/iﬁ je padajuca i slika od N je podskup od (0,1] pa kako je z — tgz
rastuca i nenegativna na (0, 1], zakljuéujemo da je niz (a,) padajué niz pozitivnih
brojeva. Nadalje, zbog neprekidnosti tangensa u 0 slijedi lim,, .o, a, = 0. Dakle, red
konvergira po Leibnizovom kriteriju.

Oznacimo a,, = n_}nn i definirajmo f(z) = w_%m. Vrijedi
1-1 x—1
"z)=—-—-"EL - =———"—— <0 > 1.
J@) (x —Inx)? r(x — Inx)? o

Dakle, f je strogo padajuéa na [1,+00) pa je a, = f(n) > f(n+ 1) = any1, za sve
n > 1. Nadalje,

. . 1 . 1
lim a, = lim ———— = lim — =0.
n—o0 n—oo N — Inn n—oo In <

Leibnizov kriterij implicira da red konvergira.

Definicija. Kazemo da red ) a,, apsolutno konvergira ako konvergira red > |a,|.

Teorem 14. Apsolutno konvergentan red je ujedno i konvergentan. [

Definicija. Ako red )’ a, konvergira, ali red > |a,| divergira, onda kazemo da red > a,
uvjetno konvergira.
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Zadatak 3.2.2. Ispitajte apsolutnu i uvjetnu konvergenciju redova:

> b) > = Z L
n=1 n=1 n=1
Rjesenje. ) Red Z konverg1ra po Leibnizovom kriteriju, dok je red Z har-

n= 1
monijski pa dlverglra Dakle zadani red je uvjetno konvergentan.

= 1 I /1\"
b) Red — = - - =
(o) e pari enz%(e)
clanove, on konvergira apsolutno.

1 1
e

(¢) Niz zadan opéim ¢lanom (_617);;1” ima dva gomilista % i —% pa kako ne konvergira k 0,

nije zadovoljen nuzan uvjet konvergencije. Dakle, red ne konvergira.

A

3.2.2 D’Alembertov kriterij
Teorem 15. (D’Alembertov kriterij) Neka je (a,) niz kompleksnih brojeva.
(1) Ako postoje m € N i g € (0,1) takvi da je

Ap+1
G,

<gq, Vn>m,

tada red Y a, apsolutno konvergira.
(ii) Ako postoji m € N takav da je

Ap1

>1, Vn > m,

tada red Y a, divergira. O

Korolar. Neka je (a,) niz kompleksnih brojeva takav da postoji

. An41
L = lim |2,

n—o0

Qn

Tada:

e L <1 = red)_ a, apsolutno konvergira
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e L>1 (ili L=400) = red ) a, divergira

o L =1 = nema odluke O
Primjer. (a) Red i _ konvergira, ali
Jer “—n(n+1) S

1

lim | &ntl| — limwzl.
n—oo an n—oo m
=1 . .
(b) Red Z — divergira, ali
n=1 n
1
an, . 0T
lim L — im %1 =1.
n—oo | Ay, n—00 >

Zadatak 3.2.3. Ispitajte konvergenciju redova:

=1 (n!)? = nl .2-5-8-...-(3n—1)
(a) Z(2n)! ®) 2 5y (©) Z1-5-9-...-(4n—3)

n=1 n=1

((n+1)1)?
1| _ enrr _ (n41)* 1
an E;“); (2n+2)2n+1) 4
D’Alembertov kriterij = red konvergira.
(b)

(n+1)! 1
n PIEswRY 2" +1 1+ 5
LSS A3 N A W e S P il LRSS §
ay, Y 2ntl 41 2 o

D’Alembertov kriterij = red divergira.

()

2:5-...(3n—1)-(3n+2)
_ T5..-(dn—3)-(Ant1) _ N+ 2 R 3 <1
o 2-5-...-(3n—1) o dn + 1 4 :
15-...-(4n—3)

Ap+1
Qp

D’Alembertov kriterij = red konvergira.
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3.2.3 Cauchyjev kriterij

Teorem 16. (Cauchyjev kriterij) Neka je (a,) niz kompleksnih brojeva.

(i) Ako postoje m € N i q € (0,1) takvi da je

Vlan| < q, Vn > m,

tada red Y a, apsolutno konvergira.

(i) Ako postoji m € N takav da je

Vlan] > 1, Vn > m,

tada red Y a, divergira.

Korolar. Neka je (a,) niz kompleksnih brojeva takav da postoji

L= lim {/|a,|.

n—o0

Tada:
o L <1 = red ) a, apsolutno konvergira
e L>1 (ili L=400) = red ) a, divergira

o [ =1 = nema odluke

]

Napomena. Koristeé¢i Cesaro—Stolzov teorem slijedi da postojanje limesa u D’ Alembertovom
kriteriju implicira postojanje limesa u Cauchyjevom i jednaki su. Dakle, ako D’Alembertov
kriterij daje odluku, onda odluku daje i Cauchyjev kriterij. Drugim rije¢ima, Cauchyjev

kriterij je jaci.
Zadatak 3.2.4. Ispitajte konvergenciju redova:

o X(5)T w Ea(h) e

n=1

Vlan| =

Cauchyjev kriterij = red konvergira.

1 n -2
n—1 n(n+1) | = n—1\"" 2 =2 L
n—+1 n+1 n+1
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(b)

3=

T 1/ n \ ™ 1/ n \" 1 . ",
an: _— = — = — —_ — .
2 \n+1 2\n+1 2 n 2

Cauchyjev kriterij = red divergira.

()

n 2n — 1 e1n(2n—1)
lim {/|a,| = lim ——— = lim ———

1 . In(2z—1) I H 1 . 2
=— lim e = lim e%-1 =

1
@ — — <
\/5 r—+00 \/§ r—>+00 \/§

Cauchyjev kriterij = red konvergira.

1.

Zadatak 3.2.5. Ispitajte konvergenciju reda Y a,, ako je

21—k =2k —1
ap =
—3172k =2k

Rjesenje. Primijetimo da se ne moze primijeniti Leibnizov kriterij jer pripadni niz apsolut-

nih vrijednosti nije strogo padajudi.
Niz ({/]a,|) ima 2 konvergentna podniza:

o */lag—1| = 23T 273,
o %/|ag] =37 — 371,

Odatle slijedi da je

D=

limsup {/|a,| = maX{Z_%, 3_1} =27

n—o0

Prema tome, buduci da je 272 < 0.9 postoji ng € N takav da za sve n > ng vrijedi {/|a,| <
0.9. Dakle, po Cauchyjevom kriteriju red apsolutno konvergira. A

3.2.4 Integralni kriterij
Teorem 17 (Integralni Cauchyjev kriterij). Neka je f : [1,00) — [0,00) neprekidna i pa-

dajuca funkcija. Tada red Y, | f(n) konvergira ako i samo ako integral [~ f(z)dx konver-
gira.
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Zadatak 3.2.6. Ispitajte konvergenciju redova

(a) Z 1 (b) Inn

2nlnn n?

n=1

Rjesenje. (a) Promatramo funkciju f(x) = ﬁ Funkcija je neprekidna, pozitivna i pa-

dajuéa na intervalu [2, 00) kao produkt dvije padajuée i pozitivne funkcije. Primjenju-
jemo Cauchyjev integralni kriterij:

0o M _
1 . 1 u=lInzx
/ dr = lim dr = 1
o xlnz M=o Jo  xlnx du = ;dm
In M

1
= lim —du = lim <ln(ln M) — In(In 2)) = o0.

M—o00 In2 u M—o00

Kako nepravi integral divergira, po Cauchyjevom integralnom kriteriju divergira i zadani
red.

(b) Promatramo funkciju f(x) = 1;1—5” Funkcija je neprekidna i pozitivna za x > 1. Provje-
rimo je li padajuca trazenjem njezine prve derivacije:
Loz —Inz-2r  2(l1-2lnz) 1-2hx

flz) = &y = .

T

T 3

Za x > 2 vrijedi 1 —2Inx < 0, pa je f'(x) < 0, $to znaci da funkcija monotono pada na
[2,00). Racunamo nepravi integral koriste¢i parcijalnu integraciju:

| M _ _ -2
/ n—fdx: lim Inz -z *dr = {u I?x dv = fix
T M—oo J; du=~dr v=—x

M M
+ / x 2 dx
1 1

Kako nepravi integral konvergira, po Cauchyjevom integralnom kriteriju konvergira i
zadani red.

A

o)

1
Zadatak 3.2.7. U ovisnosti o p > 0 ispitajte konvergenciju Dirichletovog reda —

n

n=1

Rjesenje. Neka je f(z) = wip Za zadani parametar p > 0 funkcija f je neprekidna, pozitivna
i strogo padajuca na intervalu [1, 0o). Prema Cauchyjevom integralnom kriteriju, zadani red
konvergira ako i samo ako konvergira nepravi integral floo xip dz. Medutim, ve¢ smo ranije
pokazali da navedeni integral konvergira ako i samo ako je p > 1 pa isto vrijedi i za Dirichletov
red. A
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3.2.5 Usporedni kriterij

Teorem 18. Neka su Y a, i » b, redovi s pozitivnim ¢lanovima i neka postoje m € N i
K > 0 takvi da je
a, < K-b,, VYn>m.

1. Ako ), by, konvergira, onda konvergira iy a, i vrijedi
S0 <30,
n=1 n=1

2. Ako Y, a, divergira, onda divergira i ), by,.
Korolar.

Korolar. Neka su > a, i > b, redovi s pozitivnim ¢lanovima i neka postoji

L= limZ—n € [0, +o0].

(a) Ako je L € [0, +00) i ako red ) b, konvergira, onda konvergira i red >_ a,.
(b) Ako je L € (0,400] i ako red _ b, divergira, onda divergira i red »_ a,.
Zadatak 3.2.8. Ispitajte konvergenciju redova:

() 3 (e) Y sin(vVnd+1—+n?)

2n — 1

n

Inn
®b) ) 5
; n’+n+l (f) Z arctg 2"

© 3

n

(&) Z\/%—FVQTLZ—Fl

n

(d) Y (In(n+1) —Inn)

n n

Rjesenje. (a) Uocavamo da se opéi clan ponasa kao % za n velik. Odaberimo b, = %

Racéunamo limes:

1
. a . 2n—1 . n 1
L= lim = = lim “— = lim = —.

n

Bududi da je L = % € (0,+0o0] i red > b, divergira, zadani red divergira po usporednom
kriteriju.
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(b) Znamo da logaritamska funkcija raste sporije od bilo koje potencije od n pa izaberimo
b, = # za usporedbu. Rac¢unamo pripadni limes:

Inn |
R s n*lnn o 0
L—hm——hmf— I 1mﬁ———0.

Kako je L =10 € [0,400) i red > b, konvergira buduéi da je to Dirichletov red za p > 2,
zadanired konvergira po usporednom kriteriju.

(c) Ocito je = < 2% pa kako red > 2% konvergira, po usporednom kriteriju konvergira i

n2m
zadani red.

(d) Koristeéi svojstva logaritma, opéi ¢lan mozemo zapisati u obliku a, = In ("T“) =
In (1 + %) Iskoristimo poznati limes lim,_,q w = 1 te usporedimo na$ red s har-
monijskim redom b,, = %:

In(1+2
n—o00 =

n

Bududi da je L =1 € (0,400] i red ) b, divergira, zadani red divergira.

(e) Najprije racionaliziramo argument unutar funkcije sinus:

vnd4+1—+vnd = (n’+1)—n’ = 1
V3 1+vnd3 V3 +1+vn3

Za velike n ovaj izraz tezi k nuli i asimptotski se ponasa kao %;3/2 Nadalje, buduéi da je
sinz ~ x za x ~ (0, biramo za usporedbu konvergentni red s ¢lanom b,, = # (Dirichletov

sinx __ 1.
nr _

red s p = % > 1). Koristimo ¢injenicu da je lim, .o

L = lim

n—oo

sin <—1 ) —_— 1
Vi ievnd ) Vdraievaed L
T =—_.

. 1
N\ ————-—
S (\/n3+1+\/n3> .
T = lim T
—= n—o00 R S— = 2

e N Y ek
Kako je L = 3 € [0,+00) i red Y. b, konvergira, slijedi da i zadani red konvergira.

(f) Bududi da je sinx ~ x i cosx ~ 1 za x ~ 0, slijedi da je tgz ~ = za x =~ 0. Djelovanjem
s arctg na obje strane, zbog neprekidnosti te funkcije u 0, ocekujemo da je arctgx ~ x

za x ~ (. Formalno koristimo lim,_,q Si;x =1:
arctg x Cos
lim & :[q::tgy]:hmizlim Y.
z—0 x y—=0tgy y—0 Sy

Y

Buduéi da je lim, _,,, 27" = 0, iz gornjeg racuna slijedi

tg(27"
I — iy 2t

n—00 2—n
Kako je L =1 € [0,400) i red b, konvergira, zadani red konvergira po usporednom
kriteriju.

= 1.
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(g) U brojniku dominantnu ulogu ima ¢lan vn? + 1 ~ n pa se cijeli izraz ponasa kao 5 = %

Usporedimo ga s divergentnim harmonijskim redom b, = 1:

V2n+vn2+1 5
e R V2 vV 1 2 1
L=lim — 1 — g YV gy <\/j+\/1+—2>=0+1:1.
n—o00 = n—o0 n n—r00 n n

n

Bududéi da je L =1 € (0, +o0] i red ) b, divergira, zadani red divergira po usporednom
kriteriju.

A

3.2.6 Dodatak: Jos neki kriteriji konvergencije

Teorem 19 (Cauchyjev kondenzacijski kriterij). Neka je (a,), padajué niz nenegativnih

realnih brojeva. Tada vrijedi da Z a, konvergira ako i samo ako Z 2"agn konvergira.

n=1 n=1

Dokaz. Oznacimo parcijalne sume ovih dvaju redova sa

n k
Sn = E Qg i Tk = E 2]a2j.
k=1 7=0

Buduéi da su ¢lanovi niza nenegativni (a, > 0), nizovi parcijalnih suma (S,) i (7)) su
rastu¢i. Prema tome, redovi konvergiraju ako i samo ako su im pripadni nizovi parcijalnih
suma odozgo ograniceni.

Smjer <= : Pretpostavimo da red ) 2"asn konvergira, odnosno da je niz (7)) odozgo
ograni¢en nekom konstantom M. Za proizvoljan n € N postoji k € N takav da jen < 2F1—1.
Koristec¢i nenegativnost i monotonost niza, grupiramo c¢lanove:

Sn < Sorr1_ = a1 + (a2 + a3) + (ag + a5 + ag +az) + - -+ (agr + - -+ + age+1_y).

Buduéi da niz (a,) pada, svaki ¢lan u pojedinoj zagradi ocijenit éemo odozgo najveéim
(prvim) ¢lanom te zagrade:

Sp < ay + (az + a) + (ag + as + ag + as) + - - - + 2% agn
= a1+ 2a9 +dag + -+ 2%ap =T}, < M.
Niz (S,) je odozgo ogranicen, pa red > a, konvergira.

Smjer = : Obrnuto, pretpostavimo da »_ a,, konvergira te da je niz (S,,) ograni¢en odozgo
konstantom L. Za proizvoljno k£ € N promatramo Sox:

Szk=a1+a2+(a3+a4)—i—(a5+---+a8)+---+(a2k71+1+---+a2k).
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Sada clanove u zagradama ocjenjujemo odozdo najmanjim (posljednjim) ¢lanom:

Sor > a1 + ag + (ag + ag) + (ag + -+ +ag) + -+ 28 ag
= aj + as + 2a4 + 4ag + - + 2" ag.

Mnozenjem cijele nejednakosti brojem 2 dobivamo:
2Sor > 2a1 + 2a5 + dag + - - - + 28ag = T, + ay.

Odavde slijedi T}, < 2Syr—ay < 2L. Niz (T}) je ogranicen, stogaired D 2"asn konvergira. [

Zadatak 3.2.9. Odredite konvergira li red >~ |, m
Rjesenje. Neka je
1
in = n(lnn)(lnlnn)’

Za dovoljno velike n, niz (a,) je strogo pozitivan i monotono padajuéi (svaka od funkcija
u nazivniku je rastuéa i pozitivna za n dovoljno velik) pa mozemo primijeniti Cauchyjev
kondenzacijski kriterij.
Vrijedi

1 B 1
27(In2")(Inln2")  nln2-(Inn+Inln2)’

2”a2n = 2n .

Konstantu ﬁ mozemo izluciti ispred sume, pa se problem svodi na ispitivanje konvergencije

novog reda s opéim ¢lanom:
1

b, = .
" n(lnn+Inln2)

Bududi da je i niz (b,) za dovoljno velike n strogo pozitivan i padajuéi, Cauchyjev konden-

1 1
2nb n — 2TL . — .
? 2"(In2" +Inln2) nln2+Inln2
Dobili smo red > ——+——. Koristedi ¢injenicu da je nln2+Inln2 < 10n za sve n dovoljno

nn 1n12—|—ln In2°

velike, slijedi >

n T5E 2 2on + = 100 pa navedeni red divergira. A

Teorem 20 (Dirichletov kriterij). Neka je (ay), niz realnih brojeva za koje je niz parcijalnih

suma A, = Z ar ogranicen. Neka je (b,) padajué niz nenegativnih realnih brojeva za koje
k=1

o
vrijedi da je lim,,_, b, = 0. Tada red Z anb, konvergira.

n=1
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Dokaz. Prema pretpostavci, postoji konstanta M > 0 takva da za sve n € Nvrijedi |A,| < M.
Definirajmo Ay := 0. Clanove niza (a,) tada mozemo zapisati kao a = Ap — Ap_1.
Koriste¢i Abelovu parcijalnu sumaciju, n-tu parcijalnu sumu zadanog reda, koju éemo oznaciti
sa S, raspisujemo na sljedeci nacin:

n n n n—1
Sp = Zakbk = Z(Ak - Akq)bk = ZAkbk - Z Arbita
k=1 k=1 k=1 k=0

n—1

= Apbn + Y Ap(br — brs).
k=1

Bududi je niz (A,,) ogranicen i lim,, ., b, = 0, pustanjem n — oo vrijedi lim,,_,o, A,b, = 0
po teoremu o sendvicu.

Za drugi pribrojnik, pokazat ¢emo da red Y - Ag(by — bgs1) konvergira, i to apsolutno.
Buduéi da je niz (b,) padajué, vrijedi by — bgi1 > 0 pa vrijedi

S
—

n—1 n—1
| Ak (br — bey1)| = Z | Ax| (b, — brya) < ZM(bk —bry1) = M(by — b,) < Mb.

1 k=1 k=1

B
Il

Kako je niz parcijalnih suma reda s nenegativnim clanovima svakako rastu¢ i odozgo je
omeden, slijedi da konvergira. Dakle, navedeni red konvergira apsolutno pa je i konvergentan.

Konag¢no, koristeéi teorem o limesu zbroja zakljucujemo da niz (.S,) konvergira, sto znaéi da
o0 .
red Y 7 | a,b, konvergira. O

Zadatak 3.2.10. (*) Dokazite da red Z s konvergira, ali da ne konvergira apsolutno.
n

n=1

Rjesenje. Za dokaz konvergencije koristimo Dirichletov test.

Oznac¢imo a,, :=sinnib, := % Niz (b,) je ocito padajué niz nenegativnih realnih brojeva koji
konvergira u 0 pa preostaje dokazati da je niz parcijalnih suma A, = )", _, sink ogranicen.
Za to koristimo trik teleskopiranja. Koristeci trigonometrijski identitet 2 sin avsin § = cos(a—
f) — cos(a + () primijetimo da je

1 1 1
2sin bsin(5) = cos (k= 5 ) = cos ke +3)
sin k sin 5 cosl k 5 cos k+2

pa zbrajanjem od k = 1 do n dobijemo:

pein(2) 4, = 3 (con(i— 2) —eos(k+ 1))

= (cosg = cosg) + (cosg —eomg) -+ (cos(W = 3) —eos(N+ 3))
= | COS 5 COS 5 COS 5 COS 5 COS 9 COSs 5

1 ( +1)
=cos— —cos({n+—=]).
2 2
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Dakle,

cos% — COS (n+ %)

|An|: ‘COSQH—}COS n + )‘< 1+1 1

2sin L - 2sin% sin £

1
2sin 5 5

2
pa zakljucujemo da je niz parcijalnih suma ogranicen. Kako su oba uvjeta Dirichletovog testa

ispunjena, red Y ° | S2 konvergira.

Dokazimo sada da red nije apsolutno konvergentan tj. dared > 07, ‘Sm”‘ divergira. Buducdi

da je sinn € [—1,1], vrijedi |sinn| > sin? n, pa zakljucujemo da za svaki N € N vrijedi

N . N . 9

| sinn| sin“n

e D
n=1 n n=1 n

Koristenjem formule za poloviéni kut slijedi sin?n = M pa imamo
ZN:sin n_zle—COSZn_lzNzl 1ZN:COSQTL
C24<pn 2
n=1 n=1 n=1 n=1

Red Y07 ‘3022” konvergira po Dirichletovom testu (dokaz je potpuno analogan onomu u
prvom dljelu zadatka, samo §to se suma Ay = > cos 2k mnozi sa 2 sin = ) pa koristedi ¢injenicu
da harmonijski red divergira pustanjem N — oo slijedi

Z |smn| i iCOSQTZ B

[\Dlr—\
:IH
l\')lr—t

Time smo dokazali da red konvergira, ali ne apsolutno. A
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Zadaci za vjezbu

3.2.11. Ispitajte konvergenciju redova:

(a) 3 (—1)r——2

nt—n2+1

“(2n-1" 1

n

=~ . 1
Z<_1) (n+1)Inn

(Rj. (a) K, (b) K)

3
I
—

Z(1+a)(1+a2)---(1+a")

(a>0)

i(\/i—\?@)(\/ﬁ—é/i)..,(ﬁ_ i)

3
Il
i

(Rj- (a) K, (b) K, (c) K, (d) K, (e) K, (f) K, (2) K)

—~ n n
>
~ (Inn)"

(Rj. (a) K, (b) K, (c) K, (d) D, (e) K, (f) K)

3.2.14. Ispitajte uvjetnu i apsolutnu konvergenciju redova:
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(a) Z Bﬁ# (c) Z(—l)"ln(l + %)

n(n+1) n

(b) Zﬂ (e) Y (sinsinn)"

n n
(Rj. (a) U, (b) A, (c) U, (d) U, (e) K, (I) K. (g) D)

3.2.15. Pretpostavimo da je > a, konvergentni red s pozitivnim ¢lanovima. Koji od
sljedec¢ih redova nuzno konvergiraju? (U svakom podzadatku ili dokazite da novi red mora
konvergirati ili nadite primjer reda Y a, za kojeg novi red divergira.)

(@) Y & (d) Y a,sinn
(b) Z;n (e) Z@

© Ysha, O e

(Rj. (a) da, (b) ne, (c) da, (d) da, (e) da, (f) ne)

3.2.16. Neka je > a, apsolutno konvergentan red. Dokazite da je tada konvergentan i red
>~ a?. Vrijedi li obrat?

3.2.17. Neka je > a, konvergentan red takav da postoji m € N takav da je a, > a,41 > 0
Vn > m. Dokazite da je lim,,_, . na, = 0.
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3.3 Redovi potencija i Taylorovi redovi

Definicija. Red potencija oko tocke ¢ € R je red oblika

Zan(x —o)", (3.1)

n=0
gdje je (an)nen, niz realnih brojeva i gdje koristimo zapis (z —c¢)? := 1 (iako formalno funkcija

(x — ¢)° nije definirana za x = c).

o)

U daljnjem ¢emo sa Z oznacavati skup svih x € R za koje red realnih brojeva Z an(z —c)"
n=0
konvergira. Z je neprazan skup, jer red potencija (3.1)) konvergira za x = ¢ i suma mu je ay.

Definicija. Za niz funkcija f, : I — R, n € Z,, definiranih na intervalu I kazemo da
konvergira lokalno uniformno na I ako niz (f,)nez, konvergira uniformno na svakom pod-
segmentu J C [.

Teorem 21. (Prvi Abelov teorem) Ako red potencija konvergira za o # ¢, onda taj
red konvergira na na ¢itavom otvorenom intervalu (¢ —r,c+r), gdje je r :=|a — ¢|.

Dodatno, na tom intervalu konvergira apsolutno i lokalno uniformno.

Iz provg Abelovog teorema slijedi da je skup Z zapravo interval simetri¢an (do na rubne tocke)
s obzirom na tocku c. Zbog toga skup Z zovemo interval konvergencije reda potencija

BD).

Radijus konvergencije R reda potencija (3.1]) definiramo kao polovicu duljine intervala Z.
Preciznije,
R :=sup{lc—a|: a€Z} € |0,+00].

O tome hoce li red (3.1]) konvergirati u rubovima intervala Z (tj. u tockama ¢ — R i ¢+ R)
ovist ¢e o samom redu.

Rezimirajmo,

Korolar. Neka je red potencija oko tocke c € R i neka je R njegov radijus konvergencije.
Tada vrijedi

(a) Red konvergira apsolutno i lokalno uniformno na intervalu (¢ — R,c+ R).
(b) Red divergira za sve v € R za koje je |x — c| > R.

Sljededi teorem nam daje jednostavnu formulu za racunanje radijusa konvergencije reda (3.1).
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Teorem 22. Neka je red potencija oko tocke ¢ € R i R njegov radijus konvergencije.
Tada vrijedi tzv. Cauchy-Hadamardova formula:

1

R = , 3.2
limsup,, ., V/|ax] (3.2)
pri éemu dogovorno uzimamo R := 0 ukoliko je limsup,,_,. /|a,] = +00, a R := 400

ukoliko je limsup,,_,. {/|a,| = 0.

Primjer. (a) Promotrimo geometrijski red

> an (3.3)

Ovdje je c =01ia, =1, za sve n € Ny, pa je prema Cauchy-Hadamardovoj formuli

(B-2)
1 1

~ limsup, o {/Jan]  limsup, . V1

Stoga red (3.3) konvergira apslolutno i lokalno uniformno na intervalu (—1, 1). Koristec¢i
formulu za parcijalnu sumu geometrijskog reda zaklju¢ujemo da konvergira prema funk-

R =1

ciji x — ——, tj. vrijedi
1—x

o) N
1 — N+1 1
Zx” = lim 2" = lim ’ = , Vze(-1,1).

N—o0 N—oo 1—=x 1—=x

Kako u rubnim tockama intervala (—1,1) red (3.3) ne konvergira (opéi ¢lan ne tezi
prema 0), zakljucujemo da je njegov interval konvergencije Z = (—1, 1).

(b) Promotrimo red potencija

3

> (n_+1)1 (z—1)™ (3.4)

n=0
. : —1)" .
Ovdjejec=1ia, =-—"—,zasven € Z,, pa je
n+1
1 1
R = : - = 17
limsup, o /[an|  lim SUP, o0 1. %H

jer je limsup Vn+1 = lim Yn+1 = 1. Stoga red 1' konvergira apslolutno i

n—oo n—oo
lokalno uniformno na intervalu (0, 2). Provjerimo konvergenciju reda (3.4 i u rubnim
tockama intervala (0, 2).
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Za x = 0 rije¢ je o redu

>
= n+ 1’
koji divergira (usporedni kriterij sa harmonijskim redom).

Za x = 2 rijec je o redu

~—
3

;n+1’

koji konvergira prema Leibnizovom kriteriju.

Dakle, interval konvergencije reda potencija (3.4) je Z = (0, 2].

e Promotrimo red potencija
(o]
Z nlx".
n=0

Pokazali smo na MA1 da za svaki x # 0 vrijedi

lim n!|z"| = +o00

n—oo
buducéi da faktorijel raste brze od eksponencijalne funkcije sa bilo kojom bazom. Prema
tome, nuzan uvjet konvergencije nije ispunjen niti za jedan x # 0 pa je interval konver-
gencije jednak Z = {0}.

Ap+1
a/?’L
postoji i limes lim,, W i jednaki su. Dakle, u tom slucaju za radijus konvergencije R

reda potencija (3.1) vrijedi

Napomena. Koriste¢i Cesaro—Stolzov teorem znamo da ako postoji limes lim , tada

n—oo

G

R = lim

n—o0

(3.5)

an+1

Zadatak 3.3.1. Odredite radijus konvergencije i intervale konvergencije redova potencija

n!)? 24+ (=) \" . n"
0) DR V) 9 Cemreee =3 IO D D2

n!)?
Rjesenje. (a) zan € Z, stavimo a,, := ( Tada je

(2n)!"

a,  (n1)’(2n+2)!  (2n+1)(2n+2)
(n41 B (n+ 1)12(2n)! - (n+1)2 — 4,

kada n — oo. Prema (3.5)) radijus konvergencije reda potencija

3 ("!)2' (z —1)" (3.6)
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jednak je R = 4. Stoga red (3.6 konvergira apsolutno i lokalno uniformno na intervalu
(—3,5). U rubnim tockama intervala (—3,5) rije¢ je o redovima

S e=-3) e S =)

divergiraju, jer je

(n!)24"
(27]/)' Z 1, Vn c Z+,

pa specijalno nije zadovoljen nuzan uvjet za konvergenciju reda.

Dakle, interval konvergencije reda potencija ({3.6) je interval Z = (-3, 5).

Prema Cauchy-Hadamardovoj formuli (3.2)) za radijus konvergencije R reda potencija

2. (—;f((__l;ﬁl) (z+2)" (37)

vrijedi
1 , . ) 24 (=1)" 3
= msup Vlau| = lmsup g2mm e = 7
4
paje R = 3 Stoga red potencija 1} konvergira apsolutno i lokalno uniformno na

10 2 10 2
intervalu <_§’ —§> U rubnim tockama intervala (—3, _§> rijec je o redovima

4 2+ (=1 \" 10 4 24+ (=)™ \" 2
S e L =) ¢t Rl L WV - _Z
Z( ) (3 5+<_1)n+1> (.73 3 ) © 2(3 5+(_1)n+1 (ZL’ 3)’
koji divergiraju, buduéi da nije ispunjen nuzan uvjet za konvergenciju reda:

4 24 (=1 \"
limsup( L)> =1.

nomo \3 5+ (—1)nH1
. . .. . 10 2
Dakle, interval konvergencije reda potencija 1’ jel = <_§’ —§>
n!
Zan € Z, stavimo a, := —. Tada je
nn
an (n+1)n" n" 1 \" 1
fd = = ]_ — — -,
apyr nl(n+ 1)L (n41)n n+1 e

kada n — oo. Prema (3.5)) radijus konvergencije reda potencija

n

3 %x” (3.8)
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1
jednak je R = —, pa red potencija 1) konvergira apsolutno i lokalno uniformno na
e

11
intervalu (——, —). U rubnim tockama intervala (——, —) rije¢ je o redovima
e e e e

X e e M)

Za n € Z, stavimo

Tada je

by 1+ 4"
a_ (1+3) <1, VYneZ,,

by, e

pa je niz (b, )nezs strogo padajué. Nadalje, nejednakosti

x? 2 28
_ 2 Tz
x 2<n( +z)<x 2+3, Vo > 0,
dobivamo
1 o1 (1+ 1)m 1 1 1
< —ln () (14 -) —1<—— 4+, VneN
2n n(bn) n( e A STy T MEW
pa je
1 b, 1+ ) 11
e m < b+1:< ) <e m'mI VneN. (3.9)
N e

Iteriranjem nejednakosti (3.9) dobivamo

bie 2Hn < b | < bed k=137 .73l yp € N, (3.10)
gdje je H, == 1+ 5 + -+ + — n-ti harmonijski broj. Prema Cauchyjevom integralnom
n
1
kriteriju red Z — Je konvergentan i njegovu sumu oznacimo sa C'. Kako je by = e 1,
n

iz (3.10) dobivamo

1 C
Z ezt o bpi1 < — - e_%H”, Vn € N. (3.11)
e e
Kako je
n+1 nd
ln(l—{—n):/ —m<Hn§1+/—m:1+lnn, Vn € N,
1 z 1 T
imamo

Vn € N,

% -
5-
3
_l’_
H\.
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pa iz nejednakosti (3.11)) slijedi
1 1 <b - C 1
\/g \/ﬁ > Un+1 e /—n + 1 9

—1)"nn
Napokon, iz (3.12)) slijedi lim b, = 0, pa red Z u
n—oo

Vn € N. (3.12)

= Z(—l)"bn konvergira
;= Z b, divergira (uspo-
en!

1
redni kriterij s redom Z 7) Dakle, interval konvergencije reda potencija 1} je
n

7ot h

)
e e

enn!
nTL

(Leibnizov kriterij). Takoder, (3.12) povlaéi da red Z

A

Ako je (3.1) red potencija sa radijusom konvergencije R, iz Cauchy-Hadamardove formule
slijedi da redovi potencija

Z na,(r —c)" (3.13)

Z an (z — )"t (3.14)

n+1
imaju radijus konvergencije takoder jednak R. Za red potencija ([3.13]) kazemo da je dobiven

iz reda (3.1)) deriviranjem ¢lan po ¢lan, a za red potencija (3.14) kazemo da je dobiven iz
reda (3.1) integriranjem ¢lan po ¢lan.

Teorem 23. Neka red potencija Z an(x — )" ima radijus konvergencije R > 0 i stavimo
J :={(c— R,c+ R). Tada je funkcija f : J — R definirana s

n=0
derivabilna na J 1 vrijeds
Pa) =S nanle— o, Veed (3.15)
n=1
Nadalje, vrijedi .
j f(t)dt = ; ncf: 1(95 —c)"t vz e J. (3.16)

Korolar. Neka je f definirana kao u prethodnom teoremu. Funkcija f je klase C*(J) i za
svako m € Z, vrijedi

> !
fm(z) = Z Lan(:ﬁ —o)" " Ve e J.

(n—m)!
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Odavde za © = ¢ dobivamo
F™(e)

m!

, VYmeZ,.

Ay =

Definicija. Neka je f : I — R funkcija klase C*°(I) definirana na otvorenom intervalu / C R
i neka je c € I. Red potencija

™ (¢
1f, = Doy

n
zovemo Taylorov red funkcije f oko tocke c.

Ako je ¢ = 0, onda se Taylorov red T'[f, 0] zove Maclaurinov red od f i oznacava s T[f].
Dakle,

() (0
90 .

n!

TIf]==TI[f,00 =)

Opéenito Taylorov red T[f, c] funkcije f € C°°(I) moze divergirati za svako x # ¢, odnosno
konvergirati prema nekoj drugoj funkciji.

Primjer. Neka je f : R — R funkcija definirana formulom

OE B

za x >0

Tvrdimo da je f € C*(R). Kako je li%lJrf(x) =0, f je neprekidna u 0. Nadalje, f je ocito
T—r

klase C* na skupu R\ {0}. Dokazimo da postoje sve n-te derivacije f™(0), da su sve funkcije
™ neprekdine u 0 i da vrijedi

f™0)=0, VneZ,. (3.17)
Dovoljno je dokazati da vrijedi
- f(h)
hlg& h 0, VneZ,. (3.18)

Naime, iz (3.18) ¢e tada slijediti da je za svako n € Z, funkcija f derivabilna u 0, pa stoga
i neprekidna u 0.

Podsjetimo se da za svaki polinom p stupnja degp > 0 vrijedi

im 28 g (3.19)

z—+oo e¥

sto se moze jednostavno dokazati primijenjujuéi L’Hospitalovo pravilo (degp + 1)-puta. In-
dukcijom dokazimo da za sve n € Z, postoji polinom p,, takav da vrijedi

() = pp(xH) f(x), Yz >0. (3.20)
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Za n = 0 tvrdnja je trivijalna. Pretpostavimo da (3.20]) vrijedi za neko n € N. Tada je

d

FO () = T lpale ) @) = (B + ol @) = () (@), Ve >0,

adje je pus1 polinom definiran s p1(z) = 22(pa(x) — pa(a)).

po SO0 LT
hi%ljt ho hi>I(I)l+ hpn h ©

gdje zadnja jednakost slijedi iz (3.19). Time smo dokazali tvrdnju (3.17), pa je f € C*°(R).
) (0
Tvrdimo da Maclaurinov red T'[f] = Z F(0)

n!
otvorenom intevralu I oko 0. Pretpostavimo suprotno. Tada mozemo nac¢i § > 0 takav da

vrijedi

Stoga je

]: lim 222 _ Vn € Z,,

=

z—+oo  eT

" od f ne konvergira prema f ni na kojem

n.

— /00) .,
flw) =) =——>a", Voe(=40). (3.21)
n=0
Prema dokazanom je f(™(0) = 0, zasve n € Z,. Iz (3.21)) slijedi f(z) = 0, za sve x € (-6, 5),
sto je kontradikcija s ¢injenicom da je f(z) > 0, za sve = > 0.

Definicija. Za funkciju f € C°°(I) definiranu na otvorenom intervalu I C R kazemo da je
analiticka u tocki ¢ € I, ako njen Taylorov red

™) (¢
1. = 3 ey

n

ima radijus konvergencije R > 0 i ako postoji 0 < § < R takav da vrijedi

f™(e)

n!

fl@)=T[f.d(z) =) (x—¢)", VYrelc—0d,c+0)NI.

Ukoliko je f analiticka u svakoj tocki ¢ € I, onda kazemo da je f analiticka na . Skup svih
analitickih funkcija na I oznacavamo s C¥([).

Napomena. Skup svih analitickih funkcija C*¥(1) je dosta ”siromasniji” od skupa svih funk-
cija klase C*°(I). Npr. u prethodnom primjeru smo vidjeli da za funkciju f : R — R

definiranu s
0 zax <0
flw):= { e"r zax>0
vrijedi f € C™(R), ali da f nije analiticka u tocki 0. Stovise, moze se dokazati da postoji
funkcija f € C*(R) ¢iji Taylorov red T[f, | ima radijus konvergencije jednak 0, za svaku
tocku ¢ € R.



POGLAVLJE 3. RED 177

Teorem 24. Neka je Z an,(x—c)" red potencije sa radijusom konvergencije R > 0 i stavimo
J = {(c—R,c+ R). Tada je funkcija f : J — R definirana s

= Z an(x —c)"

analiticka na citavom intervalu J . Stovi§e, za svako o € J Taylorov red

() (o
7f.0] =3 LW 0 oy

ima radijus konvergencije p > R — |c — | 1 vrijedi

2 4(n) (g,
f@) =Tl0)@) = 3 T e ), vee o pact).

Korolar. Neka je f : I — R funkcija definirana na otvorenom intervalu I C R. Ako je
f analiticka u tocki ¢ € I tada postoji otvoreni interval J oko ¢ sadrian u I takav da je f
analiticka na J.

Sljededi teorem daje nuzne i dovoljne uvjete da bi funkcija f € C'*°(I) bila analiticka na 1.

Teorem 25. Neka je f € C(I), gdje je I C R otvoren interval. Tada je f € C¥(I) ako
1 samo ako za svaki ¢ € I postoji & > 0 @ konstante C' > 0 ¢ r > 0 takve da za sve n € Z
vrijeds

|
£ ()] gC%, Ve e J:=(c—d,c+8 NI (3.22)
U tom slucaju vrijeds
f(z) = Zf (x—0o)", YxeJn(c—r,c+r). (3.23)
n=0 )

Korolar. Neka je f € C*(1I), gdje je I otvoren interval. Ako za za svaki ¢ € I postoje § > 0
i C'> 0 takvi da za sve n € Z, vrijedi

™) <C Vee:=(c—0c+0)NI, (3.24)
tada je f € C¥(I) i vrijedi

fa) = -y

n=0

Zadatak 3.3.2. Dokazite da je funkcija f : R — R analiticka na R i odredite njen Macla-
urinov red T[f], ako je

(a)f(z) :=¢€" (b)f(x) :==sinx (c)f(z) :==chu.

T'L

(x —c)", Vxeld (3.25)
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Rjesenje. Kako bi dokazali da je f € C*(R), dovoljno je dokazati da Maclaurinov red T'[f]
od f konvergira prema f u svakoj tocki x € R.

(a) Imamo f™(z) = f(z) = e*, zasven € Z, i * € R . Specijalno je f™(0) = 1, za sve

n € Z,, pa je sa
n

x
T(f] = Z por)
dan Maclaurinov red funkcije f.

Dokazimo da je T'[f](z) = f(x), za sve € R. Uzmimo proizvoljni xzy € R i neka je
d > |xo|. Tada je za sve n € N

fM(z) =e® < e =1 C, Ve (=40).

Iz prethodnog korolara slijedi T[f](z) = f(x), za sve z € (=4,4), pa je specijalno i
T[f])(zo) = f(zo) = e™. Kako je zy € R bio proizvoljan, zakljucujemo da je T[f](z) =
f(x), za sve x € R. Stoga je f € C¥(R) i vrijedi

00 2"
e’ = Z F, \V/ZTJ < R.
n=0

(b) Imamo f™(x) = sin (m + %) za sve n € Z; 1 x € R. Specijalno je

0 akon=0,2(mod4)
F™(0) = 1 akon=1(mod4)
—1 akon =3 (mod4)

pa je sa
2+l

T(f] = Z(—l)nm

dan Maclaurinov red od f. Dokazimo da je T'[f](x) = f(x), za sve z € R. Kako za sve
n € Z, vrijedi

£ (2)] = | sin (;H%) |<1=C, VYreR,

iz prethodnog korolara slijedi T[f](z) = f(z), za sve x € R. Stoga je f € C¥(R) i

vrijedi
. e N $2n+1
SINr = Z(—l) m, \V/.ZU < R.
n=0

(c) Za svako n € Z, i x € R imamo

. J chr ako2|n
/ (x)_{shx ako 24 n
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Specijalno je

1 ako2|n
M) (0) =
! (0)_{0 ako 24 n

pa je sa
T =3 G

dan Maclaurinov red od f. Dokazimo da je T[f](x) = f(z), za sve x € R. Uzmimo
proizvoljan zy € R i neka je § > |zg|. Tada za sve n € Z, vrijedi

|f™(2)| < cha < chd=:C, Ve (-40).
Iz prethodnog korolara slijedi T'[f](z) = f(x), za sve x € (—4,6), pa je specijalno

i T[f](z0) = f(xg) = chxy. Kako je zg € R bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je
T[f](z) = f(x), za sve x € R. Stoga je f € C*(R) i vrijedi

=z
chxzz(Qn)!, Vz € R.

n=0

Slicno bismo pokazali da su funkcije z — cosz i x — sh x analiticke na R i da vrijedi

o0 2n o0 2n+1

x x
COS E (—1) o) i shz E CESE Vo e

n=0 n=0

Napomena. Primijetimo da Maclaurinov red svake od spomenutih funkcija
r—e’, xw+sinr, xzr—cosxr, x+>shx, x~—chx

konvergira prema pripadnoj funkciji za sve € R. To ne mora nuzno vrijediti za svaku
funkciju f € C¥(R). Npr. funkcija f: R — R definirana formulom

ima radijus konvergencije R = 1. Potpuno objasnjenje tog fenomena dobit ¢ete na komplek-
snoj analizi.



180 POGLAVLJE 3. RED

Teorem 26. Neka su f,g € C¥(I) analiticke funkcije na otvorenom intervalu I i neka su

cel, d>01ie>0 takvi da vrijeds

f@)=> an(z—0o)", VzeJii=(c—dc+dNnI,
n=0

g(z) = an(x—c)”, VeeJy:=(c—e,c+e)Nl,
n=0

gdje su
(n)
Iy . VneZ,.

n! n!
Stavimo J := Jy N Jy. Tada vrijedi

Ay =

(a) Funkcija of + Bg je analiticka na J za sve o, f € R 1 vrijedi

[e.9]

(af + Bg)(x) = (aay + Bby)(x — )", Va € J.

n=0

(b) Funkcija f - g je analiticka na J i vrijedi

(f-9)(@) =) calw—c)", Vel

n=0

gdje su koeficijenti ¢, dani s

n
Cp = Zakbn_k, Vn € Z+.
k=0

(3.26)

(3.27)

Teorem 27. (Drugi Abelov teorem) Pretpostavimo da red potencija Zanx" konvergira

prema L za neko r € R\ {0}. Tada

(a) Red potencija Z a,x" konvergira

— uniformno na [0,r], ako jer >0,

— uniformno na [r,0], ako jer <0

(b) Vrijedi

oo
— lim Zanx” =L, ako jer >0,
T—r—
n=0
o

— lim Zanx":L, ako je r < 0.
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Zadatak 3.3.3. Funkciju f razvijte u Maclaurinov red T'[f] ako je

M

(a)f(z) =e 7 (b)f(z) :=sin’x (¢)f(z) :==In(1+ )
2 o 1
(d)f(z) := arctgx (e)f(z) :==In(1 4+ z + z°) () f(x) := I

Odredite interval konvergencije Z reda T[f] i ispitajte vrijedi li f(x) = T[f](x), za sve x € Z.

Rjesenje. (a) Kako je

oo "
€$:Zom, \V/LTJER,
n—=

to je
_2? - (—lSL’Q)n > n el
Dakle,
2n

Tl =3 (~1)"

o2n . pl’

njegov interval konvergencije je Z = R i vrijedi f(z) = T[f](z), za sve x € R.

(b) Imamo
1-— 2
sin?z = %, Vz € R.
Kako je
0 I.Qn
cosT = Z(—l) o)l Vx € R,
n=0
to je
1 e (21,)271 0 2271—11.271
a2, T - _ = _1\n—1 _ _1\n
sin“x = = (1 — cos2z) = 2;( 1) 2n)] —;( 1) O Vo € R.
Dakle,

n>1

njegov interval konvergencije je Z = R i vrijedi f(z) = T[f](z), za sve x € R.
(¢) Krenimo od reda Z(—l)"t”. Njegov radijus konvergencije je R = 1 i vrijedi

o0

1
)" = ——, Vte(—1,1).
St =, Ve (-1,0)

n=0
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Iz (3.16) slijedi

i(_w G / i(—l)"t" di= [ @t vee(-1,1)
Stoga je
In(l+z) = i(—l)” A i(_l)n—lx_n Vo e (—1,1)
Yo n=0 n+ 1 N n=1 n ’ ’ ’ ‘

Radijus konvergencije reda T[f] = g (—1)”_13:— jednak je 1, jer je dobiven iz reda
n
n>1

Z(—l)"m” integriranjem ¢lan po ¢lan.

Provjerimo konvergenciju reda T'[f] u rubnim tockama intervala (—1,1).

—Z%

n>1

Za x = —1 rijec je o redu

1
koji divergira, jer harmonijski red E — divergira
n
n>1

Za x =1 rijec¢ je o redu

n>1
koji konvergira prema Leibnizovom kriteriju.

Dakle, interval konvergencije reda T[f] je interval Z = (—1,1].

1
Ostaje jos provjeriti vrijedi li Z(—l)”_l— =TI[f](1) = f(1) = In2. No to slijedi iz
n
n>1
drugog Abelovog teoerema, bududi da je
i(—l)“—ll = lim i(—nn—lx—n = lim In(1 +2z)=1n2
— n T—1— — n T—1— ’

Sve zajedno imamo:
n— z"
ANED i

njegov interval konvergencije je Z = (—1, 1] i vrijedi f(z) = T[f](z), za sve x € Z.
(d) Krenimo od reda Z(—l)"tzn. Njegov radijus konvergencije je R = 1 i vrijedi
o)

n n 1
> (= = T Ve L)

n=0
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Iz ([3.16) slijedi
o x2n+1 T oo Tt

—1)" = —1)™? | dt = = arct \ —1,1).
Sy /O<Z< ) ) | s —etea, vee -1)

n=0

Dakle, imamo

i x2n+1
arctgr = » (—1)"——, Vz e (-1,1).
— 2n +1

20+l

Radijus konvergencije reda T'[f] = Z(—l)" jednak je 1, jer je dobiven iz reda

2n+1
Z(—l)”x% integriranjem ¢lan po clan.
Provjerimo konvergenciju reda T[f] u rubnim tockama intervala (—1,1).

Za xr = —11x =1 rije¢ je redom o redovima

.1 . . 1
Z(_l)n+ 2n+1 ' Z(_l) 2n+1

koji konvergiraju prema Leibnizovom kriteriju.

Dakle, interval konvergencije reda T'[f] je interval Z = [—1,1].

Pozivajuéi se na drugi Abelov teorem, zakljucujemo da vrijedi

0 o 1 . 0 2+l . T
HZ:O(—l) 1 xilzrhnz:o(—l) ol xl}gh arctg x = arctg(—1) = T
0 . 1 . & . x2n+1 . T
nZ:()(—l) ol xlg{l_nzzo(—l) ol xlgrh arctgx = arctg 1 = T
Dakle,
x?n—&-l
T\ f] = -1)"

=2 (0"
njegov interval konvergencije je Z = [—1,1] i vrijedi f(x) = T'[f](z), za sve x € Z.
Za x # 1 imamo

, 1—2a°
l+z+2° = ,
11—z
pa je
2 1—a? 3
1n(1+m+x):1n1 =In(l—-2°)—In(l —z), Vo<l

-z

Prema (c) je
> n
In(1 =) ()=, Vze(-11
01 +a) = 3D vee (1),
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pa je
In(1 IS In(1 — 2°) i‘rgn Vr € (—1,1)
— ) — i Im(l—-2’)=-) — x .
n — n’
Prema ([3.26) je

In(1+ 2z + %) =In(1 — 2%) — In(1 — 2) Zan noVre(—1,1),

gdje su koeficijenti a,, dani s

—2  ako 3|mn,
n = { L ako3fn (3.28)

Odredimo radijus konvergencije R reda T[f] = Z apx". Ocito je limsup,,_,. ¥/|a,| =
1, pa je R = (limsup {/|a,|)”' = 1. Dokazimo da red T[f] konvergira i u rubnim

n—oo
tockama intervala (—1,1).

Za x = 1 rijec je o redu Zan. Za n € N stavimo S5, := Zan. Zelimo dokazati da
k=1
je niz (S )nen konvergentan. Kako je lim a, = 0, dovoljno je dokazati da je podniz
n— oo
(S3n)nen konvergentan. Za n € N imamo

1 1 2 4
(sn—2  Asn—1 + A = 3n —2 + 3n—1 3n 3nBn—1)3n-2)

Stoga je
4
3n(3n —1)(3n —2)’

Vn € N.

M=

SSn =
k=1

4
Kako red Z 30030 —1)(3n —2) konvergira (granicni kriterij s Z n~?), zaklju¢ujemo

da postoji lim Ss,. Dakle, red Zan je uistinu konvergentan. Iz drugog Abelovog
n—oo

teorema slijedi

o0 o0

— 1 n_ 1; 2y _
Z;an = xlg{lz_;anx = zlg{lﬁln(qux%—x ) =1In3.
Slicno bismo pokazali da red T'[f] konvergira i za © = —1, te da je
Z:l(—l) a, = ximhz:lanx = xllznl In(1+z+2*) =Inl=0.

Sve zajedno imamo:

T[f] = Z anxn7

gdje su koeficijenti a,, dani s (3.28)), njegov interval konvergencije je Z = [—1, 1] i vrijedi
f(z) =T[f)(x), za sve z € T.
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(f) Imamo
1 1 x?
= - , VreR. 3.29
1+222 1+a2 (1+a2)? r (3.29)
Odredimo Maclaurinove redove funkcija x — iz —2  Tmamo
1+ a2 (1+ 22)?

= Z = (=1, Vre(-1,1).
n=0
Prema (3.15) je

X __1d 1 __1d Oo_n?n __loo_n 2n—1
1+a2)?2 5%(1“;2)_ 2 dx (;( D' >_ 2;( (@)

e}

Z D" Hng®=t vr e (—1,1).

=1

Stoga je
x? T =
S S - 1) g, Yz e (—1,1
(14 22)2 v (1+22)2 ;( ) T, z € ( )
Iz (8:29) i (3:26) slijed
1 o oo o0
— = —1)g?n — —1)"Flpg? = —D)"(1+n)z*, Vze (-1,1).
e nz;( ) ;( ) ;%( )"(1+n) (-1,1)
Radijus konvergencije reda T[f] = Z( D™(1 4+ n)z*™ je jednak 1. Nadalje, kako
red T'[f] u rubnim tockama intervala (—1, 1) divergira, njegov interval konvergencije je
Z=(-1,1).

Sve zajedno, imamo
TIf] = (-1)"(1 +n)z?

njegov interval konvergencije je Z = (—1, 1) i vrijedi f(z) = T[f](x), za sve x € .

A

Zadatak 3.3.4. Funkciju f razvijte Taylorov red T'[f, ¢] oko tocke ¢, ako je
1 z+3 e’
= =2 Of(r)= -T2 =y =" c=1.
@)= o o= =2 @)= iy o=t ()=
Rjesenje. (a) Stavimo y := x + 2. Tada je x =y — 2, pa je
1 1 1 1 1
_ _ _i_ 3.30
T—oP 1-G-2° G-y’ 0 (-1 (330)
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Kako je

1 o)
— = ", Vte(-1,1
1 ¢ jz: ’ S < ’ >7

n=0

prema (3.15) je

1 d 1 d 00 00
(1—t)?  di (m) T <Z%t”) => (n+1t", Vte(-1,1).

n=0
Stoga je
1 = y\" n+1 .

— =Y+ (5) =y we(-3.3)

(1'_ §) n=0 n=0
Iz (3.30) slijedi

1 1 «—=n+1 = n+1

= — "= )",V —5,1

Dakle,

Stavimo y := x + 4. Tada je x = y — 4. Rastavom na parcijalne razlomke dobivamo

r+3 x+3 2 12 L2111
2?2+3x+2 (v+1)(x+2) z4+1 z+2 y—3 y-—2 31-% 21-1%
(3.31)
Kako je
1 oo
—_— = t" te(—1,1
1—t nZ:O Y \V/E< ’>7
to je
LS () - wetay
1_% 3 3ny7 y Y 7
n=0 n=0
Yoo (Y L
1—§:Z<§> :ZQ_ny’ Vy € (-2,2)
n=0 n=0
Iz (3.31) i (3.26) slijedi
T+ 3 21 , 11, (1 2\ ,
R T A D UL A DOET DD (2n+1_3n+1>y
/1 2 "
— 0 (2n+1 — 3n+1> (x4+4)", Ve (-272).
Dakle,

T(f, 4] = (2n1+1 - 3n2+1) (z+4)".
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(c) Stavimo y :=x — 1. Tada je x =y + 1. pa je

C=e'l=c. eV =¢ y—:E y", VyeR
! n!
n=0 n=0
_ —f:( D", Yy € (—1,1)
x_1+y_ y> y ) .

Teorem 28. Za svako o € R funkcija f : (—1,+00) — R definirana formulom
f(x) = (1 + )" = exIn(+2)

je analiticka na (—1,400). Njen Macalaurinov red je tzv. binommni red i dan je s

Tf]=) (z) 2", (3.32)

n>0

gdje su ( ) tzv. bitnomna koeficigentt i dani su s
n

()t (2) o)

0 n n!
Radijus konvergencije reda jednak je 1 1 vrijedi
Tfl(x) = f(z), Vo e (—1,1). (3.33)

Napomena. Istaknimo neke binomne koeficijente koji se ¢esto javljaju:

()= () "
@) _ (_1)“(2?2;)3)!! _ /E;_;);—i (2:_—12> (3.35)
(-ortt -G ) e
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Zadatak 3.3.5. Funkciju f razvijte u Maclaurinov red T[f], ako je
1

b =
(b)f(z) 1= ir

Vito=(1+m)2= i <%)x” =1+ i (_D:: (2:__ 2)x”, Vo e (—1,1).

(¢)f(x) := Arshx.

“—~\n n .22 1

Dakle,

n=0 n=0
Stoga je
I 1 (=1 2n n e (20,
= = (1 —4x) ;) I <n>(—4x) ;<n>x Vo € (—=, =)
Dakle,
2n
1= 3 ()
n
() 1z (32) i (B39) slijed
1 oy 1 - _% 2 - (_1)n 2n 2
= 2 = " = Vit —-1,1).
—— = (1+1) Z(n) > ) e (1)

Prema (3.16) je

Dakle,
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Zadatak 3.3.6. Izracunajte sume redova

2, (=1)nt? (=) -n °°n+4n+1 = (=1)"(2n — D)
<a);r(z<n>+1) UO);Ezn)H)! D <d)z( )(;n)!! =

n=0 n=1

Rjesenje. (a) Definirajmo funkciju f : [—1,1] — R formulom

3.37
Znn+1 ( )

n=1

1
Kako red Z YR konvergira, f je dobro definirana funkcija. Trebamo izracunati

Prema (3.15) je

— % (; n(nt—:l)) = ;Z’ Ve (—1,1). (3.38)

Istim argumentom dobivamo

1) = jt (Z ) Zt” 1 —, vVt € (—1,1).
Iz (3.37) i (3.38) slijedi f(0) = f'(0) = 0. Stoga je
fiy) = ')~ 7'0) = / Fd= [ ===y, Vye (1)
te

f() = f / F(y) dy = / (—In(1 — ) dy

u=—1In(l —y) du=:"%L
dv = dy v=1y

@ T ydy

0 o 1—y

] [—yIn(1l — )

—xln(l—x)—/ox (i—l) dy=—zIn(l—z)+In(l —2z)+z

=(1-2)ln(l—-2)+=z, Vre(-11).
Prema drugom Abelovom teoremu je
f: ot f(=1) = lim f(z)= lim [—zln(l—2)+In(l —2)+ ]
= f(—1)= lim = lim [—zIn(1 - —
“—~ n(n+1)

T——1+ T——1+4

=2ln2-—1.
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(b) Definirajmo funkciju f : R — R formulom

Za x € R imamo

_ — (=) ont1 _ L — (=)™ [(2n+1) — 1] o1 _ L — (=" 2n+1
f(x);@n—i—l)' - 2; 2n + 1) 2; 2n) "
1 C (_1)n 2n+1 1 - (_1)n 2n 1 o (_1)n 2n+1
2;(2n+1)l -7 2;(2n)'x 2;(2n+1)'
1
5(:1; cosx — sinx).
Stoga je
; 2n+1 f(1) :§(Cosl—sm1).
(¢) Definirajmo funkciju f: (—1,1) — R formulom
f(z):= Z(n2 +4n 4+ 1)z"
n=0

Primijetimo da je f dobro definirana funkcija. Naime, prema Cauchy-Hadamardovoj
formuli (3.2)) radijus konvergencije reda potencija jednak 1. Trebamo izra¢unati

°°n+4n+1 1
= (5)

n=0

Iz

Z Vo e (—1,1) (3.39)
te (3.15)) slijedi

1 d 1 d [ = .
m:%(l_x>:%(2x”>22nx” , Vrxe(—-1,1).
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Stoga je
=) g nx", Vre (—1,1). (3.40)
—

Ako deriviramo jednakost (3.40)) i ponovo iskoristimo ((3.15)), imamo

14+ d T d ° . -
<1—x>3:%(m):%<§s”x> St e ()

Odavde slijedi

z(1+2) Zn Vo € (~1,1). (3.41)

1—1;

Iz (3.39), (3.40), (A1) te (3.20) slijedi

x) = ingx" ~|—4§:nx" + ix"
n=0 =0 n=0

z(1+ ) Az 1
= 1,1
A—ap " Goap T1og "PECLY
Napokon,
—n?+ 4n +1 1
S (5) -
n=0
—1)*"(2n —1
(d) Najprije primijetimo da je red Z ) (g T;” ! konvergentan. Zaista, definirajmo
n)!!
niz (an)nen S
(2n — 1!
Ay =
(2n!!)

i provjerimo jesu li ispunjeni uvjeti Leibnizovog kriterija.
— Niz (ay)nen je ocito padajué niz.

— Takoder vrijedi i lim a, = 0. To slijedi iz nejednakosti
n—oo

om—1I 1
@n-DN 1 o N

n)!t — n’
koja se lako pokaze indukcijom.

Dakle, dani red je usitinu konvergentan. 1z prvog Abelovog teorema slijedi da je funkcija

—1)"@2n - DI,
CEDW )(én)!! =
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dobro definirana na intervalu (—1,1]. Prema (3.32)) , (3.33)) i (|3.36|) je

1 - 2y—1 = —% 27’L — 1) om
Vit 4t _2%< > —”Z 2n TR
=1+ f(z), Vee(-11)
Dakle,
1
f(z) = m—l, Ve e (—1,1)
Iz drugog Abelovog teorema slijedi
= (=1)™(2n — 1! 1 1
= li li —1|=—-1.
nz:l (2n)! F) = oo fla) = P V14 2? V2
A
Zadatak 3.3.7. Izracunajte f2°®)(0) ako je
2
a .= cos(z? b = ge ¢ =7 )
@)= cose?) (B () = ae (@) = =
Rjesenje. (a) Kako je
0 2n
cosx = ZO(_l)n(Qn)" Vr € R
to je
0 4dn
_ 2 _ n &
f(z) = cosz” = nZ:O(—l) oIk Vo e R.
—1 502 1
Buduéi da je 2008 = 4 - 502, koeficijent uz 22°%® jedank je aggos = o 5)02)! = T00dl
Stoga je
2008!
2008 ()} — 9008 - _ |
J70) = 20081 azoos = 507,
(b) Kako je
Z —' Vx € R,
n=0
to je
3n+1
flx Z , VzeR.
— !
-1 669 1
Buduéi da je 2008 = 3-669 + 1, koeficijent uz 22°® jednak je asgs = 6623! = G601

Dakle,
2008!

2008 =9 | . - _ )
f (0) 008 a2008 —669‘
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(c¢) Kako je

I 2ot N~ ("3 —_— . (2n-D! B
7ﬁ?—ﬂ_“ _anqu_4+2—@mﬂm Vo e (—1,1),

to je

T ) (2n — 1! 2n+2

n=1

2005!!

Bududéi da je 2008 = 2 - 1003 + 2, koeficijent uz 2%°%® jednak je asgos = S0061T° Dakle,
2008! - 2005!!
F2%8(0) = 2008! - ages = ——7iiiir——-=:2008-2007-2005H?

Zadatak 3.3.8. * Izracunajte sumu reda

O!+4!+ 8! +12!+
41 8 12! 16!

RjeSenje. Primijetimo da je opéi ¢lan a, (n € Z,) gornjeg reda oblika

_ (4n) 1
T G+ 1) (@n+ D)@+ 2)(@n+3)([dn+4)

Kako je (k+1)(k+2) —k(k+3)=2,(k+3)—k=31(k+2)—(k+1)=1,VkeNtoje

1 1 1 1 1 1 1 1
an —_— — — — . —_—

Primijetimo da je

1 ! :
: :/ e dy, V1< <4, neZ,,
dn +j 0
te da red polinoma
= 1 an 1 4n+1 1 an+2 1 in+3
> (ot - get g -5

uniformno konvergira na segmentu [0, 1] prema funkeciji

(1— )

1@ = s ma+a
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Naime, za proizvoljno m € N i z € [0, 1] imamo

—

m—

Van _ L anit L a1 ans (1-=)? _
nO(ﬁf_éx ot _6x+)_6@+@u+xa
11— rim)(1 — z)? (- r)? 1 im(1 — x)?
6| (1+2?)(1+x) 14+z2)(1+22)| 6(Q1+22)(1+2z) —

1, L, 1/ 2m \4m 1 1,24 1
L 1 L S
6 6\2m + 1 (2m+1)2 =~ 6\3 (2m +1)?

pri éemu nejednakost (A) vrijedi zato §to funkcija  + (1 — z)%2*™
. 2m ) 2m  \4m 1
[0,1] u tocki zg := sa iznosom < ) .

2m + 1 2m + 1 (2m +1)2

postize maksimum na

. Kako zadnja nejednakost

ne ovisi o izboru x € [0, 1], te kako je lim

Jim m = 0, zaklju¢ujemo da je konvergencija

reda uniformna.
Napokon, racunamo:

> = /1 1 1 1 1 1 1 1
S =3 (5 5 ety s 6w
o £=\6 4dn+1 2 4n+2 2 4n+3 6 4n+4

o0 1
5[ (oo o)
n=0 0

= /1 1 1 1
[ Red polinoma Z <6x4" - 5354"“ + §x4"+2 — 6:134’"““3) uniformno konvergira
n=0
(1- =)

na [0, 1] prema funkciji x — , pa suma i integral komutiraju.]

6(1+z)(1+ 2?)

1 ©° 1 2
Loan L g 1 ange 14+3> 1/ (1-=)
—x™t — T T — T der = - dr =
/0;2(1(6 2 2 6 6Jo (1+2)(1+2?)
1

| 2> a4l | 1o !
- - dz = = In(1 ‘ — —In(1 422
6/0 (1+:p 1+:p2> v=gh+o)| = Fhl+a)]

1 1 T
— Zn2-— ~.
o 47T g

A

1 tox
— —arc
6 g

Koliko je zapravo klasa analitickih funkcija C*(I) istaknuta medu funkcijama klase C*°(1),
zorno docarava sljedeéi teorem:
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Teorem 29. (Teorem o jedinstvenosti analiticke funkcije) Neka su f,g € C¥(I)
dvije analiticke funkcije definirane na otvorenom intervalu I. Pretpostavimo da postoji ko-
nvergentni i injektioni niz (a,)nen © I takav da vrijedi xo :== lim a, € I, te

n—oo

fla,) = g(a,), VYneN.

Tada je f =g, tj. vrijeds
f(@) = g(x), Voel

Zadatak 3.3.9. * Postoji li analiticka funkcija f € C*(I) defininrana na nekom otvorenom
intervalu I oko 0 takva da vrijedi

1 1+ (=1 1
f(_>:L3)’ za sve n € N takve da je — € I?
n n n

Rjesenje. Pretpostavimo da takva funkcija f postoji. Tada postoji ng € N takav da je
% € 1, zasven > ng. Zan €N Stavimo

1
ap = ————.
2(ng+mn)+1
Primijetimo da je (ay,)nen konvergentan i injektivan nizu I's lim a,, = 0 € I. Iz pretpostavke
n—oo
zadatka slijedi
1 -1 2(no+n)+1
flay) = A+ —0, VneNl.

2(no + n) + 13

Teorem o jednistvenosti analiticke funkcije povlaci
flz)=0, Vxel,

sto je kontradikcija s ¢injenicom da je 2ng € [ i

f( 1 )ZM:%#O.

2ng [2n,]3 and
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Zadaci za vjezbu

3.3.10. Odredite radijus konvergencije i interval konvergencije redova potencija
2 15 (x+1)"
(a)y 2"z (b)) )] (z —2) () ; W In(nl)

T — n (_1)n”2
(> ﬁ ()Y (1 + %) " ()Y (@2V2-1)"a".

n>1 n>1

3.3.11. Funkciju f razvijte u Taylorov red T'[f, c] oko tocke ¢, odredite njegov interval ko-
nvergencije, te izracunajte %% (c) ako je

i 1.1
(a)f(z) == ?/rlcs—%n;, c=0 (b)f(x) := éln 1i—i, c=0 (c)f(z):=In(z*+2—6), c=2
3
= sin? 4 =1 = cos T =1 f = * =
(d)f(z) :=sin"x + cos™ z, ¢ (e)f(z) 0 c () f(x) 21 c=0
3.3.12. Dokazite da je s
A=,
n=1
dobro definirana funkcija f : [—1,1] — R i odredite eksplicitnu formulu od f.
3.3.13. Izracunajte sume redova
(=D — (=) —3"(n+1)
) b ~ ) i S Mt
(a);n2+n—2 ();n(Zn—l) (C)nzzo n!
S 2n + 1)° — (=" — (n+1)(n+2)(n +3)
-1 n+1< f .
(d);( ) (2n + 1)! (e);n2-3" ( )HZ% on

3.3.14. Nadite sve analiticke funkcije f € C*¥(R) za koje Maclaurinov red T[f] konvergira
uniformno prema f na ¢itavom R.

3.3.15. Dokazite da je s
2

fl@) = Z cosn“x

en

n=0
dobro definirana funkcija f : R — R . Nadalje dokazite da je f € C*°(R), te da Maclaurinov
red T[f] od f divergira za sve x # 0.

3.3.16. Postoji li analiticka funkcija f € C¥(R) za koju vrijedi

G{I eR: fM(z) =0} =R.?
n=0
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