MATEMATICKE METODE FIZIKE 2

Prvi kolokvij — 16. travnja 2026.

Zadatak 1. (ukupno 10 bodova) Rijesite jednadzbu:

1
(xy — ;) de — 2x*dy = 0

Kako se naziva ova jednadzba?

Rjesenje. (1 bod) Kada zbrojimo stupnjeve svakog ¢lana imamo:
l+4n+1=—-14+1=2+n

zan=—2.
(1 bod) Dakle, jednadzba je izobarna.
(4 boda) Koristimo supstituciju y = 720, dy = —2x3vdx + v 2dv:

(zx v — 27 Y)dx — 22* (=22 3vdr + 27 %dv) = 0

(v/x —1/x)dr + 4v/xdx — 2dv =0
1 2

(3 boda) Integriramo nasu jednadzbu i imamo:
2 5
ln]x|—|—C':51n|5v—1] — hv—-1=Czr? = v=
(1 bod) Uvrstavamo nazad:

1 -2+3 1



Zadatak 2. (ukupno 10 bodova) Rijesite jednadzbu razvojem u red oko 0:
zy"(z) + 2y (x) + zy(z) = 0.

Podsjetnik: 11 =1, 3! =6, 5! = 120, 7! = 5040.

Rjesenje. (1 bod) Neka je y(z) =: > po apx®. Onda je v/ = > po | kaga® 1, v = > 77, k(k — D)aga* 2.
(4 boda) Uvrstavamo u pocetnu jednadzbu:

0=u Z k(k —1)apz™? +2 Z kapa® 1 +z Z agpx”
k=2 k=1 k=0

0= Z k(k — 1)agz™' + Z 2kapxht + Z apz !
k=2 k=1 k=0

0= Z k(k — 1)agz™ ' + Z 2kapxht + Z TR e
k=2 k k=2

=1

0=2a; + Z k(k — 1)agz™ ' + Z 2kagr* 1 + Z TRy e
k=2 k=2 k=2

0=2a; + Z " ap(kK* + k) + ap_2)
k=2

(1 bod) Sada zbog jedinstvenosti razvoja imamo da je a; = 0 i da vrijedi relacija:

Ag—2
a,=—75—7, Vk=>2.
k2 +k
(2 boda) Proucavamo prvih par ¢lanova u ovisnosti o ag. Primje¢ujemo da su svi neparni ¢lanovi
jednaki 0, a za parne imamo:

Qo [¢5) Qo Qy ag

T M7 0 200 T T2 T 500

Indukcijom se lako pokaze aqp, = (—l)k( 2

k1)1
(1 bod) Kandidat za rjeSenje je onda:
oo oo L2k g & 2+ .
y(x) = Za%x% =ag Y (—1)* T =T Z(—l) ;= — sin(x)
p — k+1)! oz~ (2k+1) x
(1 bod) Provjeravamo; imamo y'(z) = — %4 sin(z) + 2 cos(z) i y’(z) = 2% sin(z) — 2% cos(x) — 2 sin(x).
Uvrstavamo:
2
% sin(z) — 2% cos(x) — agsin(z) — 2% sin(z) + 2% cos(z) + apsin(z) =0

Zaista, radi se o rjeSenju dane jednadzbe.



Zadatak 3. (ukupno 10 bodova) Frobeniusovom metodom razvijte rjeSenje dane jednadzbe na prva tri
nenul koeficijenta u ovisnosti o ag (r = —1):

re /(@) = /() — “y(x) = 0.

Rjesenje. (1 bod) Prvo svodimo na kanonski oblik y”(z) — x~e®y/(z) — 3z~ 2e"y(z) = 0 i zakljucujemo
Plr) =~ Q(x) = —35.

(1 bod) Provjera da jednadzba ima regularni singularitet u z = 0.

(1 bod) Razvijamo u red:

x - xk 2 x - xk
oP(e) =~ =Y =T #Q(r) =~ = -3
k=0 ) k=0 )

i zakljucujemo p = —%, k. = —% za sve k € Ny.
(1 bod) Rjesavanjem indicijske jednadzbe 0 = fo(r) = r* — (1+1)r —3 = (r + 1)(r — 3) imamo rjeSenja
-1, 3.

3

(5 bodova) Racunamo koeficijente za r = —1 iz fi,(r) = =5 — & = — & i formula:

2
f()(?” + 1)(11 + fl(T)CLO =0 = —3a1 — 2&0 =0 = ap = —gao
1 1
fo(r+2)ag + fi(r + 1)ay + fa(r)ag =0 = —4das —3a; —ag =0 = ay = —Z(3a1 +ag) = 700
(1 bod) Sada imamo:

2 1
y(r) = apr™" (1—§x+1x2+...).



Zadatak 4. (ukupno 10 bodova) Rijesite jednadzbu:

y" — 2y + 1y = zcosuw.

Rjesenje. (1 bod) Opce rjeSenje je oblika y = yy + yp, pri ¢emu je yy rjeSenje pripadajuée homogene
jednadzbe, a yp partikularno rjesenje.

(2 boda) Rjesenje homogene jednadzbe dobija se iz karakteristi¢nog polinoma k(\) = A2 =2\ + 1 =
(A — 1)% Dakle, yy(z) = Cie® + Cyze®.

(2 boda) Desna strana jednadzbe je €% (x cos 1z +0sin 1x) pa je yp oblika 2°¢°*((Az + B) cos x + (Cx +
D)sinz) = (Az + B)cosx + (Cz + D) sinz jer 0 + ¢ nije nultocka karakteristicnog polinoma.

(3 boda) Uvrstavamo partikularno rjesenje u pocetnu jednadzbu:

/

yp(x) = Acosz — (Az + B)sinz + C'sinz + (Cz + D) cosx
yp(x) = —2Asinx — (Az + B) cosx + 2C cosx — (Cx + D) sinx
=(—Cx — D —2A)sinz + (—Ax — B+ 2C) cosz
reosx =yp — 2yp +yp = (2Az — 2A+ 2B — 2C) sinx + ((—2C)x + 2C — 2A — 2D) cos z.

(1 boda) iz koje imamo sustav jednadzbi:

2A = 0
—2A+4+2B-2C = 0
—2C =1
20-2A-2D = 0

pajeAzo,B:(]:D:—%.
(1 bod) Kona¢no rjesenje je:

1 1
Yy =yu +yp = Cre" + Cyxe” — 5 CO8T = 5(1 + z)sinz.



Zadatak 5. (ukupno 10 bodova) Rijesite jednadzbu:
y =y’ —a*+ 1,

ako je poznato da je jedno rjesenje y = x. Kako se zove ovaj tip jednadzbe?

Rjesenje. Ovo je Riccatijeva jednadzba.
Koristimo supstituciju: y = x + u uz

u' = u?+ (22 + 0)u = u® + 2zu.
Sada smo dobili Bernoullijevu jednadzbu, pa koristimo supstituciju v = u™! te dobijemo
v = —u* = —(1+ 22v) = —22v — 1.
Sada smo dobili nehomogenu linearnu ODJ prvog reda:
v+ 2zv = —1.
Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu:
v+ 220 = 0.

To je separabilna jednazba, pa dobivamo:

tj. v = Ce ™.

Za rjesenje nehomogene jednadzbe, trazimo rjeSenje u obliku v = C’(m)e*xQ.

Sada je v/(z) = C'(z)e ™ + C(x)e™*" (—2x), pa slijedi:

C'(z)e ™ + Cz)e ™ (—2x) + 22C(z)e ™ = —1,
tj.
2
e C'(z) = —1.

Kona¢no,

a@:—/fﬁ+a

Dakle, v = —e=**([e’dt + O), paje u = (—e % ([ e’dt + C))~" te je

y:1%%<—ex2</eﬂﬁ~%0))_{

Drugi naé¢in rjesavanja linearne jednadzbe. Integrirajuéi faktor je

[L(l') _ 6f2tdt _ er.

v . . - 2 .
MnozZenjem jednadzbe s e dobivamo

(e”v) = —e".

Integriranjem slijedi

v =C — /et2 dt,



odnosno
v=e" (C’ - /et2 dt) )

2

Kako je u = %, imamo

e
U= ——F>—5—.
C— [edt
Konacno,
Y= +u,
pa je opée rjesenje
@) =2+ S
=T+ ——7"5—.
Y C— [edt

(Buduéi da je pri supstituciji v = u™! pretpostavljeno u # 0, dodatno rjesenje je

y(r) =z,

koje je ve¢ dano.)
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