Matematika 2 za kemicare

Rjesenja pismenog ispita od 27. kolovoza 2025.
Matea Celar & Franka Miriam Briickler

1. (20) Linearni operator A : R* — R? zadan je sa
Alx,y,2) = u+ 2z —x,2y + 2, 2),
a linearni operator B : R?* — R? zadan je sa
B:=2A""+ A
(a) (6) Odredite matricu operatora B s obzirom na kanonsku bazu prostora R3.
(b) (7) Odredite matricu kompozicije B o A s obzirom na bazu

f=1((1,1,0),(0,0,1),(0,1,0)).

(c) (7) Odredite spektar operatora A. Za svaku svojstvenu vrijednost odredite pripadne
svojstvene vektore.

Rjesenge.

(a) Matrica operatora A s obzirom na kanonsku bazu je

-1 2 1
A= 0 2 1
0 01
Matrica operatora B je tada
-1 1 0 -1 2 1 -3 41
[Ble =2[A.'+[A.=20 4 —3]+|0 2 1|=|0 30
0 0 1 0 01 0 0 3
(b) Matrica od B o A s obzirom na kanonsku bazu je
-3 4 1 -1 2 3 2 2
[BoA]l,=[Bl[Ale=10 3 0 0 2 1]=|(06 3
0 0 3 0 O 0 0 3
Matrica prijelaza i njen inverz su
1 00 1 00
T=1{(00 1 T'=10 0 1],
011 -1 10

pa je

[BoAl; =T '[Bo AT =

— O Ot
= W N
= O N



(c) Pripadni svojstveni polinom je

—1-AX 2 1
ko)) =det([Al —A)=| 0  2-XA 1 |=—(1—M\)(2=X)(1+N).
0 0 1—AX

Spektar se sastoji od nultocaka svojstvenog polinoma, pa je o(A) = {1,2,—1}. Pri-
padni svojstveni vektori su:

e zaX=1: {(3t,t,—t) : t e R}
e zaX=2: {(3t,t,0) : t€R}
e za A= —1: {(¢,0,0) : t e R}.



2. (20) Rijesite zadacu

Rjesenje. Zadana jednadzba je linearna diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim
koeficijentima. Najprije trazimo rjeSenje pripadne homogene jednadzbe ¢y’ —y = 0. RjeSenja
pripadne karakteristi¢ne jednadzbe su £1, pa je homogeno rjesenje

Yg = C(let + C2€7t, C1,Cy € R.

Sada trazimo partikularno rjeSenje jednadzbe y” +y = te' u obliku yp, = (At + B)e'.
Uvrstavanjem u polaznu jednadzbu dobivamo

(At +2A + B)e' — (At + B)e' = te',

§to nije moguce. Zatim pokusamo sa yp, = (At?>+ Bt)e!. Uvrstavanjem u polaznu jednadzbu
dobivamo
(At + (4A + B)t + 2A + 2B)e' — (At* + Bt)e' = te',

odakle rjesavanjem sustava slijedi A = }L, B = —i. Dakle, yp, = (%t2 — it)et.

Drugo partikularno rjeSenje je rjeSenje jednadzbe y” —y = 1. Ono trazimo u obliku
yp, = C, C € R. UvrStavanjem u polaznu jednadzbu slijedi 0 — C =1, tj. C = —1, pa je
yp, = —1. Konac¢no, opce rjeSenje polazne jednadzbe je

1
y=yn+yp +yp =Cie' + Coe™ + (=)' =1, 1, eR.
Uvrstavanjem pocetnih uvjeta y(0) =01 ¢'(0) = }l dobivamo sustav

CL+Cy =
Oy —Cy =

N =

dije rjeSenje je Cy = 3, Cy = 1. Dakle, rjeSenje zadace je

3 1 1
y(t) = Zet + Ze_t + Z(t2 —t)ef — 1.



3. (20) Zadana je funkcija f : R3 — R,
f(z,y,2) = 2> + 20> + 2% — 2y — 22.

(a) (12) Odredite i klasificirajte sve stacionarne tocke funkcije f.

/fds

pri ¢cemu je 7 : [0,1] = R3, y(t) = (t,¢,1).

(b) (8) Izracunajte krivuljni integral

Rjesenge.
(a) Izjedna¢avanjem parcijalnih derivacija funkcije f,

af 9 af . Of
o (7,y,2) = 32" —y, o (r,y,2) =4y —a i P (7,y,2) =22 — 2,

s nulom dobivamo sustav

322 —y =0
dy —x =0
22 —2=0.

Iz treée jednadzbe slijedi z = 1, a iz prve y = 322, pa uvrstavanjem u drugu jednadzbu

z(122 — 1) =0, tj. = 0 ili 2 = 5. Dakle, stacionarne tocke su (0,0,1) i (55, 35, 1)-

Hesseova matrica je

6x —1 0
0 0 2

U tocki (0,0, 1) pripadne minore suAd; =0, Ay = —1, Az = —2, pa za tu tocku test
ne daje odluku. U tocki (5
lokalni minimum.

(b) Imamo ~/(t) = (1,1,1) i [|[/(t)]| = V12 + 12 4 12 = /3. Dakle
/fds—/f NI @) dt = /\/_t3—|—2t2 2t) dt =

28 -
= I
\/5(4+ ; )

1) minore su A; = 5, Ay =11 A3 = 2, pa je ova tocka

12’48’ 2’




4. (20) Izracunajte integral
/ xyz dx dy dz,
s
pri ¢emu je
2?2 +y? <2

Rjesenje. Prikazimo zadani skup u cilindri¢nim koordinatama. Iz 22 4+ y* < 2 slijedi r? < 2,
tj. 0 < r < /2. Iz druge jednadzbe slijedi 0 < z < r2. Kako je z > 0, iz trec¢e jednadzbe

slijedi xy > 0, tj. x i y su istog predznaka. Dakle, promatramo prvi i treé¢i kvadrant u

zy-ravnini, pa je ¢ € [0, 5] U [r, 2F].

Racunamo:
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