Matematika 2 za kemicare

Rjesenja pismenog ispita od 18. veljace 2026.

1. (20) Linearni operator A : R® — R? zadan je svojom matricom u kanonskoj bazi

30 2
A.=[1 2 2
303

(a) (5) Izracunajte A(x,y,z) za z,y,z € R.
(b) (8) Odredite matricu operatora A s obzirom na bazu f = ((1,0,—1),(1,0,0), (1,1,1)).

(c) (7) Odredite spektar operatora A. Za neku svojstvenu vrijednost (po vlastitom izboru)
odredite pripadne svojstvene vektore.

Rjesenge.
(a) Imamo
3 0 2 x 3xr + 2z
[A(z,y,2)]e=11 2 2 y|=1z+2y+22
3 0 3 z 3x + 3z
Dakle, A(z,y,2) = (3 + 2z, + 2y + 2z, 3x + 3z).
(b) Matrica prijelaza i njen inverz su
1 11 0O 1 -1
T = 0 , Tl'=11 -2 1|,
-1 0 0 1
pa je
0O 1 -1 3 0 2 1 11 -1 -2 -1
A; =T YALT={1 -2 1|t 220 01]=[3 4 1
0 1 3 0 3 -1 0 1 -1 1

(c) Karakteristi¢ni polinom je

3—A 0 2
det((Al — M) =| 1 2-X 2 |=@2=N(B3-N2=6)= (2= N\ —6)+3).
3 0 3—A

Svojstvene vrijednosti su njegove nultocke:
o(A) = {2,3 + \/6} .

Za \ = 2 pripadne svojstvene vektore dobivamo rjesavanjem sustava

3—-2 0 2 10 1 0210 10o0lo
1 2-2 2 (0|~(1 0 2|0)~---~ 00 1lo)
3 0 3-2]0 301710

Rjesenja su {(0,¢,0) : t € R}.



2. (20) Odredite sva rjesenja diferencijalne jednadzbe

y' — 2y + 5y =5t"+1.

Rjesenje. Najprije promatramo pripadnu homogenu jednadzbu
y" — 2y + 5y = 0.
Pripadna karakteristi¢na jednadzba glasi
A —2X+5=0

1 njena rjeSenja su

)\1,2:—2i 2_16 =1= 2.

Opée rjesenje pripadne homogene jednadzbe je tada
yu(t) = et(Cl cos 2t + Cy sin Qt), Ci,Cy € R.

Desna strana jednadzbe je polinom drugog stupnja, pa partikularno rjesenje trazimo u
obliku
yp(t) = At + Bt + C.

[zra¢unajmo derivacije:

yp(t) = 2At + B, yp(t) = 2A.

Uvrstavanjem u polaznu jednadzbu dobivamo
2A —2(2At + B) + 5(At? + Bt + C) = 5t* + 1.

Sredivanjem:
5At? + (—4A 4+ 5B)t + (2A — 2B + 5C) = 5t + 1.

Izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuée potencije od ¢t dobivamo sustav:

5A = 5,
—4A +5B =0,
2A — 2B +5C = 1,

Cije rjeSenje je
4
A=1, B = 5 C=—.

Dakle, partikularno rjesenje je

4 3
t) ="+ -t + —.

Konacno, opce rjesenje polazne diferencijalne jednadzbe je

4 3
y(t) = yu(t) + yp(t) = €' (Cy cos 2t + Cysin 2t) + ¢* + gt + %

pri ¢emu su C1,Cs € R.



3. (20) Zadana je funkcija f: R? — R,
f(z,y,2) = (2% — y*)e® + cos 2.
(a) (14) Odredite sve stacionarne tocke i Hesseovu matricu funkcije f.

(b) (6) Za koje vrijednosti parametra ¢ skup S C R?,

S... flz,y,2) =c,

jest, a za koje nije ploha? Obrazlozite svoj odgovor.

Rjesenge.
(a) Najprije izratunamo prve parcijalne derivacije od f:

8f _x(2 2 af _ z 8f — Q]
%("anwz) =¢€ (.T Y —|—2[E), ay(xayvz> - 2y€ ) az<x7y7z) = —siz.

Stacionarne tocke su rjeSenja sustava V f(x,y, z) = 0, odnosno

e”(x? —y? + 2x) = 0,
—2ye* =0,

—sinz = 0.
Buduéi da je e* # 0 za sve x € R, sustav je ekvivalentan

22 —y*+ 21 =0,
y =0,

sinz = 0.
Uvrstavanjem y = 0 u prvu jednadzbu slijedi
P 420=0 +—= 2@+2)=0 <<= r=0iir=-2.

Treca jednadzba daje
z=km, keZ.

Stoga su sve stacionarne tocke

{(0,0,km), (—=2,0,km): k € Z}.

Hesseova matrica funkcije f u tocki (x,y, z) glasi:

e’(x? —y? + 4z +2) —2ye” 0
(Hf)(x,y,2) = —2ye” —2¢e” 0
0 0 —CoS 2



(b) Skup S je ploha ako ne sadrzi nijednu stacionarnu toc¢ku funkcije f.

Iz (a) dijela znamo da su stacionarne tocke
(0,0,kr) i (—2,0,km), ke Z.
[zra¢unajmo vrijednosti funkcije u tim toc¢kama:
£(0,0,km) =0+ cos(km) = £1,
f(=2,0,km) = 4e 2 + cos(km) = 4e 2 £ 1.

Dakle, za vrijednosti
ce€{+1, de 2+ 1}

skup S sadrzi stacionarne tocke, pa nije ploha. Za sve ostale vrijednosti parametra c
skup jest ploha.



4. (20) Izracunajte integral

Y
I i s e

pri demu je skup S C R? zadan s
2, 2 .2
+y +22<1
S{ yore =

r>0,y>0,2<0.

Rjesenje. Skup S je jedna osmina jedini¢ne kugle z2 + y? + 2% < 1.
Prikaz skupa S u sfernim koordinatama glasi
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Bududi da je 22 + 3% + 22 = r? 3/2 — 13 pa polazni integral postaje

/2 Tsmgosm9 )
/// x2+y+ D dxdydz—/ //2/ T r%sinf dr df dy
—/ / / sin psin?@ dr df dp = </ dr) (/ sin26d6) (/Zsingad<p> =
0 7/2J0 0 T 0

2

, imamo (2% + y* + 2?)

e



