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Predgovor

Primijenjeni primjeri koji sadrze pojmove i gradivo koje ne spada u standardno sred-
njoskolsko i osnovnoskolsko gradivo iz fizike i kemije nisu obvezni dio ispitnog gradiva,
nego ilustracija koristenja matematickih tehnika (koje jesu dio ispitnog gradiva) za
probleme koje ¢e studenti susresti i prouciti kasnije tijekom studija na odgovaraju¢im
kolegijima. Specijalno, jedine veli¢ine i mjerne jedinice za koje se podrazumijeva da ih
studenti znaju su one koje spadaju u opéu kulturu svake osobe koja je zavrsila srednju
skolu. Pregled tih velicina i mjernih jedinica mozete nac¢i u prilogu na pocetku ove
knjige, odmah iza ovog predgovora. Takoder, ni za koji konkretni opis kemijske, fizikalne
ili ine ovisnosti koji se pojavi u primjerima i zadacima se ne ocekuje da ga student/ica
zna navesti (niti objasniti), osim ako se radi o standardnom gradivu osnovne i srednje
skole (primjerice, podrazumijeva se da svaki student zna $to je mnozinska koncentracija
ili brzina pri pravocrtnom gibanju). Dijelovi oznac¢eni s ,,Za one koji zele znati vise“
sadrze raznolike dopunske matematicke informacije koje ne ulaze u ispitno gradivo.
Sadrzaj ove skripte odgovara gradivu koje se obraduje na nastavi. Za dodatne
materijale upucujemo na literaturu na kraju ove skripte i na kraju svakog poglavlja.

U Zagrebu, 2026.

F. M. B. & M. C.
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Poglavlje 1

Elementarna matematika

1.1 Aritmetika racionalnih brojeva s primjenama

Kemicari i drugi prirodoznanstvenici brojeve koriste ponajvise za izrazavanje rezultata
mjerenja, tj. za navodenje iznosa (skalarnih) fizikalnih veli¢ina. Iznosi skalarnih fizikalnih
veli¢ina uwvijek su umnosci po jednog broja i mjerne jedinice. Primjerice, nije dovoljno
re¢i da je mnozinska koncentracija neke otopljene tvari 1,01; to je besmislen iznos ako
se ne navede radi li se o, recimo, 1,01 mol L™!. Ponekad se pojavljuju i ,,¢isti“ brojevi,
poput pH, no ako se dogovorimo da je njima mjerna jedinica jednaka 1, onda i njih
mozemo shvatiti kao umnozak broja i mjerne jedinice.

Brojnost () se izrazava prirodnim brojevima 1, 2, 3, .... Skup N svih prirodnih
brojeva se svim rezultatima oduzimanja dvaju prirodnih brojeva prosiruje do skupa Z
svih cijelih brojeva. Uz zbrajanje i oduzimanje u osnovne racunske operacije spadaju i
mnozenje i dijeljenje. Dok mnozenjem cijelih brojeva dobivamo cijeli broj, to opéenito
nije slucaj s dijeljenjem.

'@"Razlomci su koli¢nici (kvocijenti) cijelih i prirodnih brojeva, pri ¢emu se djeljenik
naziva brojnikom i pise iznad razlomacke crte, a djeljitelj je nazivnik i piSe se ispod
razlomacke crte. Racionalni brojevi su brojevi koji se mogu zapisati kao razlomci.
Oznaka za skup svih racionalnih brojeva je Q.

Uoc¢imo da razlomke mozemo definirati i kao koli¢nike dvaju cijelih brojeva uz
dodatak da djeljitelj ne smije biti nula.

% je razli¢it razlomak, ali isti racionalni broj kao %.
Zadatak 1.1.1 Koliko iznost % odg bureka?

Razlomci s istim nazivnikom se zbrajaju tako da im se zbroje brojnici. Opéenito,
razlomci se zbrajaju tako da se prvo svaki prosiri tako da imaju iste nazivnike (npr. tako
da svaki razlomak proSirimo ili nazivnikom onog drugog ili kvocijentnom njihovih
najmanjih zajednicki visekratnika), nakon Cega je zbrajanje svodi na slucaj s istim
nazivnicima. Pritom, prosiriti razlomak znac¢i pomnoziti mu i brojnik i nazivnik istim
brojem (razli¢itim od nule). Nulaﬂ se zapravo definira kao neutralni element za zbrajanje,

1S Ng se oznacava skup koji se sastoji od nule i svih prirodnih brojeva.
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tj. kao (jedini) broj takav da zbrojen sa svakim drugim brojem ne mijenja taj broj
(x+0=0+x =z zasve x). Za svaki broj x se s —z oznacava njegov suprotni broj,
tj. broj koji dobijemo promjenom predznaka i koji zbrojen s polaznim brojem daje 0:
x+ (—x) = (—z) + 2 = 0 za sve . Oduzimanje se definira kao pribrajanje suprotnog
broja: x —y =z + (—y) zasve z 1 y.

Zadatak 1.1.2 Za kakve razlomke je njihova razlika jednaka razlomku kojem je brojnik
razlika njihovih brojnika, a nazivnik razlika njihovih nazivnika?

Zadatak 1.1.3 Jedinicni razlomci su razlomci s brojnikom 1. U starom Egiptu, svi
(pozitivni) razlomci (s izuzetkom dvije trecine) su se shvacali kao zbrojevi razlicitih
jedinicnih razlomaka. Primjerice, % = % + % + %0. Ako je vrigednost razlomka bila veca
od 1, prvo se odvojio cijeli dio. PokaZite da se svaki pozitivan razlomak napisati ,,na
egipatski nacin “, tj. kao zbroj prirodnog broja i razlicitih jedinicnih razlomaka. Je li

takav zapis jedinstven?

Kad racunamo s razlomcima, uobicajeno ih je (osobito konacne rezultate) kratiti.
Pritom, kracenje razlomka (ili opéenitije, nekog razlomljenog izraza) je dijeljenje brojnika
i nazivnika s istim brojem. Buduéi da dijeljenje s nulom nije dozovoljeno, pri krac¢enju
s varijabilnim izrazom moramo paziti na to da ne kratimo s nulom. Uoc¢imo da se
prosirivanjem i kra¢enjem mijenja razlomak, ali se ne mijenja racionalni broj kojeg
razlomak predstavlja.

Primjer 1.2 Kracenje % = a nije korektno ako nismo prvo naveli da a # 0.
Zadatak 1.1.4 Zasto nije dozvoljeno dijeliti s nulom?

Ponekad se u racunima pojavljuju i dvostruki razlomeci, tj. koli¢nici dvaju razlomaka.
Dvostruki razlomak jednak je razlomku ¢iji brojnik je umnozak brojnika od brojnika i
nazivnika od nazivnika, a nazivnik mu je jednak umnosku nazivnika brojnika i brojnika
nazivnika:
mq

< rs|3 |3

np’
Stoga se pri kra¢enju dvostrukih razlomaka mogu kratiti brojnici (ili nazivnici) nji-

hovih brojnika i nazivnika (kao i zasebno pojedinac¢ni razlomci u njihovom brojniku i
nazivniku).

Primjer 1.3

4 4 1 12
3 , 5 36452 28 T =
2T 6 2:6 12 12 7

Razlomci se mnoze tako da im se pomnoze brojnici, odnosno nazivnici. Dok kod
zbrajanja kao i kod mnozenja redoslijed nije bitan (kaze se: zbrajanje i mnozenje su
komutativne operacije), oduzimanje i dijeljenje nisu komutativne operacije — promjena
redoslijeda mijenja rezultat. Slicno kao kod oduzimanja koje se definira temeljem
definicije broja 0 i suprotnog broja, dijeljenje se definira temeljem definicije broja 1 i
recipro¢nog broja. Broj 1 se naime definira kao (jedini) broj takav da pomnozen sa
svakim drugim brojem ne mijenja taj broj (1-z = z -1 = z za sve x), a recipro¢ni
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1 1

broj nenul-broja x se definira kao broj 7! takav daje z- 27! = 27! - 2 = 1. Stoga je
dijeljenje definirano kao mnozenje s recipro¢nim djeliteljen: = : y = x - y~! za sve x i za
z 1

sve y # 0. Uoc¢imo da buduéi da je x - % =717 =72=1zasvex # 0 slijedi

[
T

Zadatak 1.1.5 Koliko iznosi reciprocni broj broja %?

Zadatak 1.1.6 Koliko iznosi reciprocéni broj reciproc¢nog broja od x # 07

-

©) 7Zaone koji zele znati vise Da 0 nema recipro¢ni broj (te da stoga nije moguée
dijeljenje s nulom) se strogo uzevsi dokazuje ovako: Po definiciji nule je 0 + 0 = 0,
pajeia-(0+0)=a-0 zasve a. Zbrajanje se definira kao distributivno pa imamo
a-0+a-0=a-0. Pribrojimo li suprotni broj od a - 0, po njegovoj definiciji, ostaje
a-0 = 0. Dakle, nula pomnoZena sa svakim brojem daje nulu. Kad bi postojao 071,
moralo bi vrijediti 0 - 07! = 1 pa bi po prethodnom moralo biti 0 = 1. No, to je
nemoguce: Kad bi bilo 0 =1, bilobiia-0=a-1,tj. 0 = a, za sve a, tj. onda bi nula
bila jedini broj. » & &

3-5

Zadatak 1.1.7 Koliko iznost 1 + ?H%é podijeljeno s 1 — 247
5

Primjer 1.4 Vozio sam od Zagreba do Osijeka prosjecnom brzinom 50kmh~!, a natrag
istim putem prosjecnom brzinom 7T0kmh=t. Objasnite zasto ukupna prosjecna brzina
za moj izlet u Osijek nije bila 60kmh=1? S kojom prosjecnom brzinom sam se trebao
voziti natrag da ukupna prosjecna brzina bude 60 kmh=! [17/?

Udaljenost od Zagreba do Osijeka je dkm. Prema zadanom, od Zagreba do Osijeka

mai je trebalo t1 = % sati, a natrag to = 7% sati. Dakle, ukupno sam se vozio t1 + ty =
% + % = :?Tg = 1% sati. Za to vrijeme prosjecna brzina mi je bila & = %km/h

175

(malo manje od 30 km/h jer je 6 - 30 = 180 > 175). Drugi dio zadatka prepustamo
citatelju za vjezbu.

Primjer 1.5 Problemi podjele nasljedstva v odredenim omgerima prisutni su u ljudskoj
cwilizaciji veé od staroegipatskog doba. Jedan poznati matematicki zadatak tog tipa
vezan je uz pricu od bogatom Arapu koji je sinovima ostavio deve u nasljedstvu te je
postao poznat kao problem 17 deva. Postoji vise legendi o pojavi tog problema i bivao
je pripisan raznim matematicarima 1z razdoblja 9.-16. st. Iako se vjerojatno radi o
arapskoj narodnoj prici, najstariji poznati zapis ovog zadatka potjece od siitskog iranskog
filozofa, mule Muhameda Nahdija Naraqija u 18. st.

U tom zadatku, bogati Arapin je na samrti svoje deve ostavio u nasljede trima
sinovima, uz uvjet da konje raspodijele deve tako da majstariyi dobije %, srednji % 1
nagmladi %. Kad su po ocevoj smrti i$li raspodijeliti deve, prebrojavsi th utvrdilt su
da th ima 17 i nitko nije imao ideju kako th raspodijeliti bez da ubije koju devu. No,
oazu je posjetio mudrac iz Indije jasuci na devi. On im je rekao da naravno da se 17
deva ne mogu raspodijelitt ni na polovine, ni na trecine ni na devetine jer je 17 prost
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bij] No, zatim im je rekao: ,,Evo dodajmo moju devu. Sad imamo 18 deva pa od
toga njih devet ide najstarijem sinu, sest njih srednjem i dvije najmladem. Ukupno smo
tako raspodijelili 9 + 6 + 2 = 17 deva 1 moZete mi vratiti moju.” Objasnite zasto je ovo
korektan postupak!

Princip iz gornjeg zadatka, u kojem se rjesenje lakse dobije tako da razmatranom
broju ili izrazu dodamo pa oduzmemo isti broj, ili pak alternativno pomnozimo i
podijelimo s istim brojem (prosirimo) zbog gornje je pri¢e poznato kao princip deve
(engl. |camel principle)) i ¢esto ¢emo ga koristiti u nastavku gradiva.

&) 7Za one koji zele znati vise Kao S§to se pola zbroja dva broja naziva njihovom

aritmetickom sredinom (ili prosjekom), reciprocna vrijednost aritmeticke sredine dva

broja pomnozena s njihovim umnoskom zove se njihovom harmonijskom sredinom:
a+b 2ab 2

A=2F0 g2 2 A
2 a+b (_z_l_

(S

U situacijama kao u prethodnom zadatku prosjecna brzina na dvjema dionicama za koje
su poznate zasebne prosjecne brzine jednaka je harmonijskoj sredini tih prosje¢nih brzina.
Za vise od dva broja, njih n, njihova aritmeticka sredina je njihov zbroj podijeljen s n,
a harmonijska sredina je reciprocna vrijednosti aritmeticke sredine njihovih reciprocnih
vrijednosti. b & &

Uzastopnim mnozenjem broja samog sa sobom dobivamo njegove potencije s prirod-
nim eksponentima: z! =z, 2 =z -z, 2> =2 -2 -z it.d

e

@ Opcenito, za prirodan broj (eksponent) n i bilo koji broj « (bazu potencije 2™) J\

(x pomnozen sam sa sobom n — 1 puta). Po definiciji je svaki broj potenciran na
eksponent 0 daje 1, osim §to 0° nije definirano. Potenciranje na negativne cijele
brojeve definira se tako da je (—n)-ta potencija broja isto sto i n-ta potencija
reciprocnog broja: za svaki  # 0 i prirodan broj n je

o J

Kad uzastopno primjenjujemo razlicite racunske operacije, ako nije drugacije
naznaceno koristenjem zagrada (izrazi u zagradama se uvijek prvi izracunavaju), po-
tenciranje ima prednost pred mnozenjem i dijeljenjem, a mnozenje i dijeljenje pred
zbrajanjem i oduzimanjem. Unutar jednakopravnih operacija (mnozenja i dijeljenja
odnosno zbrajanja i oduzimanja) redoslijed izra¢unavanja je slijeva udesno. Uo¢imo i
da je promjena predznaka mnozenje s —1: —x = (—1) - x. Kod uzastopnog potenciranja

2Prost broj je prirodan broj koji nije djeljiv ni sa kojim drugim brojem osim samog sebe i jedinice.
Slozen broj je prirodan broj djeljiv s nekim brojem veéim od 1 i manjim od sebe. Jedinica nije ni prost
ni slozen broj.


https://thepalindrome.org/p/the-camel-principle
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podrazumijeva se skupljanje eksponenata prema gore: a® je isto sto i a*), dok je (ab)°
jednako a’¢

Primjer 1.6

1 25 341+9——1-25 811—|—9—
23 4 273 4 -
3 81 15 81 66 15
A R R E I s

Zadatak 1.1.8 Koji je (su) pravilni zapis(i) mjerne jedinice fizikalne velicine koja ima
fizikalnu dimenziju kvocijenta mnoZinske koncentracije 1 vremena: mol/Ls, molL™!s
mol/Ls™!, molL~'s™, mol/(L~!s™!), mol/(Ls)?

'@"Brojevi se zapisuju brojkama, a brojke se sastoje od pojedinac¢nih simbola koje
zovemo znamenkama.

Danas uobicajeni zapis brojeva je decimalni (dekadski) zapis, tj. zapis u kojem
su pojedine znamenke brojke svojom pozicijom vezane za toj poziciji odgovarajucu
potenciju broja deset. Taj je zapis toliko uobicajen da se ¢esto govori o decimalnim
brojevima (a ne brojkama).

Primjer 1.7 Brojka 725 predstavilja broj 7-100 +2-10+5=7-10>+2-10' +5-10°,
-

& Za one ko ji zele znati vise Osnova moderne digitalne tehnologije je binarni
brojevni sustav, u kojem su pojedine znamenke (0 ili 1) brojke svojom pozicijom
vezane za toj poziciji odgovarajuéu potenciju broja 2. Primjerice, binarna bl"OJka 10112
predstavlja broj jedanaest jer jeto 1-23 4+0-224+1-2 41 2p.

Primjer 1.8 Jedan poznati matemagicarski trik odvija se na sljedeéi nacin: Mate-
magicar Vidoviti Mujo poziva jednog dobrovoljca da sudjeluje u triku. Javila se Fata.
Fata izlazi pred plocu, a Mujo joj daje kredu i zamoli da mu cuvrsto zaveZe tamni ne-
prozirni Sal oko ociju da ne bi vidio sto Fata piSe na ploci. Pita Mujo Fatu: ”Bona,
Fato, znades li ti zbrajat i oduzimat bez kalkulatora?”. Odvrati Fata: ,,Da $ta zbrajat i
oduzimat, znam 1 mnozit. Al” dijelit, jok!” Nakon toga kaze Muju Fati: ,,Odaberi troz-
namenkasti broj kojemu prva i zadnja znamenka nisu jednake @ zapisi ga. “ Zapise Fata
broj. Kaze Mujo dalje: ,,Obrni svom broju redoslijed znamenki, recimo ako si zapisala
123 zapisi 321.7 Kaze Fata: ,,Jesam Mujo, sto ¢u sad?”. Mujo odvrati: ,,Sad imas dva
broja. Oduzmi manjeg od veceg i reci mi kad si izracunala.” Izracuna Fata i kaZe Muj
,,Gotovo!”. Nastavlja Muju: ,,Ako si dobila broj s mangje od dvije znamenke, napisi
mu 1spred nulu ili nule tako da bude troznamenkast.” Fata rece: ,,Aha“. Naposlijetku
¢e Muju: ,,Sad tom broju opet obrni znamenke. Nakon toga zbroji zadnja dva broja
koja si napisala.” Javi se Fata da je gotova, pa ée joj Mujo: ,,Jesi sama izabrala svoj
broj? Jesam te ja ic¢im nagovarao da izaberes odredeni broj? Jesam li mogao znati koji
si broj izabrala? E, nisam, ali zato znam koji si rezultat dobila na kraju: 1089.” Fata
¢e: ,,Bolan Mujo, kako pogodi?”. Objasnite Fati (a i Mugji, ako on to veé ne zna) kako
1 zasto je Mujo pogodio konacni rezultat!
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Ako Fata primjerice krene od 781, onda ce racunati: 781 — 187 = 594, 594 + 495 =
1089. Mujo moZze pogoditi rezultat jer je taj uvijek 1089. Zasto?

Fata na pocetku bira broj (abc) = 100a+10b+-c sa znamenkama a, b, ¢ € {0,1,...,9},
pri cemu a # ¢ (to osigurava da u oduzimanju ne dobije nulu). Obrnuti broj je onda
(cba) = 100c + 10b + a. Uzmimo da je a > ¢ (inace samo zamijenimo uloge prvog i
drugog broja). U prvom koraku oduzimanje onda daje

(100a + 10b + ¢) — (100¢ 4+ 10b 4+ a) = 100(a — ¢) + ¢ — a.

Buduci je a > ¢, znaci da oduzimanje na mjestu jedinice prenosit znamenku na mjesto
desetica (posuduje se desetka da bi se izvelo oduzimanje na zadnjem mjestu), a ta
pak prenosi znamenku i na mjesto stotica (npr., 672 — 276 = 396 = 100(6 —2 — 1) +
90 + (10 + 2 — 6) ). Dakle, dobit cemo broj kojem je prva znamenka a —c — 1 (zbog
Muginih uputa, ako je ovo 0 svejedno ju Fata ispisuje), druga je 9, a treca je 10+ ¢ — a:
broj 100(a — ¢ — 1) + 90 + (10 4+ ¢ — a). Obrtanje poretka znamenki tog broja daje
100(10 + ¢ —a) + 90 + (a — ¢ — 1), $to u konacnom zbroju daje

100(a — ¢ — 1) + 90+ (10 + ¢ — a) + 100(10 + ¢ — a) + 90 + (a — ¢ — 1) = 1089.

Za ne-cijele brojeve cijeli dio se od razlomljenog dijela u decimalnom zapisu odvaja
decimalnim zarezom (ili decimalnom tockom). Pritom znamenke iza decimalnog zareza
odgovaraju redom potencijama —1, —2 i t.d. broja deset (desetinama, stotinkama, ... ).
Broj znamenaka iza decimalnog zareza u decimalnom zapisu broja naziva se njegovim
brojem decimala.

Primjer 1.9 U brojci 21,47, koja ima dvije decimale. je 21 cijeli dio, a 0,47 razlomljeni
dio, odnosno ovaj broj je broj 2-10' +1-10° +4-10"1 +7-1072.

-
&) Za one ko Jji zele znati vise U znanosti i tehnici, pri opisivanju iznosa kutova
i vremena, Cesto se koristi i seksagezimalni brojevni sustav. Radi se o pozicijskom
brojevnom sustavu s bazom 60, pri ¢emu se cijeli dio nekad tretira decimalno, a
nekad seksagezimalno, dok se potencije 60! i 6072 nazivaju minutama i sekundama.

Prlmjerlce vrijeme 5h6min7s je 12387 sati, a kut od 25°30" je kut od 25,5° # 25,5. °

Svaki konacni decimalni zapis mozemo shvatiti kao beskonacan, ali obrat ne vrijedi.

Primjer 1.10 1 = 0,5 = 0,50000... = 0,50, ali + = 0,33333... = 0,3 # 0,333333.

3
Takoder, 0,49 = 2 pa decimalni zapis ne mora biti jedmstvenl

Racionalni brojevi mogu i ne moraju imati konacan decimalni zapis. No, decimalni
zapis racionalnog broja je uvijek periodican, tj. pocevsi od nekog mjesta se neki dio
zapisa pocinje ponavljati. U decimalnom zapisu, racunske operacije se provode analogno
kao za cijele brojeve, uz obracanje pozornosti na poziciju decimalnog zareza. Mnozenje
i dijeljenje s 10 odgovara pomicanju decimalnog zareza za jedno mjesto udesno odnosno
ulijevo.

3Ako zahtijevamo da se uvijek prednost dade decimalnom zapisu s beskonaéno mnogo znamenki
razlicitih od nule, onda decimalni zapis postaje jedinstven, no to bi davalo prednost neuobicajenom
zapisu poput 1 = 0,9 pred zapisom 1 = 1,0 te se takav uvjet postavlja samo u dokazima za koje je
bitno osigurati jedinstven zapis.
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Zadatak 1.1.9 Odredite dva razlomka ¢iji decimalni zapis je 1,230.

Zadatak 1.1.10 Matemagicar Vidoviti Mujo izvodi sljedeci trik s Fatom: Fata zapisuje
proizvoljan pozitivan decimalni broj mangi od 1. Ispod njega Mujo zapisuje jos jedan
takav broj, ali s istim brojem znamenki, a nekom u publici predaje svoje predvidanje.
Dalje oboje naizmjenicno, Fata pa Mujo, zapisuju jos po jedan broj s istim brojem
znamenki. To se ponavlja dok Fata ne zapise onoliko brojeva koliko je bilo znamenki iza
decimalnog zareza. Nakon tog Mujo vise ne dodaje svoj broj, nego trazi da Fata zbroji
sve brojeve, isticuéi da je vise od pola njih Fata izabrala sama. Dok se Fata muci sa
zbrajanjem, Mujo otvara svoje, naravno tocno, predvidanje rezultata. Kako to uspijeva?
Hint: U svakom koraku Mugjo bira broj tako da njegov zbroj s prethodnim Fatinim brojem
bude 0,99 ... (onoliko devetki koliko je znamenki u prvom broju).

Kod potenciranja decimalnih brojeva, ako su racionalni, ¢esto ih je zgodnije zapisati
kao razlomke.

Primjer 1.11
1\ 2
0,042=(—) =25>=625.

Buduéi da mjerenja nikad nisu savrseno tocna, podaci dobiveni mjerenjem zapisuju
se kao decimalni brojevi i koriste¢i pravila o znacajnim znamenkama: Sve sigurne i prva
nesigurna znamenka su znacajne. U znacajne znamenke se ne ubrajaju nule na pocetku
zapisa, nule na kraju se zanemaruju osim ako nisu iza decimalnog zareza, a sve ostale
znamenke su znacajne. Uoc¢imo da to znaci da su rezultati mjerenja uvijek racionalni
brojevi. Egzaktni brojevi imaju beskona¢no mnogo znacajnih znamenki. Kako bi se
izbjegle nedoumice, uobicajeno je koristiti znanstvenu notaciju brojeva:

N\

-@-Znanstvena notacija (realnog) broja z je zapis tog broja u obliku z = m - 10¥ gdje
je (realni) broj m (1 < m < 10), tzv. mantisa ili koeficijent od = (u pravilu zapisan
decimalno, sa svim zna¢ajnim znamenkama), a cijeli broj k je karakteristika (ili
eksponent) broja x. Potencija 10* naziva se redom veli¢ine od z.

Primjer 1.12 Broj 2,1-107° je reda veli¢ine 107>, a 5,345 - 103 je reda velic¢ine 103.
Kazemo da je prvi broj za 8 redova velic¢ine mangi od drugog jer je 103/107° = 108.

Zahtjev da mantisa bude broj izmedu 1 i 10 ¢ini znanstveni zapis broja jedinstvenim.
Zmanstveni zapis je osobito koristan za brojeve jako velikog ili malog reda veli¢ine.

Primjer 1.13 Avogadrova konstanta iznosi 602214076000000000000000 mol~t, no u
racunima se obicno zaokruZuje na prve cetiri znacajne znamenke, tj. na

Nj = 6,022 - 10 mol ™.

Naboj elektrona iznosi —0,0000000000000000001602176634 C, sto se u standardnijim
racunima obicno zaokruzuje na prve cetiri znacajne znamenke, tj. na

e=—1,602-1079C.
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Zadatak 1.1.11 Procijenite red velicine broja udaha tijekom ljudskog Zivota te broj
listova papira u tornju papira debljine oko 1 mm visokom 1km.

Budud¢i da su iznosi skalarnih fizikalnih veli¢ine umnosci brojeva s mjernim jedini-
cama, pretvaranje mjernih jedinica svodi se (u pravilu, ali vazna iznimka vrijedi kod
preracunavanja mjernih jedinica temperature) na skaliranje, tj. mnozenje s prikladnim
faktorom.

'\@"Dvije (promjenjive, skalarne) veli¢ine su proporcionalne (razmjerne) ako im je
koli¢nik medusobno odgovarajuéih iznosa uvijek isti, osim kad neka od njih ima
iznos nula. Taj kvocijent zove se koeficijent proporcionalnosti.

U anglosaksonskim zemljama se kao jedinice mase koriste funte (pound,
oznaka 1b) i unce (ounce, oznaka oz). Njihov medusobni odnos i odnos prema nasim
jedinicama definiran je s

11b = 16 0z = 453,59237 g.

S kojim faktorom treba mmnozZiti masu izraZenu u uncama da dobijemo iznos iste mase
izrazene u kilogramima?
Iz definicije je 1g =

16000
45359237

o . : . . k k
mase izrazene u kilogramima i uncama je sss=er & = 0,02834952 £,
3527396 oz

453’%9237 0oz, a znamo da je 1kg = 1000g, dakle je 1kg =

oz = 35,27396 oz, dakle trazZeni faktor, tj. koeficijent proporcionalnosti izmedu

-\@" Omjer dviju skalarnih veli¢ina je njihov odnos poistovjeéen s njihovim koliénikom,
a razmjer je jednakost dvaju omjera.

Uocimo: Ako su dvije veli¢ine = i y proporcionalne te ako znamo da kad = iznosi a,
y iznosi b, a kad x iznosi ¢, onda y iznosi d, onda je zadovoljen razmjer a : b = ¢ : d.
Iznimno, ako je x iznosa 0, kod proporcionalnih veli¢ina y moze poprimiti bilo koji
iznos i obrnuto. Primijetimo i da ako je jedna veli¢ina proporcionalna drugoj, a druga
trec¢oj, onda je i prva proporcionalna trecoj.

Ako je a : b = ¢ : d, mnozZenje s b i d daje da vrijedi i ad = be, a
onda dijeljenje s a @ ¢ daje da vrijedi i d : ¢ =b: a. Naravno, prethodna manipulacija
razmjera je korektna samo ako su a,b,c,d # 0.

Jedan poznati matematicki zadatak glasi: KokoS i pol snese jaje i pol za
dan 1 pol. Koliko jaja snese Sest kokosi za Sest dana?

U takvim zadacima se ocigledno pretpostavilja implicitne proporcionalnost. Koja?
Najlakse je razmotriti slican zadatak, ali s ociglednim rjesenjem: Ako 1 kokos u 1 danu
1zlegne 1 jaje, onda 6 kokosi u 1 danu izleqgu 6 jaja jer je ucestalost lijeganja jaja iz
prve recenice jednaka % =1 (Ji— po kokosi, dakle je brzina izlijeganja jaja u tom slucaju
1 dJ—k Vidljivo je da imamo proporcionalnost izmedu broja jaja © umnoska vremena i
broja kokosi.
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U zadatku stoga imamo ucestalost lijeganja jaja jednaku

15]. 2 .
v = = -
15d.1,5k. 3 d.k.

Dakle, u nasem zadatku jedna kokos izlegne % jaja na dan, pa sest kokosi u jednom danu
1zlegne 4 jaja, odnosno sest kokosi u sest dana izlegne 24 jaja:

I o4,

Niaja = Nictv = 6k - 6d. 5 -

[GVRI

Proporcionalnost i (produljeni) omjeri ¢esto se koriste u stehiometrijskim zadacima,
osobito onima vezanim za empirijske formule. Pritom se koriste sljedec¢a dva pravila:

e Ako se u (produljenom) omjeru @ : b : ... u svim ¢lanovima pojavljuje isti faktor,
primjerice ista mjerna jedinica, taj faktor se moze pokratiti u cijelom omjeru.

e Ako (produljeni) omjer a : b : ... zelimo pojednostaviti na njemu priblizno
jednaki omjer a’ : V' : ..., primjerice jer su u prvom veliki brojevi i zelimo ga
svesti na omjer malih prirodnih brojeva, obi¢no se prvo svi brojevi zaokruze
na manje (odbaci im se neki broj zadnjih znamenki, primjerice odbacivanjem
zadnje tri znamenke dobijemo 4612526 : 243955 ~ 4613 : 244), pokratimo sve
eventualne zajednicke faktore pa podijelimo sve ¢lanove s najmanjim brojem i

opet zaokruzimo (4613 : 244 = P2 - 1~ 189:1~19:1).

U postupku pojednostavljivanja omjera treba biti oprezan, jer svodenje najmanjeg

broja na 1 ne mora dati dobru aproksimaciju, primjerice 401 : 275 : 633 = 3—% ;
1: % ~ 1,46 : 10 : 2,30 pa bi ,slijepo“ drzanje gornjeg pravila dalo oc¢igledno

losu aproksimaciju 1 : 1 : 2. U ovakvim slucajevima mozemo ponoviti postupak:
1,46 :1:2,30=146:100:230~ 14,6 :10:23x~15:1:23=3:2:46~3:2:5.
Uocimo da 3 : 2 : 5 nije loSa aproksimacija, ali da je bolja 6 : 4 : 9 koju bismo dobili tako
da omjer 1,458 : 1 : 2,302 mnozimo redom s faktorima 2, 3, ...dok ne dobijemo omjer
u kojemu su svi ¢lanovi blizu cijelih brojeva: pomnozeno s 2 dobijemo 2,92 : 2 : 4,60
(zadnji broj ni priblizno nije cijeli), pomnozeno s 3 dobijemo 4,37 : 3 : 6,91 (prvi broj ni
priblizno nije cijeli), pomnozeno s 4 dobijemo 5,83 :4:921 ~6:4:09.

Primjer 1.17 Odredimo empirijsku formulu spoja kisika, natrija i sumpora u kojem su
njihovi maseni udjeli redom w(O) = 45,02 %, w(Na) = 32,40 % i w(S) = 22,58 %.
Molarne mase kisika, natrija i sumpora su Mo = 15,999 gmol ™!, My, = 22,990 g mol ™"
i Mg = 32,065 gmol .
Nas spoj ima empirijsku formulu Na;S;0p s maksimalno skracenim prirodnim broje-
vima 1, j © k. Pritom se ont odnose kao omjeri masenih udjela © molarnih masa:

k= w(Na) w(S) w(O) 32,40%  2258%  45,02%

Mya ~ Ms Mo 22.990gmolt  32,065gmol ! 15999 gmol

3240 2258 45,02
— ) : ) : ? :14 : 422 14:14 : 42214 %214
22.990 ° 32,065 15,999 1109 0,7042: 2,8 090 : 7042 : 28140

pa je trazena empirijska formula HySOy.
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Zadatak 1.1.12 Alkemicar Wladolphus kuha napitak za sposobnost instant-polaganje
ispita iz Matematike 1. Recept zahtijeva zmajevu krv, Zablje suze 1 znoj siSmisa v omjeru
2:3:5. Alkemicar je u mjeSavinu zabunom ulio 12 mjerica Zabljih suza vise nego je
trebao. Da bi popravio napitak, dodao je tocno onoliko zmajeve krvi © znoja Sismisa
koliko je bilo potrebno da omjer ponovno bude tocan i svoj napitak ¢e pokloniti svakom
studentu koji mu ispravno odgovori koliko je zmajeve krvi 1 sismiSovog znoja dodao.
Koliko je to bilo?

Zadatak 1.1.13 Vasi kolege su u racunima koristili procjene iznosa raznih velicina.
Koje od sljedecih procjena su smislene? Kojim izracunima biste ih provjerili [T4)[?

e Boca vode sadrzi 50 cl vode. Punim rupu kvadratnog presjeka (50 cm x 50 cm) 4
dubine 1 m ulijevajuci u nju vodu iz takvih boca. Procjenjujem da mi za to treba
500 boca vode.

e Danas sam kao 1 svaki dan u pauzi 1zmedu predavanja pojela paketi¢ od 30g
zobenih pahuljica. Procjenjujem da godisnje pojedem oko 11 kilograma zobenih
pahuljica.

Zadatke uvijek treba ¢itati s razumijevanjem jer proporcionalnost nije uvijek ispravan
model.

Ako znamo da je temperatura od 10°C jednaka 50°F, to ne znaci da je
temperatura od 20°C jednaka 100°F. Naime, iznosi temperature v °C i °F nisu propor-
cionalni, nego se iznos u °F dobiva mnoZenjem temperature u °C s % (proporcionalnost)
uveéan za 32°F (ovo pribrajanje ,,kvari“) proporcionalnost.

Zadatak 1.1.14 Rijesite sljedeci zadatak iz Institutiones Arithmeticae in usum Gym-
nasiorum et Scholarum Gramaticarum per Regnum Hungariae et Povincias eodem
adnexas (Budim, 1778.), popularnog matematickog udzbenika w nasim krajevima u doba
prijelaza 18./19. st.: Ako prodajes jednu bocu nekog vina za 20 florina, na 100 prodanih
boca zaradit ées 30 Fl. Koliko ées dakle zaraditi prodavsi ih 600 po 24 Fl. svaku?

1.1.1 Postotni racun

U situacijama u kojima je veza izmedu dvije veli¢ina proporcionalnost, osobito kad je
koeficijent proporcionalnosti izmedu 0 i 1, uobicajeno je koeficijent proporcionalnosti
izrazavati kao postotak.

100°
izrazavanje udjela u nekoj cjelini, kao koeficijenti proporcionalnosti i za izrazavanje

vjerojatnosti. Ako se neki iznos poveca odnosno smanji za p %, novi iznos je 1+ 55
puta stari iznos.

-\@"Postotak je racionalan broj izrazen u mjernoj jedinici % = —-. Postoci se koriste za
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Primjer 1.19 1% volumena je jedna stotina volumena, dok broj jedna stotinka pisemo
i dalje 145 = 0,01, a ne kao 1%.

Kad kazemo da se nesto uveca ili umanji za neki iznos, to znaci pribrajanje odnosno
oduzimanje tog iznosa (osim kad je taj iznos nula, takva promjena nije proporcionalna).
Kad pak kazemo da se nesto promijenilo za odredeni postotak, podrazumijeva se
proporcionalnost s faktorom danim tim postotkom.

Primjer 1.20 Cijena smanjena za 5€ je stara cijena minus 5€, a cijena smanjena
za 5% je 0,95 stare cijene.

Primjer 1.21 U nekoj pekari tijekom prosle godine cijena bijelog kruha porasla je za
10%. Danas nude bijeli kruh uz sniZenje cijene za 10%. Je li danas taj kruh jeftiniji,
skuplyi il jednako skup kao lani?

Ako je lanjska cijena bila C, znaci da je redovna trenutna cijena (1+ 2%)C = 1,1C.

100

Danas imamo popus na tu cijenu, dakle danas je cijena (1 — %) -1,1C=09-1,1C =

0,99C. Dakle, danas je bijeli kruh u toj pekari za 1% jeftiniji nego lani.

Primjer 1.22 Dana 14. svibnja 2023. u Turskoj su odrZani predsjednicki ¢ parlametarni
1zbori. Tijekom sutrasnjeg jutra svi su napeto pratili objave nesluzbenih rezultata. Na
dan 15. svibnja u 9 : 30 7 u 9 : 45 sati ujutro zabiljezeni su sljedeci podaci (kasniji podaci
u zagradama,).

Do ovog trenutka prebrojano je 99.20 (99.31) % svih glasova. Dakle, jos je trebalo
pregledati 0.80 (0.69) % glasackih listica. U tim trenucima je Recep Tayyip Erdogan
imao 49.39 (49.41) % glasova. Mnogi su se pitali ima li jo§ Sansu pobijediti u prvom
krugu, tj. ostvariti bar 50 % svih glasova?

Glasovalo je N biraca, a od njih za 0.8% (0.69%) jos nije bilo poznato kako su
glasovali. Za ostale znamo da je Erdogana podrzalo 49.39 % - 0.9920N = 48.99488 %N
(49.41 % - 0.9931N = 49.069071 %N ). Da su svi preostali glasovi bili za njega, ostvario
bi najvise (48.99488 + 0.8)% = 49.79488 % ((49.069071 + 0.69)% = 49.759071 % ), dakle
je veé u tom trenu bilo sigurno da ce se iéi u drugi krug.

Opéenito, ako kandidat koji vas zanima trenutno ima p % od prebrojanih q% od
N glasackih listica, onda on na kraju moZe imati najvise p % - ¢ % + (100 — q) % =
(244100 — q) % glasova.

Za brzo izracunavanje postotaka povremeno dobro dode sljedeéi ,,trik“: Buduéi da
je

D x

100 " 100 P

vidimo da je p % od z isto sto i x % od p.

Primjer 1.23 Izracunati 4% od 75 ide brze ako to gledamo kao 75 % = % od 4, dakle
4% od 75 je jednako 3.

Zadatak 1.1.15 Ako wulozite 1000 eura, koliko vremena bi trebalo da Vam se ulog
udvostruéi uz jednostavno ukamadivanje uz kamate od 10 % godisnje? A uz sloZeno
ukamacivanje jednom godisnje uz istu kamatu?
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polovina (skoro) tredina

— cetvrtina
- . \

25%

100 %

Slika 1.1: Udjeli od 100 %, 50 %, 33,3 % i 25 % u kruznim dijagramima

Udjeli u danoj cjelini ¢esto se prikazuju koristec¢i kruzne dijagrame. U tim dijagra-

da njihove povrsine u odnosu na povrsinu kruga odgovaraju udjelima koje predstavljaju.
Na slici prikazani su najéeséi udjeli od 100 %, 50 %, 33,3 (7i 25 % kao kruzni isjecei.
Odgovarajucéi sredisnji kutovi su redom puni kut (360°), ispruzeni kut (180°), kut od
120° i pravi kut (90°).

Primjer 1.24 Jedna vrsta cokolade navodi sljedecu tablicu sastojaka:

| Sastojci | w100 g | u333 g |

Energija 2225 kJ /530 keal | 742 kJ / 177 kecal
Masti 295 ¢ 99 ¢

Od cega zasicene masne kiseline | 17,5 g 59 g
Ugljikohidrati 58,5 ¢ 19,5 g

Od cega Secer 58,0 g 19,5 ¢

Dijetalna vlakna 19 ¢ 0,6 g

Bjelancevine 6,5 ¢ 22 g

Koji od kruznih dijagrama na slici odgovara podacima o sastavu ove cokolade? Sto
predstavijaju dijelovi tog dijagrama, tj. kako bi ih trebalo oznaciti? Koje su greske u
ostala tri dijagama sa slike

Ispravan je drugi po redu od dijagrama. Za prvi su jednostavno kopirani svi podaci iz
tablice (odnosno, uzeti su udjeli prvog stupca u odnosu na njegov zbroj), bez da se uzme
u obzir da su zasicene masne kiseline dio masti i Seceri dio ugljikohidrata pa su zasicene
masne kiseline i Seceri dvaput brojani, a nije uzeto u obzir ni da zbroj prvog stupca ne
daje 100 % (100g). U treéemu nema dupliranja podataka, ali opet nije provjereno da
mase sastojaka u 100 g u zbroju ne daju 100g pa su svi isjecci (proporcionalno) veéi
nego Sto trebaju biti. U cetvrtom pak obrnuto, nije zaboravljena kategorija ,ostalo”, ali
kao u prvome imamo dvaput brojane zasicene masne kiseline i secer.

Primjer 1.25 Na slici[1.5 prikazan je tipican kruzni dijagram s preporuéenim udjelima
hrangivih tvari u dnevnoj prehrani za odrasle osobe (misli se na tvari koje doprinose
energiji). Koji su iznosi tih udjela?

40bi¢no se navodi 33 % misleéi na treéinu. No, 33 % je malo manje od treéine jer je 3 - 33 = 99, sto
je manje od 100.



1.1. ARITMETIKA RACIONALNIH BROJEVA S PRIMJENAMA 13

—
ijetalna vlakna

ugljikohidrati

g7

ugljikohidrati

Slika 1.2: Tri kriva i jedan pravilni kruzni dijagram za podatke iz primjera

Na slici je prvo ocito da je preporuceni udio uglyikohidrata U nesto veci od pola
(U > 50 %) te da je preporuceni udio bjelancevina B nesto veci od ceturtine (B > 25 %).
Ako bolje pogledamo, vidimo i da je preoporuceni udio bjelancevina otprilike dvaput veci
od udjela masti M (B =~ 2M ). Sva tri udjela zajedno daju cjelinu (U+ B+ M =1 = 100
%). Prethodni wvjet, ako ga gledamo kao egzaktnu jednakost, znaci da na mjesto B
mozZemo pisati 2M pa dobijemo U +2M + M =1, odnosno 3SM =1 —U.

No, sve to nije dovolyno da jednoznacno odredimo koji su to preporuceni udjeli.
Primjerice, uzmemo li da je U = 60 % = 0,6, imamo 3M = 1 — 0,6 = 0,4 pa je
M = %’4 ~ 13 %, a ostatak od 1 — 0,6 — 03—’4 ~ 27 % bi bio udio bjelancevina. Ako bismo
pak uzeli da je U = 55 % = 0,55, imamo 3M =1 — 0,55 = 0,45 pa je M = 0’—;1)5 =15 %,
a ostatak od 1 — 0,55 — 0,15 = 30 % bi bio udio bjelancevina. Ouvdje vidimo zasto je
u kruznim dijagramima potrebno uz kodiranje boja odnosno uzoraka pojedinih isjecaka
navoditi 1 postotke kojima odgovaraju.

Postoci se koriste i kod izrazavanja (relativnih) greski aproksimacija.
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Slika 1.3: Primjer preporucenih udjela u prehrani

N1

'@'Rela‘civna greska aproksimacije se definira kao kvocijent apsolutne greske i egzak-
tne vrijednosti, pri c¢emu je apsolutna greska aproksimacije apsolutna vrijednost
razlike izmedu aproksimacije i greske. Pritom, apsolutna vrijednost racionalnog
(i opcenitije, realnog) broja jednaka je tom broju ako je on nenegativan, tj. nije
negativan, a inace je jednaka njegovom suprotnom broju.

Kad navodimo pribliznu vrijednost za koju znamo da nije egzaktna, obavezno treba
koristiti znak ~ umjesto =. Primjerice,  ~ 0,14.

Primjer 1.26 Koliko iznose relativne greske zaokruzivanja jedne tredine na 33 % i
jedne Sestine na 16,67 %7
Ako zaokruzimo jednu treéinu na 33% = 0,33, apsolutna greska je ’% — O,33| =

0,003 = ﬁ pa je relativna greska 1{/% =1%.
Ako zaokruzimo jednu Sestinu na 16,67 % = 0,1667, apsolutna greska je |% — 0,1667‘ =
1/30000 _

Wloo pa je relativna greska 0,1 %o. Pritom je %o simbol za promil, tj. tisuciti

1/3
udio u cjelini (jedna desetina postotka).

Napomenimo ovdje da greska mjerenja nije isto Sto i greska aproksimacije uslijed
uzimanja kraceg decimalnog zapisa (zaokruzivanja) za egzaktan broj jer u prvom
slu¢aju ne znamo, a u drugom znamo odbacene znamenke. Stoga se kod navodenja
rezultata mjerenja, uz koristenje pravila o znac¢ajnim znamenkama, ne koristi znak
~ nego =. Kod racunanja s rezultatima mjerenja vrijede sljede¢a pravila: Rezultat
zbrajanja i oduzimanja treba imati isti broj decimala kao najmanje to¢an pocetni
podatak. Recimo, 12,11 + 18,0 + 1,013 = 31,123 se u rezultatu navodi kao 31,1. Kod
mnozenja i dijeljenja ne broje se decimale, nego broj znacajnih znamenaka: Broj
znacajnih znamenaka umnoska odnosno kvocijenta treba biti jednak broju znacajnih
znamenaka najmanje preciznog pocetnog podatka. Primjerice, 4,56 - 1,4 = 6,38 se u
rezultatu navodi kao 6,4.

1.1.2 Osnove vjerojatnosti

Postoci se cesto koriste i za iskazivanje vjerojatnosti. Vjerojatnost je matematicka forma
izrazavanja stupnja uvjerenja u neki ishod za koji nije sigurno da ¢e se dogoditi (ili da
se dogodio), ali su poznati svi moguéi drugi ishodi tzv. slucajnog pokusa (aktivnosti ¢iji
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ishod nije moguée unaprijed predvidjeti ili se desila u proslosti, ali joj nije poznat ishod).
Pojedina¢ni mogudéi ishodi slu¢ajnog pokusa zovu se elementarni dogadaji. Slucajni
dogadaji su mogudi ishodi sluc¢ajnog pokusa, bilo pojedinacni bilo grupirani u skupove.
Vjerojatnost dogadaja A se oznacava s P(A).

Zadatak 1.1.16 Zasto izjava Luke Modrica da VAR treba ,,intervenirati samo ako je
rije¢ o 300 posto ocitoj pogresci“ dobro zvuci, ali nije smislena? Koji alternativni izraz
biste Vi upotrijebili na njegovom mjestu?

'@"Vjerojatnost P(A) svakog dogadaja A je uvijek broj izmedu (ukljucivo) 0 =0% i
1 =100 %: Vjerojatnost ne moze biti negativna niti moze biti veca od 1.

Ovdje ¢emo razmatrati iskljucivo slucajeve kad postoji konacno mnogo moguéih
ishoda. U tom slucaju vjerojatnost 1 predstavlja sigurnost, a vjerojatnost 0 predstavlja
nemoguénost ]

Osnovne ideje vjerojatnosti se najjednostavnije i uobicajeno uvode preko sluc¢ajnog
pokusa bacanja novci¢a. Nov¢ié moze pasti na pismo ili glavu, dakle sigurno (s vjero-
jatnosti 100 %) ¢e pasti ili pismo ili glava—u ovom standardnom pristupu zanemaruju
se mogucnosti da nové¢i¢ padne na rub ili da padne nekamo gdje ne mozemo utvrditi
rezultat. Elementarni dogadaji u ovom slucajnom pokusu su pismo i glava. Buduéi da
¢e sigurno nastupiti neki elementarni dogadaj, zbroj vjerojatnosti svih elementarnih
dogadaja mora iznositi 1. Dakle, za bacanje novci¢a imamo:

P(pismo) + P(glava) = 100 %.

Nov¢i¢ smatramo pravednim ako je jednako vjerojatno da padne pismo ili glava, tj. ako
je P(pismo) = P(glava). Uvrstimo li to ju gornju jednakost dobivamo: Vjerojatnost da
padne pismo, ili glava, u pojedinom bacanju novcica je % = 50 %. Opcenito, ako bacamo
pravednu kockicu s n razli¢ito oznacenih strana, vjerojatnost svakog pojedinac¢nog
ishoda bit ¢e L. Tako ako bacamo standardnu kockicu imamo P(E) = ¢ ~ 16,67 %.
Zamislimo kockicu koja na pet od svojih Sest strana ima napisano 3, a
na zadnjoj pise 6. Bacanje takve kockice je slucajan pokus s dva elementarna dogadaja,

3 16, od kojih prvi ima vjerojatnost %, a drugi %.

'\@"Ako se dogadaji A, B, ... (njih konaéno mnogo) medusobno iskljuc¢uju, tj. nikoja dva
se ne mogu istovremeno dogoditi, onda je vjerojatnost P(AU B) da se dogodio bar
jedan od dogadaja A, B, ...jednaka zbroju vjerojatnosti od A, B, ...: P(AUB) =
P(A)+ P(B) +.... To pravilo ne vrijedi ako se dogadaji medusobno ne iskljucuju.

Vjerojatnost da pri bacanju dodekaedarske kockice, tj. ,,kockice“ s 12
5

strana, padne prost broj (2,3,5,7,11) je % + 1—12 + % + % + 1—12 = .

Iz goenjeg pravila zakljucujemo:

50Ovo ne mora biti istinito kad postoji beskonaéno mnogo moguéih ishoda.
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'\@"Ako slucajni pokus ima samo kona¢no mnogo, n, mogucih i jednako vjerojatnih
ishoda (elementarnih dodadaja), vjerojatnost dogadaja A je koliénik broja za A
povoljnih elementarnih dogadaja i broja n.

Zadatak 1.1.17 Koji su elementarni dogadaji i koje su im vjerojatnosti za kockicu
koja na tri strane ima napisano 2 i na tri strane 5?7 A za kockicu koja na jednoj strani
ima 1 i na pet strana 47

Zadatak 1.1.18 Veliki matematicar Jean Le Rond D’Alembert (18. st.) tvrdio je da
je vjerojatnost bar jedne glave u dva bacanja novcica jednaka %, argumentirajuci da
ako je vec¢ u prvom bacanju pala glava, nije potrebno igrati dalje pa imamo tri mogucéa
elementarna dogadaja: glava, pismo-glava i pismo-pismo. U cemu je greska u ovom

zakljucivanju?

Primjer 1.29 U televizijskom natjecanju glavna nagrada, auto, skrivena je iza jednih
od triju vrata. Iza drugith dvaju vrata su utjesne nagrade, po jedna koza. Voditelj zna
gdje je Sto, a natjecately pogada. Nakon sto natjecately odabere jedna vrata, voditelj
otvara jedno od preostalih dvaju i otkriva kozu. Natjecatelj, koji Zeli osvojiti auto, a ne
kozu, sad ima pravo predomisliti se ili ostati pri prvom odabiru. Sto je pametnije, u
smislu povecanja vjerojatnosti osvajanja auta?

Na prvi pogled ¢ini se da je svejedno sto natjecatelj ucini jer su preostala dva vrata i
iza jednog od njih je auto, dakle cini se kao da je sada Sansa osvajanja auta 50 %. No,
takvim pristupom zanemaruje se dodatna informacija u odnosu na polaznu situaciju.
Naime, na pocetku je sansa da je natjecately pogodio vrata iza kojih je auto bila %, a
jedini nacin da promjenom odluke natjecatelj pogorsa Sansu osvajanja tog auta je ako je
wsprva bio u pravu. Dakle, ostajanjem pri polaznoj odluci sansa osvajanja auta je samo
%, a promjenom odluke %, 7. uvigek je bolje promijeniti prvotnu odluku.

Situacije kao u prethodnom primjeru u kojima se vjerojatnost modificira dodatnim
saznanjima formaliziraju se kroz tzv. uvjetnu vjerojatnost koja izlazi izvan opsega ovog
kratkog repetitorija, a sve one koji zele ponoviti ili nauciti osnovne principe uvjetne
vjeroatnosti upuéujemo na literaturu, primjerice [13] ili jednostavni uvod Math is Fun:
Conditional Probability.

Slucajni pokusi se u pravilu ponavljaju uzastopno, vise puta (ili vise puta odjednom
ekvivalentni pokus: svejedno je bacimo li kockicu 100 puta zaredom ili odjednom bacimo
100 kockica). Ako su izvodenja medusobno nezavisna (nijedan pokus ne utjece na
rezultat drugog), iz poznavanja vjerojatnosti za dogadaje u pojedina¢nom izvodenju
pokusa vjerojatnosti da se desi neki slijed dogadaja dobivamo mnozenjem.

Primjer 1.30 Ako bacamo par kockica i zanima nas hoce li u jednom bacanju pasti
€38, vjerojatnost da se to desi u pojedinom bacanju je % . % = % ~ 2,78 %. Ako nas
zanima vjerojatnost da u tri bacanja para kockicom zaredom padne par BB, vjerojatnost

je 35 - 3+ 35 = 303 = g5 ~ 0,0021 %.

Primjer 1.31 Nazovimo kockicu iz primjera kockicom 1, a kockice iz zadatka
redom kockicama I1 ¢ II1. Koja je vjerojatnost da u jednom krugu u kojem jedan
igra¢ baca kockicu I, a drugi kockicu I1, pobijedi (dobije veéi broj) prvi igrac?


https://www.mathsisfun.com/data/probability-events-conditional.html
https://www.mathsisfun.com/data/probability-events-conditional.html
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Kockica I moZe pasti na 3 ili 6, s vjerojatnostima g 1 %, a kockica II moZe pasti na 2
1

ili 5, s vjerojatnostima § i 1. Dakle, imamo Cetiri elementarna dogadaja, (3,2) (pobjeda
prvog), (3,5) (pobjeda drugog), (6,2) (pobjeda prvog) i (6,5) pobjeda prvog. Dakle, prvi

pobjeduje s vjerojatnosti
PSR N
6 2 12

| =
N —

_|_

| Ot
N —

Zadatak 1.1.19 Nastavite primgjer|1.531| izracunavanjem vjerojatnosti da igrac koji igra
s kockicom II pobijedi onog s kockicom 111 i vjerojatnosti da igrac koji igra s kockicom
IIT pobijedi onog koji igra s kockicom 1. Vise o ovakvim kockicama moZete procitati,
primgjerice, na stranict plus.maths.oryg.

Ako razmatramo neki slu¢ajni dogadaj A (,dogodilo se A”), s A® oznacavamo njegov
suprotni dogadaj (,,nije se dogodio A”). Bududi da se A sigurno ili dogodi ili ne dogodi,
vrijedi P(A) + P(A¢) = 1. Dakle, vrijedi sljedeca formula za vjerojatnost suprotnog
dogadaja:

P(A°) =1—- P(A).

Primjer 1.32 Nastavimo primjer . Vjerojatnost da u jednom bacanju ne padne 3@ je
1— % = % pa je vjerojatnost da u tri bacanja zaredom nijednom ne padne E3B jednaka
( 35 )3 __ 42875

56) = doess ~ 91,90%. Mozete li objasniti zasto zbroj te vjerojatnosti i vjerojatnosti

da u tri bacanja zaredom padne par Sestica nije 100 %?

Primjer 1.33 Radite na tre¢em katu u neboderu s 20 katova i jednim dizalom. Prijately
Vam radi na 5. katu pa u pauzama za kavu rado odlazite na 17. kat. No, imate dojam
da kad pozovete dizalo, puno c¢esée ide dolje nego gorei obratno, kad se vracate na svoj
kat imate osjecaj da jos c¢esée ide prema gore nego prema dolje. Imate li stvarno peh?

Ne! Uz pretpostavku da dizalo kad ga se pozove nastavlja prethodni put prema gore
ili dolje (osim maravno na prvom i zadnjem katu), onda za svaki osim prvog kata imamo
mogucnost da dizalo ide prema dolje. Imamo dakle ukupno 19 katova za koje je moguce
da dizalo ide prema dolje. Ako ste na 5. katu, dizalo ée i¢i prema dolje ako je u trenutku
poziva bilo na nekom od 15 katova iznad Vas, tj. s vjerojatnosti % ~ 78,95 %. Ako
ste na 17. katu, dizalo ce iéi prema gore ako je u trenutku poziva bilo na nekom od 16
katova ispod Vas, tj. s vjerojatnosts % ~ 84,21 %.

Opcenito, ako ste na m-tom katu (m > 1) u zgradi s N katova, vjerojatnost da kad
pozovete dizalo ono ide prema dolje/gore je %

Primjer 1.34 Na terenu na pocetku svake nogometne utakmice su 23 osobe: Po 11
1graca svake momcadi i glavni sudac. Isplati li se kladiti, uz omjer 1 : 1, da ée dvije od
tih osoba imati rodendan na isti dan?

Vjerojatnost da dvije osobe nemaju isti dan rodendan je %, vjerojatnost da tri
osobe nemaju isti dan rodendan je % . % 1 t.d. Vjerojatnost da od 23 osobe nikoje
dvije ne dijele rodendan je 36;4)65'2";’43. Dakle, vjerojatnost da bar dvije dijele rodenda je
1-— 3636"5'2‘2’43 ~ 50,73 % > %, dakle kladenje uz omger 1 : 1 bi bilo isplativo za Vas jer je
vjerojatnije da ste u pravu nego da niste.

Uocite da gornja vjerojatnost nije ista kao, primjerice, vjerojatnost da jedan od 22

364

igraca ima isti rodendan kao sudac. Ta vjerojatnost je 1 — (%)22 ~ 5,86%.



https://plus.maths.org/non-transitiv-dice
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1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Slika 1.4: Prvih osam redova Pascalovog trokuta.

Slucajni pokusi sa samo dva elementarna dogadaja, kao kod bacanja nov¢ica, nazivaju
se Bernoullijevi pokusi. Pritom vjerojatnosti oba elementarna dogadaja ne moraju biti
jednake. Ako je vjerojatnost jednog od njih, nazovimo ga uspjehom, p, onda je prema
formuli za vjerojatnost suprotnog dogadaja vjerojatnost drugog (,,neuspjeha‘) uvijek
q =1 — p. Ako uzastopno (nezavisno) ponavljamo Bernoullijev pokus n puta, a zanima
nas vjerojatnost P, (k) da se uspjeh dogodio k puta (naravno, k € {0,1,...,n}), ta
vjerojatnost se moze izracunati formulom binomne raspodjele:

Py(k) = (Z) p*d

gdje je (Z) = o= (noktl) (uocite po k faktora u brojniku i nazivniku) tzv. binomni

!
koeﬁcijent.ﬂ Po deﬁ];liciji je (§) =1, avrijedii () = (,",) za svaki n. Uocimo da
za slucaj p = %, primjerice za uzastopno bacanje novcica, formula binomne razdiobe
poprima oblik P, (k) = 5 (}).
-
& Za one ko ji zele znati vise Binomni koeficijenti se najbrze racunaju pomocu
Pascalovog trokuta. To je trokut koji u prvom redu ima broj 1 (predstavlja binomni
koeficijent (8)), u drugom redu ima 1 i 1 (binomne koeficijente ((1)) i G)), a svaki sljedec
red sadrzi po jedan broj viSe, pri ¢emu su na pocetku i kraju reda jedinice, a svaki broj
izmedu je zbroj dva broja neposredno iznad njega, vidi sliku [I.4, Tada su u n-tom redu

(broje¢i od n = 0) Pascalovog ispisani redom binomni koeficijenti (8), (TIL), e (Z)

Primjer 1.35 Prema podacima sa stranice Sofascore, u trenutku pisanja ovog primjera,

nogometna reprezentacija Hrvatske po utakmici u prosjeku daje 1,5 gol i upucuje samo

9,3 udarca prema protivnickim vratima, a reprezentacija Turske daje u prosjeku 1 gol

po utakmict upucujuci cak 23,7 udarca prema protivnickim vratima. Dakle, Hrvatska
15

ima uspjesnost py = 93 ~ 16,1 %, a Turske ima uspjesnost pr = % ~42%.

6Podsje¢amo da oznaka k! predstavlja k faktorijela, tj. umnozak prirodnih brojeva od 1 do k. Po
definiciji je 0! = 1.


https://www.sofascore.com/
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Zamislimo da se u ovom trenutku igra hipotetska utakmica Hrvatske 1 Turske. Iako
to nije u potpunosti tocno, kao model moZemo uzeti da je upucivanje udarca prema
protivnickim vratima Bernoullijev pokus s p jednakom uspjesnosti pojedine momcadi i da
je stoga rezultat posljedica priblizno nezavisnog slijeda Bernoullijevih pokusa. Hrvatska
ce najvjerojatnije uputitt 9 ili 10 udaraca, dakle je u binommnoj raspodjeli za Hrvatsku
ng = 9 ii ng = 10. Turska ce najvjerojatnige uputiti 23 ili 24 udaraca, dakle je u
binomnoj raspodjeli za Tursku np = 23 ili np = 24.

Izracunagmo vjerojatnost da ta utakmica zavrsi bez golova. Binomna raspodjela za
Hrvatsku daje vjerojatnost od (g)p(}[(l —pu)? =~ 20,54 % odnosno (100)p(}{(1 —p)'0 ~
17,22 % da Hrvatska ne postigne pogodak. Binomna raspodjela za Tursku daje vierojatnost
od (3)p(1—pr)* ~ 37,10% odnosno (%) p(1—pr)* ~ 35,54 % da Turska ne postigne
pogodak. Ako za procjenu uzmemo da su brojevi pogodaka Hrvatske 1 Turske nezavisni,
vjerojatnost rezultata 0 : 0 je priblizno 20% - 36 %, tj. oko 7,2 %.

U statistici se iz puno rezultata slucajnog pokusa za koji nisu poznate teorijske
vjerojatnosti pokusSavaju izvesti zakljucci o vjerojatnostima. Tu koristimo tzv. ekspe-
rimentalnu vjerojatnost (vjerojatnost a posteriori), definiranu kao iznos oko kojeg se
grupiraju relativne frekvencijdﬂ razmatranog dogadaja. Veza izmedu vjerojatnosti a
posteriori i vjerojantosti a priori (teorijske vjerojatnosti) dana je (slabim) zakonom
velikih brojeva: Kako se povecava broj opazanja (tj. izvedenih slu¢ajnih pokusa), rela-
tivna frekvencija dogadaja A postaje sve bliza teorijskoj vjerojatnosti od A u jednom
izvodenju pokusa. Primjerice, ako uzastopno bacamo pravedni novci¢, s porastom
broja bacanja relativna frekvencija glava ¢e biti sve bliza 50 %. No, to ne znaci da ¢e s
porastom broja pokusa apsolutne frekvencije pisma i glava postajati sve blize.

Primjer 1.36 Uzastopno bacamo kockicu i zanima nas kladenje na padanje bar jedne
€3. Recimo da uzastopno 20 puta nije pala 3. Znaci li to da je sad vjerojatnije da u
sljedecem bacanju padne E3?

Ne! Kao prvo, kockica nema memoriju, nego je u svakom bacanju vjerojatnost da
padne &) jednaka tocno %. Nadalje, zakon velikih brojeva se odnosi na neodredeno
velik broj bacanja, odnosno ne odnosi se na njihov ma koliko velik konacan broj. Ako
bismo kockicu bacali jako puno puta, recimo milijun, ovih prvih 20 (pa i puno vise)
ne-Sestica postaju tek % = 0,00002 od svega, te se nece primijetiti u tome da ce
u tih milijun bacanja udio &Y biti ipak bliZe %: Zakon velikih brojeva djeluje kroz samu

brojnost ponavljanja pokusa, a ne kroz mijenjanje vjerojatnosti u pojedinom izvodenju.

Primjer 1.37 Prema zakonu wvelikih brojeva i rezultatima primjera |1.51] © zadatka
ako se tri opisane igre ponavljaju jako puno, u igri I protiv II ée dugorocéno
cesce (7 :5) pobjedivati 1, w igri II protiv IIT ée dugorocéno cesée (7 :5) pobjedivati
IT i w igri III protiv I ée dugorocno éesée (25 : 11) pobjedivati II1. To znaci da ako
se dva igraca dogovore da jedan izabere bilo koju od kockica, a drugi jednu od preostale
dvije, onaj koji bira drugi je u prednosti jer uvijek moze izabrati kockicu s kojom ce,
ako dovoljno dugo igraju, pobijedivati.

Zadatak 1.1.20 Sto ako u igri iz prethodnog primjera igraci uzimaju po dvije jednake
kockice, dakle po dvije 1, dvije I1 ili dvije 111, hoce li i dalje biti bolje birati kao drugi?
Koje su sad vjerojatnosti pobjeda za sve moguce kombinacije?

"Relativna frekvencija dogadaja A u n opazanja jednaka je koliéniku broja pojava (apsolutne
frekvencije) dogadaja A i nroja n.
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Zadatak 1.1.21 Sto se vise isplati u lotu, wvijek igrati iste brojeve, wvijek odigrati
neke brojeve koji se nisu pojavili v zadnjih recimo desetak izvlacenga, ili pak svaki put
nasumicno birati brojeve?

Vazan vjerojatnosni parametar je ocekivanje, tj. teorijski prosjecni rezultat slucajnog
pokusa ako se pokus ponavlja jako puno puta (,,u beskonacnost®). Pritom se pret-
postavlja da smo elementarne dogadaje, ako nisu ve¢ sami po sebi brojevi, opisali
broj¢ano, primjerice za bacanje novci¢a pismo i glavu mozemo opisati brojevima 0 i 1,
za bacanje kockice rezultate mozemo opisati brojevima 1, 2, 3, 4, 5, 6. Formalno se
to poistovjec¢ivanje provodi uvodenjem pojma slucajne varijable, tj. funkcije X koja
elementarnim dogadajima promatranog pokusa pridruzuje (realne) brojeve. Ocekivanje
se onda oznacava s F(X) ili (X). Zbog zakona velikih brojeva, prosje¢ni rezultat
opazanja s povecanjem broja izvodenja slucajnog pokusa postaje sve blizi ocekivanju.

'\@"Ako slucajni pokus ima samo kona¢no mnogo mogucih ishoda, oc¢ekivanje je jednako
zbroju umnozaka vjerojatnosti s iznosima svih pojedinacnih elementarnih dogadaja.

Iznos E(X) pritom ne mora biti jedna od moguéih vrijednosti od X.

Primjer 1.38 Za bacanje kockice, uz X koja redom elementarne dogadaje (-, (7, &, €3,
9, &9 poistovjecuje s brojevima 1, 2, 3, 4, 5, 6 je
1 1 1 1 1 1 21
B(X)=>-14>-24+--34+ -4+ -5+4+>-6=— =35
(X) 6 + 6 + 6 + 6 + 6 * 6 6 7
lako 3,5 ne moZe biti wshod bacanja kockice, za jako velik broj bacanja c¢e prosjecan iznos
suh rezultata biti blizu 3.5.

Primjer 1.39 U kazinu igrate rulet (standardni, s utorima 0 i 1-36), pri cemu u
svakom krugu ulazete po 1 €na po jedan broj. Ako ste pogodili, u tom krugu cete dobiti
svoj ulog natrag 1 jos 35 euro, a suprotnom gubite svoj ulog. Koliko iznosi Vas ocekivani
dobitak ili gqubitak ako odigrate deset krugova?

U pojedinom krugu vjerojatnost dobitka 35 €je 3—17, a vjerojatnost gubitka 1€je 3—?.
Dakle, ocekivani dobitak v jednom krugu iznosi % - (435) + % -(—1) = —% eura,
3. ocekujete gubitak od 0,027 eura po krugu, odnosno ocekujete gqubitak od 27 centi u

deset krugova.

Primjer 1.40 Marta © Martina igraju igricu. Marta kaZe: ,,Bacit ¢u tri novéica u
zrak. Ako svi padnu na pismo ili ako svi padnu na glavu, dat ¢u ti 2€, ali ako padnu
ikako drugacije, ti ées meni dati 1€.“ Martina razmislja: ,,Ako od tri novéica dva
padnu razlicito, treci ce pasti jednako kao jedan od njih. A ako dva padnu jednako,
treci ce ili pasti kao ont ili ce pasti razlicito. Za to su sanse jednake. Dakle, jednako je
vjerojatno da ée pasti tri jednako i da nece, a Ana ulaZe dvaput vise nego ja, dakle sam
ja u prednosti. “ I tako Martina prihvaéa okladu. Je li to bilo pametno?

Nije. Baciti tri novcica istovremeno isto je kao baciti jedan od njih triput. Dakle,
ovdje imamo n = 3 puta ponovljent Bernoullijev pokus bacanja novcéica s p = %
Stoga je, prema binomnoj razdiobi, vjerojatnost da pismo padne k = 0 puta (tj. glava

padne tri puta) jednaka (3) L =1 q vjerojatnost da pismo padne k = 3 puta jednaka

2 87
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(g) 2% = % pa je vjerojatnost da Martina dobije 2€ jednaka % + % = %1 = 25%. Stoga je
vjerojatnost da Marta dobije 1€ jednaka 1 — i = 75%. Odnosno, tri put je vjerojatnije
da Marta dobije 1€ nego da Martina dobije 2€: Ocekivani dobitak za Martinu je
0,25 -2€-0,75 - 1€= —0,25€, tj. ponudena igra nije pravedna, nego na Martininu

Stetu.

U prethodnom primjeru imali smo situaciju omjera uloga 1: 2. Da je u primjeru
Marta bila kladionica, a Martina igra¢, Martini bi Marta ponudila koeficijent 3: Za
svaki ulozeni iznos igra¢ (u primjeru to je Martina) u slu¢aju gubitka gubi taj iznos, a
u sluc¢aju dobitka dobija svoj ulozeni iznos natrag i jos dvostruko povrh toga. Opéenito,
omjer uloga 1 : k odgovara kladionickom koeficijentu 1+ k. Omjer (koeficijent) nazivamo
pravednim ako odgovara ocekivanju 0. Primjerice, ako se s nekim kladite na ishod
bacanja novcic¢a, pravedno je da oboje ulozite isti iznos jer su Vam vjerojatnosti pobjede
jednake: Omjer 1 : 1 (koeficijent 2) je u tom sluc¢aju pravedan jer ako biste puno puta
bacili novéié, prosjecno ¢ete Vi i Vas protivnik dobiti jednako mnogo puta, odnosno
ocekivani dobitak iz Vase perspektive je 50% -1 —50% - 1 = 0. Opénito, ako je p
vjerojatnost dobitka, onda je omjer (1 — p) : p pravedan (odnosno, koeficijent K = 1/p
je posten), jer je tada ocekivani dobitak p- (1 —p) — (1 —p)-p=0.

Primjer 1.41 Ako je koeficijent 2,6 pravedan, znaci da je vjerojatnost dobitka 1 : 2,6 =
38,46%.

Primjer 1.42 Igrate sljedecu igru protiv svog najboljeg prijatelja: Oboje imate po jedan
standardni komplet karata (od 52 kaete) i svatko promijesa svoj. Stavljate svoje komplete
na stol, poledinom prema gore. Redom otvarate oboje najgornju kartu. Dogovorili ste se
da ako u ijednom trenutku oboje otvorite istu kartu, Vi castite prijatelja vecerom, a ako
otvorite sve karte bez da se 1jedan par podudara, on casti Vas. Je li 1gra pravedna ili je
netko od vas u prednosti? Koji je ocekivani broj podudaranja?

Pokazimo prvo da je ocekivani broj podudaranja jednak 1. Naime, ako gledamo
karte od vrha prema dolje, prije nego th krenemo otvarati, vjerojatnost da se prve karte
podudaraju je 5%, vjerojatnost da se druge karte podudaraju je 5—12 i tako dalje. Imamo
52 para, dakle je ocekivani broj podudaranja 52 - 5—12 = 1. Uocimo da ovo vrijedi 1 za
komplete s drugacijim brojevima karata.

Dan je omjer 1: 1, dakle je igra pravedna ako su vjerojatnosti da se bar jedan par
podudara i da se nijedan par ne podudara jednake. Zamislimo prvo da kompleti imaju
samo po n = 2 karte. Vjerojatnost da se prvi par ne podudara je % No, ako se prvi
par nije podudarao, u ovom slucaju se ne podudara ni drugi, a ako se prvi par podudara
onda se podudara v drugi. Dakle, vierojatnost da se ni prvi ni drugi par ne podudaraju
je %, odnosno u ovom slucaju igra bi bila pravedna.

Ako igraci imaju po n = 3 karte. Uzmimo da su karte prvog redom 1, 2, 3.
Onda se one kod drugog mogu pojaviti u redoslijedima 123, 132, 213, 231, 312 4 321.
Nigednog podudaranja nema v dva od tih Sest slucajeva, dakle je sad vjerojatnost da
nema podudaranja %, odnosno igra sad vise nije pravedna jer su Vam Sanse da dobijete
besplatnu veceru sad 1 : 2. Igru biste mogli uciniti pravednom da u slucaju da nema
podudaranja prijatelj casti Vas s dvije vecere.

Opéeniti racun je prezahtjevan na ovoj razini, ali ¢im se igra s vise od dvije karte
1gra nije pravedna, nego je u vasu korist. MoZe se pokazati, koristenjem limesa, da Sto
je wise karata, to je vjerojantost bar jednog podudaranja bliZa 1 — % ~ 63,2 %, pri cemu
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je toj vjerojatnosti vrlo blizu veé kad imate po dvadeset karata, pri cemu je e iracionalni
broj o kom éemo wise reci u odjeljku ??. Dakle, posteni koeficijent bi bio otprilike 1,58.

1.2 Iracionalni brojevi

Brojevni pravac je pravac na kojem su oznacene pozicije brojeva 0 i 1 (¢ime je odredeno
mjerilo, tj. jedini¢na duljinaﬁ na njemu) i strelica koja ukazuje na smjer porasta brojeva.

~

(@"Za prirodan broj n, n-ti korijen broja x, u oznaci /x, je svaki broj koji potenciran
na n-tu potenciju daje x. Koristenjem korjenovanja, potenciranje se prosiruje na
racionalne eksponente. Naime, uz definiciju da je 2!/ = {/z za prirodan broj n
dobivamo da je za prirodan n i cijeli m

s[3

T = /™.

o J

Drugi i treci korijen cesto se nazivaju kvadratnim odnosno kubnim korijenom. Buduéi
da potenciranje na parne eksponente uvijek rezultira nenegativnim brojem, dok smo
u skupu realnih brojeva, parni korijeni (primjerice, kvadratni) su definiran samo za
nenegativne brojeve, ali za pozitivne brojeve daju po dvije vrijednosti, dok su neparni
(primjerice, kubni) korijeni definirani za sve realne brojeve i poprimaju samo po jednu
vrijednost. U slozenim izrazima s korijenima, u slu¢aju parnih korijena pozitivnih
brojeva (ako nije drugacije re¢eno) podrazumijeva se njihov pozitivni iznos.

Primjer 1.43 Brojevi 5 su drugi korijeni broja 25: /25 = +25. Broj —2 je treéi
korijen broja —8: v/—8 = —2.

No, u izrazu \/30 — /30 — /25 podrazumijevamo \/30 — \/30 — V25 = \/30 —30—-5=
V30 — /25 =+/30—-5=+25=05.

Primjer 1.44 Bez koristenja kalkulatora Sto toénije procijenimo 23/*. Imamo: 23/* =

23/(22) — \/1/23 = \/\/8.
Buduéi da je 2> < 8 < 32, slijedi da je /8 izmedu 2 i 3. Bududi da je 12 <2 < 3 <
4 =22, gruba procjena je da je 23/* broj izmedu 1 i 2.

Zadatak 1.2.1 Koliko iznosi —1-2"° 7

Bolje procjene iznosa drugih korijena mozemo dobiti raznim metodama, a jedna od
najjednostavnijih je Heronova metoda. Ako imamo trenutnu procjenu x za v/ X, novu
(uvijek bolju) procjenu ' mozemo dobiti kao

x’—l :c—l—X
2 x )

8Duzina je matematicki objekt, dio pravca izmedu dvije tocke. Duljina je fizikalna veli¢ina, sa SI
jedinicom metar (m).
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Primjer 1.45 Nastavimo primgjer . Pruva procjena za /8, dakle X = 8, nam je
bila da je to broj izmedu 2 © 3 pa mozZemo uzeti da nam je prva procjena x = 2,5. Bolja
procjena je onda

5
1 8 2T +8 % 57 285
S ( ’ +2,5> 2 2 2 T 20 100

w\cnloo
NS
—

Nama treba \/ /8 ~ /2,85 pa ako njega procijenimo prvo s 1, onda je bolja procjena

1 2,85 3,85
—(1+— =192
2< * 1) 2 925

Dok nam je bolja procjena za /8 veé bila tocna na jednu decimalu, ovako dobivena

procjena za \/ﬁ jos mije tocna na jednu decimalu. Razlog je dijelom u tome sto
Heronova metoda ne garantira da cemo svakom primjenom povecati broj tocnih decimala,
a dijelom u tome 3to ju u drugom koraku nismo primijenili na /8, nego na njegovu
aproksimaciju.

Opéenito, dobro je— primjerice za provjeru smislenosti rezultata duljih racuna—
znati razumno procijeniti iznose prvih i drugih korijena, Sto nije tesko ako zapamtimo
nizove prvih deset kvadrata i kubova prirodnih brojeva.

Primjer 1.46 Zelimo li procijeniti v/5000000 prvo uocimo da je mu je cjelobrojni dio
sigurno troznamenkast (jer je 1003 = 1000000 < 5000000 < 1000% = 1000000000 ).
Nadalje, v/5000000 = 100v/5 te buduéi da je 1> = 1 i 28 = 8 zakljucujemo da je
v/5000000 broj izmedu 100 7 200.

Primjer 1.47 Bez koristenja kalkulatora sto tocénije procijenimo /55555 — v/55555.
Prvo, v/55555 je sigurno troznamenkast, a v/55555 sigurno dvoznamenkast, dakle
im razlika ima tri ili dvije znamenke, odnosno nas broj je u intervalu (10, 1000).
Bolju procjenu dobivamo uocivsi da je 100? = 10000, 200* = 40000, 300% = 90000 pa
je v/55555 € (200, 300). Takoder, iz 103 = 1000, 20° = 8000, 30° = 27000, 40° = 64000
pa je v/55555 € (30,40). Stoga je nas broj u intervalu (200 — 40, 300 — 30) = (160, 270).
Dakle, ugrubo ga mozemo procijeniti s 200.

»
©) Zaone koji zele znati vise Za dva nenegativna broja a i b njihova geometrijska
sredina definirana je kao drugi korijen njihova umnoska, G = Vab. Za vise, njih
n, pozitivnih brojeva njihova geometrijska sredina je n-ti korijen njihova umnoska.
Pritom geometrijska sredina (nenegativnih brojeva) nikad ne moze biti veca od IlthOVG
aritmeticke sredine, ni manja od harmonijske.

Dok na racionalne brojeve primjenjujemo samo cCetiri osnovne racunske operacije,
Sto ukljucuje i potenciranje na cjelobrojne eksponente, dobivat ¢emo samo racionalne
brojeve. No, kad dozvolimo i korjenovanje, rezultat vise ne mora biti racionalan broj.
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(@"Iracionalni brojevi su brojevi koji nisu racionalni, ali jesu realni, tj. ako gledamb
brojevni pravac svakom od njih kao i racionalnim brojevima odgovara to¢no po
jedna tocka tog pravca. Decimalni zapis iracionalnog broja uvijek je beskonacan i
neperiodican. Realni brojevi su svi brojevi koji su racionalni ili iracionalni. Svakom
realnom broju odgovara tocno jedna tocka brojevnog pravca i obrnuto, svakoj tocki
\_ na brojevnom pravcu odgovara tocno jedan realan broj. )

Istaknuti iracionalni brojevi su kvadratni korijeni svih prirodnih brojeva koji nisu

kvadratni brojevi, dakle v'2, v/3, V5, v6, V7, V8, V10, V11, ...te omjer opsega i

promjera bilo kojeg kruga, koji je poznata matematicka konstanta .

m

Primjer 1.48 Dokazimo da /3 nije racionalan broj. Pretpostavimo suprotno: /3 = -
gdje je razlomak = maksimalno skracen, posebno nisu oba m i n djeljiva s 3. To bi
znacilo da je m® = 3n3, dakle je m djeljiv s 3, tj. m = 3k. Stoga je 2Tk = 3n3, dakle
n® = 9k® pa bi i n bio djeljiv s 3, $to je kontradikcija s pretpostavkom.

Primjer 1.49 Pitagorejci, dakle c¢lanovi drustva kojeg je u 6. st. pr. Kr., osnovao
Pitagora sa Samosa, vierovali su da se sve moZe opisati iskljucivo prirodnim brojevima.
U skladu s time vjerovali su da su svake dvije istovrsne velicine, primjerice dvije duljine,
sumgeljive, tj. da postoji njthova zajednicka mjera, tj. s njima istovrsna velicina tako
da su obadvije prirodni visekratnici te mjere. Suvremenim jezikom receno, pitagorejci
su vjerovali da je omgjer svake dvije istovrsne velicine racitonalan broj. No, netko
od pitagorejaca otkrio je da ta pretpostavka nije tocna. Tradicija navodi Hipasusa
1z Metaponta, koji je navodno oko 500. g. pr. Kr. dokazao da dijagonala i stranica
kvadrata nisu sumgerljive. Pritom dokaz najvjerojatnije nije slicio modernom dokazu
iracionalnosti broja /2, nego je vjerojatno koristio Fuklidov algom’tamﬂ

Fuklidov algoritam se danas obicno koristi za racunanje najveceq zajednickoqg djelitelja
(mjere) dva prirodna broja m in. Ako je m > n, podijelimo djeljenik m s djeliteljem
n 1 zapiSemo ostatak. U svakom sljedecem koraku na mjesto djeljenika ide prethodns
djelitelj, a na mjesto djelitelja prethodni ostatak. Postupak staje kad dobijemo ostatak 0
te je traZeni najveci zajednicki djelitelj jednak zadnjem djelitelju. U pitagorejsko doba
taj se algoritam primjenjivao na duZine, a dijeljenje se svodilo na nanosenje manje
duzine na vecu. Pritom su pitagorejci, vierojatno, znali da ovaj postupak staje kad god
su dvyje velicine sumjerljive, jer tako dobiyjemo njihovu najvecu zajednicku mjeru, sto
znaci da ako postupak ne staje one nisu sumjerljive.

Kako su to mogli napraviti za slucaj dijagonale i stranice kvadrata? Jedan nacin
je sljedeéi. Pogledajmo sliku[1.5: krecemo od crnog kvadrata. Primjenjujemo Euklidov
algoritam na dijeljenje njegove dijagonale sa stranicom. Oc¢ito je dijagonala kraca od
dvige stranice, dakle se stranica na dijagonalu moZe nanijeti samo jednom. Nad ostatkom
nacrtamo novi (crveni) kvadrat i na njega primijenimo isti postupak. Nad ostatkom
konstruiramo novi plavi kvadrat, pa ruZicasti. Postupak ocigledno moZemo nastaviti
unedogled pa slijedi da dijaogonala 1 stranica kvadrata nisu sumjerljive.

9Nazvan po Euklidu Aleksandrijskom, koji ga je zapisao u svojim Elementima oko 300. g. pr. Kr.,
no vrlo vjerojatno je bio poznat veé pitagorejcima, a mozda i ranije.
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Slika 1.5: ITlustracija uz primjer [1.49

Zadatak 1.2.2 Reciprocni broj od 10 je % = 0,1. Mozete l1 naci jos neki primjer
broja takav da je decimalni zapis njegovog reciprocnog broja moguce dobiti pomicanjem
decimalnog zareza za neki broj mjesta ulijevo? A ako trazZimo da je taj pomak za tocno

jedno mjesto ulijevo?

Potenciranje se dalje koristenjem limesa, o kojima ¢emo govoriti u odjeljku ?7,
moze prosiriti i na iracionalne eksponente, pri cemu ostaju sacuvana osnovna svojstva
potenciranja:

ac=aba¢, a7 =—, ab°=(a")",
aC
koja vrijede za sve realne brojeve a, b i ¢ za koje izrazi s obje strane pojedine jednakosti
imaju smisla.

Primjer 1.50 Iracionalan broj potenciran na iracionalan broj moze biti racionalan, ali
1 1racionalan.

Pogledajymo broj \/5\/5 Ako je on racionalan, onda je on primjer koji dokazuje da
wractonalan broj potenciran na iracionalan moze biti racionalan. U tom slucaju je pak

ﬂﬁﬂ = \/5\/5\/5 primjer koji dokazuje da iracionalan broj potenciran na iracionalan
moze biti iracionalan (umnozak racionalnog i iracionalnog broja je uvijek iracionalana).

Ako je pak \/5\/5 1ractonalan, onda je on primjer koji dokazuje da iracionalan

broj potenciran na iracionalan moZze biti iracionalan. No, u tom slucaju (\/5\/5)‘/5 =

2/2 2 . . ) . . .
\/Tff =2 =2 pokazuje da iracionalan broj potenciran na iracionalan moze biti
racionalan.
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& ~

@'Intervali, tj. skupovi svih realnih brojeva koji se nalaze izmedu dva realna broja
aib (gdje je a < b) na brojevnom pravcu se prikazuju kao duzine, s uklju¢enim
ili isklju¢enim krajevima ovisno o tome je li rub a odnosno b uklju¢en u interval.
Zatvorenost, tj. uklju¢enost ruba se naznacava uglatom zagradom [ odnosno |, a
otvorenost, tj. neukljucenost ruba se naznacava s ( odnosno ). Intervali mogu
kao lijevi (otvoreni) rub imati —oo (ako se u njima nalaze neograni¢eno mali
brojevi) odnosno kao desni (otvoreni) rub mogu imati 400 (ako se u njima nalaze

_ neograniceno veliki brojevi) i u tom sluc¢aju im duljine nisu konaéne. Yy,

Primjer 1.51 Interval [—2,5) (skup svih realnih brojeva x takvih da je —2 < x < 5)
ée biti duzina duljine 7 razmaka od 0 od 1, pri ¢emu ée tocka koja predstavija —2 biti
ukljucena, a tocka koja predstavlja 5 iskljucena.

Primjer 1.52 Interval (0,+00) je neogranicen interval koji sadrzi sve pozitivne realne
brojeve.

Zadatak 1.2.3 Intervali realnih brojeva definirani su kao I, = (0, %> kad je m prirodan
broj. Na zasebnim brojevnim pravcima, s istom jedinicom duljine, skicirajte prvih pet
intervala I, (n=1, ..., 5). §to su za ten presjecm ILin...N1,? Mozete li naslutiti
kako se ponasaju I, i spomenuti presjeci kad n postaje sve veci?

Zadatak 1.2.4 Ana i Boris utvrduju gradivo o racionalnim i iracionalnim brojevima.
Nasli su zadatak u kojem se trazi navodenje primjera racionalnih brojeva u intervalu
(V65,V/67).

Pritom su otkrili da za neke nazivnike ne postoji razlomak izmedu V65 i 67 s
takvim nazivnikom. Ana je rekla: ,,Znamo da je /65 ~ 8,06, a /67 ~ 8,18. To je zato
jer razlomci s nazivnikom 4 u decimalnom zapisu tmaju razlomljeni dio ,0 ili ,25 il )5
ili ;75. % Boris se sloZio, ali je razmisljao malo drugacije: ,,Ako trazim razlomak = u
intervalu (\/@, \/ﬁ% znact da trazim prirodne brojeve m i n takve da je 65 < TS—; < 67,
tj. 65n% < m? < 67n?. Ako uzmem n = 4 dobio bioj 32° = 1024 < 1040 < m? < 1072 <
332 = 1089 pa bi kvadrat od m bio izmedu kvadrata od 32 i 33, sto je nemogude. “

Nadite bar deset razlomaka u intervalu ﬁ/@, \/ﬁ) Nadite bar jos jedan nazivnik
ostm 4 za koji ne postoji razlomak s tim nazivnikom u intervalu @/@, V67 ). Mozete li
naci sve takve nazivnike?

Kao sto je ve¢ istaknuto, konacéni decimalni zapisi iracionalnih brojeva, ali i mnogih
racionalnih, sadrze gresku zaokruzivanja i nisu egzaktni: /2 # 1,41 (ali V2 ~ 1,41
s greskom reda velicine 107%), & # 0,11111 (ali § ~ 0,11111 s greskom reda veli¢ine
1079). Kod racuna s aproksimacijama, ali i s rezultatima mjerenja izrazenim u skladu
s pravilima o znacajnim znamenkama, kako bi se izbjeglo pojavljivanje greske zbog
samog rac¢una, racun treba provoditi s vise znamenki i tek konacni rezultat zaokruziti.
0229-15913

135.000341 °
imati tri znacajne znamenke te se ispravnim racunom dobije rezultat 7,92-10%. Ako biste

Primjer 1.53 Recimo da trebate izracunati Prema pravilima, rezultat treba

10Presjek dva skupa je skup koji se sastoji od svih elemenata, zajednickih oboma skupovima.
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pak racunali u tri koraka, tj. prvo izracunali produkte 0,229 - 15,913 = 3,64408 4 1,35 -

0,00341 = 0,0046035, ali ih prije dijeljenja zaokruzili na tri znacajne znamenke dobili
. 3’64 o o . . 2 . o .

l.)”te.opg—%o sto nakon zaokmzwanjq dq]e 7,91 - 107, tj. zbog zaokruzivanja medurezultata

1mali biste gresku na trecoj znacajnoj znamenci.

Primjer 1.54 [zacunajmo egzaktan iznos broja \/3\/5 -2 \/% — #ﬁ 1 12Ta21mo ga

u racionaliziranom obliku, tj. u obliku u kojem nema dijeljenja s iracionalnim brojem.
Imamo:

[~ 1 1 s o 1VIB-9  [(3vV5-2)(11V13-9)
3¢3_2'\/§_11\/1_3_ 352 \/ 99v13 99/13 a

_1_\/33@—27f—22¢1_3+18_1 V/33v/65 — 27v/5 — 22V/13 + 18 V11 - V133
=3 _L

/2107
=~ \/363\/% —297v/5 — 242v/13 + 198.

Ako za sve druge korijene uzimamo samo pozituni drugi korijen, onda je priblizan iznos
gornjeg broja, zaokruZen na Sest decimala, jednak 0.635942. Da smo nas izraz racunali
tako da smo prvo zaokruzili na tri decimale /5 ~ 2.236 i /13 ~ 3.605551, pa izracunali

3v/5 — 2 & 4.708204 i § — 17tz ~ 0.085807 i naposlijetku v/3v/5 — 2 - \/g — v

V4.708204 - /0.085897 ~ 0.635941, tj. imali bismo gresku na Sestoj decimali.

1.3 Pravokutni koordinatni sustav u ravnini

Cesto je korisno imati nacin prikazivanja uredenih parova realnih brojeva, npr. parova
podataka. Uredeni par dva (ne nuzno razli¢ita) broja ¢ine ta dva broja uz specifikaciju
koji je prvi, a koji je drugi. Npr. (1,2) je uredeni par razlicit od (2,1). Uredene parove
realnih brojeva mozemo vizualizirati koriste¢i pravokutni koordinatni sustav.

& ~

@'Pravokutni koordinatni sustav se sastoji od dva medusobno okomita brojevna
pravca koje nazivamo koordinatnim osima. Koordinatne osi se sijeku u zajednickoj
nuli (ishodistu koordinatnog sustava). Pritom jedini¢ne duljine na osima ne moraju
biti jednake, a ako jesu, sustav zovemo Kartezijevim koordinatnim sustavom. Kad
unosimo par brojeva (z,y) u pravokutni koordinatni sustav, jedan broj (prvi broj
x u paru) nanosi se na horizontalnu os koju zovemo os apscisa, a drugi (y) na
vertikalnu os koju zovemo os ordinata. Par (z,y) je onda prikazan tockom koja
je sjeciste okomica povucenih na obje osi u tockama koje odgovaraju nanesenim

\_ podacima. Brojevi z i y zovu se koordinatama tocke (x,y). Yy,

1113 3 V11 - /13 VI V138
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Slika 1.6: Pravokutni koordinatni sustav (slika izradena programom Graph).

Ishodiste koordinatnog sustava po definiciji ima koordinate (0,0). U praksi, nacrtano
sjeciste osi ponekad nije tocka kojoj su obje koordinate 0, tj. nije ishodiste koordinatnog
sustava (obi¢no su koordinate nacrtanog sjecista malo manje od, za konkretnu situaciju,
najmanje potrebne apscise odnosno ordinate). Stoga oprez: Ishodiste je zajednicka nula,
dok nacrtano sjeciste osi ne mora biti ishodiste koordinatnog sustava (odnosno, moguce
je da jedan ili oba nacrtana brojevna pravca zapravo nisu koordinatne osi, nego samo
njima paralelni brojevni pravci, usp. primjere i[1.57).

Tocke na osi apscisa imaju ordinatu 0, tj. koordinate oblika (z,0), a tocke na osi
ordinata imaju apscisu 0, tj. koordinate (0,y). Koordinatni sustav dijeli ravninu na
cetiri kvadranta; u prvom kvadratnu su tocke kojima su obje koordinate pozitivne,
u drugom one s negativnom apscisom i pozitivnom ordinatom, u tre¢em one kojima
su obje koordinate negativne, a u cetvrtom one s pozitivnom apscisom i negativnom
ordinatom (vidi sliku . Os apscisa uobicajeno je crtati horizontalno sa smjerom
porasta vrijednosti udesno, a os ordinata vertikalno sa smjerom porasta vrijednosti
prema gore. Cak i ako os apscisa nije nacrtana horizontalno odnosno os ordinata
vertikalno, u kontekstu koristenja pravokutnih kooordinatnih sustava pravci paralelni s
osi apscisa nazivaju horizontalnim, a pravci paralelni s osi ordinata vertikalnim.

Svaka koordinatna os se oznacava oznakom koja nam govori $to brojevi na toj osi
predstavljaju. U pravokutni koordinatni sustav u ravnini unose se iskljucivo parovi
brojeva. Dakle, ako u pravokutnom koordinantom sustavu prikazujemo parove rezultata
nekih mjerenja, na osima su iznosi tih mjerenja podijeljeni s odabranom mjenom
jedinicom. Stoga su pravilne oznake koordinatnih osi oznake veli¢ina (vrste podataka)
podijeljene s odabranom mjernom jedinicom. Apstraktne oznake osi su z odnosno y, a
njih u konkretnim situacijama zamjenjujemo upravo opisanim konkretnim oznakama.

Primjer 1.55 Ako na jednu koordinatnu os nanosimo brzine u metrima u sekundi,

pravilna oznaka te osi je v/(m/s), v/(ms™1) ili vm™!s.

Zelimo li dobro planirati prostor papira za skiciranje podataka, potrebno je prvo
odrediti odnosno procijeniti raspon [a, b] iznosa podataka koje nanosimo na apscisu i
raspon |[c,d] iznosa podataka koje nanosimo na ordinatu. Sjeciste osi obi¢no se onda
¢esto, ali ne nuzno, crta dolje lijevo, na poziciji blizu (a, ¢); ako je a < 0 < b, sjeciste
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Slika 1.7: Lose planiranje prostora, malo bolje planiranje prostora i dobro planiranje

prostora za prikaz parova (x,1 + x/100) za x = i, %, %, o2

koordinatnih osi se stavlja u 0 na apscisi, odnosno ako je ¢ < 0 < d u 0 na ordinati,
umjesto da se crta u donjem lijevom kutu papira. Bilo da je sjeciste osi odabrano na
nacin opisan u prethodnoj recenici ili kao stvarno ishodiste, dobro planiranje prostora
za crtanje podrazumijeva da je prostor maksimalno iskoristen i da pritom najljevije
tocke imaju apscise a (ili malo manje od a), najdesnije tocke imaju apscise b (ili malo
veée od b), najdonje tocke imaju ordinate ¢ (ili malo manje od ¢), a najgornje tocke
imaju ordinate d (ili malo veée od d). Jedinica duljine se u prakti¢nim situacijama
onda prilagodava takvom planiranju umjesto da se prvo odabere jedinica duljine, a
onda ucrtavaju tocke.

Primjer 1.56 Zelimo li u koordinatnom sustavu ucrtati parove (}1, 1+ 4—(1)0), (%, 1+ ﬁ),
(%, 1+ %), cee, (2, 1+ %), a na raspolaganju nam je kvadratni prostor Sirine 1 visine
dcm, ako bismo prvo na standardan nacin nacrtali Kartezijev sustav 1 onda ucrtali
tocke, dobili bismo potpuno neupotrebljiv prikaz kao na slici[1.7] lijevo. Uocimo li da
su svi parovi u prvom kvadrantu i tmaju koordinate maksimalno iznosa 2 dobijemo
smaslenigi, ali jos wvijek za ikakvo ocitavange neupotrebljiv prikaz kao na slici u
sredini. Uocimo da je taj prikaz dobar sto se tice apscisa jer su maksilano rastegnute sve
potrebne apscise u intervali [1/4,2], no ordinate su sve jako bliske te je ovdje potpuno
neprikladno koristiti Kartezijev koordinatni sustav. Buduéi da je najmanja ordinata
koju trebamo 1 + 2 = 1,0025, a najveca 1 + % = 1,02, dobro planiranje prostora za

100
crtanje rezultira prikazom kao na slici[1.7 desno.

Primjer 1.57 Recimo da na apscisi Zelimo prikazivati vremena 1z raspona 2 min < t <

10 min i na ordinati prirodne logaritme izmjerenih koncentracija reaktanta (podijeljenih s

mjernom jedinicom mol L) koji se nalaze u rasponu —2 < In ﬁl/L < —0,5. Prikladan

raspon apscisa bio bi malo veéi od 2 do 10, a raspon ordinata malo veci od od —2 do
—0,5. Odgovarajuca oznaka osi apscisa je t/s, a osi ordinata In — T Takav koordinatni
sustav prikazan je slikom[1.8. Primijetimo da ovdje nacrtano sjeciste osi nije ishodiste,

nego tocka (0,2).
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Slika 1.8: Odabir raspona na koordinatnim osima (primjer [1.57)).

Zadatak 1.3.1 Pri nekom eksperimentu dobivene su sljedece vrijednosti tlaka para
etanola pri razlicitim temperaturama:

t/°C | p/torr
25 | 55.900
30 70,000
35 93,800
40 117,50
45 | 154,10
50 190,70
5} 241,90
60 304,15
65 377,90

Skicirajte podatke u pravokutnom koordinatnom sustavu tako da na apscisi budu tem-
perature, a na ordinati tlakovi. Obratite pozornost na oznacavanje koordinatnih osi 1
dobro planiranje prostora.

Analiticka geometrija ravnina koristi koordinate kako bi krivulje opisala pomoc¢u
jednadzbi te se odnosi medu geometrijskim objektima onda mogu ispitivati i opisivati
algebarski. Osim tocaka, temeljni geometrijski objekti su pravci, neomedene i savrseno
ravne crteE| koje se beskonac¢no protezu u oba smjera.

-\@CU pravokutnom koordinatnom sustavu pravci imaju eksplicitne jednadzbe oblika
y = kx + ¢ (ako nisu vertikalni, tj. ako nisu paralelni s osi ordinata) ili pak = = ¢,
ako su vertikalni. Smisao jednadzbe pravca je da se pojedina tocka ravnine nalazi
ili ne nalazi na pravcu ovisno o tome zadovoljava li ili ne zadovoljava njegovu
jednadzbu. Jednadzba z-osi je y = 0, a jednadzba y-osi je x = 0.

1 Matematicki re¢eno, pravci su krivulje zakrivljenosti 0.
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2+

Slika 1.9: Pravac 2z — by = 3.

U pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini svaki pravac posjeduje i implicitnu
jednadzbu oblika

ar+by=c,

gdje bar jedan od brojeva a i b nije nula. Ako je a = 0, pravac ax + by = c je paralelan
s x-osi, ako je b = 0 paralelan je s y-osi.

Primjer 1.58 Jednadzbi 2x — by = 3 odgovara pravac kojem je to implicitna jednadzba,
3. pravac kroz tocke (O, —%) 7 (%, O) (vidi sliku . Uz te dvije tocke i svaka druga
tocka tog pravca, primgjerice (9,3), je rjesenje te jednadzbe. Dakle, ta jednadzba ima
beskonaéno mnogo rjeSenja. No, nije svaki par (x,y) (svaka tocka ravnine) njezino
rjesenge, primgjerice par (0,0) (ishodiste) ju ne zadovoljava.

Pritom, svaki pravac je jednoznacno odreden s dvije tocke. Pritom, ako te dvije
tocke imaju istu apscisu ¢, jednadzba pravca je x = c. Inace, koeficijent smjera pravca,
tj. broj k jednak kolicniku razlike ordinata i razlike apscisa bilo koje dvije tocke na
pravcu dobijemo upravo tako da podijelimo razliku ordinata s razlikom apscisa zadanih
tocaka (x1,y1) 1 (w9, y2): k = L= Nakon toga jednu od njih uzimamo za (zq,y — 0)

To—x1
u jednadzbi pravca zadanog koeficijentom smjera k:

y—yo=a-(z— ).
Primjer 1.59 Jednadzba pravca kroz tocke (—1,1) i (—1,100) je z = 1.

Primjer 1.60 Jednadzba pravea kroz tocke (7,8) i (=21,—24) je y = Sx. Naime,

7
8-(=24) _ 32 _ 2 pa je jednadzba pravea y — 8 = &(x —7), odnosno y = 2x.

=772 — 28

Zadatak 1.3.2 Sto preciznije odreditte koeficijent smjera i slobodni clan pravca prika-

zanog na slici[1.10
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Slika 1.10: Odredite koeficijent smjera i slobodni ¢lan!

1.4 Algebarski izrazi

Algebarske izraze smo u manjoj mjeri ve¢ koristili u prethodnim odjeljcima. Radi
se 0 matematickim izrazima kojj uklju¢uju osnovne racunske operacije (zbrajanje,
oduzimanje, mnozenje, dijeljenje, potenciranje ukljucivo korjenovanja), ali je barem
jedan broj u njima neodreden (dakle, varijabla) i stoga oznac¢an slovom. Ako nije
drugacije istaknuto, podrazumijeva se da slova u algebarskim izrazima oznacavaju
realne brojeve. Racun s algebarskim izrazima osnova je vecine izvoda pravila odnosno
formula, ali i rjeSavanja mnogih konkretnih problema i zadataka, primjerice izra¢unavanja
derivacija i integrala. Posebno ¢esto dobro baratanje algebarskim izrazima moze bitno
pojednostaviti i(li) ubrzati rjesavanje raznih zadataka.

Zadatak 1.4.1 Zelite ravnu traku papira podijeliti na petine, ali nemate na raspolaganju
nikakvo pomagalo za mjerenje duljine. Presavinete ju odoka i otvorite. Time je traka
podijeljena na veéi i manji dio. Veci dio presavijanjem prepolovite. Sad je traka
podijeljena na tri dijela: Onaj prui koji ste odoka procijenili da iznosi petinu duljine (uz
pocetak trake) i dva jednako duga dijela. Presavijanjem prepolovite onaj od ta dva dijela
koji je blizi kraju trake. Time smo dobili jos jednu liniju preavijanja. Sad prepolovite dio
trake od poceka do te linije i onda od pocetka do polovice iz prethodnog koraka. DokaZite
da c¢ak 1 ako Vasa pocetna oznaka nije bila blizu % duljine trake, posljednja oznaka ce
biti tome jako blizu.

Najjednostavniji algebarski izrazi su binomi i trinomi.

'\@"Binom odnosno trinom je zbroj ili razlika dvaju odnosno triju brojeva, od kojih je
barem jedan neodreden.
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Binomi, trinomi i opéenitije izrazi koji se sastoje od vise zbrojenih i(li) oduzetih ¢lanova
(monoma) mnoze se tako da se svaki ¢lan pomnozi sa svakim,

Primjer 1.61 Primjeri binoma su a+b 1 xy — 1, a primjeri trinoma su x + y + z,
r—y*+5il—2zxy+ /2. Unnozak drugog binoma i treéeq trinoma je

(ry—1)-(1=-22y++vz2)=zy—2xyry+ayv/z— 1+ 22— /2,

§to je zbog definicije kvadriranja i komutativnosti mnoZenja jednako xy — 2x%y* —

ryy/z— 1428 — /2.

Specijalni sluéaj binoma je razlika kvadrata, tj. binom oblika a? — 2. On je jednak
umnosku dva binoma:

a®> — b = (a+b)(a—b).

Cesto je korisna i formula za kvadrat binoma (kvadrat zbroja):
(a+b)*=a®+2ab+ b

Uoc¢imo da je formula za kvadrat razlike samo specijalni slucaj prethodne formule:
(a—Db)% = (a+ (=b))* = a®+2a(=b) + (=b)? = a* —2a b+ b2, jer je (—=b)? = (—=b)(—n) =
(—=1)b(=1)b = (—1)%p* = b*. Kod ovakvih formula podrazumijevamo da vrijede za sve a
i b za koje izrazi na obje strane imaju smisla, dakle u gornjim slucajevima za sve realne
brojeve a i b.

Zadatak 1.4.2 Dokazite formule za razliku kvadrata @ kvadrat binoma algebarski i
koristeéi skicu [L 1.

Formula za kvadrat binoma cesto se koristi za tzv. svodenje na potpun kvadrat.

Primjer 1.62

1 1 1 1 1

P VE = (VIR 2 V= (VP42 pVE - = (VE

Uocimo da buduci da polazni izraz nema smisla za negativne x, cijeli izvod je korektan
za sve x > 0.

Primjer 1.63 Izraz (ﬁ)f2 ima smisla za sve realne brojeve x osim za x = 3 jer bi
tada u nazivniku bila nula. Dakle, za x # 3 imamo

($i3>2= (x13)2=($—3)2:x2—6$+9.

Primjer 1.64 UmnoZak (a® + b* — 6ab)(a® + b* + 6ab) je umnozak dva trinoma. No,
ako wocimo da je 6 = 2 - 3, on je zapravo umnoZak dvaju kvadrata binooma, tj. jednak
je (a — 3b)%(a + 3b)2 = ((a — 3b)(a + 3b))* = (a® — (30)?)? = (a® — 9b?)2.




34 POGLAVLJE 1. ELEMENTARNA MATEMATIKA

Slika 1.11: Skica za geometrijski dokaz formule za razliku kvadrata i kvadrat binoma.

Slicne formulaza za razliku kvadrata i1 kvadrat binoma su formule za razliku kubova
1 kub binoma:
a®— b = (a—0b)(a*+ab+1?),

(a+b)°=a*+3a’ b+ 3ab® + b’
-»

©) Za one koji zele znati vise Uocite da su koeficijenti u formuli za kvadrat
binoma redom 1, 2, 1, a u formuli za kub binoma redom 1, 3, 3, 1. To su to¢no drugi,
odnosno treé¢i red u Pascalovom trokutu (slika . To nije slucajno: koeficijenti u
formuli za (a + b)™ gdje je n bilo koji prirodan broj su prema binomnoj formuli

(a+b)" = En: (Z) atonr

k=0

toctno brojevi iz n-tog reda Pascalovog trokuta. Uocite da je zbroj eksponenata su
svakom ¢lanu jednak n i pritom eksponenti od a padaju od n do 0, a od b rastu od 0 do
n. Primjerice, (1+2) =15-2°+5-1%- 21 +10- 13- 2> +10- 12 23 +5- 11 - 2 +10. 25 =
1+ 52 + 102% + 1023 + 52 + 2°. b & &

Zadatak 1.4.3 Objasnite gresku u sliedeéem ,,dokazu®: Ako je a = b, onda je a®> = ab,
pa je a®* —b* = ab—b*. Stoga je (a —b)(a+b) =b(a—0b) pa je a+b=>b. Bududi da je
a =" slyedi 2a = a, tj. 2 =1.

-
) Za one koji zele znati vise Formule za kvadrat i kub binoma mogu se poopéiti
na vise potencije binomnim teoremom: Za svaki prirodan broj n vrijedi da je

" /n

p)"* = kbnfk.

(a+b)"=>" ( k)a
k=0

Primjerice, Sesti ¢lan u razvoju binoma (2zy—z)® dobijemo za k = 5ion je (g) (2zy)°(—2) =

8~7~56!~5~4 25x5y5 (_1)323 — _17921.53/523'
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Kao i mnozenje, tako se i dijeljenje algebarskih izraza te stoga i algebarskih razlomaka
provodi po istim pravilima kao i za konkretne brojeve. Pritom je kod svakog dijeljenja
treba obratiti paznju na to da sprijecimo dijeljenje s nulom. Takoder, kod korjenovanja
algebarskih izraza, ako se radi o parnim korijenima, pojavljuje se uvjet da izraz pod
korijenom ne bude negativan. Uz to treba obratiti pozornost da parni korijeni, kad
imaju smisla, daju po dvije vrijednosti (osim za nulu).

Primjer 1.65

Va2 42z +1=/(z+1)2 = £(z + 1).

Zadatak 1.4.4 Za koje realne brojeve se podudaraju iznosi drugog korijena od danog
broja uvecanog za 1 i istog broja umanjenog za 37

Primjer 1.66 Zadana je jednakost

1 B
Yy
B

Izrazimo B kao izraz ovisan od o, A 1 B. Uoc¢imo da izvorni izraz ima smisla za 3 # 0
ia?+ A2 £0, t). ako o i A nisu istovremeno nula.

Ako bi B bio jednak 0, desna strana bi bila nula, ali lijeva ne moze biti nula jer
dijeljenjem 1 s nikojim brojem ne dobijemo 0. Dakle, uocite da ovo nije uvjet da be
formula imala smisla veé posljedica formule ako ju prihvatimo kao smislenu, sad znamo

i da B # 0. To znaci da moZemo uzeti reciprocne vrijednosti obje strane, koristeci
o . -1
cimjenicu da je (%) = g:

1+ 255

Va2 4+ A% = —Bl+§ .

Koristeci pravila o racunu s razlomcima dalje imamo:

B

pE 1+@ 1+ 1
Va = — = — .
B B B 1+§

Jedan nacin da nastavimo ovaj zadatak je da svedemo i zadnji dvostruki razlomak na
obicni i onda izrazimo [ (preporucamo da pokusate i taj nacin). Mi éemo ovdje nastaviti
malo drugacije: Iz zadnjeg imamo

1 1
Va2 + A2 — — = ,

n B
B 1—1—5
t7.
1 1 Bva?+ A% -1
5 =Vatt+ A2 — — = T
1—{—5 B B

pa opet uzimanjem reciprocne vrijednosti dobijemo

1+ 0 o
B B2t A1
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odnosno
B B 1_B—B\/a2+A2+1
ﬂ_B\/OzQ—I—AQ—l N Bva?2+ A2 -1

pa je (uzimanjem reciprocne vrijednosti i nakon toga mnoZenjem s B)

_ B*a!+A2—-B  B(BVa?+ A2-1)
C B-BVa?+A2+1 1-B{Wa2+A-1)

Iako smo u prethodnom primjeru naveli ve¢inu detalja koraka, neke nismo isticali.
Opcenito, razumijevanje znacenja simbola olakSava i ubrzava baratanje algebarskim
izrazima. Primjerice, kad imate jednakost dva izraza, primjerice L = D, zamjena strana
D = L je posljedica ¢injenice da je jednakost simetriéna (ako je prva stvar jednaka
drugoj, onda je i druga stvar jednaka prvoj), a ne nepotrebne i zaobilazne algebarske
manipulacije tipa mnozenje s —1 daje —L = —D pa prebacivanje strana uz promjenu
predznaka (Sto je u biti pribrajanje L + D objema stranama) da se dobije D = L.
Takoder, ako se neki izraz ponavlja u vise monoma uvijek ga je moguce izluciti zbog
distributivnosti mnozenja prema zbrajanju i oduzimanju, npr. AB+ CA = A(B +C).
Izraze tipa A — B Cesto je zgodnije shvatiti kao —(B — A), tako smo uéinili u zadnjem
koraku prethodnog primjera, gdje i nazivniku nismo izlucili B nego —B kako bi dobili
u zagradama iste izraze gore i dolje. Dakle, ¢esto se umjesto izluc¢ivanja

B

ab —ac=a(b—c)

koristi izluc¢ivanje
ab — ac = —a(c —b).

Zadatak 1.4.5 Za kakve x iy vrijede jednakosti (x+y)* = 2°+y°, VT +y = VT +/y

1 _ 1 19
Zx+y $+y.

Mnoge algebarske razlomke moguce je pojednostaviti koristec¢i pravila o dijeljenju
polinoma, tj. algebarskih izraza koji su zbrojevi monoma u kojima su sve neodredene
veli¢ine potencirane iskljucivo na prirodne brojeve ili nulu.

Primjer 1.67 Primjeri polinoma su 2a — 5bc®, 1 + x4+ 2% + 23 + 2* te y 2 — Ty + 2.

Vise o dijeljenju polinoma ¢emo reéi u odjeljku 7?7, a ovdje pogledajmo samo dva
jednostavna primjera. U prvom primjeru ¢emo ponoviti kako dijelimo s monomima:
Ako algebarski razlomak u nazivniku sadrzi monom, ukupni razlomak mozemo rastaviti
na svim zbrajanjima i oduzimanju u brojniku, dijele¢i pojedine clanove s monomom u
nazivniku.

Primjer 1.68

— 222 4+ o7t r 222 !
x x x x NI x?
koristeci cinjenicu da ,,seljenje “ potencije iz brojnika u nazivnik ili obrnuto mijenja
njezin predznak v da umnozZak dviju potencija s istom bazom ima tu bazu na eksponent
koji je zbroj eksponenata pomnoZenih potencija. Naravno, gornji izvod vrijedi za x # 0

jer bez tog uvjeta veé pocetni izraz ne bi imao smisla.
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Takoder, ako se neki dio izraza ponavlja i u brojniku i u nazivniku, mozemo ga
iskoristiti za pojednostavljivanje izraza.

3 _:173+m2+:17—x2—x_x3—|—x2+x_ xz—l—x B
24+r+1 24+r+1 2441 24+r+1
2?+r+1-1 1
=+ S p——

24+ar+1 24+x+1

Uoc¢imo da ovaj izvod vrijedi za sve x jer x*> + x + 1 ne moZe biti nula jer je jednak
(x 4+ %)2 + %, sto je zbroj menegativnog v pozitivnog broja.

1.5 Osnove geometrije

v

@'Temeljni geometrijski pojam je tocka (koja je duljine, povrsine i volumena 0). Svak)
dvije razlicite tocke odreduju jedinstven pravac kroz njih, a svake tri tocke koje nisu
na jednom pravcu odreduju jedinstvenu ravninu koja ih sadrzi. Planimetrija se bavi
geometrijom ravnine, a stereometrija geometrijom prostora. Ogranic¢eni dijelovi
ravnine zovu se geometrijski likovi, a ograniceni dijelovi prostora su geometrijski

\_ likovi i geometrijska tijela. )

Tocke oznacavamo velikim slovima latinske abecede: A, B, ... Udaljenost dvije tocke
A1 B oznacavamo s |AB| ili s d(A, B). Pravci se oznacavaju malim slovima latinske
abecede: p, ¢, ...Ravnine se oznacavaju velikim slovima grcke abecede: 11, X, ...

1.5.1 Elementarna planimetrija

'\@"Svake dvije tocke A i B odreduju to¢no jedan pravac (neograni¢enu ravnu liniju)
AB. Dio pravca izmedu to¢aka A i B (ukljucivo te dvije tocke, njihova najkraca
spojnica) zove se duzina AB. Polupravac (zraka) je dio pravca s jedne strane od
jedne tocke pravca (pocetak polupravca). Dio ravnine izmedu dva polupravca sa
zajednickim pocetkom zove se kut.

Kao sto je vec receno, duzina i duljina nisu isti pojam: Duljina je fizikalna veli¢ina SI
jedinice metar (m) te svaka duzina ima duljinu (jednaku |AB]|, sto je 0 ako A = B), no i
drugi objekti (krivulje) imaju svoje duljine. Za opis veli¢ine kuta koriste se dvije mjerne
jedinice: Stupnjevi (oznaka °, pri ¢emu se razlomljeni dijelovi obi¢no izrazavaju u bazi
60, tj. u minutama ’ i sekundama ”) i radijani (koji se poistovjeéuju s ¢istim brojevima
se tada ne pise mjerna jedinica). Mjere kutova izrazene u stupnjevima i radijanima su
proporcionalne, kao $to su i duljine izrazene u razli¢itim mjernim jedinicama.
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'\@"Dva pravca mogu biti paralelni (usporedni) (ako se nigdje ne sijeku). U suprotnom
se sijeku u tocki koju zovemo sjecistem pravaca. Ako je time ravnina podijeljena
na cetiri jednaka kuta, kazemo da su pravci okomiti, a te kutove nazivamo pravim

kutevima i kazemo da oni imaju mjeru 90° = 7.

Dvostruki pravi kut, dakle kut mjere
180° =,

zove se ispruzeni kut Kutovi manji od pravog kuta nazivaju se siljasti kutovi, a kutovi
veéi od pravog kuta (i manji od ispruzenog) zovu se tupi kutovi. Dvostruki ispruzeni
kut, dakle kut mjere 360° = 27, zove se puni kut.

-\@"Iracionalni broj m definiran kao omjer opsega i promjera bilo kojeg kruga (vidi
nize), a zaokruzen na dvije decimale iznosi 7 ~ 3,14.

Bududi da je 7 iracionalan broj, ma koliko mnogo znamenaka naveli, nijedan konacni
decimalni zapis nece biti jednak broju m. Aproksimacija 3,14 ili pak razlomak 2—72 je
dovoljno dobra za ve¢inu problema u svakodnevici, za uobic¢ajene znanstvene primjene
razine studija obicno se koristi aproksimacija 3,1415926 na sedam decimala, NASA
koristi prvih 15 decimala, a s prvih 39 decimala se moze izracunati opseg poznatog
svemira s greSkom manjom od veli¢ine atoma vodika. Za pamcenje prvih 14 decimala
moze posluziti recenica How I want a drink, alcoholic of course, after the heavy lectures
nvolving quantum mecham'cﬂ u kojoj redom brojevi slova pojedine rijeci odgovaraju
iznosima znamenki.

Kolike kutove u stupnjevima i radijanima predu minutna 1 satna kazaljka
analognog sata tijekom 5 minuta? Minutna kazaljka uw 5 minuta prede jednu Sestinu
ispruzenog kuta, dakle kut od % -180° = 30° odnosno %. Ako taj kut oznacimo s «, satna

kazaljka uw 5 minuta prede % = % od «, dakle kut od 1—12 -30° = 2,5° = 2°30" odnosno

1 s T

26 72
Kut mjere 1, dakle 1 radijan je malo manji od 60°. Naime, 180° = 7
znaci da je 180° malo vise od 3 radijana, dakle je 1 radijan malo manje od treéine od
180°.
Kut mgere 20° je tocno devetina kuta od 180° = m, dakle mu je mjera u radijanim

5
Svi planimetrijski objekti imaju i povrsinu (SI jedinica je kvadratni metar, m?), no
povrsina duzina (i pravaca i opcenitijih krivulja) iznosi 0. Rub svakog geometrijskog
lika je krivulja te kao takav ima duljinu koju nazivamo opsegom. Dok je povrsina
lika razmjerna, primjerice, koli¢ini boje potrebne da ga (jednoliko) obojimo, opseg je
razmjeran, primjerice, vremenu da prehodamo (stalnom brzinom) njegov rub.

12Reéenicu je osmislio Sir James Jeans (1877.-1946.), a kasnije je osmisljen nastavak All of thy
geometry, Herr Planck, is fairly hard, and if the lectures were boring or tiring, then any odd thinking
was on quartic equations again, za pamcéenje ¢ak 32 znamenke broja 7.
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N\

'@'Uglati geometrijski likovi, to¢nije geometrijski likovi omedeni duzinama, zovu se
mnogokuti (poligoni). Duzine koje ih omeduju zovu se njegovim stranicam i prema
njihovom broju razlikujemo trokute, ¢etverokute, peterokute, ... Tocke u kojima se
sastaju duzine koje omeduju mnogokut zovu se njegovim vrhovima. Duzine koje
spajaju dva vrha mnogokuta, a koje mu nisu stranice, zovu se dijagonale.

Stranice mnogokuta odvajaju njegovu unutrasnjost od vanjstine, a kutovi medu
po dvije susjedne stranice gledani s unutrasnje strane zovu se (unutrasnji) kutovi
mnogokuta. Ako mnogokut ima n stranica, zbroj njegovih kutova iznosi (n — 2) - 180°.

N

-@-Trokut ima opseg jednak zbroju duljina a, b i ¢ njegovih stranica, a povrsinu
P=/s(s—a)(s—b)(s —c) = %2 (prvu od dviju formula nazivamo Heronovom
formulom), gdje je s poluopseg, a v, duljina visine na stranicu duljine a. U svakom
trokutu zbroj duljina bilo koje dvije stranice mora biti ve¢i od duljine trece stranice.

Medu trokutima se isticu pravokutni trokuti, tj. trokuti u kojima je jedan kut pravi.
Buduc¢i da je zbroj kutova u svakom trokutu jednak 180°, vidimo da trokut ne moze
imati vise od jednog pravog kuta. Prema Pitagorinom poucku, trokut je pravokutan
ako i samo ako je a®+b* = ¢2, gdje je ¢ duljina najdulje stranice trokuta (za pravokutan
trokut ona se zove hipotenuza, dok su druge dvije stranice katete). U pravokutnim
trokutima su definirane i osnovne trigonometrijske veli¢ine, sinusi, kosinusi i tangensi:
Sinus bilo kojeg ne-pravog kuta « (sina) u pravokutnom trokutu je koli¢nik duljina
njemu nasuprotne katete s hipotenuzom, kosinus bilo kojeg ne-pravog kuta « (cos a)
u pravokutnom trokutu je koli¢nik duljina njemu prilezece katete s hipotenuzom, a
tangens od a (tga) je koli¢nik sinusa i kosinusa tog kuta. Sinus i tangens pravog kuta
iznose 1, a kosinus pravog kuta iznosi 0.

Izracunagte sinus, kosinus 1 tangens od kutova 30°, 45° 1 60°.

Jos§ jedna vazna podvrsta trokuta su jednakokracni trokuti, tj. trokuti u kojima
dvije stranice imaju istu duljinu. U jednakokra¢nom trokutu su kutovi nasuprot tih
dviju stranica jednaki. Jednakokracni trokut u kojem sve tri stranice imaju istu duljinu
naziva se jednakostrani¢nim trokutom. U jednakostrani¢nom trokutu su sva tri kuta
jednaka i iznose % =60°=7%

& ~

O Cetverokut koji je omeden s po dva para paralelnih bridova zove se paralelogram.
Paralelogram kojemu su svi kutovi pravi naziva se pravokutnik. Romb je ¢etverokut
kojemu su sve stranice iste duljine (svaki romb je i paralelogram). Cetverokut koji
je istovremeno romb i pravokutnik je kvadrat. Povrsina paralelograma kojemu
stranice duljina a i b zatvaraju kut ¢ je P = ab sin¢. Trapez je ¢etverokut s dvije
paralelne stranice (osnovice), a ako su u trapezu druge dvije stranice jednako duge,
govorimo o jednakokracnom trapezu. Povrsina svakog trapeza jednaka je prosjeku

\_ duljina osnovica pomnozena s njegovom visinom (udaljenoséu osnovica). Yy,
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4

Slika 1.12: Primjeri ¢etverokuta.

Zadatak 1.5.1 Koliko na slici ima jednakokracnih trapeza, trapeza, rombova,
paralelograma, pravokutnika, kvadrata?

Zadatak 1.5.2 Dokazite da je duljina dijagonale kvadrata kojemu je stranica duljine a
jednaka d = av/2.

Zadatak 1.5.3 List papira ima oblik kvadrata ABCD. Presavinemo ga popola preko
dijagole AC', pa otvorimo presavinuti papir. Zatim ponovno presavinemo napola preko
spojnice polovista P i Q dviju nasuprotnih stranica AB i CD. Ponovno otvorimo papir
i sad presavinemo preko spojnice polovista Q stranice CD s vrhom B. Otvorimo papir i
uocimo sjeciste S pravaca AC i QB. Presavinemo papir tako da nova linija savijanja
prolazi kroz S i bude paralelna s BC. Neka ta linija savijanja sijece stranice AB i CD
u tockama P’ i (). Dokazite da je udaljenost P' do B tocno treéina stranice polaznog
kvadrata.

Zadatak 1.5.4 A-format papira poznat je i pod nazivom srebrni pravokutnik. Definiran
je svojstvom da kad ga se prepolovi (paralelno s kraéim stranicama) dobijemo polaznom
pravokutniku slican pravokutnik. Odredite omjer duljina stranica papira A-formata!

Ako papir A-formata prepolovimo paralelno s duljom stranicom, otvorimo i jedan od
vrhova spustimo na liniju savijanja tako da dobijemo novu liniju savijanja koja prolazi
kroz spomenutom vrhu najblizi, dokazite da kutovi tako nastalog trokuta iznose 30°, 60°
i 90°/

Primjer 1.73 Koristeci trapezno pravilo, povrsina geometrijskog lika ABCD kod kojeg
je AB L BC L CD, a AD neka krivulja, moze se aproksimirati kao |BC| (Sirina tog
lika, tj. udaljenost tocaka B i C) pomnoZeno s prosjekom (aritmetickom sredinom)
od |AB| i |CD|. Kao $to éemo nauciti u poglavlju o integralima, ako je |AB| = 0,
|BC| = |CD| =3cm, a A je tjeme parabole kojoj je os okomita na BC' i parametar
jednak 1, onda je stvarna povrsina lika ABCD jednaka 3 cm?, dok bi trapezno pravilo
dalo povrsinu 4,5cm?. Dakle, u tom sluc¢aju je apsolutna greska aproksimacije povrsine
trapeznim pravilom 1,5 cm?, a relativna je % =50%.
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Slika 1.13: Tri pravilna poplocenja ravnine.

Pravilni mnogokut je mnogokut kojemu su svi bridovi iste duljine a i svaka dva
susjedna brida zatvaraju isti kut. Opseg pravilnog n-terokuta je O = na, a povrsina
. 2 .. . . .
mu je P = 4&:%. Specijalno, za pravilne trokute (jednakostrani¢ne), cetverokute

(kvadrate), peterokute i Sesterokute imamo redom sljedeée formule za njihove povrsine:

o \/5(5+2\/3)a2

4 9

_ V3,
4

3vV3
Py = a, Py =d P :T\/_aQ.

6

Primjer 1.74 Poplocenje ravnine je prekrivanje ravnine plocicama, za koje se obicno
uzima da imaju oblike mnogokuta, bez rupa (meduprostora) i bez preklapanja. Poplocenje
je pravilno ako su sve plocice sukladni pravilni mnogokuti, te ako se u svakom vrhu
sastaje isti broj mnogokuta. Postoje toc¢no tri pravilna poplocenja ravnine (slika .'
s jednakostranicnim trokutima, kvadratima ili pak pravilnim Sestrokutima. DokaZimo
tof]

Neka je dano pravilno popolocenje u kojem se u svakom vrhu sastaje po m pravilnih
n-terokuta. Naravno, m,n > 2. Zbroj kutova u svakom n-terokutu je (n — 2) - 180°,
dakle su unutrasnji kutovi u pravilnim n-terokutima iznosa %2 -180°. U svakom vrhu
poplocenja se sastaje njth m pa buducéi da nema rupa ni preklapanja slijedi da je
m - "7_2 - 180° = 360°, 5. m = % Buduéi da je m prirodan broj, takav mora biti
7 % = 2"7;4;4 = 2::24 + ﬁ =2+ ﬁ. Dakle, ﬁ treba biti prirodan broj, Sto je
moguce samo ako jen —2=1idlin—2=21in—2=06, dakle zan =3, 4 16. Time
je turdnja dokazana.

Primjer 1.75 Arhitekt Vam u vrtu Zeli ugraditi vrtno jezerce ¢iji rub je oblika pravilnog
mnogokuta s najvise Sest strana, ali takav da mu je povrsina u kvadratnim metrima
jednaka opsegu u metrima. MozZe li se takav park projektirati? Za koje brojeve stranica?
Za one koji su izvedivi, odaberite jezerce najmanje povrsine.

Neka je n broj stranica vrtnog jezerca i a duljina njegove stranice podijeljena s
metrom.

o Ako je n = 3, moralo bi vrijediti 3a = \/TgaQ, dakle a = % = 4v/3. Dakle, moguce

je da park bude jednakostranican trokut povrsine 12v/3 kvadratnih metara.

13Najstariji sacuvani dokaz ove tvrdnje je u djelu Harmonice mundi (1619.) J. Keplera.
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o Ako je n = 4, moralo bi vrijediti 4a = a?, dakle a = 4. Dakle, moguée je da park
bude kvadrat povrsine 16 kvadratnih metara.

—V5(54+2\/5)a2, dakle a = ——2— =

e Ako je n = 5, moralo bi vrijediti 5a =

4\/5(\/5 —2). Dakle, moguée je da park bude jednakostranic¢an trokut povrsine

201/5(v/5 — 2) kvadratnih metara.

e Ako je n =6, moralo bi vrijediti 6a = %ga{ dakle a = \% = 4‘/?5. Dakle, moguce

je da park bude jednakostranican trokut povrsine 24‘/7§ kvadratnih metara.

Imamo 12v/3 > 16 jer kvadriranje daje 3 - 144 > 256. Takoder, 201/5(v/5 — 2) > 16
jer prvo kvadriranje daje 2000(v/5 — 2) > 256, a to vrijedi jer je 2 < /5 < 3, a
Heronovim algoritmom za \/5 s pocetnom aproksimacijom 2 u prva dva koraka dobijemo

2,25 12,23 .., dakle /5 ~ 2,2. No, 24‘/7?: < 16 jer kvadriranje desne strane daje opet

256, a lyeve %76 < 256. Dakle, arhitekt ¢e planirati jezerce oblika pravilnog Sesterokuta

1 stranice duljine 4‘/73 ~ 2,3094 m.

(@"Kruzmca je krivulja u ravnini koja se sastoji od svih tocaka koje su na ist@
udaljenosti (polumjeru r) od jedne tocke (sredista). Promjer kruznice je maksimalni
razmak dvije tocke na njoj: d = 2r. Krug je kruznica skupa sa svojom unutrasnojsti.
Opseg kruga i kruznice je O = 2r 7 . Duljina lika kruznice ako je odgovarajuéi
sredisnji kut ¢ iznosi [ = rp. Kruznica ima povrsinu 0, a krug ima povrsinu
P = r?2 7. Duzina koja spaja dvije tocke kruznice je njezina tetiva. Dio kruga
izmedu dva polumjera zove se kruzni isjecak, a dio kruga izmedu neke tetive i
rubne kruznice zove se kruzni odsjecak. Sredisnji kut u krugu ili kruznici je kut
izmedu dva njezina polumjera. Za danu tetivu, pripadni sredisnji kut je dvostruko
vec¢i od bilo kojeg obodnog kuta nad tom tetivom. Specijalno, prema Talesovom
teoremu, obodni kut nad promjerom je pravi. Dva kruga ili dvije kruznice s istim
sredistem zovu se koncentricne. Dio ravnine izmedu dviju koncentriénih kruznica

\_ zove se kruzni prsten. )

Povrsina kruga je razmjerna kvadratu njegova polumgjera, ali ne i njego-
vom polumgeru. No, opseg je kruga je razmgjeran njegovom polumjeru.

Zadatak 1.5.5 Dokazite: Ako u kruznom dijagramu Zelimo nacrtati isjecak koji pred-
stavlja udio od p %, odgovarajuéi sredisnji kut iznosi toéno p - 3,6°.

Zadatak 1.5.6 Ispravite matematicke greske u vijesti https: //www. 24sata. hr/
sport/ znate-1li-cemu—sluzi—polukrug-na-rubu—kaznenog-prostora-evo-u—kojem-slu

Zadatak 1.5.7 Koliki udio povrsine veéeg kruga pokriva kruzni prsten izmedu dviju
kruznica od kojih veca ima dvaput veéi promgjer od manje.


https://www.24sata.hr/sport/znate-li-cemu-sluzi-polukrug-na-rubu-kaznenog-prostora-evo-u-kojem-slucaju-se-jedino-koristi-977837
https://www.24sata.hr/sport/znate-li-cemu-sluzi-polukrug-na-rubu-kaznenog-prostora-evo-u-kojem-slucaju-se-jedino-koristi-977837
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Opcenito vrijedi zapamtiti: Ako neka formula nema dimenziju duljine, onda sigurno
ne predstavlja opseg ikojeg lika. Analogno vrijedi za povrsinu (i volumene i bilo koje
druge fizikalne velicine).

Primjer 1.77 Zapisati formulu za povrsinu kruga u obliku mr znaci ucinitt puno
znacagniju it fundamentalnu gresku, nego zapisati formulu za povrsinu jednakostranicnog
trokuta u obliku %aZ. U prvom slucaju imamo broj pomnozZen s duljinom, dakle $to god
da predstavlja mr, to ne moze biti povrsina iéega jer ima dimenziju duljine. U drugom
slucaju smo doduze koeficijent proporcionalnosti izmedu povrsine jednakostranicnog
trokuta i povrsine kvadrata nad njegovom stranicom zabunom zapisali kao % umgesto ‘/Tg,
§to doduse ima relativnu gresku od otprilike 73 %, ali barem sama formula predstavija
neku povrsinu.

Zadatak 1.5.8 Odredite relativne greske izracunavanja povrsine kruga promjera d kao
3,14 - (g)2 te staroegipatskim postupkom u kojem se povrsina kruga racuna kao povrsina
kvadrata kojemu je stranica gd.

Primjer 1.78 SlaZete kovanice od jednog eura (promjer im je 23,25 mm) na veliki stol i
to sto gusce, dakle tako da izmedu njih ostane sto mange neprekrivenog prostora, ali opet
bez da se ikoje dvije kovanice preklapaju. Znate da je Fejes Toth 1940./42. dokazao da
je najgusce pakiranje ono u kojem svaku kovanicu dodiruje njih Sest, pri cemu sredista
tih Sest cine vrhove pravilnog Sesterokuta, vidi sliku[1.17)

Koliko iznosi prazna povrsina izmedu takvih Sest kovanica i jedne sredisnje oko koje
su rasporedene? Ako znamo da je gustoca citavog pakiranja jednaka omgjeru prekrivene
1 sve povrsine u bilo kojem jednakostranicnom trokutu ciji vrhovi cine sredine triju
susjednih novcica, koliko iznosi gustoca tog najqusceq pakiranja?

Ocigledno je traZena povrsina jednaka povrsini izmedu triju susjednih krugova pro-
mjera d = 23,25 cm. Pogledajmo jednakostranicni trokut kojeg tvore sredista tih triju
krugova (plavo na slici. Njegove stranice su tocno duljine d, dakle mu je povrsina
\/ngQ. Od te povrsine krugovi pokrivaju tri svoja isjecka sa sredisnjim kutovima 60°,
dakle to¢no pola jednog kruga, odnosno % . %dQ = %d2. Dio izmedu stoga ima povrsinu
jednaku razlici tih dviju povrsina te je stoga traZena pouvrsina

3 6v3—3
6 - (\/T_d2 - gd2> = % -23.25% cm? = 1,308 cm?.

Takoder, iz prethodnog racuna vidimo da je gustoca najgusceq pakiranja sukladnih
krugova jednaka

T
= T~ 90,69%.
23 ’

el

Primjer 1.79 PokuSavajuci rijesiti znameniti problem kvadrature kruga, Hipokrat s
Hiosa je u 5. st. pr. Kr. konstruirao je odredene likove koji su kasnije dobili naziv
Hipokratovi mjeseci. Prvi Hipokratov mjesec je lik omeden lukovima polukruznice nad
hipotenuzom (plavo na slici jednakokménog pravokutnog trokuta (crveno) i tom
trokutu opisane kruznice (crno). Hipokrat je dokazao da takav mjesec uwvijek ima istu
povrsinu kao trokut temeljem kojeg je nastao.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Squaring_the_circle/
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Slika 1.14: Skica uz primjer

Slika 1.15: Prvi Hipokratov mjesec

Uocimo prvo da prema Pitagorinom poucku kvadrat nad hipotenuzom (promjerom
plave kruznice) ima dvostruko vecu povrsinu nego katetom trokuta (polumgjerom od crne
kruznice). Buduéi da je polumjer pola promjera, to znaci da je kvadrat nad hipotenuzom
pola kvadrata nad promjerom crne kruznice. Buduci da se povrsine krugova odnose kao
kvadrati nad njihovim promgjerima, sto je Hipokrat znao iako jos nije znao modernu
formulu za povrsinu kruga, slijedi da se povrsina kruga nad hipotenuzom prema pouvrsini
kruga omedenog crnom kruznicom isto odnosi kao 1 : 2, pa se tako odnose i odgovarajuci
polukrugouvi.

Stoga polukrug nad hipotenuzom ima jednaku povrsinu kao isjecak koji je cetvrtina
kruga omedenog s crnom kruznicom. Povrsina mjeseca je ocito zbroj povrsina trokuta i
polukruga nad hipotenuzom umanjena za spomenuti isjecak, pa slijedi da prvi Hipokratov
myjesec ima jednaku povrsinu kao trokut kojim je odreden.

Zadatak 1.5.9 Pruvi Hipokratov mjesec je negdje na prijelazu 10. na 11. st. poopcio
arapski matematicar Ibn Al-Hajtam, poznat i kao Alhazen. On je pokazao da za svaki
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Slika 1.16: Skica uz primjer [1.80

pravokutni trokut vrijedi da ako mu opisSemo kruzZnicu te nacrtamo kruznice kojima
su promgjeri katete tog trokuta, onda je zbroj povrsina tako nastalih dvaju mjesecolikih
likova jednak povrsini polaznog pravokutnog trokuta. DokaZite da je Alhazen bio u pravu.

U nekim slucajevima se koriste¢i geometriju mogu rac¢unati i vjerojatnosti dogadaja
kod kojih slucajni pokus ima beskona¢no mnogo elementarnih dogadaja. To je slucaj
kad vjerojatnosni prostor mozemo poistovjetiti s nekim geometrijskom krivuljom, likom
ili tijelom, a dogadaj onda shvatimo kao njegov podskup. Trazena vjerojatnost je
onda koli¢nik duljina, povrsina odnosno volumena koji odgovaraju samom dogadaju i
vjerojatnosnom prostoru. Ovakav pristup je poznat kao geometrijska vjerojatnost.

Primjer 1.80 Vili Seprtlji je ispao njezin stakleni carobni Stapié duljine 30 cm i pre-
lomio se na dva mjesta. Kolika je vjerojatnost da ta tri dijela vila moZe sloZiti u
trokut?

Uzmimo da je mjera duljine fiksirana kao centimetar. Neka su u odnosu na jedan
kraj pozicije lomova x (pozicija loma bliza tom kraju) i y (centimetara). Naravno,
0 <x<y<30. Stoga u Kartezijevom koordinatnom sustavu vjerojatnosni prostor,
odnosno sve moguce lomove, mozZemo poistovjetiti s trokutom s vrhovima (0,0), (0,30) 4
(30,30) (pri cemu rub nije ukljucen u moguce ishode, ali rub ima povrsinu nula pa to
ne mijenja povrsinu trokuta), tj. crveni trokut T na slici .

Duljine dobiventh dijelova stapica su x, y—x © 30 —y. Da bi se iz njih mogao sloZit
trokut, zbroj svake dvije mora biti dulji od trece: x+y—x >30—y, y—x+30—y >z
1x+30—y >y—2x, odnosnoy > 15, x <15 1 x4+ 15 > y. Dakle, od T" za nas dogadaj
povoljan je onaj dio u kojem jey > 15 1 x < 15 i ujedno ispod pravca y = x + 15
(srafirani dio na slici . Ocigledno je povrsina tog dijela jednaka cetvrtini povrsine
od T, dakle je traZena vjerojatnost }L =25%.

Zadatak 1.5.10 S kolegom koji Zivi u istom kvartu kao Vi ste se dogovorili da cete
na fakultet i¢i tramvajem, po mogucnosti skupa, s iste tramvajske stanice. Da biste na
vrigeme stigli na predavanje u 8 sati morate ,,uloviti “ tramvaj koji s vase stanice krece
1zmedu 7 : 00 17 : 20 sati te cete oboje sigurno stici na stanicu unutar tog vremena.
Uz pretpostavku da ZET-ovi tramvaji stizu na stanicu nasumicno, ali uniformno
(dakle, svako vrijeme je jednako vijerojatno) i ako ste se dogovorili da jedan na drugog
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Slika 1.17: Skica uz zadatak 7?7

cekate najvise 5 minuta, pokaZite da je vjerojatnost da Ccete stvarno skupa i¢i na
predavange jednaka 1—76.

1.5.2 Elementarna stereometrija

Osnovni geometrijski objekti u stereometriji su tocke i pravci te ravnine. Uz njih se
naravno i svi planimetrijski objekti mogu razmatrati kao objekti u prostoru. Dodatno,
vazni geometrijski objekti u prostoru su geometrijska tijela. Osnovna svojstva geome-
trijskih objekata u prostoru su oplosje i volumen. Krivulje, uklju¢ivo pravaca i duljina,
imaju i oplosje i volumen jednak nuli. Za geometrijske likove vrijedi da su im oplosja
jednaka povrsini, a volumen im je nula.

(@" Geometrijska tijela su ograniceni objekti u prostoru koji imaju volumen veci 03
nule. Rub geometrijskog tijela naziva se njegovom plohom. Oplosje geometrijskog
tijela je povrsina njegove plohe. Uglata geometrijska tijela, tj. tijela omedena
mnogokutima, zovu se poliedri. Mnogokuti koji omeduju poliedar zovu se njegovim
stranama, ali se Cesto koristi i izraz plohe poliedra. Po dvije susjedne strane

\_ poliedra se dodiruju u bridu, a krajevi bridova su vrhovi poliedra. )

Zadatak 1.5.11 Mogu li se u nekom vrhu nekog poliedra sastati tocno dvije strane?
Koji je najveci zbroj kutova strana koje se sastaju u nekom vrhu poliedra?

Zadatak 1.5.12 Zasto je ikona prikazan na slici lo§ prikaz nogometne lopte?

Dva pravca u prostoru mogu biti paralelni ili se sjeci (u oba ta slucaja odreduju
tocno jednu ravninu), ali mogu biti i mimoilazni (mimosmjerni), tj. ne sjeci se bez
da budu paralelni. Pravac moze lezati u nekoj ravnini, moze ju sjei u jednoj tocki
(probodistu) ili pak moze biti paralelan ravnini. Dvije ravnine mogu biti paralelne, a
ako to nisu, onda se sijeku duz jednog pravca (presjecnice ravnina).

Zadani su ravnina X te jedna tocka A u njoj i jedna tocka T izvan te
ravnine. Neka je p = AT, a q bilo koji drugi pravac koji prolazi kroz T i neka je B
probodiste q sa . Tada da p 1 q leZe u jednoj ravnini jer nisu isti pravci, a imaju
zajednicku tocku T pa se sijeku i stoga odreduju ravninu II. Ta ravnina sijece Y duZ
pravca AB jer sadrzi i tocku A i tocku B pa mora sadrZavati i ¢itav pravac AB, a
pritom ocito nije jednaka ravnini X jer sadrzi tocku T koja nije u 2.
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%"Prizma (n-terostrana) je poliedar omeden s dva paralelna i sukladna n—terokut;
(baze prizme) i n pravokutnika (pobocki prizme) kojima su po dva nasuprotna
brida medusobno odgovarajuc¢i bridovi baza. Razmak baza je visina h prizme.
Prizma je uspravna ako su pobocke okomite na baze. Prizma je pravilna ako je
uspravna i ako su joj baze pravilni mnogokuti. Uspravna ¢etverostrana prizma
kojoj su sve strane pravokutnici zove se kvadar. Ako su a, b i ¢ duljine bridova
kvadra, on ima oplosje P = 2(ab+bc+ ca), a volumen V = abe. Kvadar kojemu
\_ su svi bridovi iste duljine a zove se kocka. )

Zadatak 1.5.13 Izvedite formule za volumen i oplosje kocke te za duljinu njezine
prostorne dijagonale.

Dok ¢e se s povecanjem odnosno smanjenjem volumena Cesto (primjerice, za kocke)
povecavati odnosno smanjivati i oplosje tijela odredenog tipa (oprez, u pravilu tu
nemamo proporcionalnost!), to ne mora uvijek vrijediti. U nekim slu¢ajevim smanjenje
volumena ide paralelno s pove¢anjem oplosja, primjerice kod vrlo poroznih objekata.

Krecemo od kocke s bridom duljine 9 cm. RazreZemo ju na 27 jednakih
kockica s bridovima duljine 3 cm te odbacimo srednju kockicu te srednje kockice na svakoj
od 6 strana polazne kocke. Koliki je volumen i oplosje ostatka? Ako svaku od preostalih
kockica ponovno podijelimo na isti nacin te opet odbacimo kockice u sredini svake i u
srediny svake strane svake kockice, koliki su sad volumen i oplosje ostatkaﬁ

Polazna kocka ima volumen 93 ml = 729 ml. Kockice iz prvog koraka imaju volumene
3*ml = 27ml, a kockice iz drugog koraka volumene 1*>ml = 1ml. U prvom koraku
smo od polazne kocke odbacili 6 +1 =T kockica, dakle je volumen nakon prvog koraka
V1= (729 —7-27)ml = 540ml. Iz svake od preostalih 27 — 7 = 20 kockica nakon prvog
koraka smo izbacili po 7 kockica, dakle ukuno 20 -7 = 140 kockica volumena 1 ml, pa je
volumen nakon drugog koraka Vo = (540 — 140) ml = 400 ml.

Polazna kocka ima oplosje 486 cm?. U prvom koraku izqubi Sest puta po 9cm?, ali
sa svakim od 3est ,,tunela“ dobije po 4 - 9cm?. Dakle, oplosje nakon prvog koraka je
(486 —6-9+6-4-9)cm? = 648 cm?. Za vjezbu prepustamo éitaocu da pokaZe da je
oplosje nakon drugog koraka jednako 1056 cm?, a ovdje kao poantu ovog zadatka isticemo
da se vidi da je moguce da se odredenim postupkom volumeni smanjuju, a pritom oplosja
povecavaju.

'\@"Valjak (kruzni) je geometrijsko tijelo koje mozemo opisati kao prizmu s kruznim
bazama, a ako je uspravan mozemo ga opisati i kao rotacijsko tijelo koje nastaje
rotacijom pravokutnika oko jedne njegove stranice. Oplosje uspravnog valjka
kojemu je visina h i polumjer baze r je P = 2rm (r + h). Volumeni prizmi i valjaka
suV = B h, gdje je B povrsina jedne baze.

4 Nastavljanjem ovog postupka u beskonaénost dobivamo fraktal poznat pod nazivom Mengerova
spuzva, koja ima volumen 0, ali beskona¢no oplosje. O tom vise u poglavlju o nizovima u Matematici
2.
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Slika 1.18: Keplerov problem bacve.

Primjer 1.83 Dok oplosje tijela odgovara kolicini boje koju trebamo da ga jednoliko
obojimo, volumen odgovara kolicini teuéine koju moZemo uliti v njega. Uzmimo dvije
(otvorene) konzerve oblika valjka, zanemarive debljine stijenki. Obje imagju i promjer
i visinu od tocéno 10cm. Jedan robot boji prou (samo izvana) brzinom od 1cm? /s, a
drugi robot u drugu ulijeva vodu brzinom od 1ml/s. Oba rade dok konzerva nije do kraja
obojena odnosno napungjena. Koji robot ée brze biti gotov s poslom?

Oplogje otvorene konzerve je r’mw + 2rm - h = 2d* + dhmw = 27 - 100 cm? = 1257 cm?,
pa za bojanje prvom robotu treba 1257s.

Volumen konzerve je r’m - h = %dzh = 7 - 1000 ml = 2507 ml. Dakle, drugom robotu

ce trebati dvaput vise vremena za napuniti konzervu nego prvi za obojat ju.

Primjer 1.84 Godine 1613., Johannes Kepler se u gradu Linzu Zenio po drugi puta.
Za svadbu je kupovao bacvu vina, no pri kupnji mu se cudnom ucinila metoda kojom je
trgovac odredivao cijenu vina: Cijenu je doduse uzimao kao razmgjernu volumenu, ali
volumen je odredivao pomocu Stapa kojeqg je provukao kroz rupu w sredini ruba bacve,
dok ne dotakne jedan od kruznih krajeva na suprotnoj strani te zatim izmjerio koliko
je dug mokri dio stapa. Dakle, cijena bacve je bila razmjerna duljini mokrog dijela
stapa. Kepler je primijetio da mokri dio Stapa moZe biti jednako dug za bacve razlicitih
volumena (slika . Nadimo dimenzije konkretnih triju razlicitih bacvi, ¢igi oblik
aproksimiramo — kao 1 Kepler — koje imaju razlicite volumene, a da je pritom duljina
mokrog dijela $tapa toéno 1m.

Volumen svake bacve je V = r’nh = %th. Prema slz’ci i Pitagorinom poucku

h
2

_T 2, M
V—4h(1m 4).

Uzmemo li recimo redom h = 0,2m, 0,4m ¢ 0,8m dobit éemo tri razlicita volumena

997 3 127 .3 ;2w 3 -y . o o ) 3
2000 75 155 M° @ 152 m°, 2a koja bi Kepler u opisanoj situaciji platio istu cijenu. TraZene

dimenzije tih trigu bacvi su onda h = 02m i d = %Oﬁm, h=04m id = %ém 1
h=08mid=Y2m.

vidimo da je za svaku bacvu d*> = 1m? — ( )2. Dakle, za sve bacve za koje mokri dio

Stapa ima duljinu 1m je
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Slika 1.19: Tlocrt pravilne Sesterostrane antiprizme

v

@'Piramida (n-terostrana) s vchom V' je poliedar omeden jednim mnogokutom (bazorb
piramide, pri ¢emu ravnina baze ne sadrzi V') i trokutima kojima su bridovi po
jedan brid baze i spojnice V' s njegovim krajevima. Visina piramide je duljina
spojnice V' s probodistem P okomice iz V' na bazu. Trostrane piramide nazivaju se
tetraedrima. Pravilna piramida je piramida kojoj je baza pravilni mnogokut i za
koju je P srediste baze. Stozac (kruzni) mozemo opisati kao piramidu s kruznom
bazom, odnosno kao geometrijsko tijelo omedeno jednim krugom i spojnicama
(izvodnicama stoca) svih toc¢aka njegove rubne kruznice s tockom izvan ravnine
tog kruga. OploSje uspravnog kruznog stosca polumjera baze r i visine h je
P =rx(r++vh?+r?). Volumeni piramida i kruznih stozaca su tre¢ina volumena

\_ prizmi odnosno valjaka iste povrsine baze B i iste visine h: V = %B h. )

Zadatak 1.5.14 Usporedite:

e volumene kocke i stosca (kojemu su promgjer i visina jednaki) koje oboje imaju
oplosje jednako (16 + 8+/5)m cm?.

e oplosja valjka u kojem je kroz sredinu probuSena valjkasta rupa (pri éemu je
polumgjer rupe toc¢no pola polumjera valjka, a potongi je jednak visini valjka) i
kvadratne piramide koji oboje imaju volumen 6w L.

Zadatak 1.5.15 Molekula SF4 ima geometriju tzv. klackalice, Sto znaci da je atom
sumpora s cetiri atoma fluora vezan tako da dva atoma floura nalaze u pozicijama vrhova
jednakostranicnog trokuta kojemu je pozicija atoma sumpora srediste, a preostala dva su
u vrhovima pravilne trostrane bipiramide kojoj je spomenuti trokut baza. Pretpostavimo
staticnu, prosjecnu geometriju u kojoj su veze sumpora i floura u bazi duljine 154,2 pm,
a veze s druga dva atoma fluora duljine 164,3 pm. Izracunajte udaljenosti izmedu svaka
dva atoma floura!
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Primjer 1.85 Antiprizme su poliedri definirani kao prizme, samo su baze jedna u od-
nosu na drugu zaokrenute za n-ti dio punog kuta te su povezane nizom jednakostranicnih
trokuta c¢ije osnovice su naizmjenicno bridovi donje 1 gornje baze. Izracunajmo oplosje
pravilne Sesterostrane antiprizme kojoj svi bridovi imaju duljinu 2 cm. Koliko joj iznosi
wisina?

Pravilna sesterostrana prizma sa svim bridovima duljine a omedena je s dva pravilna

sesterokuta povrsine Py = %ﬁaz te dvaput po Sest, tj. dvanaest, jednakostranicnih

_ V3,2

trokuta povrsine P3 = *2a®. Stoga je traZeno oplosje:

P = 2P+ 12P; = 3v/3a® + 3V/3a? = 6v3a> = 24V3 cm® ~ 41,57 cm?.

Uocite bi da ranija aproksimacija Py ~ 10,39 cm? i Py ~ 1,732cm? dala oplosje P ~
41,56 cm?, s greskom reda velicine 1072,

Za odredivange visine h prvo razmotrimo tlocrt antiprizme prikazan na slici[1.19
Srediste na toj slici je tlocrt oba sredista baza i h je njihov razmak kojeg trazimo. Uocimo
da je srediste svake od baza od vrhova te baze udaljeno za a (zasto?). Nadalje, udaljenost
sredista jedne baze do projekcije pojedinog od vrhova druge baze na ravninu prve baze
je isto a = 2cm (zasto?). Cilj nam je primijeniti Pitagorin poucak. Jedan mogué
pravokutni trokut kojgi ukljucuje h bio bi trokut kojeg cine oba sredista baza v jedan vrh;
u tom slucaju morali bismo racunati udaljenost sredista pojedine baze do vrha druge
baze da dobijemo duljinu hipotenuze. Racun je laksi ako pravokutni trokut biramo ovako:
Uzmimo jedan vrh A 1 jedan vrh B koji je s njime bridom povezan, ali leZi v drugoj
bazi. Neka je A’ projekcija A na ravninu druge baze. Tada je AA" okomito na drugu
bazu pa je h = |AA'|. Takoder, trokut AA'B je pravokutan s pravim kutom pri vrhu
A. Hipotenuza mu je AB duljine a. Dakle, treba nam jos duljina katete A'B, koju

lako odredimo koristeci skicu|1.19: ona iznosi ay/1 — ‘/75 (pokazite to!l). Sad je prema

h? + a? (1—£> =a?

Pitagorinom poucku

2

iz ¢ega lako izracunamo h (izracunagte gal).

Napomenimo ovdje da je volumen pravilne Sesterostrane antiprizme sa svim bridovima
duljine a iznosi V.= /2 + 2v/3a>. Jedan od nacina kako to pokazati je sljedeci: Neka je
S srediste antiprizme. Spojimo ga sa svim vrhovima, ¢ime smo antiprizmu rastavili na
dvige pravilne sesterostrane piramide visine h i brida a, te dvanaest pravilnih trostranih
prizmi s bridom a 1 nepoznate visine v. Volumeni prve dvije piramide su Vi = %Pﬁ,
a volumeni ostalih su V3 = £P3. Dakle, treba nam v, koji je udaljenost S do pobocki.
No, izracun v je dosta zahtjevan ako koristimo cisto elementarne tehnike, dok postaje
bitno jednostavniji koristec¢i analiticku geometriju prostora i algebru vektora te cemo ga
wzracunati tek u odgovaraju¢em poglaviju v Matematict 2.

Zadatak 1.5.16 Rompski dodekaedar je geometrijsko tijelo koje je otkrio J. Kepler, a
omeden je s 12 sukladnih rombova. MozZemo ga dobiti © na sljedeci nacin: Krenemo od
kocke 1 ma svakoj njenoj strani konstruiramo kvadratni piramidu cija visina je tocno
pola stranice kocke. DokazZite da tako stvarno dobijemo tijelo cije strane su rombour,
wzracunajte kutove u tim rombima i dokaZite da tako dobiveni rompski dodekaedar ima
tocno dvaput veci volumen od polazne kocke.
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O Platonova tijela (pravilni poliedri) su poliedri kojima su sve strane medusobno
sukladni pravilni mnogokuti pri cemu se u svakom vrhu sastaje isti broj strana.
Postoji pet Platonovih tijela: pravilni tetraedar (omeden s Cetiri pravilna, tj. jed-
nakostrani¢na trokuta), kocka (pravilni heksaedar), pravilni oktaedar (omeden
s osam jednakostrani¢nih trokuta), pravilni dodekaedar (omeden s 12 pravilnih

\_ peterokuta) i pravilni ikozaedar (omeden s 20 jednakostrani¢nih trokuta). )

Primjer 1.86 Drvodjelja iz dviju drvenih kocki cigi bridovi su duljine a izrezuje trostrane
piramide. Iz jedne kocke izrezat ce pravilni tetraedar ciji bridovi su dijagonale strana
(ploha) kocke, a vrhovi su mu ¢etiri od osam vrhova kocke. Iz druge kocke ée izrezati
piramidu takvu da je njezin vrh u jednom vrhu A kocke, a vrhovi baze te piramide su u
sredictima triju strana (ploha) kocke koje ne sadrie vrh A. Izracunajte omjer volumena
tih dviju piramida.

U izracunima se ocito pojavljuju jednakostranicni i jednakokracni trokuti, njihove
visine i poursine, pa ako ne znamo napamet, prvo treba (koristeéi Pitagorin poucak)
izvesti formule:

o Jednakostranicni trokut sa stranicom duljinu x ima visinu duljine h = x
2V3.

4

ok

povrsinu P = x

e jednakokracni trokut s osnovicom dulyine x 1 krakovima duljine y ima visinu na
osnovicu duljine h = %\/4y2 — 22 i povrsinu P = z, [4y? — 22

Visina pravilnog tetraedra prolazi kroz jedan njegov vrh 1 teZiste nasuprotne strane,
a ono tezisnicu (koja je za jednakostranicni trokut isto Sto i mjegova visina) dijeli u
omjeru 2 : 1 pa je (vidi sliku na prethodnoj strani gore lijevo) visina pravilnog tetraedra

v = ,/62—§h2 = ,/bz—%lﬂ:b‘/?é :a%g. Stoga mu je volumen

1 a’

‘/1 = 3'U Bl = 3 .
Za drugu piramidu imamo (vidi sliku na prethodnoj strani gore desno) da joj je baza
jednakostraniéni trokut s bridom duljine b, a pobocke su joj jednakokracni trokuti
s osnovicom duljine b i krakovima duljine c. S obzirom na pozicije vrhova baze u
odnosu na kocku vidimo da je b = a‘/Ti pa je povrsina baze By = aQ‘/?g. Buduci da je
baza jednakostranicna, visina v ove piramide iz vrha A prolazi kroz teziste baze koje

tezisnicu duljine h = a%ﬁ . \/73 = a‘/Tg dijeli w omjeru 2 : 1 pa je po Pitagorinom poucku

v = ,/%aQ — %a2 = %ga. Stoga je volumen druge piramide

1 1
= — By = —a°.
Vo= g =150
Dakle, omjer volumena je
1 1
Vo==—:1—=4:1.
Viihe 3 12

Zadatak 1.5.17 U kontekstu prethodnog zadatka izracunajte omjer oplosja dviju pira-
mida.
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Slika 1.20: Origami model skeletalnog oktaedra.

Primjer 1.87 Diyjamant kristalizira u kubicnom sustavu te se jedinicna celija dijamanta
moze odabrati kao kocka brida a = 3,567 A. Pritom se radi o tzv. plosno centirarnoj
jediniénoj éeligi (FCC), $to znaéi da mozZemo odabrati éeliju tako da su jezgre cetiri
atoma uglyika u njezinim vrhovima 1 jos Sest po jedan u sredistu svake strane. Dodatno,
jos tri atoma ugljika se nalazi u tri od sredista Sest pravilnih tetraedara koji su odredeni
s po jednim vrhom i tri susjedna sredista strana (dokaZite da se stvarno radi o pravilnim
tetraedrima), pri éemu su ta tri atoma rasporedeni kao vrhovi jednakostranicnog trokuta.
Izracunagte sve udaljenosti po dva najbliza ugljikova atoma w struktur: dijamanta te
visinu Sesterokutnog prstena kojeg ¢ine tri unutrasnja atoma s tri atoma u sredistima
strana, tj. razmak ravnina u kojima su prva tri odnosno druga tri atoma.

Zadatak 1.5.18 Skeletalni oktaedar je model pravilnog oktaedra koji se sastoji od
njegovih triju kvadratnih presjeka (slz’ka lijevo). Nije ga tesko izraditi tehnikom mo-
dularnog origamija: Uzmete Sest kvadratnih listova papira iste velicine te th presavinete
duz dijagonala te simetrala stmmca,El pri cemu pazite da linije pregiba dijagonala gledaju
u suprotnom smjeru od linija pregiba simetrala stranica (. slika desno). Pritom se
svaki od tih dijelova, tzv. modula, stisne u ,,kisSobranci¢“ kao Sto je to Zuti na slici[1.20
desno. Nakon toga se model slozi bez lijepljenja, naizmjenicnim umetanjem trokutastih
dijelova jedan u drugi. Ako znate da ste krenuli od listova papira s rubovima duljine
15 cm, wzracunagjte duljine spojnica sredista s vrhovima oktaedra, te oplosje i volumen
odgovarajuceqg ,,punog “ oktaedra.

-\@’-Sfera je ploha koja se sastoji od svih toc¢aka koje su na istoj udaljenosti (polumjeru
sfere) r od jedne tocke (sredista sfere). Volumen sfere je 0. Sfera skupa s dijelom
prostora unutar nje naziva se kugla. Volumen kugle je V' = %17“3 7, a oplosje sfere
i kugle je P = 4r? 1 (Eetverostruka povrsina kruga kojeg dobijemo presjecanjem
sfere odnosno kugle ravninom kroz srediste).

Primjer 1.88 Zamislite da imate kuglu velicine Sunca, a oko njenog ekvatora cuvrsto
je nataknut celicni prsten. Ako bi se duljini (opsegu) tog prstena dodao 1m te se tako
prsten posvud jednako odmakne od kugle, hocete li izmedu prstena i kugle moci provuci

15Simetrala duzine je okomica na tu duzinu koja prolazi njezinim polovistem.


https://www.youtube.com/watch?v=6PSGlF-r9EY
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igracu kartu? Svoju ruku? Nogometnu loptu? Perilicu rublja? Kako se promijeni Vas
odgovor ako na pocetku nemate kuglu stvarne velicine Sunca, nego velicine 1. KoZaricevog
prizemljenog Sunca u Bogovicevoj ulici u Zagrebu?

Neka je d promjer kugle. Njezin opseg, dakle opseg prstena je dmw. Ako d produljimo
za 1m, novi opseg je dm + 1m. To je opseg nove, zamisljene kugle koja ima polumjer
drtlm _ g + % m. Dakle, odmak novog prstena od kugle je razlika polumgjera, tj. %l +

g = % m, tj. odmak je isti (blizu 16 cm )neovisno o velicini polazne kugle i izmedu
prstena i kugle se moZe provuci igraca karta ili ruka, nogometna lopta samo uz stiskange,

a perilica rublja nikako.

Primjer 1.89 Jedinicna Celija za minerale koji kristaliziraju u heksagonskom kristalnom
sustavu bira se u obliku uspravne rompske prizme, kojoj je baza romb u kom su dva
kuta 60°. Duljina brida a baze i visina c jedinicne celije odreduju se eksperimentalno.
Lzvedite egzaktnu formulu za volumen heksagonske jedinicne Celije.

U heksagonske kristale spadaju i oni metali koji kristaliziraju kao heksagonske guste
slagaline (HCP), tj. jedan sloj kao na slz'ci na njemu dodirujuéi ga drugi takav
sloj pomaknut tako da atomi (,,kuglice“) ulegnu u udubine prvog sloja, treéi sloj toéno
iznad prvog, cetvrti iznad drugog i t.d. po principy ABABAB. .. Za njih se standardno
jedinicna celija bira tako da se cetiri atoma metala nalaze sa jezgrama u mjenim
vrhovima. Izvedite egzaktni omjer ¢ za HCP, formulu za prosjecni polumjer r atoma
u takvoj slagalini te izracunajte iznos gustoée HCP (omjer volumena kojeg zauzimagju
atomi 1 njihovi dijelovi unutar jedinicne Celije prema volumenu jedinicne Celije).

Sve rezultate primijenite na titanij, za kojeg je a = 2,95 A i ¢ = 4,68 A.

Zadatak 1.5.19 Izracunajte prosjecni polumjer atoma i gustocu jedinicne Ccelije za
kristale metala (konkretno zlata) koji kristaliziraju u kubiénom sustavu, pa im se jedinicna
celija bira kao kocka brida a (za zlato a = 4,078 A), kojima je kristalna struktura kubicna
gusta slagalina (CCP), ¢iji slojevi nastagu slicno kao kod HCP: prvi sloj kao na slici
na njemu dodirujuci ga drugi takav sloj pomaknut tako da atomi (,,kuglice “) ulegnu
u udubine prvog sloja, treci sloj iznad drugog tako da atomi ulegnu u njegove udubine,
ali da je pritom pomaknut v odnosu na prvi, cetvrti iznad prvi, peti iznad drugog i
t.d. po principu ABCABC. ... Pritom prvo dokaZite da se kod CCP stvarno mozZemo
odabrati jedinicnu celiju kao kocku ¢igi vrhovi, pri cemu dogovorno uzimamo najmanju
mogucu takvu kocku.

1.6 Linearne jednadzbe i nejednadzbe i njihovi sus-
tavi

1.6.1 Linearne jednadzbe i nejednadzbe s jednom nepoznani-
com
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~

(@" Linearna jednadzba s jednom nepoznanicom x je jednadzba koja se moze zapisati
u obliku

axr =",

gdje su a i b zadani brojevi (u ovom poglavlju realni, ali opéenito mogu biti i
kompleksni). Rjesenje takve jednadzbe je svaki broj ¢ije uvrstavanje u jednadzbu
\_ na mjesto nepoznanice x daje istinitu numericku jednakost. )

Primjer 1.90 Jednadzba 8 — 3 - (v — 4) = —2x — 6 je linearna jer ju moZemo svesti
na oblik ax = b:
8r—3-(r—4)=—2z—6,
8r — 3x + 12 = —2x — 6,
Tr = —18.

om s , o 18
Rjesenge te jednadzbe je —=>.

Linearne jednadzbe s jednom nepoznanicom mogu imati jedinstveno rjesenje, ali i
biti bez rjesenja ili pak imati beskona¢no mnogo rjesenja (u posljednjem slucaju rjesenja
su svi realni brojevi).

Primjer 1.91 Jednadzbe 8x—3(x—4) = —2x—6, 8x—3(x—4) = bz —6 i 8x—3(z—4) =
5x 4+ 12 su redom primjeri za tri navedene mogucnosti broja rjesenja.

U slucaju jedinstvenog rjesenja x = % jednadzbe axz = b, po definiciji racionalnih
brojeva vidimo da je to rjesenje racionalno kad god su a i b cijeli ili opéenitije racionalni
brojevi. Prije nekoliko primjera zadataka s linearnim jednadzbama, iskoristimo ih
da poopé¢imo rezultate iz zadatka [1.7.19] Opéenito, da ponitimo smanjenje za p %
potrebno je povecanje za B%O_pp %: Ako zelimo da (1 + 7%;)(1 — 55)7 = x, mora vrijediti

— 16
q p

1 ——)@———):1

( 700 100

Trazimo ¢, dakle je ¢ nepoznanica. Kad izmnozimo binome na lijevoj strani dobijemo

1

Tt N L Y
100 10000
tj.
a—p P4 _,
100 10000 '
S(L_ o \_
100 10000 100’
. 05 _ o5 _100p
1 100— .
100 — 101800 mooéJ 100 —p

Analogno, da ponistimo poveéanje za p % potrebno je smanjenje za 110%%]3 %.
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Primjer 1.92 Navijaci Tomislav, KreSimir i Stjepan sinoé¢ su se tuzni vratili iz Ar-
lingtona gdje su gledali kako Hrvatska gubi od Engleske. Ulaznice su bili kupili od
preprodavaca Mije © dure, koji su im prije mjesec dana ulaznice naplatili svakom po
1000 €. U meduvremenu su Mijo © duro shvatili da im preprodaja preslabo ide pa su
spustili cijene ulaznica. Kad su usporedili prodaju u dva tjedna prije v poslije sniZenja
wocili su da su prodali 12 puta vise ulaznica, a pritom ostvarili dvostruko veci prihod.
zeleéi zadrzati musterije, jutros su poslali mail Tomislavu, Kresimiru i Stjepanu da
su 1m zabunom naplatili previse. Buduéi je Mijo trenutno u Torontu zbog utakmice
s Panamom, ponudio im je da se sastanu s durom koji ée im vratiti razliku novaca.
Oni pristaju i nalaze se s durom, kojemu je Mijo dao stvarni iznos razlike u cijeni.
duro pak nije tako posten kao Mijo pa je kad se nasao s Tomislavom, KreSimirom 1
Stjepanom dao je svakom po 100€, a sebi zadriao ostatak. Ako s N € oznacimo cijenu
triju ulaznica nakon opisanog sniZenja, a s P € razliku do placenih 3000€ koju je Mijo
dao duri, izracunajte N ¢ P. S obzirom na poznato, Tomuslav, Kresimir i Stjepan su
karte ukupno platili 2700 €, a duro je zadrzZao ostatak od P — 300 €, sto ukupno ¢ini
P+ 2400 €. Je li to jednako 3000€? Ako da, dokaZite, ako ne, objasnite gdje je nestao
dio novaca odnosno odakle se stvorio visak.

Neka su po cijeni 1000 € Mijo i duro prodali n ulaznica. Dakle, ostvarili su prihod
od 1000n €. Nakon snizenja za p % ostvarili su prihod 2000n €, pri éemu su prodali
12n ulaznica po cijeni p % 1000 €. Dakle,

2000n = 12n - p% 1000 = 1 =6 - p %,

dakle cijena je bila sniZena za p% = %. To znaci da je mnova cijena triju ulaznica

N = % - 3000 = 2500 €, odnosno Mijo je duri dao 500 €.

Duro je stoga sebi zadriao 200€ pa je stoga ukupan iznos onog sto su platili Tomislav,
Kresimir i Stjepan te sto je zadrZao duro 2900€, dakle fali 100€ do 3000€. Gdje je
tih 100€7 Ovaj zbroj 2900€ niti je zbroj troskova niti je zbroj prihoda — pomijesano
je sto se s cime zbraja. Stvarna raspodjela novca 1z perspektivne kase Muije ¢ dure je:
Primili su 3000€, od ¢ega je 2500€ stvarni iznos ulaznica, 200€ je zavrsilo u durinom
dzepu, a 300€ je vraceno Tomislavu, KreSimiru i Stjepan. Alternativno, iz perspektive
Tomislava, Kresimira i Stjepana, oni su platili 2700€ i imaju 300€, opet ukupno
3000€. Raspodjela nekog iznosa novca, ovdje 3000€, se moze pratiti samo kao zbroj
imovine i obveza pojedinog subjekta u transakcijamal

Primjer 1.93 Alkuin iz Yorka (ca. 735.-19. 5. 804.) bio je prijatelj i savjetnik
franackog kralja Karla Velikog. Medu ostalim bio je zasluZan za prvu srednjevjekovnu
reformu $kolstva s kojom se srednjevekovna zapadna Europa pocinje ,,izvlaciti “ iz in-
telektualnog propadanja uslijed uwvjeta nakon pada Zapadnog Rimskog Carstva. Njemu
se pripisuje i autorstvo nagjstarije zbirke zabavnih matematickih zadataka na latinskom
jeziku, Propositiones ad acuendos iuvenes, koja sadrzi ukupno 53 zadatka. Jedan zadatak
1z Propositiones ad acuendos iuvenes glasi: Jedan covjek sreo je neke ucenike i upitao
ih: ,,Koliko vas ima u vasoj skoli? “ Jedan od ucenika mu je odgovorio: ,,Ne Zelim
vam direktno odgovoriti, ali re¢i é¢u Vam kako moZete odrediti taj broj. Udvostrucite
broj ucenika, zatim taj broj utrostrucite, te na kraju podijelite broj na cetiri dijela. Ako
pribrojite mene jednoj od cetvrtina, bit ce nas sto. “ Koliko je ucenika u toj skoli?
Ako je x traZeni broj ucenika, upute koje je ucenik dao svode se na

1
100 =1+ 32z,
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dakle u skoli je x = 66 ucenika.

Zadatak 1.6.1 Vreéa ima masu od 10,50kg plus pola svoje mase. Kolika je masa
vreée?

Linearne jednadzbe s jednom nepoznanicom usko su povezane s pravcima u koordi-
natnoj ravnini. Konkretno, sjeciste pravca poznate jednadzbe s koordinatnim osima
dobijemo uvrstavanjem x = 0 odnosno y = 0 u jednadzbu pravca, nakon cega preostaje
linearna jednadzba s jednom nepoznanicom.

Primjer 1.94 Odredimo sjecista pravea koji prolazi tockama (1,2) i (—=5,3) s koordi-
natnim osima i implicitnu jednadzbu pravca kroz ishodiste koji je paralelan tom pravcu.

Koeficijent smjera tog pravca je k = % = —% pa je jednadzba traZenog pravca
y—2=—3-(z—1), th y=—sx+ 2.
Sjeciste s osi apscisa ima ordinatu 0, dakle traZimo x takav da je 0 = —%x =+ %,

dakle x = 13, tj. sjeciste s osi apscisa je (13,0).

Sjeciste s osi ordinata ima apscisu 0, dakle trazimo y takav da je y = —% -0+ %,
dakle y = 32, tj. sjeciste s osi ordinata je (0,).

Pravac paralelan ovom pravcu koji prolazi kroz ishodiste ima jednadzbu y — 0 =
k(x—0) s istim k, dakle y = —¢.

-\@/—Medusobno paralelni pravci u pravokutnom koordinatnom sustavu imaju jednake
koeficijente smjera. U Kartezijevom, ali ne i u opéem pravokutnom koordinatnom
sustavu, pravci okomiti na pravac s koeficijentom smjera k # 0 imaju koeficijent
smjera —%. Naravno, pravci okomiti na vertikalne pravce su horizontalni pravci i
obrnuto (u svakom pravokutnom koordinatnom sustavu).

Primjer 1.95 Pravac x = 2 je okomit na pravac y = 5, a paralelan pravcu x = —1.

U standardnim matematickim zadacima cCesto se podrazumijeva da je koordinatni
sustav Kartezijev, ali buduéi da je u prirodnim znanostima Kartezijev koordinatni
sustav ¢esto neprikladan, u ovom udzbeniku se za koordinatni sustav u ravnini, ako
nije drugacije navedeno, podrazumijeva samo da je pravokutni.

Zadatak 1.6.2 Ako je zadan Kartezijev koordinatni sustav, odredimo jednadzbu pravca
kroz ishodiste koji je okomit na pravac koji os apscisa sijece u tocki (3,0), a os ordinata
u tocki (0, —2) te odredite njihovo sjeciste. Skicirajte oba pravca u opéem pravokutnom
koordinatnom sustavu u kojem je jedinica duljine na ost apscisa dvaput dulja nego na
ost ordinata 1 wvjerite se da tada ta dva pravca nisu medusobno okomiti.

Kad imamo zahtjeve da dva broja ne budu jednaka nego jedan od njih iznosi vise
(>), barem (>), najvise (<) ili manje (<) od drugog, ukoliko jedan od tih dvaju brojeva
sadrzi i nepoznanicu, govorimo o nejednadzbama.
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& ~

@'Linearna nejednadzba s jednom nepoznanicom z je nejednadzba koja se moze
zapisati u obliku

ar<b ii azx<b ii ax>b ili ax>b

gdje su a i b zadani brojevi (u ovom poglavlju realni, ali opéenito mogu biti i
kompleksni). Rjesenje takve nejednadzbe je, uz uvjet a # 0, (neograniceni) interval
realnih brojeva s rubom u rjesenju odgovarajuce jednadzbe, a za a = 0 rjeSenje je
\_ ili prazan skup 0 ili R. )

Osnovna tehnika u sredivanju nejednadzbi je, kao i kod rjeSavanja jednadzbi, pri-
brajanje istog broja objema stranama (ako je jedna stana manja ili ve¢a od druge,
pribrajanje istog broja ocito ¢uva vrstu nejednakosti, ¢ak i ako pribrajamo negativan
broj) te mnozenje obje strane istim brojem (razli¢itim od nule). Pritom, buduéi da
mnozenje pozitivnim brojem ¢uva odnos manji-veéi (npr., ako je a < 5 onda je i
dvostruki @ manji od 10), pri mnozenju pozitivnim brojem se ¢uva tip nejednakosti.
No, pri mnozenju negativnim brojem se mijenja odnos manji-veéi (npr., ako je a > 1
onda je —2a broj koji je manji ili jednak —2) pa pri mnozenju nejednadzbi s negativnim
brojem treba obrnuti nejednakost.

Pripremate tulum i moZete potrositi najvise 100 €. Svakako Zelite kupiti
cipsa, a vrecica cipsa kosta 2€. Veé ste kupili kola¢ za 30 €. Koliko vrecica cipsa
moZete kupiti?

Neka je x broj vreéica ¢ipsa koje cete kupiti. Za njih éete platiti 2x €pa iz teksta
zadatka proizlazi uvjet 2x + 30 < 100. Pribrojimo —30, tj. oduzmemo 30 od obje strane:
2z < 70. PomnoZimo s %, 3. podijelimo s 2 obje strane: x < 35. Dakle, rjesenje
nejednazbe 2x + 30 < 100 je interval (—oo,35]. No, uzevsi u obzir kontekst zadatka,
rjesenje zadatka je da moZete kupti najvise 35 vrecica ¢ipsa, odnosno njih nijednu, jednu,

dvije i t.d. do trideset i pet.

Nejednadzba 2x — 1 < 5 — x + 3z kao rjeSenje ima cijeli R jer je
ekvivalentna nejednakosti —1 < 5 koja je istinita za svaki x, dok nejednadzba b — x <
x — 5 — 2z kao rjesenje ima O jer je ekvivalentna nejednakosti 5 < —5 koja nije istinita
ni za koji x.

Rijesimo nejednadibu —1 — 3z < 2z + 4. Clanove s x je zgodnije
prebaciti na desnu stranu da bi bilt pomnoZeni s pozitivnim brojem, a s obzirom na to
da Zelimo nejednakost tipa kao u gornjoj definiciji, to znaci da 4 prebacujemo na lijevu
stranu, dakle nejednadzbi pribrajamo 3x — 4 1 ona poprima ekvivalentni oblik —5 < 5.
Podijelimo li ju s 5, dobivamo —1 < x, tj. rjeSenje je interval (—1,400).

Laborant treba pripremiti 10 L otopine sumporne kiseline koja ne smije
imati volumnu koncentraciju o, tj. omjer volumena kiseline prema cijeloj otopini, vecu
od 42 %. Na raspolaganju su mu dovoljne kolicine otopina sumporne kiseline s volumnim
koncentracijama 30 % i 50 %, no buduci da 30 %-tne otopine ima samo desetak kutara,
a 50 %-tne otopine ima jako puno, Zeli pritom koristiti sto vise 50 %-tne i §to manje
30 %-tne otopine. Koliko koje otopine cée uzeti?
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Podrazumijevat cemo mjernu jedinicu L pa ju necemo pisati do kraja zadatka. Neka
je x volumen 30 %-tne otopine koju ée uzeti. Tada je 10—x volume 50 %-tne otopine koju
¢e uzeti. Dakle, uzet ¢e volumen sumporne kiseline u iznosu 0,3x+0,5(10—x) = 5—0,2zx.
To ne smije premasiti 4,2 pa imamo uvjet 4 — 0,2x < 4,2. Dakle, x > 4, odnosno mora
uzeti bar 4 litre 30 %-tne otopine i razliku od 10 litara od 50 %-tne. Stoga je odgovor na
pitange taj da ée uzeti 4 litre 30 %-tne otopine i 6 litara od 50 %-tne.

N .o . ~ . . . . . v D . .
'@'Kad za vise (ne)jednadzbi, ne samo linearni, trazimo zajednicko rjesenje, govorimo
o sustavu (ne)jednadzbi.

Zelite ograditi dio dvorista irine 5m. Ograde imate dovoljno za opseg
od najvise 60m. No, zbog strukturalne stabilnosti opseg ne smije biti mangi od 20 m.
Koje su moguce duljine ogradenog dijela ako Zelite da im iznosi budu cjelobrojni?

Iz teksta zadatak proizlazi sustav dvije linearne nejednadzbe s jednom nepoznanicom
(duljinom z ogradenog dijela, u metrima): 2-(5+x) <60, 2- (5+x) > 20, tj. 2x < 50,
2x > 10. Dakle, x mora iznositi bar 5 © najnise 25 te je odgovor na pitanje da dulja
stranica moze imati duljinu od 5, 6, ..., 25 metara.

1.6.2 Linearne jednadzbe i nejednadzbe s dvije nepoznanice

)

(@"Linearna jednadzba s dvije nepoznanice x i y je jednadzba koja se moze zapisati
obliku
axr+by=c,

gdje su a, b i ¢ zadani brojevi, pri c¢emu broj ¢ nazivamo slobodnim ¢lanom.
Rjesenje takve jednadzbe je svaki uredeni par brojeva ¢ije uvrstavanje u jednadzbu
_ na mjesta nepoznanica x i y daje istinitu numericku jednakost. Yy,

Jednadzba 2x — 5y = 3 je linearna jednadzba s dvije nepoznanice.
Uredeni par (4,1) je jedno njeno rjesenje, dok par (1,4) nije rjesSenje te jednadzbe.
Vazno je o rjesenju govoriti kao uredenom paru, ne samo jer su nam za rjesenje
potrebna dva broja (par), nego i jer je bitno koji je prvi, a koji je drugi.

Geometrijski, linearnu jednadzbu ax + by = ¢ s dvije nepoznanice (zapravo, skup
njenih rjesenja) mozemo interpretirati kao pravac u koordinatnoj ravnini (tj. kao njegovu
implicitnu jednadzbu), vidi odjeljak . Pravac se sastoji od beskonac¢no mnogo tocaka
te tako vidimo da svaka linearna jednadzba s dvije nepoznanice ima beskona¢no mnogo
rjeSenja (parova brojeva koji ju zadovoljavaju, tj. koordinata to¢aka na pravcu koji
ju predstavlja). Stoga linearne nejednadzbe s dvije nepoznanice, tj. njihovi skupovi
rjeSenja, su geometrijski gledani poluravnine s jedne strane od pravca kojeg dobijemo
zamjenom nejednakosti s jednakosti. Pritom kod strogih nejednakosti taj pravac nije
ukljucen u poluravninu, a kod nestrogih nejednakosti jest. Koja je prava strana za
poluravninu, najlakse se utvrdit provjerom zadovoljava li jedna tocka (koja nije na
rubnom pravcu) nejednadzbu: Ako da, strana te tocke je prava strana, a ako ne, onda
je prava strana ona druga.
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Slika 1.21: Skup rjesenja nejednadzbe 5x + 8y > 40.

Primjer 1.102 Skiciragmo skup rjesenja nejednadzbe bx + 8y > 40. Njegov rub je
pravac bx + 8y = 40, tj. pravac kroz tocke (0,5) i (8,0). Nejednakost je stroga, pa sam
pravac nije dio skupa rjesenja sto naznacavamo tako da ga nacrtamo crtkanom crtom.
Ishodiste nije na tom pravcu i ne zadovoljava nejednadzbu, dakle je skup rjesenja ove
nejednadzbe poluravnina iznad tog pravca, vidi sliku[1.21].

Primjer 1.103 Skicirajmo skup rjesenja sustava —2x < 6, y > 7 — 2z. Rubni pravce
su pravei x = —3 (nije ukljucen) iy =7 —2x (jest ukljucen u skup rjesenja). Da imamo
samo prvu nejednadzbu, skup rjesenja bi bila poluravnina desno od prvog pravca, a da
imamo samo drugu skup rjeSenja bi bila poluravnina iznad drugog pravca. Sustav znaci
da treba biti zadovoljeno i jedno i drugo, dakle je skup rjesenja cetvrtina koordinatne
ravnine koja je istovremeno desno od crvenog i iznad plavog pravca, ruzicasto Srafirana
na slici[1.23. Brzi nac¢in za to utvrditi je da odmah uocimo da ta dva pravca dijele
ravninu na cetirt dijela i testiramo po jednu tocku 1z njth zadovoljava li sustav ili ne:
Prva cetvrtina (bijelo na slici 77 ) nije rjesenje jer primgjerice tocka (—5,0) koja je u njoj
ne zadovoljava sustav; druga éetvrtina (crveno na slici ?7) nije rjesenge jer primgjerice
tocka (0,0) koja je u njoj ne zadovoljava sustav; treca cetvrtina (ruzicasto na slici 77)
je rjesenje jer primjerice tocka (10,0) koja je u njoj zadovoljava sustav; za kontrolu jos
se uvjerimo da plavu cetvrtinu isto ne uzimamo u skup rjesenja, jer primjerice tocka
(5,20) jest u njoj, ali ne zadovoljava sustav.

Zadatak 1.6.3 Skicirajte skup rjesenja sustava v —7 < Ty — 6x < 14 + .

1.6.3 Sustavi linearnih jednadzbi
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Slika 1.22: Skup rjeSenja sustava —2x < 6, y > 7 — 2.

N1

-@'Sustav linearnih jednadzbi je skup od dvije ili vise linearnih jednadzbi (s istim
nepoznanicama) kojima trazimo zajednic¢ko rjesenje. Sustav linearnih jednadzbi
nazivamo homogenim ako su svi slobodni ¢lanovi svih jednadzbi sustava jednaki
nula.

Kao sto smo rekli, jedna linearna jednadzba s dvije nepoznanice predstavlja pravac
u ravnini, dakle dvije takve jednadzbe predstavljaju dva pravca u ravnini, tri jednadzbe
s dvije nepoznanice predstavljaju tri pravca u ravnini i t.d. RjeSavanjem sustava
trazimo zajednicka rjesenja jednadzbi, dakle u slucaju sustava linearnih jednadzbi s
dvije nepoznanice trazimo zajednicke tocke svih tih pravaca. Iz geometrije ravnine
jasno je da imamo tri moguénosti:

e Svi pravci se sijeku u jednoj tocki—sustav ima jedinstveno rjesenje (uredeni par
koordinata te tocke).

e Sve jednadzbe predstavljaju jedan te isti pravac —sustav ima beskona¢no mnogo
rjesenja (sve tocke tog jednog pravca su rjesenja).

e U svim ostalim slucajevima sustav nema rjesenja.

Navedene tri situacije su za sustave dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice
(kratko, 2 x 2-sustavi) ilustrirane slikom [1.6.3]

Najjednostavnija metoda rjesavanja sustava linearnih jednadzbi, osobito zgodna za
sustave s malo nepoznanica i jednadzbi, je metoda supstitucije. Ona se moze koristiti i za
rjeSavanje drugacijih sustava jednadzbi, a ne samo sustava linearnih jednadzbi. Metoda
supstitucije se sastoji u tome da iz jedne jednadzbe izrazimo jednu od nepoznanica i
uvrstimo dobiveni izraz na mjesto te nepoznanice u svim ostalim jednadzbama. Time
smo smanjili broj jednadzbi i broj nepoznanica za po jedan. Po potrebi se postupak
nastavlja sve dok ne dodemo ili do kontradikcije ili do samo jedne jednadzbe.
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Slika 1.23: 2 x 2-sustavi s jedinstvenim rjesenjem(lijevo), s beskona¢no mnogo rjesenja
(sredina) i bez rjesenja (desno).

Primjer 1.104 Rijesimo sustav
r+y=7, 6752+ 300y = 2850

metodom supstitucije. Iz prve jednadzbe je y = 7 — x pa uvrstavanjem u drugu jednadzbu
dobivamo redom

6752 + 300(7 — x) = 2850,

ty. 375z = 750. Dakle, x = 2. Buduci da je sustav imao dvije nepoznanice, rjesenje
mora biti ureden par. Drugi dio para odredimo iz formule supstitucije tj.

y=7—x=7—2=05.
Dakle, riesenje sustava je uredeni par (2,5).

Primjer 1.105 Sustav
r+2y=—-4, 2x+4+4y=0

rjesavamo metodom supstitucije. Iz prve jednadzbe je x = —4 — 2y sto daje
2(—4 —2y) +4y =0,
tj. —8 =0, Sto je nemoguce (kontradiktorno). Slijedi da sustav nema rjesenja.
Primjer 1.106 Sustav
dr +2y =6, —8xr—4y=—12
rjesavamo metodom supstitucije. Iz prve jednadzbe je y = 3 — 2x $to daje
—8x —4(3 — 2x) = —12
t). =12 = —12. Ta jednakost sigurno vrigedi, dakle je druga jednadzba bila suvisna.
Preostaje nam samo jednadzba y = 3 — 2z, dakle sustav ima beskonacno mnogo rjesenja

i ona su svi uredeni parovi oblika (x,3 — 2x) s proizvoljnim x € R, odnosno sve tocke
pravea y = 3 — 2x.
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Primjer 1.107 U vodi je otopljeno 0,6190 g smjese natrijeva klorida i kalijeva klorida
te je dodan srebrov nitrat. Istalozilo je 1,3211 gsrebrova klorida. Treba odrediti masene
udjele natrijeva i kalijeva klorida u polaznoj smjest.

Molarna masa NaCl je 58,45 g mol ™", molarna masa KCI je 74,56 gmol ™", a molarna
masa AgCl je 143,34 gmol ', Neka je x masa NaCl u smjesi, a y masa KCl u smjesi.
Iz wvjeta zadatka proizlazi da je (x,y) rjeSenje sustava od dvije linearne jednadzbe s
dvije nepoznanice:

r+y=0,6190g

143,34 143,34
58.45 74,56

y=13211g.

Riyesimo sustav metodom supstitucije. Iz prve jednadzbe je y = 0,6190g — = pa
wvrstavangje u drugu jednadzbu daje

2,452z + 1,922(0,6190 g — ) = 1,3211 g

12 cega dobijemo
r=0,2479¢g

te
y=0,3711g.

Buduéi da su bili traZeni masent udjeli, dobivamo

0,2479
NaCl) = = =04 =4
w(NaCl) 0.6190 0,4005 = 40,05 %
l
0,3711
K 1 pu— ’ = pu— .
w(IKOl = s = 05995 = 59.95%

Opisane ideje lako se i intuitivno poopc¢uju na slucajeve s vise nepoznanica. Za
njih takoder vrijedi da ¢im imaju vise od jednog rjesenja moraju ih imati beskonac¢no
mnogo. Uoc¢imo da homogeni sustavi linearnih jednadzbi uvijek imaju bar jedno rjesenje
(tzv. trivijalno rjesenje u kojem sve nepoznanice imaju iznos nula). Pritom, kao $to
su rjesenja linearnih jednadzbi i njihovih sustava s dvije nepoznanice uredeni parovi,
za slucaj triju nepoznanica rjeSenja su uredene trojke, za slucaj cetiriju nepoznanica
uredene cetvorke i t.d.

Primjer 1.108 Sustav
r+y+2=0 xz—y=0

je primjer homogenog sustava (dviju) linearnih jednadzbi (s tri nepoznanice). Supstitu-
cija y = x iz druge u prou jednadzbu svodi sustav na jednu linearnu jednadzbu 2x+ z = 0
s dvije nepoznanice. Ona ima beskonacéno mnogo rjesenja (x, z), gdje je z = —2x. Stoga
i polazni sustav ima beskonacno mnogo rjesenja (x,y, z) koja su oblika (z,x,—2x), gdje
je x bilo koji realan broj. Uoc¢imo da se medu njima nalazi i trivijalno rjesenge, koje
dobijemo za x = 0.



1.6. LINEARNE JEDNADZBE I NEJEDNADZBE I NJIHOVI SUSTAVI 63

Primjer 1.109 Rijesimo sljedeci zadatak o orijentalnom trgovcu iz Alkuniove Proposi-
tiones ad acuendos iuvenes (vidi primger .' Jedan trgovac ja na putu na Orijent
kupio 100 odabranih Zivotinja za 100 libri. Svaku devu platio je pet linri, svakog magarca
po jednu libru, a za 20 ovci platio je jednu libru. Koliko deva, magaraca i ovaca je kupio
taj trgovac?

Neka su x, y 1 z traZeni brojevi deva, magaraca i ovaca. Ukupno ih je kupljeno 100,
dakle je

T+ vy + z = 100.

Nadalje, za 100 libara je kupljeno x deva po 5 libara, y magaraca po 1 libar i z ovaca po
% libara, dakle je

1
—z = 100.
5:v—|—y+202 00

Oduzmemo li prou jednadzbu od druge, ostaje

19
dor = —
YT 907
dakle je x = %z te stoga y = 100 — x — z = 100 — %z. Pritom, x, y © z moraju b.zfz'
prirodni brojevi, dakle je z sigurno visekratnik od 80 1 100 > %z, . z < % = 80,80.
Dakle, z = 80 pa je x =19 1y = 1: Trgovac je kupio 19 deva, 1 magarca i 80 ovaca.

Uz metodu supstitucije, popularna je (a za vece sustave i preglednija) metoda
eliminacije. U njoj je osnovna ideja u svakom koraku iz sustava eliminirati po jednu
nepoznanicu, tako da se u svim jednadzbama prvo postigne da su koeficijenti uz tu
nepoznanicu, do na eventualno predznak, jednaki. To se lako postigne mnozenjem
jednadzbi s prikladnim brojevima (ako imamo jednazbu oblika L = D, mnoZenjeE bilo
kojim nenul brojem daje ekvivalentnu jednadzbu). Nakon toga se jedna jednadzba
pribroji ili oduzme od svih ostalih, tako da se poniste svi ¢lanovi koji sadrze odabranu
nepoznanicu (to je takoder korektno jer ako imamo dvije jednadzbe L = D i I =
D’, njihovim zbrajanjem ili oduzimanjem dobivamo novu jednadzbu L + I’ = D +
D’, iz koje je opet oduzimanjem ili zbrajanjem s jednom od polazne dvije moguce
rekonstruirati drugu).

Primjer 1.110 Sustav
3r+2y=1, —20x+4y=0

rjesavamo metodom eliminacije. Eliminat éemo, recimo, nepoznanicu x. Uz nju
su koeficigenti 3 © —2 pa prvu jednadzbu mnoZimo s 2, a drugu s 3, ¢ime dobijemo
ekvivalentan sustav

6x +4y =2, —6x+ 12y =0.

Pribrojimo l1 prvu jednadzbu drugoj, preostaje nam 16y = 2, dakle je y = %. To wvrstimo
u bilo koju od prethodnih jednazbi, recimo v —2x + 4y = 0, da odredimo x: —2x + % =0
daje x = %. Dakle, ovaj sustav ima jedinstveno rjesenge (x,y) = (i, %)

Metoda eliminacije cesto se provodi u obliku poznatom kao Gaulova metoda elimina-
cije. To podrazumijeva da prvo sustav zapisemo uredno, tako da su potpisane istoimene

16Uotite da je ovime dozvoljeno i dijeljenje, jer je dijeljenje isto §to i mnoZenje s reciproénim brojem.
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nepoznanice i znakovi jednakosti. Nakon toga prvo eliminiramo prvu nepoznanicu iz
svih jednadzbi osim prve, zatim drugu iz svih jednadzbi osim prve i druge, tre¢u iz svih
jednadzbi osim prve tri i t.d. dok na dnu ne preostanu samo jedna ili vise jednadzbi
s jednom nepoznanicom. Nakon toga se uvrstavanjem odozdo nagore dobije rjesenje.
Ovisno o koeficijentima u sustavu, ponekad je tijekom Gauflove metode eliminacija
zgodno mijenjati redoslijed jednadzbi.

Primjer 1.111 Primijenimo Gauflovu metodu eliminacije na sustav
r+0oy+2z=-1

r+2y—z=2
3r + 3y + 4z = —11.

U prvom stupcu Zelimo eliminirati dva od tri z-a. To je najlakse ako postignemo da su
koeficijenti uz sve x-eve isti, sto postignemo mnozeci prve dvije jednadzbe s 3:

3r + 15y + 6z = —3
3r+6y—32=6
3x+ 3y + 4z = —11.
Sad prvu jednadzbu oduzmemo od druge dvije:
3r + 15y + 62 = =3
—9y—92=9
—12y — 2z = —8.
Podijelimo prvu jednadcbu s 3, drugu s —9 i trecu s —2:
x40y +2z=-1
y+z=-1
6y + 2 = 4.
Jos treba eliminirati y u zadnjoj jednadzbi, dakle pomnozimo drugu jednadzbu s 6:
r+5y+2z=-1
6y + 6z = —6
6y + z = 4.

Oduzmimo drugu jednadzbu od trece:
rT+dy+2z2=-1

6y + 6z = —6
—5z =10.
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Podijelimo drugu jednadcébu s 6 1 trecu s —5:

T+oy+22=-1

y+z=-1
z=—2.
Gauflove eliminacije su sad gotove. Iz zadnje jednadzZbe vidimo da je z = —2, Sto
uvrstimo u prve dvije jednadzbe te ostaje x + 5y —4 = —1 1y — 2 = —1, odnsno
r+5y=31iy=1. Sad iz druge jednadzbe vidimo da je y = 1, $to uvrstimo u prou i
ostaje x + 5 = 3, dakle je v = —2: RjeSenje sustava je jedinstveno i to je uredena trojka

(—=2,1,-2).

Zadatak 1.6.4 Gauflovom metodom eliminacija rijesite sustav 2x+y =4, —4x — 2y =
—8, 16z + 8y = 32.

Uocimo da je u prethodnom zadatku odmah mogucée uociti da ¢e sustav imati
beskonacno mnogo rjesenja (s jednim slobodnim parametrom). Naime, sve tri jednadzbe
su proporcionalne, §to znac¢i da ¢emo odabirom prikladnih faktora sigurno eliminirati
dvije od njih te Ce ostati jedna, recimo 2z + y = 4. Dakle, y = 4 — 2z pa je rjeSenje
sustava skup svih parova (x,4 — 2z) kad je x proizvoljan realan broj. Da je primjerice
u drugoj jednadzbi slobodan ¢lan bio neki drugi broj, a ne —8, imali bismo situaciju da
imamo jednadzbe s proporcionalnim lijevim, ali neproporcionalnim desnim stranama,
sto znac¢i da bismo mogli eliminirati lijeve strane, ali se pritom desne ne bi ponistile pa
sustav ne bi imao rjeSenja.

Primjer 1.112 Sustav z —y + 2z = 2, 3x — 3y + 3z = 4 nema rjesenja jer kad prou
jednadzbu pomnoZimo s 3 1 oduzmemo ju od druge, preostat é¢e nam kontradiktorna
jednakost 0 = 2.

Zadatak 1.6.5 U najpoznatijem starokineskom matematickom tekstu, Devet poglavlya
umyjeca racunanja, datirano izmedu 200. g. pr. Kr. i 300. g. n. e., nalazimo sljedeci
zadatak: Iz tri snopa dobrog Zita, dva snopa srednjeq i jednog snopa loSeg Zita dobije se
prinos 39 dou.ﬂ Iz dva snopa dobrog Zita, tri snopa srednjeg i jednog snopa loseg Zita
dobije se prinos 34 dou. Iz jednog snopa dobrog Zita, dva snopa srednjeq i tri snopa loseg
Zita dobije se prinos 26 dou. Koliki je prinos po jednog snopa dobrog, srednjeg i loseq
Zita? Postavite odgovarajuci sustav linearnih jednadzbi i rijesite ga Gauffovom metodom
eliminacije.

"Dou je kineska mjera volumena, u to doba iznosila je otprilike danasgnjih 2 L.


https://hrcak.srce.hr/file/403997
https://hrcak.srce.hr/file/403997
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1.7 Zadaci iz elementarne matematike

1.7.1 Zadaci vezani za racionalne brojeve, postotke i vjerojat-
nost

Zadatak 1.7.1 [zracunajte vrijednosti sljedecih izraza v rezultate zapisite kao neskrative
razlomke:

Zadatak 1.7.2 Vocar ima odredenu kolicinu jabuka mamijenjenu prodaji na trinici.
Prvog dana prodao je % ukupne kolicine jabuka, a drugog dana prodao je % preostale
kolicine.

a) Izrazite masu jabuka pT’@OStCLZU nakon drugog dana kao neskrativi razlomak uk’upne
J 909
poéetne kolicine.

(b) Ako je nakon drugog dana ostalo 12kg jabuka, koliko je kilograma jabuka prodano
drugog dana?

Rjesenje. (a) 2; (b) 36 kg.

Zadatak 1.7.3 Na pismenom ispitu iz Matematike % svih studenata koji su izasli
ostvarilo je prolaznu ocjenu. Medu studentima koji su prosli ispit, % je dobila ocjenu
izurstan (5). Ako je ukupno 12 studenata dobilo ocjenu izvrstan (5), koliko je ukupno

studenata proslo ispit? Koliko je studenata pisalo ispit?

Rjesenje. 72 studenta su prosla ispit; 120 studenata je pisalo ispit.

Zadatak 1.7.4 U pogonu tvornice strojevi rade na obradi materijala. Stroj A samos-
talno zavrsi cijeli posao za 6 sati, a stroj B samostalno zavrsi posao za 8 sati. U pogon je
pusten i novi stroj C za kojeg jos nije poznato koliko je vremena potrebno da samostalno
2aurst posao.

Sva tri stroja zapoénu raditi zajedno te rade 2 sata, nakon cega se stroj A zaustavi.
Strojevi B i C nastave raditi te im je za dovrsetak preostalog dijela posla potrebno jos
tocno 2 sata.

(a) Izracunajte koliko bi sati stroju C bilo potrebno da samostalno obavi cijeli posao.

(b) Koliki je dio ukupnog posla obavio svaki od strojeva tijekom cijelog procesa?
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Rjesenje. (a) Stroj C samostalno obavi posao za 24 sata. (b) Stroj A obavio je % posla,
stroj B % posla, a stroj C % posla.

Zadatak 1.7.5 VerizZni razlomci su razlomci ¢iji nazivnici su zbrojevi cijelih brojeva
s drugim razlomcima. Pritom @ cijele brojeve i obicne razlomke ubrajamo u veriZne
razlomke. Ako su svi brojnici u veriZnom razlomku jednaki 1, govorimo o jednostavnom
veriznom razlomku. Broj ukljucenih dijeljenja nazivamo redom veriznog razlomka.

Primjerice,

1 " 1

243 2+ 3+11
4

1
1, 1+-, 1
Lt LF

su jednostavni verizni razlomci redova 0, 1, 2 1 3. Koji razlomci se ne mogu zapisati
kao jednostavni verizni razlomci reda 27

Rjesenje. Mogu se zapisati samo brojevi oblika 1 + % pri ¢emu je p < q i ¢ daje ostatak 1 pri
dijeljenju sa p; svi ostali brojevi se ne mogu zapisati.

Zadatak 1.7.6 Dokazite da racionalni brojevi imaju svojstvo gustoce: Izmedu svaka
dva racionalna broja postoji beskonacno mnogo racionalnih brojeva. Uputa: Skup Q
je zatvoren s obzirom na cetiri osnovne racunske operacije, izuzev dijeljenja s nulom,
5. rezultati osnovni racunskih operacija primijenjeni na racionalne brojeve rezultiraju
racitonalnim brojevima.

Rjesenje. a,beQ,c:“TJrl’:%+%:>a<c<b&c€Q

Zadatak 1.7.7 Godisnji globalni promet podataka na internetu u pocetnoj godini pro-
matranja iznosio je Vo = 1,20 - 1021 B. U iduéem trogodisnjem razdoblju promet se
mijenjao na sljedeci nacin:

e U prvoj godini promet se povecao za nepoznati postotak.
e U drugoj godini promet se povecao za dvostruko veci postotak nego u prvoj godina.

e [ trecoj godini, zbog primgjene novih algoritama za kompresiju, promet se smanjio
za 10% u odnosu na drugu godinu.

Nakon sva tri koraka, godisnji promet podataka u trecoj godini iznosio je V3 = 1,4256 -
102! B.

(a) Izracunajte promet na kraju prve i druge godine te ga izrazite u terabajtima (TB,
1TB = 10" B) i petabajtima (PB, 1PB = 10" B) u znanstvenom zapisu.

(b) Koliko bi pametnih telefona pojedinacénog kapaciteta pohrane od 256 GB bilo potrebno
da se pohrani cjelokupni promet u trecoj godini? Rezultat zapisite u znanstvenom
zapisu 1 navedite njegov red velicine.

Rjesenje. (a) V4 ~ 1,32-102! B =1,32-10° TB = 1,32 - 10° PB; V5 ~ 1,58 - 10*! B =
1,58 -10° TB = 1,58 - 10° PB;  (b) Broj pametnih telefona N = 5,57 - 10°.



68 POGLAVLJE 1. ELEMENTARNA MATEMATIKA

Zadatak 1.7.8 Zadan je izraz

1 1
11_'_12
1_ 1
11 12

(a) Izracunajte tocénu vrijednost gornjeg izraza.

(b) Razlomke ﬁ i % zapisite decimalno i zaokruzite na tri decimale. S tim zaokruZenim
vrijednostima izracunajte pribliznu vrijednost gornjeg izraza. Odredite relativne
greske zaokruzivanja brojeva ﬁ 7 1—12, nazivnika izraza te relativnu gresku rezultata.
Zasto je relativna greska rezultata puno veca od relativnih gresaka zaokruZenih
brojeva?

(c) Ponovite racun iz (b), ali zaokruzite - i 5 na Sest decimala. Kolika je sada

1’12
relativna greska rezultata?

RjeSenje. (a) Tocna vrijednost izraza je 23; (b) Priblizna vrijednost izraza je 21,75; relativne
greske: 0,1% (za 1), 0,4 % (za 45), 5,6 % (za nazivnik), ~ 5,43 % (za rezultat); (c) Priblizna
vrijednost 22,99921, relativna greska = 0,0034 %.

Zadatak 1.7.9 Zadan je izraz
1

1 1°-

27 13
(a) Izracunajte tocnu vrijednost gornjeg izraza.

(b) Razlomke 1—12 1 1—13 zaokruzite redom na jednu, dvije, tri i cetiri decimale. Za svaki
sluéaj pomocu zaokruzenih vrijednosti izracunajte pribliznu vrijednost izraza (ako
je definirana) i njezinu relativnu gresku. Koliko je najmanje decimala potrebno

da relativna greska rezultata bude manja od 1% ?

(c)* Pri zaokruZivanju na n decimala apsolutna greska svakog broja je nagvise % -107",
pa je apsolutna greska razlike dvaju zaokruZenih brojeva najvise 107", Koristeci
to, odredite nagmangi broj decimala n za koji unaprijed moZemo biti sigurni da
¢e relativna greska izraza biti mangja od 1%. Usporedite to s rezultatom iz (b).
Mozete li objasniti razliku?

Rjesenje. (a) Tocna vrijednost je 156; (b) Jedna i dvije decimale: razlika u nazivniku je 0,
izraz nije definiran. Tri decimale: priblizna vrijednost 166,6, relativna greska ~ 6,84 %. Cetiri
decimale: priblizna vrijednost 156,25, relativna greska ~ 0,16 %. Da bi greska bila manja od
156-10~"
1—156-10— "
§to za n = 4 iznosi ~ 1,58 %, a zan = 5 ~ 0,16 %. Potrebno pet decimala da bismo unaprijed

1% potrebne su barem cetiri decimale. (c) Najveéa moguéa relativna greska je

bili sigurni da je greska ispod 1%. Kod rac¢una s ¢etiri decimale u (b) greske su se djelomi¢no
ponistile jer su oba broja zaokruzena “prema dolje”, pa je stvarna greska puno manja od
maksimalne moguce greske.

Zadatak 1.7.10 Jedan kanistar sadrzi vodenu otopinu neke kiseline, pri cemu se
volumens kiseline 1 vode odnose kao 1 : 3. Drugi kanistar sadrzi vodenu otopinu iste
kiseline, pri cemu se volumeni kiseline © vode odnose kao 3 : 5. Treéi kanistar je prazan.
Iz prvog i drugog kanistra uzimate jednake volumene vode i ulijete ih u treci kanistar.
Koliki je nakon toga volumni udio kiseline u trecem kanistru?
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Rjesenje. Udio kiseline je 1%, odnosno 0,3125 = 31,25%.

Zadatak 1.7.11 Uzorak legure mase 480g sastoji se od bakra i cinka cije se mase
odnose kao 5 : 3. Koliko grama cinka treba dodati u postojecu leguru kako bi novi omjer
mase bakra i cinka iznosio 4 : 37

Rjesenje. 45 g

Zadatak 1.7.12 U nekoj vojnoj utvrdi sluzi 12 tribuna, 26 protribuna, 50 centuriona
1 32 procenturiona koji medu sobom imaju raspodijeliti 1810 zlatnika plijena i to tako

da ako tribun dobije 10 protribun dobije 8, centurion 6, a procenturion 3. Koliko ce
zlatnika koji dobitz’ﬂ

Rjesenje.
T:PI:C:PC=10:8:6:3
1810=12-10x +26 -8z +50-6x +32-3x =z = 2,5

Svaki tribun dobije 25 zlatnika, svaki protribun 20, svaki centurion 15, a svaki procenturion
7,5.

Zadatak 1.7.13 Kemijskom analizom minerala utvrdeno je da sadrzi kalcij, ugljik 1
kisik sa sljedecim masenim udjelima:

w(Ca) = 40,04%, w(C) =12,00%, w(O)=47,96%.
(Molarne mase: Mc, = 40,08 g/mol, M¢ = 12,01 g/mol, Mo = 16,00 g/mol.)
(a) Odredite empirijsku formulu spoja Ca;C;Oy.

(b) U reakcijski spremnik zabunom je dodano 0,30 mol kalcija vise nego Sto je predvideno.
Koliko ugljika 1 kisika treba naknadno dodati kako bi se omjer mnozina elemenata u
smjesi vratio na tocan omjer definiran empirijskom formulom?

RjeSenje. (a)i:j: k= 0,9990 : 0,9992 : 29975 ~ 1 : 1 : 3, empirijska formula je CaCOsg;
(b) Potrebno je dodati 0,30 mol ugljika i 0,90 mol kisika.

Zadatak 1.7.14 Vasi kolege su u racunima koristili procjene iznosa raznih velicina.
Koje od sljedecih procjena su smislene? Kojim izracunima biste ih provjerili [T4)]?

o Kupio sam paket od jednog kilograma Secera. Sestra, s kojom Zivim, i ja zu svoje
kave stavljamo po dvije Zlicice Secera i pijemo po cetiri kave dnevno. Paket Secera
nam je dovoljan za jednomjesecno kampiranje.

o Veliki vodopad je sirok 170 metara, a izmjereno je da u njegovoj sredini svake
minute produ 124 kubika (kubna metra) vode. Dakle, procjenjujem da svaki sat
kroz vodopad otecu 632 tone vode.

80vaj zadatak je iz istog udzbenika kao zadatak [1.1.14
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e Moj povrtnjak je pravokutnog oblika, sirine 9,5 metara ¢ duljine 11 metara. Testi-
ram dva kvadratna metra njegove zemlje 1 nadem 53 crva u jednom od njih, a 42
u drugom. Dakle, procjenjujem da u zemlji mog povrtnjaka ima 5000 crva.

Zadatak 1.7.15 Zbog inflacije, cijena kruha je u posljednjih pet godina porasla za 58 %.
Ako mali bijeli kruh sad kosta 1,25 eura te ako znamo da je pri zamjeni kuna u eure
fiksni tecaj konverzije bio 7,53450 kuna za 1 euro, kolika je cijena malog bijelog kruha
bila prije pet godina?

Rjesenje. 5,96 kuna

Zadatak 1.7.16 Cijena tenisica nagjprije je povecana za 20%, a zatim je nova cijena
smanjena za 15%.

(a) Je li konacna cijena veéa ili manja od pocetne cijene? Izrazite ukupnu promjenu
cijene u postocima.

o konacna cijena tenisica nakon obje promjene iznosi 122,40 eura, kolika je bila
b) Ako konac jena tenisi k bj ' ' 1 122,40 kolika je bil
pocetna cijena?

Rjesenje. (a) Cijena se povecala za 2%; (b) Pocetna cijena je bila 120 eura.

Zadatak 1.7.17 Laboratorijski uzorak vodene otopine natrijeva klorida (NaCl) pocetne
mase mg = 500 g ima maseni udio otopljene tvari wy = 12,0%. Tijekom prvog dana je
12 pocetne otopine isparila nepoznata masa vode. Toj otopini dodano je 200 g destilirane
vode. Sljedeceg dana je iz razrijedene otopine isparilo dvostruko manje vode nego prvog
dana. Nakon drugog dana izmjeren je maseni udio NaCl u konacnoj otopini w = 15,0%.
Odredite masu vode koja je isparila tijekom prvog dana @ maseni udio NaCl na kraju
prvog dana (prije razrjedivanja).

Rjesenje. Tijekom prvog dana isparilo je 200 g vode, nakon ¢ega je maseni udio NaCl iznosio
0,2 = 20%.

Zadatak 1.7.18 U boci je 6 L 30-postotne otopine alkohola. Nakon sto je ishlapljela
dvostruko veca kolicina alkohola nego $to je ishlapljelo vode, u boci je ostao 25-postotni
alkohol. Koliko je litara otopine ostalo u boci?

Rjesenje. 5,28 L

Zadatak 1.7.19 U kemujskom postrojenju preraduje se ruda koja sadrzi odredenu
kolicinu korisnog minerala M, dok ostatak cine necistoce. Poznato je da je maseni
udio minerala M mangi od % Mehanickim procesom odstrani se 50% ukupne mase
necistoca, dok masa minerala M ostaje nepromijenjena. Time se maseni udio minerala
M wu obogacenoj rudi poveca za 15 postotnih bodova u odnosu na pocetni udio. Nakon
toga se obogacdena ruda podvrgava kemijskoj ekstrakciji u kojoj se izvuce 90% prisutnog
mainerala M, ¢ime se dobije tocéno 360kg cistog minerala. Izracunajte pocetni masens
udio cistog minerala u sirovoj rudi i ukupnu masu sirove rude na pocetku procesa.
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Rjesenje. Pocetni maseni udio je 25%. Pocetna masa sirove rude iznosi 1600 kg.

Zadatak 1.7.20 Ako je nesto pojeftinilo za 25 %, za koji postotak treba poskupiti da
se cijena vrati na razinu prije pojeftinjenja? Ako je nesto poskupilo za 50 %, za koji
postotak treba pojeftiniti da se cijena vrati na razinu prije pojeftinjenja?

Rjesenje. v — 25%x = 75 %x, vy - 0,752 =z, y = %; x+50%x =15xy-1px =z, y= %

Zadatak 1.7.21 Veliki spremnik sadrzi 14 litara otopine u kojoj volumni udio 25 %
cini antifriz, a ostatak je voda. Koliko antifriza trebamo dodati da otopina u spremniku
sadrzi volumni udio od 30 % antifriza?

Rjesenje. 1V, =14L, Vo, =3,5L, Vi, =35+2=0,3- (14 + x), dakle treba dodati 1L.

Zadatak 1.7.22 Cetiri od Sest kruznih dijagrama na slici prikazuju broj postignutih
pogodaka po utakmici u prvih 20 odigranih utakmica Premier lige u sezoni 2025/26.
Povezite klub s odgovarajucim dijagramom ako je poznato:

e Manchester City je u 50 % utakmica postigao barem 3 pogotka;
e Arsenal je u 25 % utakmica postigao barem 8 pogotka;
e Liverpool ima jednak broj utakmica bez pogodaka i utakmica s barem 3 pogotka;

e Brentford je svaki postignuti broj pogodaka postigao na barem dvije utakmice.

(a)

o9 0o
2 0 9

e bez golova ® 1 gol » 2gola e 3gola # 4 gola » 5 golova

Slika 1.24: Kruzni dijagrami za podatke iz zadatka

Rjesenje. Manchester City: (e), Arsenal: (a), Liverpool: (c), Brentford: (b).
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Zadatak 1.7.23 Ispit iz Matematike 1 pisalo je 60 studenata. Njih 18 nije proslo ispit.
Medu studentima koji su prosli, 6 ih je dobilo ocjenu izvrstan (5), 9 ocjenu vrlo dobar
(4), 12 ocjenu dobar (3), a ostali ocjenu dovoljan (2). Odredite postotke studenata koji
su dobili pojedinu ocjenu i nacrtajte kruzni dijagram raspodjele ocjena na ispitu.

Rjesenje. nedovoljan 30 % (108°), dovoljan 25 % (90°), dobar 20 % (72°), vrlo dobar 15 %
(54°), izvrstan 10 % (36°).

nedovoljan

dovoljan

izvrstan

dobar vrlo dobar

Zadatak 1.7.24 Molekulska formula kofeina je CgH10N4Oq. Izrazite udjele atoma
pojedinth elemenata u ukupnom broju atoma u molekuli kofeina u postocima i nacrtajte
pripadni kruzni dijagram. Postotke zaokruzite na jednu decimalu.

Rjesenje. C ~ 33,3% (120°), H ~ 41,7% (150°), N ~ 16,7% (60°), O ~ 8,3% (30°).

Ugljik

Vodik Kisik

Dusik

Zadatak 1.7.25 Promatramo paraleno izvodenje dvaju pokusa: Bacanje dodekaedarske
kockice (kockice s 12 sukladnih strana) i para obicnih kockica. Za dodekaedarsku kockicu
biljezimo iznos koji padne, za par obicnih kockica biljezZimo zbrojeve koji padnu. Jesu li
pojedinacni ishodi oba ta pokusa jednako vjerojatni? Zasto? Izracunajte vjerojatnosti
1shoda 12 te ishoda 7 za oba pokusa.

Rjesenje. Py(12) = Py(7) = %; Poo(12) = %, Pyo(7) = %,
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Zadatak 1.7.26 Jedan od zadataka koje je engleski knjizevnik Lewis Carroll (19. st.)
zapisao u svojim ,,Pillow Problems” je sljedeci: U neprozirnoj vrecici su dvije kuglice.
Jedino $to znate je da je svaka od kuglica bilo crna bilo bijela. Ako ne smijete otvoriti
vrecicu, kojih su boja? Rijesite Carrollov zadatak.

Zadatak 1.7.27 Prirodni klor ima dva stabilna izotopa: *Cl (relativna zastupljenost
p="15%) i 37Cl (relativna zastupljenost ¢ = 25%). Pretpostavimo da se pri nastajanju
molekula klora Cly izotopi spajaju potpuno nasumicno.

(a) Odredite skup svih elementarnih dogadaja i njihove vjerojatnosti.

(b) Izracunagte vjerojatnost da je nasumicno odabrana molekula Cly homonuklearna
(3°CI*C1 4li 3"CI*"CL), odnosno heteronuklearna (**CI*"Cl).

Rjesenje. (b) P(homonuklearna) = 2 = 62,5%; P(heteronuklearna) = % = 37,5%

1.7.2 Zadaci vezani uz iracionalne brojeve i algebarske izraze

Zadatak 1.7.28 Znameniti omjer zlatnog reza definira se kao omger koji dobijemo
na sljedect nacin: Za zadanu duZinu na njoj je odabrana tocka takva da je omger
cijele duzine prema vecem dijelu jednak omjeru veceg dijela prema mangjem i taj omgjer
nazivamo omgerom zlatnog reza i oznacavamo s ¢. Izracunajte ¢ i dokazZite da je to
iractonalan broj.

Rjesenje.

Zadatak 1.7.29 Teodor iz Kirene (ca. 465.-398. pr. Kr.) je Platonov bio ucitelj, a iz
Platonovog dijaloga ,, Teetet “ saznajemo da je Teodor dokazao o ,,stranicama kvadrata
od tri kvadratne jedinice i od pet kvadratnih jedinica, da one nisu izmjerive jedinicnom
duljinom. Tako je prosao sve kvadratne korijene pojedinacno do kvadrata od sedamnaest
kvadratnih jedinica, na kojem je stao“. Vidimo dakle da iz moderne perspektive Platon
Teodoru pripisuje dokaz iracionalnosti /3, v/5, V6, V7, V8, V10, V11, /12, V13,
V14, V15 i v/17. Uoéljivo je da ne spominge kvadrat povrsine dvije kvadratne jedinice —
oc¢igledno je nesumjerljivost stranice i dijagonale kvadrata, tj. ono $to danas nazivamo
iracionalnoséu broja /2, u to doba veé bila opée poznata. Razlog zasto je stao na
kvadratu sa 17 kvadratnih jedinica nije poznat, ali jedna od popularnijih teorija je da je
u pozadini Teodorova spirala koja nastaje tako da krenemo jednakokracnog pravokutnog
trokuta koji je pola jedinicnog kvadrata (dakle, hipotenuza mu je duljine v/2). Sad se
iterativno konstruiraju pravokutni trokuti tako da hipotenuza prethodnog postaje dulja
kateta sljedeceg, a kraca kateta im je svima 1 (dakle, hipotenuze su redom duljina sqrt3,
V4, V5, . . ), kao na slici . Pravokutni trokut hipotenuze duljine /17 je u takvoj
konstrukciji zadnji koji se jos ne preklapa ni s kojim od ranijih. Iskoristite Teodorovu
spiralu za dokaz iracionalnosti \/g, \/5, \/6, \/7, \/g, \/1—0, \/ﬁ, \/ﬁ, \/ﬁ, \/ﬁ, V15
i V17.
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Slika 1.25: Teodorova spirala.

Zadatak 1.7.30 Izracunajte egzaktnu vrijednost zadanih izraza @ zapisite ju u raciona-
liziranom obliku:

/ [ 1 1
(CL) 3\/§ ﬁ—g;

[V5+1
(b) \/2v5 -2 —

Rjesenje.

1.7.3 Zadaci iz planimetrije i stereometrije

Zadatak 1.7.31 Izracunajte duljinu dijagonale u pravilnom peterokutu te duljine dija-
gonala u pravilnom Sesterokutu.

Rjesenje.

Zadatak 1.7.32 List papira ima oblik kvadrata ABCD. Vrh C savijte na poloviste
nasuprotne stranice AD (slika . Ako uzmemo da je duljina stranice polaznog
kvadrata jedinicna, dokazite da je |AF| = 2 (taj rezultat poznat je kao Hagin teorem,).
Koliko iznose |DH|, |EF|, |GI|, |FI| i |HI|?

Rjesenje.

Primjer 1.113 Bakar kristalizira u kubicnom sustavu te se jedinicna celiyja bakra moZe
odabrati kao kocka brida a = 3,615 A. Pritom se radi o tzv. plosno centirarnoj jedinicnoj
celigi, $to znaci da mozZemo odabrati celiju tako da su jezgre cetiri atoma bakra u njezinim
vrhovima 1 jo§ Sest po jedan u sredistu svake strane. Izracunagjte gustocu strukture bakra,
t1. omger volumena kojeq unutar jedne celije zauzimaju dijelovi atoma bakra koji su
unutar nje i volumena cijele celije.
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Slika 1.26: Hagin teorem.

1.7.4 Zadaci vezani za linearne jednadzbe i nejednadzbe
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greSka mjerenja,

gustoéa racionalnih brojeva, [67]

homogeni sustav linearnih jednadzbi, [60]
62

interval,

ishodiste,

isjecak, kruzni,
izraz, algebarski,

jedinica, mjerna,

jednadzba pravea,

jednadzba pravca, eksplicitna,
jednadzba pravca, implicitna,
jednadzba, linearna s dvije nepoznanice,
jednadzba, linearna, [54]

jednadzba pravca,

karakteristika, [7]

kocka, [A7],

koeficijent proporcionalnosti,
koeficijent, binomni,
koeficijent, kladionicki,
komutativnost,
koncentri¢nost,

konstanta, Avogadrova,
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koordinate, nula, [T}
koordinatni sustav, Kartezijev, .
koordinatni sustav, pravokutni, ocekivanje,

korijen, kubni,
korijen, kvadratni,
korjenovanje,
kosinus,
kracenje, 2]
kruzni isjecak,
kruznica,
krug,

kub binoma,
kugla,

kut,

kut, siljasti,
kut, ispruzeni,
kut, obodni,
kut, pravi,
kut, puni, [12]
kut, sredisnji,
kut, tupi,
kvadar,
kvadranti,
kvadrat,
kvocijent proporcionalnosti,

lik, geometrijski,
luk kruznice,

mantisa, [1]

metoda eliminacije,
metoda supstitucije,
metoda, Heronova,
mjera kuta,

mjerna jedinica,

mnozenje, [} 2] [I4]

mnozenje i dijeljenje razlomaka,

mnogokut,
mnogokut, pravilni,

monom, [33], [36]

naboj elektrona, [7]
nejednadzba, linearna,

nejednadzba, linearna s dvije nepoznanice,

nejednadzba, linearna,
nenegativnost, [I4]
notacija, znanstvena, [7]

odsjecak, kruzni, |42,
oduzimanje,
okomitost,

omjer, [§] [10]

omjer zlatnog reza,

opseg, [38]

ordinata,

osi, koordinatne,

osnovne racunske operacije,
oznacavanje osi, [2§]

par, uredeni,
par, uredeni,
paralelnost,
paralelogram,
pH,

piramida, [49]

planiranje prostora za crtanje,

ploha,

ploha geometrijskog tijela,
pokus, Bernoullijev,
pokus, slucajni, 18]
poliedar, [46]

poliedar, pravilan,
poligon,

polinom,

polumjer kruZnice,
polupravac,

poplocenje, pravilno,
postotak, [10} [T} [13] [14]
potenciranje, [ [7] 22] 25]
poucak, Pitagorin,
povrsina, [3§

pravac, (30 [37, [56] [58]

pravac, brojevni,

pravac, horizontalni,
pravac, vertikalni,
pravilo, trapezno, [A0]

presjek skupova,

princip deve, [4]

prizma, [A7]

prosirivanje, [1} [

promil,

promjer kruznice,

proporcionalnost, 8]
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prsten, kruzni, trapez, jednakokracni,
R trinom, [32]

ramonahzcua, trojka, uredena,

radijan, trokut,

raspodjela, binomna, trokut, jednakokraéni,

razlika kubova, trokut, jednakostraniéni,

razlika kvadrata, trokut, pravokutan,

razlomak,

razlomak, dvostruki, valjak,

razlomak, jedinicni, varijable, slucajna,

razlomak, verizni, veli¢ina, skalarna,

razmjer, veli¢ina, skalarna,

razmjernost, vjerojatnost, [I4] [I6] [I7) [I9}21]

red velicine, [7] vjerojatnost a posteriori, [I9]

redoslijed racunskih operacija, [4] vjerojatnost a priori, [I9)

rjesenje, trivijalno, vjerojatnost suprotnog dogadaja,

rjeSenje linearne jednadzbe, vjerojatnost, geometrijska,

rjeSenje linearne nejednadzbe, vrhovi mnogokuta,

rjeSenje sustava linearnih jednadzbi, vrijednost, apsolutna,

romb, [39
zakon velikih brojeva,

simetrala, zaokruzivanje,

sinus, [39 zapis, decimalni, [5] [6]
sjeciste pravaca, [3§ zapis, dekadski,

sredina, aritmeticka, [4] zarez, decimalni, [6]

sredina, geometrijska, zbrajanje,

sredina, harmonijska, [, zbrajanje i oduzimanje razlomaka,
statistika, zbroj kutova u mnogokutu,
stehiometrija, [9) znacajne znamenke,
stereometrija, [46] znamenka,

stozac, [49] znamenke, znacajne, [7]
stupanj, [37] zraka,

sustav (ne)jednadzbi,
sustav linearnih jednadzbi,
svodenje na potpun kvadrat,

¢lan, slobodni,

tangens, [39]
temperatura, [10]

teorem, binomni,
teorem, Talesov,
tetiva, [42]

tetraedar,
tetraedar, pravilni,
tijelo, geometrijsko, [46]
tijelo, Platonovo,
tocka, decimalna, [6]
tocka,

trapez, [39]
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