1 Realni brojevi

U 19. stoljeéu zapocinje razvoj aksiomatskih sustava za fundamentalna po-
dru¢ja matematike, kao Sto su aritmetika, analiza i geometrija. Aksiomi su
temeljne matematicke izjave unutar formalnog matematickog sustava koje se
ne dokazuju, nego se prihvac¢aju kao pocetne pretpostavke. One sluze kao
polazisna osnova iz koje se, primjenom logickih pravila zakljuc¢ivanja, izvode
svi ostali iskazi sustava (teoremi). Ako gradite kucu, trebate temelj. Temelj
ne stoji na neGemu drugom — on je pocetna toc¢ka. U matematici se ti temelji
zovu aksiomi, a teoreme bismo mogli usporediti sa zidovima i krovom. Tako-
der, o aksioma mozete razmisljati kao o pravilima igre. Primjerice, ako zelimo
igrati Sah, moramo znati kako se figura smije kretati, sto znaci Sah-mat, sto
je dozvoljen potez. Ta pravila ne dokazujemo — jednostavno ih prihva¢amo
kao pocetnu osnovu igre, a daljnu igru razvijamo koristec¢i dozvoljena pravila.

1.1 Prirodni brojevi

Aksiome za prirodne brojeve zovemo Peanovi aksiomi po talijanskom ma-
tematicaru Giuseppeu Peanu (1858. - 1932.).

Pitanje: Kako bismo definirali skup prirodnih brojeva N i operacije zbra-
janja i mnoZenja na tom skupu, koristeé¢i samo pojam skupa i funkcije?

Ako bi vas netko pitao koji je istaknuti element skupa prirodnih brojeva,
vjerojatno biste rekli da je to broj 1 jer je to najmanji prirodni broj. U
osnovnoj skoli ste naucili da je broj 2 sljedbenik broja 1, 3 sljedbenik broja
2, itd. Broj 1 nije sljedbenik niti jednog prirodnog broja. Moguée da ste
pomislili da je 1 sljedbenik broja 0, ali 0 nije prirodni broj. Koriste¢i funk-
ciju sljedbenika i 1 kao istaknuti element skupa prirodnih brojeva koji nije
sljedbenik niti jednog prirodnog broja, dolazimo do sljedece definicije skupa
prirodnih brojeva.

Definicija. Trojka (N,s,1), gdje je N skup, s : N — N funkcija, 1 € N se
zove Peanova trogka ako zadovoljava sljedece aksiome:

(P1) Broj 1 nije sljedbenik niti jednog prirodnog broja, tj.
VneN s(n)#1,

(P2) Funkcija s je injekcija, tj.
m # n = s(m) # s(n)

(Ovdje zapravo pise da razliciti prirodni brojevi imaju razlic¢ite sljedbe-

nike.)



(P3) Ako je S C N takav da vrijedi:

1. 1€ 5,
2. Ako jen € S, onda je s(n) € S, tj.

(Vn e N) (n€ S = s(n) €s),

tada je S = N.

Aksiome (P1), (P2) i (P3) nazivamo Peanovi aksiomi. Aksiom (P3)
zovemo aksiom matematicke indukcije.

Skup N = {1,5(1), s(s(1)), s(s(s(1))), ...} krace zapisujemo kao
N={1,2,3,...},

pri ¢emu je 2 := s(1),3 := s(2) = s(s(1)), itd.
Svaki skup za kojeg vrijede Peanovi aksiomi poistovjec¢ujemo sa skupom
prirodnih brojeva.

Primjer. Skup
P ={0,{0}, {{0}} {{{0}}},. ..}

moZemo poistovjetiti sa skupom N.
Prvi element tog skupa je O (odgovara broju 1 € N), a funkcija sljedbenika
je definirana sa
s(x) ={x}, zeP

Domaca zadaéa. Razmislite mozemo li skup A = {3,4,5,6,...} pri-
rodno poistovjetiti sa skupom N? Ako da, na koji nac¢in? A skup B =
{2,4,6,8,...}7

Primjer. Matematickom indukcijom dokaZite da vrijeds

12422 22432 n*+ (n+1)?% n(2n+3)
1-2 2.3 nn+1)  n+l

za sve prirodne brojeve n.
Uvedimo oznaku
12422 22432 n?+ (n+1)>
Sy = + +ot
1-2 2-3 n(n+1)

Baza indukcije: n =1



12422 5
1.2 2

1(2+3) 5
1+1 2
Indukciyska pretpostavka:
Pretpostavimo da vrijeds

g 12422 22432 n*+(n+1)?%  n(2n+3)
12 2.3 nin+1)  n+l
Indukcigskr korak: Koristeci induktivnu pretpostavku trebamo dokazati
]?+?+?+32.” n4+n+1?2 (n+12+n+2? (n+1)2n+1)+3)
1-2 2-3 n(n+1) n+1)(n+2) (n+1)+1 '

(n+1)* + (n+2)?
(n+1)(n+2)
n@2n+3)  (n+1)2+ (n+2)?
- on+1 (n+1)(n+2)
n(2n+3)(n+2)+ (n+ 1) + (n + 2)?
(n+1)(n+2)
(n+2)(2n*+3n)+ (n+ 1)+ (n+2)?
(n+1)(n+2)
(n+2)(2n*+3n+n+2)+ (n+1)>
(n+1)(n+2)
2(n+2)(n*+2n+1) + (n+1)?
(n+1)(n+2)
_ (n+1)*)(2n+5)
 (n+1)(n+2)
(n+1)(2n +5)
n—+ 2
 (n+1)(2(n+1)+3)
B (n+1)+1

Sn+1 = Sn +

Time je indukcijski korak dokazan pa tvrdnja vrijedi za svaki n € N.

Primjer. DokazZite da za svaki prirodni brojn € N vrijeds

1 1 1
Yt 4>

vVioV2 Vn



Primjer. DokaZite da vrijedi

¢4+¢4+V4+~-+¢Z<& n € N.

n korijena

Primjer. DokaZite da je postanskim markama vrijednosti 3 eura © 5 eura
moguce platiti svaku cjelobrojnu postarinu od 8 eura na vise.

1.2 Cijeli brojevi

Zelimo prosiriti skup N na skup u kojem svaka jednadzba
r+n=m, nméeN

ima rjesenje. Kako to napraviti koristec¢i se prirodnim brojevima? Na koji
nacin mozemo dobiti cijele brojeve iz prirodnih? Intuitivno, svaki cijeli broj
mozemo dobiti kao razliku dva prirodna broja. Na primjer

0=1-1=2-2=3-3=...
1=1-2=2-3=3—-4=...,
—2=1-3=2-4=3-5=...

Problem je sto jo$ uvijek nismo definirali operaciju oduzimanja.

Medutim, vidimo da bismo broj 0 mogli prirodno poistovjetiti s uredenim
parovima prirodnih brojeva (1,1),(2,2), (3,3),... (jer je njihova razlika 0),
broj —1 poistovjetiti s uredenim parovima (1,2),(2,3),(3,4) (jer je njihova
razlika —1) i sli¢no.

Na skupu N x N = {(m,n) : m,n € N} definiramo relaciju ~ na sljedeci
nacin:

(m,n) ~ (p,q) = m+q=n+p.
Za zadacu provjerite da je relacija ~ relacija ekvivalencije (refleksivna, sime-
tri¢na, tranzitivna).

Ako vam se definicija relacije ~ ne ¢ini sasvim intuitivna, mozete razmis-
ljati ovako: Uredeni par (m, n) predstavlja cijeli broj m—n. Uredeni par (p, q)
predstavlja cijeli broj p —q. Ta dva cijela broja su jednaka ako i samo ako je
m—n = p—q, Sto u terminima zbrajanja mozemo zapisati kao m+q = n+p.
Netko ¢e se mozda pitati cemu kompliciranje. Stvar je u tome da cijelu te-
oriju zelimo izgraditi preko aksioma i onda se u ovom trenutku pravimo da
ne znamo $to je operacija oduzimanja. Dopusteno je koristiti samo prirodne
brojeve, operaciju zbrajanja koju smo definirali i svojstva zbrajanja.
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Primjer. Vrijedi (2,3) ~ (3,4) jer je 2+4 =3+ 3. Uocimo da oba uredena
para, (2,3) i (3,4) predstavljaju cijeli broj —1 jer je 2 —3 =3 —4 = —1.

Skup cijelih brojeva definiramo kao kvocijntni skup
Z=(NxN)/~,

tj. skup klasa ekvivalencije relacije ~.
Klasa elementa (m,n) oznacava se s [(m,n)] i interpretira kao m — n.

Primjer.

[(1,1)] ={(n,n) : n € N} (oznacavamo s 0),
[(1,2)] ={(n,n+1):n €N} (oznacavamo s — 1),
[(2,)]={(n+1,n):n €N} (oznacavamo s 1).

n
P RN

5 + °

N
4*

q)
3Ak

o)
QAV
1+ o

1.3 Racionalni brojevi

Zelimo progiriti skup Z na skup u kojem svaka jednadzba x - n = m, gdje je
m € Zin € Z\ {0}, ima rjeSenje. Iz osnovne 8kole znamo da su racionalni
brojevi kvocijenti cijelih brojeva.
Primjer.

1 2 3 k

—=-=—-=— keZ\{0}.

2 4 6 2k \ 10}

Razlomak % mozemo poistovjetiti s uredenim parom (1,2), ali i s uredenim
parom (2,4), kao i sa svakim uredenim parom (k,2k), gdje je k € Z \ {0}.
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Opcenito, svaki razlomak mozemo poistovjetiti s uredenim parom (broj-
nik, nazivnik), pri ¢emu nazivnik moZemo izabrati tako da bude prirodan
broj, dok je brojnik cijeli broj. Budud¢i da svaki razlomak mozemo na besko-
na¢no mnogo nacina zapisati kao kvocijent brojnika i nazivnika, sve takve
uredene parove poistovjec¢ujemo, odnosno stavljamo ih u istu klasu.

Definiramo relaciju ~ na skupu Z x N s

(x,y) ~ (m,n) <= zn=ym.
Ovo odgovara poznatoj ¢injenici:

—=— <<= In=ym.

Relacija ~ identificira sve uredene parove koji predstavljaju isti razlomak.
Drugim rijecima, dva para smatramo jednakima ako daju isti racionalni broj.
Na taj nacin svaki racionalni broj zapravo predstavlja jednu klasu ekvivalen-
cije uredenih parova.

Ta relacija je relacije ekvivalencije. Skup racionalnih brojeva definiramo
kao kvocijentni skup

Q:=(ZxN)/~.

Elemente skupa Q nazivamo racionalnim brojevima. Svaki racionalni broj
predstavlja jednu klasu ekvivalencije uredenih parova cijelog broja i prirod-
nog broja, a zapis % koristimo kao standardni predstavnik klase [(z, y)].

Primjer.

=1[(1,2)] = {(k,2k) : k € N}

Wl NN -

[(—2,3)] = {(—2k,3k) : k € N}

1.4 Uredaji na skupovima N, Z, Q

Primarni ili standardni uredaj na skupu N definiran je na sljedeé¢i nacin:

m < n akoisamo ako Jk € N takav da jen =m + k.

e Na Z:
r<y <= dzeNtakavdajexr+2z=y.
e Na Q:
m  m , ,
—<—/ — mn < mn.
n on



e Opcenito:
r<y <= (z<yiliz=y).

Napomena. Relacija < na skupovima N, Z, QQ ima sljedeca svojstva:

. (Va€eQ) (a<a) (refleksivnost)

—_

2. (Va,be Q) (a<b)A(b<a)= (a=b) (antisimetri¢nost)
3. (Va,b,ceQ) (a<b)A(b<c)= (a<c) (tranzitivnost)
4. (

Va,b € Q) (a <b)V (b<a) (linearnost ili totalnost)

(1) + (2) + (3) + (4) = totalni ureda;.
Uredaj na skupu Q zadovoljava i sljedeca svojstva:

e Va,be Q (a<b)= VceQ(a+c<b+c))
e Va,be Q ((0<a)A(0<b)= (0<ab))

1.5 Brojevni pravac

Pri prikazu racionalnog broja ™, 0 < m < n, na brojevnom pravcu koristimo
Talesov teorem. Na primjer, ako razlomak % zelimo prikazati na brojevnom
pravcu, prvo na pomocénom pravcu nanesemo Cetiri jednake duzine. Zatim
tocku koja predstavlja broj 4 na pomocénom pravcu spojimo s tockom koja
predstavlja broj 1 na brojevnom pravcu. Potom kroz tocku koja predstavlja
broj 3 na pomo¢nom pravcu povucemo paralelu s tom spojnicom. Presjek te
paralele s brojevnim pravcem predstavlja broj %.

Na taj nacin ravnalom i Sestarom moZemo na pravcu konstruirati svaki
racionalan broj.

o
N
K

-

—_



Uoc¢imo jo$ da je skup racionalnih brojeva Q gust u sebi, tj.

V1,2 € Q, ¢1 < @2, g€ Q

takav da je
71 <q < Q2
Na primjer, to vrijedi za
_ Gt
5

Predstavlja li svaka tocka na pravcu neki racionalan broj?

Konstruirajmo tocku koja je od 0 udaljena za duzinu dijagonale kvadrata
sa stranicama duljine 1. Iz Pitagorinog poucka slijedi da ta tocka odgovara
broju &ji je kvadrat jednak 2, tj. broju v/2.

Dokazimo da v/2 ¢ Q.
Pretpostavimo suprotno tj. da vrijedi

V2 e Q.

Tada postoje relativno prosti brojevi m,n € N takvi da je
m_ V2,
n

odnosno

odakle slijedi
m? = 2n?.

Posto je desna strana posljednje jednakosti prirodan broj djeljiv s 2, tada je
i m? djeljiv s 2. Tada je i m djeljiv s 2, tj.

m = 2my



za neki mg € N. (Ukoliko bi m bio neparan broj m = 2mgq + 1, vrijedilo bi
m? = (2mg + 1)* = 4m3 + 4mg + 1,

Sto je neparan broj.)
Sada imamo

2 _ o 2
dmy = 2n7,
odnosno
2 _ .2
2mg =n

Odavde pak zaklju¢ujemo da je i n = 2ng za neki ng € N.
Dakle,

m=2mg, n = 2ng,

Sto je u kontradikciji s pretpostavkom da su m i n relativno prosti.

1.6 Aksiomi polja R, potpunost

Do sada smo vidjeli da se cijeli brojevi mogu definirati preko prirodnih bro-
jeva, a racionalni preko cijelih brojeva. Osim toga, kad smo uvodili cijele bro-
jeve, jedna od motivacija za to nam je bila rjesavanje jednazbi tipa x +3 = 2.
Ta jednadzba nema rjeSsenje u skupu prirodnih brojeva, a ima rjeSenje u
skupu cijelih brojeva. Nadalje, jednadzba x - 3 = 2 nema rjesenje u skupu
cijelih brojeva, ali ima rjesenje u skupu racionalnih brojeva.

Vidjeli smo da postoje brojevi na brojevnom pravcu koji nisu racionalni.
Jedan takav primjer je bio broj v/2 koji je jedno od rjeSenja jednadzbe z2 =
2. Postavlja se pitanje mozemo li svaki realni broj dobiti kao rjesenje neke
algebarske jednadzbe

~1
A" + ap_1x" "+ ...+ a1z +ag =0,

gdje su ag,aq,...,a, cjelobrojni koeficijenti? Realni brojevi koji su rjese-
nja takvih jednadzbi zovu se algebarski brojevi. Medutim, postoje realni
brojevi koji nisu algebarski. Takvi realni brojevi se zovu transcedentni
brojevi. Najpoznatiji transcedentni brojevi su 7 i e.

Aksiomi polja R

U ovoj tocki uvodimo aksiomatiku skupa realnih brojeva koja odreduje
sva njegova svojstva s obzirom na algebarsku strukturu i uredaj na njemu.

R je komutativna grupa s obzirom na operaciju zbrajanja

+:RxR—=R



A1l. Asocijativnost zbrajanja
(Vo,y,2€R) v+ (y+2)=(@+y) + =2
A2. Postoji neutralni element 0
(F0eR) (VzxeR) 0+z=x+0=u=x.
A3. Postojanje suprotnog elementa
(VreR) (I(—z)eR) x+(—x)=(-x)+z=0.
A4. Komutativnost zbrajanja
Vz,yeR) z+y=y+zx.
Skup R\ {0} je komutativna grupa s obzirom na mnozenje
T RxR—=R.
A5. Asocijativnost mnozenja
(Vz,y,z € R) z(yz) = (zy)=.
A6. Postoji neutralni element 1
(F1eR) (1#0) (VzeR) l-z=z-1=u.
A7. Postojanje multiplikativnog inverza
(Ve € R\{0}) (Fz'€eR) z-2l=a' 2=1
A8. Komutativnost mnoZenja
(Vz,y € R) zy = yx.
A9. Distributivnost
(Vz,y,z € R) z(y+2) =zy + 2.

Uredenu trojku (R, +, ) nazivamo poljem. Uvjet 1 # 0 naziva se uvjet
netrivijalnosti jer bi u suprotnom bilo R = {0}.

Na skupu R zadan je linearan (totalan) uredaj <.
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A10. Linearni uredaj

(Vz,y eR) (x<y)V(y <)

A11l. Antisimetri¢nost

(Vz,y eR) (z<y)AN(y<z)= (r=y).

A12. Tranzitivnost
(Vz,y,z € R) (x<y)A(y<z)=(x<2).
Uredaj je u skladu s operacijama zbrajanja i mnozenja.
A13. Uskladenost zbrajanja
(x<y)= VzeR, z+2<y+2).
A14. Uskladenost mnozenja

0<z)AN(0<y)=0<uay.

(R, +, -, <) je totalno uredeno polje.

Uocimo da i ¢etvorka (Q, +, -, <) zadovoljava svih 14 askioma. O¢ito nam
tih 14 aksioma nije dovoljno da aksiomatski razlikujemo Q i R. Za potpuno
aksiomatiku skupa R ¢e nam trebati jos jedan askiom, tzv. aksiom potpu-
nosti. Da bismo uveli taj askiom, prvo trebamo definirati pojam supremuma.

Supremum i infimum skupa, aksiom potpunosti

Definicija. KaZemo da je S CR, S # (), odozgo omeden u R, ako postoji
broj M € R takav da vrijeds

(Vo e S)x < M.

Broj M zovemo gornja meda ili majoranta skupa S'.
Kazemo da je S C R, S # 0, omeden odozdo u R, ako postoji broj
m € R takav da vrijeds
(Ve e S)m <z

Broj m zovemo donja meda ili minoranta skupa S.
Skup S C R, S # 0, je omeden u R, ako je omeden odozdo i odozgo u
R.
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Ako skup S ima majorantu, onda on ima beskona¢no mnogo majoranti jer
je svaki veéi broj takoder majoranta. Nas ¢e zanimati najmanja majoranta.

Definicija. Broj L € R koji je najmanja gornja meda nepraznog odozgo
omedenog skupa S C R nazivamo supremum skupa S i piSemo

L =supS.
L =sup S je karakteriziran sljedecim svojstvima:

1. (Vx € S)x < L. (Ovdje je zapravo simbolima zapisano da je L gornja
meda skupa S.)

2. WVa€R) (a< L) (FzxesS, a<x). (Ovdje je simbolima zapisano da
niti jedan element a koji je strogo mangi od L nije gornja meda skupa

S.)

Sve brojeve a koji su mangi od L moZemo zapisati u obliku L — ¢, za neki
e > 0. Onda uvjet 2. moZemo zapisati i ovako:

(Ve >0) (Fz.€8) L —¢ < .,
odnosno L = sup S je karakteriziran sljedecim svojstvima:
1. Yx € S, x < L (L je gornja meda skupa S.)
2. Ve >0, dx. € S, L —e < z. (Brojevi manji od L nisu gornje mede

skupa S.)

Uvjet 2. bismo jo§ dodatno mogli pojasniti ovako. Ako se pomaknemo
za ¢ lijevo od L, dobit ¢éemo broj L — ¢ koji nije gornja meda skupa .S, §to
znaCi da je neki element x. skupa S veéi od L — €.

dx. € S

L—¢ e>0 L

Primjer. Neka je S = (—o0,1). Tada je L =sup S = 1.

Dokaz. 1. Za svex € S vrijedi x < 1.

12



2. Za e >0 moZemo naci neki element skupa S koji je veéi od 1 — e, npr.
aritmeticku sredinu brojeva 1 — € 1 1.

(1—5)+1:

. — €
° 2 2

Supremum koji je u skupu nazivamo maksimum, tj. ako je
L=supSeSs
onda je L = max .S.
Sada napokon mozemo izreéi posljednji aksiom skupa R.

A 15. (Aksiom potpunosti):
Svaki neprazan odozgo omeden podskup S C R ima supremum u R.

Totalno uredeno polje koje zadovoljava (A15) zovemo uredeno potpuno
polje. Dakle, (R, +, -, <) je uredeno potpuno polje.

Teorem 1.1 (Arhimedov aksiom). U skupu R vrijedi:

(Va,b € R) (a>0,b>0) (IneN) t.d. (na>b).

Prije nego sto dokazemo zadani teorem, pokusat ¢emo ga opisati da ga lakse
zapamtite. Zamislite da kornjaca ima duljinu koraka a, a zec duljinu koraka
b. Kao i u Ezopovim basnama, samouvjereni zec je napravio jedan veliki
korak duljine b i odlucio odrijemati. Za to vrijeme, vrijedna kornjaca radi
male korake duljine a. Trebat ¢e joj neko vrijeme da prestigne usnulog zeca,
ali nakon nekog broja koraka (ukoliko zec nastavi spavati), sporna i vrijedna
kornjaca ¢e prestici zeca. Taj broj koraka je n.

Ty ¥

0 a 2a 3a 4a ba 6a Ta 8a 9a 10a b 1la
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Na gornjoj slici je n = 11.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj.
(Ja,b €R) (a>0,b>0)t.d. (¥YneN)na<hb.

Uvedimo oznaku
S:={na:n e N}.

Kako je za svaki n € N, na < b, slijedi da je b gornja meda skupa S. Po
aksiomu potpunosti postoji
L:=supS.

Vrijedi:
(i) (Vn € N)na < L.
(i) (Ve >0) (3z.) € S takav da je

L—¢e<ux..

Posto je . € S, onda je x. = n.a za neki n. € N, odnosno
(Ve > 0)(In. € N) t.d. L —e < n.a.

Koji € > 0 izabrati da dodemo do kontradikcije s pocetnom pretpostavkom?
MozZemo uzeti onaj ¢ > 0 za kojeg ¢e n.a + ¢ biti element skupa S, npr.
€ =a.

Uzmemo li € = a, onda postoji n, € N takav da

L —a<n,a,

odnosno
L < (ng + 1a.

Medutim, kako je (n,+1)a € S, dobili smo kontradikeiju s (i), da je L gornja
meda skupa S.
0
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Netko se moze zapitati vrijedi li Arhimedov aksiom i u skupu Q i ako da,
mozemo li to dokazati bez koristenja aksioma potpunosti? Odgovor je da.

Zadatak. Dokazite da Arhimedov aksiom vrijedi u skupu Q.

Rjesenje. Neka su q,¢ € Q, q,¢ > 0. Tada postoje m,k,m', k' € N takvi
da je

— m R
q - k’ ) q - *
Treba dokazati da postoji n € N takav da
ng >,

odnosno

Sto je ekvivalentno
n(mk') > m'k.

Uocimo da su brojevi (mk') i (m'k) prirodni brojevi. Dakle dovoljno je poka-
zati da za svaka dva a,b € N postoji n € N takav da

na > b.
Pretpostavimo suprotno:

(Ja,b € N) t.d. (vn € N) na <b.
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Posebno, za n = b imamo
ba <b=a<1.
Dakle a = 1, odakle slijeds
(Vn e N)n <b.
Dogli smo do kontradikcije (znamo da skup N nije odozgo omeden.)

Zadatak. Odredite supremum skupa
S = {L Cne N} .
n+1

1)—-1 1
n :(n+) - <1
n-+1 n+1 n+1

Rjesenje. Vriyed:

(1)(Vn € N)
pa je 1 gornja meda skupa S.
Dokazimo da je 1 supremum. Neka je € > 0 proizvoljan.

(ii) Treba dokazati da postoji n € N takav da

l—e<

n+1

1
n+1

Sl—e<1-—

S l<e(n+1)

Primjenom Arhimedovog aksioma na 1 ( korak zeca") i e > 0 (,korak kor-
njace") dobijemo
dn. € N takav da n.e > 1,

odakle slijedi 1 < n.e < e(n. +1). Dakle postoji n. € N takav da

l—e< 2
ne + 1
Dokazali smo da je
sup S = 1.

Zadatak. Odredite supremum skupa

4dn — 3
S_{2n+1 : nEN}.
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Rjesenje. (i) Vrijedi

dn—3 202n+1)—
men B3 _ @nt1)=5_, 5

= <2
2n + 1 2n + 1 2n + 1

pa je 2 gornja meda skupa S.
Dokazimo da je 2 supremum. Neka je € > 0 proizvoljan.
(i) Treba dokazati da postojin € N takav da

5 <4n—3
— &
2n+1
5)
S2—e<2—
c o+ 1

&bh<e(2n+1)

Primjenom Arhimedovog aksioma na 5 (,korak zeca") i e > 0 (,korak kor-
njace") dobijemo
dn. € N takav da mn.e > 5,

odakle slijedi 5 < n.e < &(2n. + 1). Dakle postoji n. € N takav da

2—ec< in. =3
2n. +1
Dokazali smo da je
sup S = 2.

Definicija. Broj ¢ € R koji je najveca minoranta nepraznog odozdo omedenog
skupa S C R nazivamo infimum skupa S i piSemo ¢ = inf S.
¢ =inf S je karakteriziran sljedecim svojstvima:

1. Wz e S) (< (Brojl je donja meda skupa S.)
2. (Ve >0) (Jz. € 8) t.d. x. < l+¢e. (Brojevi veci od { nisu donje mede
skupa S.)

Infimum koji je u skupu nazivamo minimum, tj. ako je / = infS € S,
onda je

¢ =minS.
dr. € S
[ e>0 l+¢



Uvjet 2. bismo jos dodatno mogli pojasniti ovako. Ako se pomaknemo za e
desno od [, dobit ¢emo broj [ + ¢ koji nije donja meda skupa .S, §to znaci da
je neki element x. skupa S manji od [ + ¢.

Zadatak. Odredite supremum i infimum skupa
12 —
S = { on cneE N} )
n+3
Rjesenje. (i) Vrijedi

12—5n  —=5(n+3)+27 27
(el =3 n+3 s
pa je —5 donja meda skupa S.
Dokazimo da je —5 infimum. Neka je € > 0 proizvoljan.

(ii) Treba dokazati da postoji n € N takav da

> —5.

27
—S5+e>-bH+—.
n+3

= e>

n+3

& 27 < e(n+3)

Primjenom Arhimedovog aksioma na 27 (,korak zeca") i e > 0 (,korak kor-
njace") dobijemo

dn. € N takav da n.e > 27,
odakle slijedi 27 < n.e < &(n. + 3). Dakle postoji n. € N takav da

12 — 5n
—0+e<
n+3
Dokazali smo da je
inf § = —5.
Kako odrediti supremum? Uvedimo oznaku
12 — 5n
ay = :
n+3

Uocimo da za svaki prirodni broj n € N vrijeds

1
< 1 = 3 < 1 3 = >
n<n+ n+ (n+1)+ nt3 i1l 13
— 27 > 27 = -5+ 27 > =5+ 27
n+3 (n+1)+3 n+3 (n+1)+3

= Qp > Ap41-
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Stoga je S = {a1, as,as, ...}, gdje je
ap > Qo > a3 > Qg > ...
12-5 _

Iz toga vidimo da je maksimum skupa S element a; = 353> = %. To je ujedno

i supremum skupa S, tj. sup.S = %.

Vidjeli smo da ¢injenicu kako svaki odozgo omeden skup u R ima supre-
mum u R uzimamo kao aksiom, odnosno kao tvrdnju koju ne dokazujemo.

Sada ¢emo pokazati da vrijedi i sljedece: svaki odozdo omeden skup u
R ima infimum u R. Za razliku od prethodne tvrdnje, ova nije aksiom nego
teorem. Njegov dokaz temelji se upravo na aksiomu potpunosti.

Teorem. Neka je S C R, S # (), odozdo omeden skup. Tada postoji | =
inf S € R.

Dokaz. Neka je
ST ={-z:2€85}

Kako je S odozdo omeden, postoji m € R t.d.

(VxeS) m<ux.

= -m>—-x Vres.

= —m je gornja meda skupa S~

Po aksiomu potpunosti skup S~ ima supremum. Neka je L = sup S™.
(i) (V(=2x)eS7) —x<L /(1)
(ii)) (Ve >0) (I(—z)eS7)td L—e<—a [/ -(—1)
MnoZenjem gornjih nejednakosti s —1 dobivamo:
(i) VxeS) x>—-L
(ii) (Ve >0) (Jze€S)td —L+e>zx
Iz prethodne dvije turdnje slijedi —L = inf S.

Teorem. Skup Q je gust u R, tj.

(Ve>0) (VzeR) (z—e,x+e)NQ#0.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj.
(Fe > 0) (z € R) takvi da je (x —e,x+e)NQ = 0.
To znaci da za svaki q € Q vrijedi
g<xz—¢ ili g>x+e¢.
Odaberimo racionalne brojeve qi,qs € Q takve da vrijeds
@< —¢, 22T +E.

Podijelimo segment [q1, g2 na n jednakih dijelova.

Qp = 1
42 — 41
ap =q+
20 — ¢
n
Op = (2.
Svi o = q1 + q2 w) ke {0,1,2,...,n} su racionalni brojevi.
Qg1 Ok Oko+1 Qi
0 r—e¢ r+e ©

Po pretpostavci vrijedi
ap<zr—¢c i aq>x+c¢€
za sve k € {0,1,2,...,n}. Neka je ko najveci indeks takav da
Oy < T — €.

Tada je
Qfg+1 = T + €.

Odavde slijedi

2 — 1
p—

2e S Ako+1 — Oy =

Dakle
2een<qp—q

20



za sven € N. Dosli smo do kontradikcije s Arhimedovim askiomom. Naime,

primjenom Arhimedovog aksioma na 2 > 0 i ¢ — q1 > 0 zakljucujemo da
postogi n. € N takav da je

2e-n. > qo — q1.
Dakle,
<I—€,5L‘—|—E>m(@7é®

QUIET HOURS at the |NFINITE HOTEL

Can You
V%Q(DH’ GFUIET 2

Room 1? oh —
THAT explains it

okay, hew d:7d
T miss that?
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Teorem (Cantorov aksiom). Dani su segmenti [a,,b,] C R, n € N takvi da
vrigedi
[an+17 bn+1] g [ana bn]

za sve n € N. Tada postoji x € R takav da je x € [an, b,] za sve n € N.

C [ r 17 7
CCC o J J J

ay a2 b;g b2 bl

Dokaz.
Uvedimo oznake

A:={a, :n € N}, B ={b, :n € N}



Skupovi A i B su ograniceni, odozdo s ay, odozgo s by, pa postoji sup A i
inf B. Dokazimo da je
sup A < inf B.

Najprige éemo dokazati da je
a, <b, VYn,meN.
1. Zan =m je to ocito.
2. Zan<m=m=n+k za neki k € N:

Qp, S Ap+41 S Ap+2 S T S Ap+k = Am S bm = ap S bm

S Zan>m=>n=m-+k za neki k € N:

bm Z bm+1 2 e Z bm+k - bn 2 Uy = G S bm

Prema tome, za sve n € N je a,, donja meda skupa B, a iz tog slijedi da je
a, <inf B

za svakin € N (jer je infimum najveéa donja meda).
Iz toga mozZemo zakljuciti da je inf B gornja meda skupa A, a onda je
sup A < inf B (jer je supremum najmanja gornja meda). Dakle

(VneN) a, <supA <inf B <b,,

odnosno
[sup A, inf B] C [an,b,] Vn € N.
Neka je x € [sup A, inf B| proizvoljan. Tada je x € |ay, b,| za svakin € N.

Napomena. Druga moguca aksiomatika polja R se dobije ako aksiom pot-
punosti zamijenimo s Arhimedovim aksiomom i Cantorovim aksiomom.

1.7 Ekvipotentni skupovi, prebrojivost

Definicija. Za skupove A © B kaZemo da su jednakobrojni ili ekvipotentni ako
postoji bijekcija f: A — B. Tada kaZemo da A © B imaju jednak kardinalni
broj @ pisemo

k(A) = k(B) ili A~ B.

Na kolegiju Uvod u matematiku ste dokazali da je ekvipotentnost re-
lacija ekvivalencije, tj.:
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i) A~ A
(i) A~B=B~A
(ili) (A~B)i(B~C)= (A~ ()

Definicija. KaZemo da je beskonacan skup S prebrojiv ako je ekvipotentan
skupu prirodnih brojeva N. U suprotnom kaZemo da je S neprebrojiv.

Drugim rije¢ima, prebrojivi su oni beskonacni skupovi ¢ije elemente mo-
zemo nanizati (poredati u niz), bez da ikoga presko¢imo.

Primjeri:

1. N~ 2N

Funkcija f : N — 2N
f(n)=2n

je bijekcija.

1 2 3 4 5 6
2 4 6 8 10 12

Parne brojeve smo nanizali na sljedeé¢i nacin

2,4,6,8, ...
i pri tome niti jedan parni broj nismo preskocili.

22 N~2N—-1={2n—1:n€ N}
Funkcija f: N — 2N —1

fln)=2n-1

24
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Neparne brojeve smo nanizali na sljedec¢i nac¢in
1,3,5,7,...

i pri tome niti jedan neparni broj nismo preskocili.
.N~Z
Funkcija f : N — Z definirana s

f(2n) = n, f@Cn—1)=-n+1
je bijekcija.

1

2 3

4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Ukratko, parne prirodne brojeve smo preslikali u njihove polovice, a ne-
parne prirodne brojeve oblika 2n — 1 smo preslikali u —n+1. Time smo
sve pozitivne cijele brojeve dobili kao slike parnih prirodnih brojeva, a
negativne cijele brojeve i nulu smo dobili kao slike neparnih prirodnih
brojeva.

Cijele brojeve smo nanizali na sljedeé¢i nac¢in
0,1,-1,2,-2,3,-3,4, 4. ..

1 pri tome niti jedan cijeli broj nismo presko¢ili.

. a,b] ~ [c,d].

Bijekcija f : [a,b] — [¢,d] je dana linearnom funkcijom

flo)= = —a) +e
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Ty = (b,d)

~

Pitanje: Je li [a,b] ~ (a,b) za a,b € R, a < b?

Idu¢i teorem navodimo bez dokaza i iskoristit ¢emo ga da bismo dokazali
da je [a,b] ~ {(a,b).

Teorem (Cantor—Bernstein—Schrdder). Ako postoje injekcije f : A — B i
g:B— A, onda je A~ B.

Odaberemo proizvoljni segment [c,d] C (a,b). Vidjeli smo da je [a,b] ~
[c,d], odnosno da postoji bijekcija f : [a,b] — [c,d]. Ako kodomenu pove-
¢amo, to neée utjecati na injektivnost. Dakle, funkcija f : [a,b] — (a,b) je
injekcija. S druge strane, funkcija id : (a,b) — [a,b] (id(x) = x) je injekcija.

Iz Cantor—Bernstein-Schréoderovog teorema slijedi (a, b) ~ [a, b].

Sada ¢emo pokazati da je skup Q prebrojiv, odnosno da njegove elemente
mozemo nanizati. Da bismo to dokazali, treba nam nekoliko medukoraka.

e N~ NxN
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Iz prethodne slike je jasno da elemente skupa N x N mozemo nanizati onako
kako pokazuju strelice, odnosno da je N ~ N x N. Prvih nekoliko elemenata
tog niza su

(1,1),(1,2),(2,1),(3,1),(2,2),(1,3),(1,4),(2,3),(3,2), (4, 1), (5,1),.. ..
Ovaj postupak se, iz oCitog razloga, naziva dijagonalni postupak.

o 7 xN~NxN

Definiramo
k,n), m = 2k
flm.m) = 4 7
(—k+1,n), m=2k—1
Sto je bijekcija, pa vrijedi

Nx N~ Z x N.

Dakle,
Z x N~NxN~N.

Propozicija. Skup Q je prebrojiv skup.
Dokaz. Imamo
Q:{T:nEN,mGZ, (m,n)zl}.
n

Funkcija definirana s

f:Q—7ZxN, f(%)z(m,n),

je injekcija. S druge strane, posto je Z X N prebrojiv skup, postoji bijekcija g :
ZxN = N pajego f:Q— N injekcija (kompozicija injekcija je injekcija).
Takoder, id : N — Q je injekcija. Iz Cantor—Bernstein—Schroderovog teorema
slijeds

Q~N,

odnosno Q je prebrojiv skup.

Teorem. Neka su a,b € R, a <b. Segment |a,b] je neprebrojiv.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji bijekcija f: N — [a, b].
Ideja: Konstruirat cemo niz padajucih segmenata unutar zadanog seg-
menta [a, b]
[a1, 1] 2 [ag, bo] 2 [az, b3] 2 -+

takvih da f(n) & [ani1,bni1] 2za sve n € N. Definiramo ay :=a, by :=b.
Korak 1: Ako je f(1) lijevo od sredine segmenta a1, b1], odnosno ako je

b
F) < 92
onda stavimo "
ai 1 _|_b
ag = QTI, bg = bl'
70)
ay a; + by by

2

Ako je pak f(1) desno od sredine segmenta [ay,b;], odnosno ako je

ay + by
2 b

f(1) >

onda stavimo
) ) aq + b1
ag = ag, bg = B .

70)
3] ay + b1 bl
2

U oba slucaja smo osigurali da f(1) ¢ |ag, bs] i da je [a1,b1] 2 [ag, ba].

Korak 2: Ukoliko f(2) ¢ |aa,bs], onda moZemo uzeti az := ag, by := by.
Ako je f(2) € [ag, bs], onda segment [as, bs] konstruiramo kao i u 1. koraku.
Nastavljamo postupak i dobijemo niz segmenata [ay,,b,| takvih da je

[anJrla bn+1] g [ana bn]; f(n) ¢ [@nJrl; bn+1]

za sven € N.

Po Cantorovom aksiomu postoji

T € ﬂ[an,bn}.

neN
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Kako je f bijekcija, postoji m € N takav da je f(m) = x. Ali tada

z = f(m) & [ami1, bl

sto je u kontradikcigi s ¢injenicom

T € ﬂ[an,bn}.

neN
Dakle, segment [a,b] je neprebrojiv skup.
Korolar. Skup realnih brojeva R je neprebrojiv.

Dokaz. Uocimo da je tan : (—3,5) — R bijekcija.

BRI 3

| 1 tan ¢
C2 |

-/ o
' "

—2 2 1

[ |
[l 1

Stoga je

R ()~ el

Kako je segment [—%, %} neprebrojiv skup, onda je i skup R neprebrojiv.

Za dodatnu ilustraciju obradene tematike preporucujemo sljedeéi video:
Hilbertov hotel
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Slika 1: Hilbertov hotel




2 Nizoviu R

2.1 Niz i podniz

Definicija. Funkciju a: N — S zovemo niz u S.

Radi jednostavnosti uvodimo oznaku a,, := a(n), a niz éemo oznacavati
oznakama

(@n)nens  (An)n,  (an)

Definicija. Neka je (a,) niz u R.
e Niz je rastuci ako za sve n € N vrijedi a,, < apa1.

e Niz je strogo rastuci ako za sve n € N vrijedi a,, < @p41.

Niz je padajuc¢i ako za sve n € N vrijedi a,, > ay,41.
e Niz je strogo padajuci ako za sve n € N vrijedi a,, > a,1-

Definicija. Za nizb : N — S kaZemo da je podniz niza a : N — S ako postoji
strogo rastuci niz p : N — N takav da je

b=aop.
Primjer. Funkcija p(n) = 2n je strogo rastuéi niz u skupu N. Stoga je
b(n) = (aop)(n) =a(2n) = ay,
podniz niza (ay,).

Za podnizove vrijedi

bn = ap(n) = ap, -
Sljede¢a lema je vrlo jednostavna za dokazati, a koristit ¢emo je u nekim
dokazima kasnije. Ako je (p,) strogo rastuéi niz u N, tada za svaki n € N
vrijedi

n < Dn.

Dokaz. Dokaz provodimo matematickom indukcijom. Uocimo da je proma-
trani niz (p,) niz u N.

1 € N=1<py,

Pretpostavimo da tvrdnja vrigedi za neki k € N, tj. da je k < pr. Kako je niz
(pn) strogo rastuci, imamo

Pk+1 > Pk > ka

12 Cega sligedi ppr1 > k. Znamo da je pry1 € N pa mora vrijedit

Prt1 = K+ 1
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2.2 Limes niza u R

Definicija. Niz realnih brojeva (a,) konvergira ili tezi prema realnom broju
L ako za svaki € > 0 postoji n. € N takav da

(VneN) (n>n.) = |a, — L| <e.
Tada broj L zovemo granicna vrijednost ili limes niza (ay,) i pisemo

L = lim a,.
n—o0

Ako niz ne konvergira, kaZemo da divergira.
Drugim rije¢ima, broj L je limes niza (a,) ako za svaki ¢ > 0 gotovo svi

¢lanovi niza pripadaju e-okolini broja L. Pod gotovo svi mislimo svi osim
kona¢no mnogo njih, a pod e—okolina mislimo na otvoreni interval

(L—¢e,L+¢).
(079
R o
€
L ° .a ® L i
6 a a
e ° as 7 as 9
Qy
L — Er- """ TT oo @ T T T T T T T T Tt Tt T T T T T T ST T T T T m oo s
as
[
a2
[ ]
ai Ne
T T T ' T T T T T

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Idué¢i teorem nam garantira da svaki konvergentni niz ima samo jedan

limes.

Teorem. Konvergentan niz u R ima samo jednu graniénu vrijednost.

Dokaz. Pretpostavimo da niz (a,) ima dvije granicne vrijednosti a,b € R,
a #b. Tada za svaki € > 0 otvoreni interval (a — €,a + €) sadrZi gotovo
sve clanove niza (a,). Medutim, posSto je i b limes niza, otvoreni interval
(b—e,b+ ¢e) takoder sadrzi gotovo sve élanove niza (a,). Sada je dovoljno
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uzeti neki ¢ > 0 za kojeg su ta dva otvorena intervala disjunktna. Npr.
mozZemo uzeti € koji je jednak polovini udaljenosti brojeva a i b

B la — b|

c 2

ili bilo koji mangi broj. Tada otvoreni interval (a —e,a+€) sadrzi gotovo sve
¢lanove niza (ay), Sto znaci da izvan tog intervala moZe biti samo konacno
mnogo clanova. Buduéi da je interval (b — e,b+ ¢) disjunktan s intervalom
(a—e,a+e¢) za
_la—10|
-
slijedi da se za taj € u intervalu (b — e,b + ¢) nalazi samo konacno mnogo
¢lanova niza (ay,).

No tada b ne moze biti limes niza (a,), $to je kontradikcija.

3

U sljede¢im zadacima limes ¢emo odredivati koristeé¢i definiciju limesa.

Zadatak. Odredite koristeci definiciju limes niza a, =

3=

Rjesenje. Twrdimo da je
1
lim — = 0.
n—oo N,

Zelimo dokazati da za svaki e > 0 postoji n. € N takav da

1
(Vn e N) (n >n.) = ——0‘<5,

n

). da
1
(Vn € N) (nzns):>5<€.

Po Arhimedovom aksiomu, za svakie > 0 postojin. € N takav da je 1 < n.-¢.
Zan>mn. vrgedi 1 < n.-e<n-e, odakle slijedi 1 <n -< .

1
— <&
n

Dokazali smo da je
1
lim — = 0.
n—oo 1

Na primjer, za € = 1, moZemo uzeti n. = 2, za € = % mozZemo uzeti n. = 3,
dok za € = % mozemo uzeti n, = 7.

— 2n+1

Zadatak. Odredite koristeci definiciju limes niza a, = 55
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Rjesenje. Uocimo da je

2n+1_2(n+1)—1_2 1

n+1 n+1 n+1

Tvrdimo da je
2n+1 5

1m

Zelimo dokazati da za svaki € > 0 postogi n. € N takav da

2n+1
Vn eN) (n > n. _9| <.,
(Vn e N) (n >n.) = 1 ‘<8
7. da
1
> .
(VnGN)(n_na):>H+1<6

Po Arhimedovom aksiomu, za svakie > 0 postojin. € N takav da je 1 < n.-€.
Zan >n. vrijedi 1 < n.-e < (n+1)-¢, odakle slijedi 1 < (n+1) - € tj.

L <
€.
n+1
Dokazali smo da je
2n+1
im =2
n—oo 1, + 1
Zadatak. Odredite koristeci definiciju limes niza a, = %
Rjesenje. Uocimo da je
3—n? 4—(n*+1) 4
n?+1 n?+1 n?+1
Tvrdimo da je
3 —n?

im =
n— 00 n2 -+ 1
Zelimo dokazati da za svaki e > 0 postogi n. € N takav da

3 —n?

(VneN) (n>n.) = 1

(=1)

<e,

t7. da




Po Arhimedovom aksiomu, za svakie > 0 postojin. € N takav da je 4 < n.-c.
Zan > mn. vrijedi 4 < n.-e < (n2+1)-e < (n®>+1)-¢, odakle slijedi
4<(n*+1)-¢t
4
n?+1

< E.
Dokazali smo da je
3 —n?
im =
n—o00 n2 —+ 1

Teorem. Konvergentan niz u R je ogranicen.

Dokaz. Neka je (a,) konvergentan niz u R i neka je L njegov limes. Htjeli
bismo pokazati da postoji M > 0 takav da |a,| < M za sve n € N. Za svaki
e > 0 postoji n. € N takav da

(VneN) (n>n.) = la, — L| <e,
Posebno za € =1 postoji ny € N takav da
n>n = |a, — L] <1,
odakle slijeds
lan| =lan, — L+ L| <l|a, — LI+ |L| <1+|L| (%)
za sve n > ny. Time smo dokazali da je broj 1 + |L| gornja meda skupa
{lan| :n =1} = {lan, [ |an, 11], [an 2], -}
Mi bismo htjeli pronaci gornju medu za skup {|a,| : n € N}. To lako mozZemo
uciniti stavimo i
M = mazf{|a1], |as|, ..., |an, 1|, 1+ |L|}.
Jasno sada je |a,| < M za sven € N.

Napomena. [zbor ¢ = 1 u dokazu nije od posebne vaznosti; mogao se uzets
proizvoljan € > 0. Bitno je da su svi osim konacno mnogo clanova niza ogra-
niceni, dok se konacno mnogo preostalih ¢lanova moZe ograniciti uzimangjem
maksimuma. Za € = 1 postoji indeks ny € N takav da za sve n > ny vrijeds

la, — L] < 1,
odnosno
L—-—1<a,<L+1.

Dakle, svi clanovi niza od mjesta ny nadalje nalaze se izmedu brojeva L —1 i
L+1. Buduci da je preostalo jos samo konacno mnogo clanova ay, . . ., an, 1,
moZemo uzeti broj M koji je veci ili jednak apsolutnim vrijednostima svih tih
¢lanova, kao i broju 1 + |L|. Tada vrijedi |a,| < M za sve n € N.
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Primjer. Ogranicenost nije dovoljna za konvergenciju. Na primjer, niz

a, = (—1)"

je ogranicen niz koji ne konvergira.

Teorem. Svaki podniz konvergentnog niza u R je takoder konvergentan i ima

istu. granicnu vrijednost kao i pocetni niz.

Dokaz. Oznacimo

L= lim a,.
n—oo

Tada za svaki € > 0 postoji n. € N takav da

n>n.=la, — L| <e.
Ako je (a,,) podniz, tada zbog p, > n vrijedi

n>n.=p,>n.=la, —L| <e.

Dakle,

lim a,, = L.

n—oo

Napomena. Iz prethodnog teorema slijedi da je niz a,

Naime, vrijeds

lim as, =1, lim as, 1 = —1.

n—o0 n—oo

(=1)™ divergentan.

Buduéi da su (ag,) i (ag,—1) podnizovi niza (a,) s razlicitim limesima, slijedi

da niz (a,) ne moze biti konvergentan.
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Vidjeli smo da su svi konvergentni nizovi u R ogranic¢eni. S druge strane,
ograniceni nizovi u R ne moraju biti konvergentni. Medutim, ako je ograni-
¢eni niz dodatno i monoton, onda ¢e biti konvergentan.

Teorem. Svaki ogranicen i monoton niz u R je konvergentan.

Dokaz. Pretpostavimo da je (ay) rastuci niz, tj. da za sve n € N ovrijedi
ap < ani1. Definirajmo skup

A={a,:n €N}

Buduéi da je niz (a,) ogranicen odozgo, skup A ima supremum. Oznacéimo
taj supremum s L.
L=supAeR.

Vrigeda:
1. (YneN)a, <L,
2. (Ve > 0) (3In. € N) takav da je

L—e¢<a,,.

Za svaki n > n. vrijedi:

L—-—e<a, <a,<L<L+e,
———
rastucéi niz
odnosno
la, — L| < e.

Dakle,
lim a, = L = sup A.

n—oo

Analogno se pokazuje da za padajuci niz vrijedi

lim a, = inf{a, : n € N}.

n—o0
Primjer. Monotonost nije nuZan uvjet za konvergenciju. Na primger, niz

(=D"

n

konvergira prema 0, ali nije monoton.
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2.3 Operacije s konvergentnim nizovima

Teorem. Neka su (ay,) i (b,) konvergentni nizovi u R te neka vrijedi
lim a, =a, lim b, =0".
n—oo n—oo

Vrijede sljedeca svojstva:

1. Niz (a, £ by,) je konvergentan niz i

lim (a, £ b,) = a+b.

n—oo
2. Niz (ay, - b,) je konvergentan niz i

lim (a, - b,) = ab.
n—oo

3. Ako je b, #0 za sven € N 1 b # 0, tada je i niz <Z—:> konvergentan i

vrijedi

4. Niz (|a,|) je konvergentan i vrijedi

lim |a,| = |al.
n—oo

Dokaz. Iz definicije konvergencije niza (a,) slijedi

(Ve > 0)(Fnea €N) (n>n.,) = la, —a| <e, (1)
a iz definicije konvergencije niza (b,) slijedi

(Ve > 0)(Fn.p €N) (n>mn.p) = |b, — b <e. (2)

1. Htjeli bismo pokazati da niz (a, £0b,) konvergira prema a+b, tj. da za
svaki € postoji n. € N takav da

(n>n:) = |(a, £b,) — (aLb)| <e.
Iz nejednakosti trokuta dobivamo:
|(an +bn) — (a+b)| = [(an — a) + (by — )| < |an — a| + [bn — 0],

odnosno

|(an_bn)_(a_b)| = ’(an_a)_(bn_bﬂ < |an_a’+|_(bn_b>’ = |an_a‘+|bn_b|-
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Htjeli bismo namgestiti n. € N takav da je
la, —al + b, —b] < ¢

za sve n > n.. Kako to moZemo postici? Uocimo da je € = 5 + 5.
Ako i ([2) primijenimo na 5 > 0, dobivamo

(nza €N) (n2>ng,) = la, —al < %,
£
(Fnzp €N) (n>ngy) = [b, — b < 5

Stavimo n. := max{ng’,,,, n%h} Zan > n, vrijedi:

€

(@0 +b) = (@+ )] < lag —a| +[bu =] < S+ 5 =&,
odnosno

a, —b,) — (a—0b)| <l|a, —al+1b, —b <§+E=€,

I 513

Dakle,
lim (a, £b,) = a+b.

n—o0

. Za produkt koristimo procjenu:
|a,b, — abl = |a, (b, — b) + b(a, — a)| < |a,||b, — b + |b| |an — al.

Buduéi da je (a,) konvergentan niz, on je ogranicen, tj. postoji M >0
takav da je |a,| < M. Stoga je

|anb, — abl < |a,||b, — b + 10| |an, — a|] < M |b, — b + |b| |an — al.
Htjeli bismo namgestiti n. € N takav da je
M |b, — b + |b] |a, — a] <€

za sve n > n.. Kako to moZemo postici?

Ako i (2) primijenimo na £ > 0, dobivamo

(Fnep eN) (n>nwyp)=|b,—b <€

(g €N) (n>no,) = la, —al <€,
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Koji ¢’ > 0 namjestiti da dobijemo ono Sto Zelimo, a to je

Znamo da je

M |b, — b| + |b] |a, — a] < e?

M b, — b| + |b]|an, — a| < Me" + |b|e’

za ne = max{n. 4, N p}. Primijetimo da se u procjeni pojavljuju ko-

eficijenti M i |b|, pa ne moZemo izravno uzeti €' =

nizova. Zato biramo &' tako da vrijedi

odnosno uzmimo

Me' + |ble' =&,

;o g
M+ b

i ne = max{n. 4, Nerp}. Zan > ne vrijedi:

5 kao kod zbroja

3
anb,—abl < M |b,—b|+|b||a,—a| < Me'+ble’ = (M+|b])——— = ¢.
| | < M [bp—bl+[b] [an—al [ble" = ( ||>M+|b|
Dakle,

nh_}ralo(an -bp) =a-b.
Korak Zbroj nizova Produkt nizova

Procjena izraza

[(an+bn)—(a+b)| < lan—al+|bn—0|

|anbn —ab| < |an]| |bn — b+ |b] |an —a

Dodatni alat

nije potreban

(an) je ograniden = |an| < M

Strategija za €

Izbor parametra

— £ £
e=3+3
€

2

e = Me' + |ble’
!

J— =
€ = M

Primjena definicije

lan —a| < 5 i]bn —b[ < 5

lan, —a| <€ i|bp —b] <€

Indeks

Ne = ma‘x{ns 2,a) e 27b}

ne = max{n. ,,n. p}

Dokaz koji sligedi nesto je tehnicki zahtjevnigi @ sluzi prije svega za ilus-
traciju primjene definicije limesa u sloZenijoj situaciji. Nije ga potrebno
ucitt napamet, vec je vazno razumgeti osnovnu ideju i korake koji se u

njemu koriste.

Kod kvocijenta nizova najprije dokazujemo da niz reciprocnih vrijed-

nosti (E) konvergira prema 3

1
b

primjenom pravila za produkt.

Nagprije éemo pokazati da

a zatim tvrdngu o kvocijentu dobivamo




Promotrimo izraz

_ bn b
[bn| 0] °

1 1‘_'b—bn

b, b b,b

1. korak: Zelimo izraz Ib_lnl ogranicitt odozgo, odnosno pokazati da je

|b,| odozdo ogranicen pozitivnom konstantom. Kako to napraviti?

Neka je e > 0. Tada iz definicije limesa slijedi da postoji ne € N takav
da za sve n > ng vryjedi

|b, — b| < €.
1z nejednakosti trokuta imamo
|b| = |b — by + bn| < |b - bn| + |bn|7

odakle slyjedi
[b] = [bn — b] < [ba].

Sada tmamo
|bn| > [b] = [bn, — 0] > [b] — €’

za sve n > ng. Sada Zelimo da desna strana bude pozitivna, tj.
|b| — &' > 0.

To moZemo postici ako uzmemo bilo koji

e < |b|.
Na primjer, moZemo uzeti
g = 1ol
5
Tada za sve n > ng vrigeds
o] 1]
byl > b — — = —.
bal > 6] = £} = 2

Dakle, niz (|b,|) je odozdo ogranicen pozitivnom konstantom:

b
b, | > % za sve n > ne.

Stoga za sve n > ng vrijedi

b, — bl.

1 1‘_ bu—bl _ lba—=b _ 2

b b foullol T BE TP
n n 2
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Htjeli bismo namgestiti n. € N takav da je

24 SVE N > N,.

Ako definiciju limesa za niz (b,) primijenimo na €” > 0, dobivamo
(HTLE// € N) (TL > ng//) = |bn — b| <.
Znamo da vrijeds

1 1 2 2
2 < S b b < e
b, J—w” < p°

za n > max{n.,n.}.

Zelimo namjestiti " > 0 tako da bude

2 !
W@ = €.
Zato uzimamo )
b
- 2

Stavimo
Ne = max{n.,n.}.

Tada za svaki n > n. vrijedi

1 1 2 2 2 b2
— — | < —=lb, - bl < =5 = — - —c ==
= 1] < it~ < e = e
Dakle,
. 1 1
im — = —
n—oo by, b
Sada primijenimo pravilo za produkt. Buduéi da je
I _ . I 1
ez lmge=g,
sligeds
, 1 1
ima, - —=a-—-,
noos " b b
odnosno,



4. Zelimo pokazati da vrijeds
lim |a,| = |al.
n—oo

Promotrimo izraz
|an| — la]].

Iz obratne nejednakosti trokuta slijedi da za sve realne brojeve x,y vri-
jedi
|z = [yl| < |z =y

Primijenimo v to na x = a, ©+y = a, dobivamo

|lan] = lal| < |ay —al.

Htjeli bismo namgestiti n. € N takav da je
Han| - |a|{ <e

zZa sve n > Ng.

Ako definiciju limesa za niz (ay,) primijenimo na € > 0, dobivamo
(In. e N) (n>n.) =la, —a| <e.
Tada za svaki n > n. vrijedi
llan| = lal| < |ay —a] <e.
Dakle,

lim |a,| = |al.
—00

Napomena. Kada dokazujemo konvergenciju izraza s vi§e nizova, slijedimo
ove korake:

e najprije procijenimo izraz (najcéeSée pomocu nejednakosti trokuta),
e zalim podijelimo € na manje dijelove,
e na svaki dio primiyjenimo definiciju limesa,

e i na kraju uzmemo najveci indeks kako bi svi uvjeti vrijedili odjednom.
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