MATEMATICKA ANALIZA 1

Pismeni ispit — 5. rujna 2025.

Zadatak 1. (ukupno 24 boda)

(a)
(b)
(c)

Dana je funkcija

sin x
f(x)=1In (3:2 — 233) .

(8 bodova) Odredite prirodnu domenu funkcije f.
(8 bodova) Je li funkcija rastuca/padajuca na intervalu (27, 3m)? Dokazite.

(8 bodova) Odredite f((2,3m)).

Rjesenge.

(a)

Zbog logaritamske funkcije 5L > 0 te je zbog nazivnika 2 — 2z # 0. Dakle, sinz > 01 2? — 22 > 0
ili sinz < 01i2?— 2z <0.
U prvom sluc¢aju dobije se
U (2km, 2km + m) U (2, ),
kEZ kA0

a u drugom slucaju prazan skup. Konacno rjesenje je

Dy= |J (2km 2kr+7)U(2,7).
k€Z,k+0

Funkcija sinz je strogo padajuc¢a na intervalu <g7r, 37), a funkcija 72 — 2z je strogo rastu¢a na tom

intervalu. Dakle, ;;” je strogo padajuca na danom intervalu. Buduci da je In strogo rastuca funkcija,

—2x
strogo padajuca na (57, om).
dajuca na (3,3

sinx
x2—2zx

slijedi da je In(
Bududi da je funkcija strogo padajuca i neprekidna na danom intervalu, slijedi da je dovoljno izra¢unati
vrijednost funkcije u rubovima intervala.

Vrijedi f(3m) = ln(m) te lim, 3.~ In(S22) = In(lim,_3,- S22) = In(0*) = —oo. Dakle,

221 22z
F((3m,37)) = (—o00, In(g5=5))-




Zadatak 2. (ukupno 24 boda)
(a) (12 bodova) Niz (z,) zadan je rekurzivno s

3

.leé,

1
Tpi1 =1+ 5{:10”}
Dokazite da niz (z,) konvergira i odredite mu limes.

(b) (12 bodova) Izrac¢unajte limes

n—oo

NG

1 1 1
. [ eVIRE 4 eVEE 4 4 eVartiva
lim —/n|.

Rjesenge.

(a) Kako je {z,} € [0,1), iz rekurzivne relacije slijedi z,41 € [1,2). Dakle, za svaki n > 1 imamo
x, € [1,2), odakle slijedi |z, ] = 1, odnosno {z,} = x,, — 1. Dana rekurzivna relacija prelazi u
T, +1

Tnt1 = 9 .

Sada nije tesko vidjeti da je niz (x,) padaju¢. Zaista,

1—=z,
2

<0,

Tptl — Tp =

Kako je niz (z,) omeden odozdo s 1, on mora biti konvergentan, stoga mu ozna¢imo limes s L. Iz
rekurzivne relacije slijedi jednadzba

L+1
b==
¢ijim rjeSsavanjem dobivamo L = 1.
(b) Uoc¢imo da moZzemo napisati
1 1 1
evi+v2 + ev2+v3 4 evn-1+vn A,

— n—=—

Vn b’

gdje su nizovi (a,) i (b,) definirani kao

1 1 1
Qp = eVIHV2 4 eVers + . teViivi —n, b, = /n.

Niz (b,) strogo je rastu¢ i neogranicen, stoga primjenom Cesaro—Stolzovog teorema dobivamo

1 1
1; ap, 1; Ap41 — Ap I; evrtvntl — ] I; evntvntl — ] 1
m-—=1m ——— =1 —F— = I —— =
1 )
n—00 bn n—00 bn—i—l — bn n—oo /n + 1 — \/ﬁ n—00 \/ETTH

pri cemu smo u posljednjoj jednakosti iskoristili da vrijedi

lim 0. lim

1
”"00\/5+\/n+1_’ =0 T




Zadatak 3. (ukupno 26 bodova)
(a) (14 bodova) Odredite infimum i supremum skupa

S:{<%>2—é—$:m,neN,m§n}.

(b) (12 bodova) Za skupove A, B C R definiramo
A—-B:={a—-b: ac A be B}.

Vrijedi li sup(A — B) = sup A — sup B?

Rjesenge.
1. Primijetimo da je S C T', gdje je
s 4
T ={x —3tiTE [0,1]}.

pa vrijedi sup S < sup7'iinfS > infT. Primijetimo li

3 3 9’
vidimo da trazena kvadratna funkcija postize minimum u x;, = % i jednak je —g pa je infT =
min7T = —%L. Kako se navedena vrijednost postize npr. za m = 1, n = 2, slijedi da je inf S =
min § = —1

i
S druge strane, dana kvadratna funkcija postize maksimum u rubovima 0 ili 1. Uvrstavanjem slijedi
supT = maxT = 0 i postiZe se U xyax = 0. Dakle, vrijedi sup S < 0. Medutim, uzimanjem m = 1 i
primjec¢ivanjem da je

1 4

lim — — — =
n—oon?  3n

slijedi da je sup S = 0.

2. Tvrdnja ne vrijedi. Uzmimo A = B = {0,1}. Tada je A— B ={—1,0,1} pa jesup(A — B) =1. S
druge strane je sup A —supB=1—-1=0.



sinx

Zadatak 4. (ukupno 26 bodova) Neka je f : (0,00) — R definirana sa f(z) = z(e = —1).

(a) (14 bodova) Odredite postoje li limesi lim, ¢ f(z) i lim, o f(2).

(b) (12 bodova) Odredite je li funkcija f ogranicena.

Rjesenge.

sinz
T

(a) Izra¢unajmo prvo lim, o f(z). Koristeéi limes lim,_,o = 1, neprekidnost funkcije = + €* i limes

produkta slijedi '
limz(e™> —1)=0-(e" —=1)=0.

z—0

Za racunanje lim, ., f(z) koristimo sljedeci raspis, koji vrijedi za = # 27

sinx

ez —1

f(z) = —=—— -sinx
s x
x
Koriste¢i |sin(z)| < 1 i teorem o sendvicu slijedi lim, o ®2% = 0. Definiramo z, = § + 2n7 i
. e . 1. . t_ .o .
Yn = 37“ + 2nm. Koristeéi poznati limes lim;_,g % = 0 slijedi
' eslnxzn . 1
lim — =1
N sin &,
Tn
te identic¢an rezultat za y,. Prema tome, koristeéi sinz,, = 1 i siny,, = —1 slijedi:
sin xp,
: e« —1 |
lim f(z,) = lim — sinzx, =1
n—o00 n— S Ty,
Tn
i ,
sin
lim () = I e -1 .
im = lim —— -siny, = —1.
Yn

Dakle, trazeni limes ne postoji.

(b) Bududéi da je x — €” rastuca funkcija i sinz < 1, slijedi:

[f(2)] < z(er — 1) = g(2).

Bududi da je
1
. . ew —1
e o) =l =1

po definiciji limesa slijedi da postoji ¢ > 0 takav da za sve z > ¢ vrijedi |g(x) — 1] < 1. Odatle
slijedi da je g(x) < 2 za sve z > ¢ pa vrijedi i |f(z)| < 2 za sve x > ¢. S druge strane, buduéi da je
lim,_,o f(x) = 0, postoji § > 0 takav da je | f(z)| < 2 za sve x € (0, ). Kona¢no, kako je f neprekidna
na intervalu [0, ¢|, ona je po Bolzano-Weierstrassovom teoremu i apsolutno ogranic¢ena sa nekim M.
Kombiniranjem navedenih ocjena, za sve x > 0 vrijedi

/()] < max{M,2}.

Dakle, f je ogranicena.
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