MATEMATICKA ANALIZA 1

Pismeni ispit - 1. rok — 26. sije¢nja 2026.

e Dozvoljeno je koristiti samo pribor za pisanje i brisanje. Dozvoljeno je pozvati se na sljedece limese:
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Zadatak 1. (ukupno 24 boda) Dana je funkcija

f(z) =In (tg?’;_xl) .

(a) (8 bodova) Odredite prirodnu domenu Dy funkcije f.

(b) (8 bodova) Odredite najvedi interval I koji sadrzi tocku —5F na kojem je f injektivna.

(¢) (8 bodova) Koliko f ima nultotaka ve¢ih od —%, a manjih od 27 Dokazite.

Rjesenge.

(a) o tg’;fl >0

e tgx — 1 # 0 (sadrzano u prvom uvjetu)
Dakle,ilije3—2 >0,tgx —1>0ili3—2 <0, tgx —1 < 0.
Slijedi da je

D; = <U <% iy g + k7r> ﬂ(—oo,3>> U (U <—g + ko, % + k:7r> ﬂ<3,+oo>)

keZ

(b) Najvedi interval oko —2F na kojem je f definirana je (—2F, —Z)

Na tom intervalu je 3 — x strogo padajuca pozitivna funkcija. Takoder, tgx — 1 je na tom intervalu
strogo rastuca i pozitivna.

Slijedi da je tg’;—_xl strogo padajuca pozitivna funkcija na danom intervalu.

3—x )

Konacno, bududéi da je In strogo rastuca funkcija i dobro je definirana na danom intervalu, In( oI

je strogo padajuca, pa je i injektivna.
3
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Dakle, trazeni interval je



(c) Da bi z bila nulto¢ka funkcije f, nuzno je i dovoljno

3—x

tgx —1
tj.

tgr =4 — .

Promotrimo funkciju g(z) = tgz 4+  — 4 na intervalu (—% + km, 2 + kr), za neki k € Z.
Ta funkcija je neprekidna i

li = +o00.
m%ilgikﬂg(x) o0

Slijedi da postoje a,b € (—% + km, 5 + k) takvi da je a < b i g(a) <0, g(b) > 0.
Sada je g([a,0]) 2 [g(a),g(b)] 0.

Po teoremu o meduvrijednosti, g postize vrijednost 0 na intervalu (a, b), t;.

tgec=4—c.

Takoder, g je zbroj strogo rastuc¢ih funkcija tgx i * — 4, pa je strogo rastuéa.

Slijedi da ima to¢no jednu nultocku na danom intervalu.

iy

Dakle, f ima ukupno 4 nultocke izmedu 3

T
17.



Zadatak 2. (ukupno 26 bodova) Dokazite da sljede¢i nizovi imaju limes i izracunajte ga

(a) (12 bodova)
. . 4 2 —n+1 2n+2
nh_{lolosm ((n —|—3n +1)2 ) m,

(b) (14 bodova)

Y %
lim > et /5" + 26 (cos(k) + 1) .

n— 00 n

Rjesenge.

(a) Bududi da je 2 > 11 s vjezbi (Zadatak 2.23) znamo da za svaki k € N vrijedi

slijedi
1430241
lim (n* + 3% + )27+ — fim 2200

n—00 n—00 on

0.

Na predavanjima je pokazano da je
sin(x)

lim

T—00 x

=1,
pa je

: 4 2 —nt1

T ((n*+3n"+1)2 )

=1.
nboo  (nd+ 3n2 + )27t

Koristenjem pravila za produkt limesa i dijeljenjem brojnika i nazivnika u drugom faktoru sa n*

zakljucujemo da je
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. . 4 2 —n+1 _

Jm sin (4 30% + 127 £ s =
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b) Ako oznac¢imo sa a, = Y ,_, +/5* + 2¥(cos(k) + 1)k i sa b, = n, buduéi da je b, strogo rastuéi i
k=1
neogranic¢en po Cesaro-Stolzovom teoremu ako postoji limes

= lim 220l gy /5™ 4 2n(cos(n) + 1)n

n—00 bn —bn—1 n—00

tada je niz iz zadatka konvergentan i limes mu je jednak L. Bududi da je —1 < cos(n) < 1 imamo

5 < /5% + 2n(cos(n) 4+ 1)7 < /57 + 2720 < 53/2.

Buduéi da po Zadatku 2.19 s vjezbi znamo da je lim, ., ¥/2 = 1 po teoremu o sendvi¢u slijedi da je
L =5.



Zadatak 3. (ukupno 24 boda)
a) (18 bodova) Odredite infimum i supremum skupa
(a) ( ) p p
1)2.2m
S = {% cm € N}

(b) (6 bodova) Neka je S ogranicen skup te neka je f : R — R neprekidna funkcija.
Vrijedi li nuzno da je

f(S) = [f(inf 5), f(sup 5)]?

Rjesenge.

()Vldlmodajem>0 zam € N.

Takoder,
i (P2
m—00 m!
Slijedi da je 0 = inf S.
Provjerimo je li niz a,, = (mtlnﬁ monoton.
Racunamo:
(m+1)2.2m - (m +2)%.2m+!
m! - (m+1)!
= (m+1)* < (m+2)?2-2
= m’+m’—5m—-T7<0

Sada vidimo da je za m > 3,
m>>9m >5m, m>>9>7,
pa je niz padajuci za m > 3.
Uvrstavanjem m = 1,2 vidimo da je niz rastu¢i za m = 1, 2.
168 64

Dakle, maksimum se postlze za m = 3 i vrijednost je = 3.

Slijedi da je sup S = %

(b) Ne vrijedi. Npr. S =[1,2]U[5,6], f(z) = x.
Tada je inf S =1, sup S = 6, pa je [f(inf S), f(sup S)] = [1, 6].
Medutim, f(S) = [1,2] U [5,6] # [1,6].



Zadatak 4. (ukupno 26 bodova)

(a) (14 bodova) Odredite postoji li limes

COoS T
i &€ cos(x)
x—0 ,],’2 ’

(b) (12 bodova) Odredite sve realne brojeve ¢ € R za koje postoji nekonstantna neprekidna i periodi¢na
funkcija f : R — R takva da je f(z + 1) = cf(z).

Rjesenje.

(a) Primijetimo da vrijedi

Cos T Cos T
e—e“Tcos(xr) e—e cosp 1 — COST
p i
x x x
1— e leosz —1 cosy L — COST
=e +e —_—
cosz — 1 x? x?

Koriste¢i neprekidnost funkcije cos u 0 slijedi da cosxz — 1 — 0 pa koristeéi poznate limese:

et —1 .. l—cost 1
lim =1 i lim—— =~
t—0 t t—0 t2 2
i teorem o limesu produkta slijedi
1 — cosz—1 -1 -1
lime ¢ cos T :e.(_l)._zf
z—0 cosx — 1 2 2

Nadalje, koristeé¢i neprekidnost eksponencijalne funkcije u 1 i teorem o limesu produkta slijedi

1 —cosz 1 e
lim e ———— =¢ . — = —.
x—0 1’2 2 2

Kona¢no, iz prethodnog prikaza i teorema o limesu zbroja slijedi da je trazeni limes jednak
e — e“®% cos

lim (z) —
x—0 1‘2 2

_|_

(b) Dokazimo da su ¢ € {—1,1} jedine moguc¢nosti. Najprije primijetimo da za ¢ = 1 funkcija f(z) =
sin(27x) zadovoljava uvjete zbog 2m-periodic¢nosti funkcije sin. Za ¢ = —1 i funkciju f(z) = sin(7mzx
vrijedi

flx+1) =sin(nr(z+ 1)) = —sin(rz) = —f(z), ¢ f(zr+2)=sin(nr(zr+2)) =sin(rz) = f(x)

pa zakljuCujemo da je ona 2-periodi¢na i zadovoljava uvjet.

Dokazimo da tvrdnja ne vrijedi za ¢ # +1. Periodi¢na neprekidna funkcija je ograni¢ena jer je
f(R) = f([0,7]), gdje je T period funkcija, a neprekidna funkcija je ograni¢ena na [0, 7] po teoremu s
predavanja. Neka je € R takav da je f(x) # 0 (takav x mora postojati jer je funkcija nekonstantna).
U slucaju |c¢| > 1 primijetimo da je |f(z + n)| = |¢|"|f(2)| = oo pa dobivamo kontradikciju s tim da
je f ograniCena. S druge strane, za |c| < 1 primijetimo da je |f(z —n)| = |¢|™"|f(x)| — oo, $to je opet
kontradikcija sa ograni¢enoscéu.
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