Matematika 1 — viezbe

1 Skupovi

Skup je fundamentalan (temeljni) pojam u matematici koji je u potpunosti odreden svojim elementima.
Ne dajemo preciznu definiciju skupa, veé¢ intuitivno prihva¢amo da je skup kolekcija nekih elemenata.

Jezik teorije skupova Teorija skupova kojom éemo se baviti zasnovana je akstomatski, a izgradena
je na postulatu da postoji fundamentalna relacija ”€”:

za X neki skup, propoziciju PreX?” ¢itamo: x element skupa X.
Skup A mozemo definirati nabrajanjem svih njegovih elemenata unutar viticastih zagrada, primjerice
A=1{1,2,3} skup koji sadrzi elemente 1, 21 3,
ili pak primjenom tzv. aksioma separacije (”opisno”), primjerice
A = {n e N: n paran} skup koji se sastoji od parnih prirodnih brojeva .

Daljni jezik teorije skupova gradimo pomoc¢u logickih operatora:

—(z e X) nije (z element skupa X), sto skraceno pisemo ¢ X,
Vee X za svaki x element skupa X (univerzalni kvantifikator) ,
dre X postoji « element skupa X (existencijalni kvantifikator) ,
dlxe X postoji jedinstveni x element skupa X .

Neka su A i B podskupovi nekog ”veéeg”, ambijentnog, skupa X, §to zapisujemo pomocu relacije
7c” kao A, B € X i formalno definiramo kao

AcXeVreAd:zeX.
Uvedimo sada neke skupovne operacije:

AuB:={z:ze Ailixe B} (unija skupova) ,
AnB:={z:ze€Aixe B} (presjek skupova) ,
AB={z:zeAix¢ B} (razlika skupova) ,

Takoder, cesto koristimo skrac¢enu oznaku za komplement skupa A obzirom na ambijentni skup X,
A= X\A.

Uvodimo i posebnu oznaku za prazan skup (skup koji ne sadrzi niti jedan element): ¢f. Dakle
Ve:x ¢ .

Zadatak 1.1. Neka je dan skup S = {1,2,...,10} i njegovi podskupovi
A={1,2,4,8}, B={1,3,5,7,9} 1 C = {2,3,5,7}. Skicirajte Vennov dijagram i odredite:



a Au B, d C\A, g (A\B)¢, j AnBnC.
b BnC, e C'n A, h C\(A v B),
c A\C, f (Au B)¢, iAuBuC,

Zadatak 1.2. Studenti znanosti o okolisu izabiru Matematiku 2 ili Op¢éu paleontologiju za izborni
kolegij u ljetnom semestru. Svaki student mora izabrati bar jedan od ta dva kolegija. Matematiku 2
je izabralo 9 studenata, Opc¢u paleontologiju 29 studenata, a njih 6 oba kolegija. Koliko je ukupno
studenata znanosti o okolisu?

Zadatak 1.3. Skupovi A, B, C' podskupovi su univerzalnog skupa S. Poznato je |S| = 46, |A| = 29,
|B| =22, |C|=14,|AnB|=13,|[BnC|=11,|AnC| =17, |An Bn C|=5. Odredite:

1. [(AuBuC),
2. [C\(A v B,
3. [(Au B)\C|.

1.1 Matematicka indukcija

Neka je dana neka propozicija P koja ovisi o prirodnom broju n € N, P(n). Matematickom indukcijom
moze se pokazati da P(n) vrijedi (istinita je) za sve prirodne brojeve n € N (osim eventualno za njih
kona¢no mnogo). Princip matematicke indukcije sastoji se od

1. baze indukcije: Ing € N: P(ny)
w~ rijeCima: postoji ng prirodan broj takav da je P(ng) istina;

2. koraka indukcije: ne N, n = ng: P(n) = P(n+1)
v rijecima: ako P(n) vrijedi za neko n € N tada P vrijedi i za n + 1.

Intuitivno, matematicka indukcija moze se zamisliti kao svojevrstan domino efekt. RuSenjem jedne
domino plocice na mjestu ng (Sto odgovara provjeri, odnosno dokazu, da tvrdnja vrijedi za ng), sve
plocice na mjestu ”iza” ny (na mjestu n > ng) ¢e takoder biti srusene (plocica na mjestu n rusi plocicu
na mjestu n + 1). Formalnije, ozna¢imo propoziciju P(n) = n-ta plo¢ica je srusena.

1. Prva (odnosno np-ta) domino plo¢ica mora biti srusena da ”pokrene lan¢anu reakciju”. Ako nije
srusena, do domino efekta ne moze doé¢i. Dakle, P(ny).

2. Udaljenost medu plo¢icama mora biti dovoljno mala. U protivnom, moze se dogoditi da plocica
padne bez da srusi idu¢u u redu, i lancana reakcije se zaustavlja. Jamstvo da je udaljenost izmedu
svake dvije ploc¢ice dovoljno mala odgovara propoziciji P(n) = P(n + 1).

Zadatak 1.4. Dokazite da za svako n € N vrijedi 2" > n.

Zadatak 1.5. Dokazite da za svaki n € N vrijedi jednakost:

LR SRS SRS S |
1-2 2-3 3-4 nn+1) n+1

Zadatak 1.6. Dokazite da za svaki n € N broj 6™ zavrsava znamenkom 6.
Zadatak 1.7. Dokazite da je broj 22" — 3n + 8 djeljiv s 9 za svaki n € N.

Zadatak 1.8. Dokazite da za svaki prirodni broj n > 4 vrijedi nejednakost: 2"~ > 2n — 1.



1.1.1 Dodatni zadaci
Zadatak 1.9 (ispit 03/07/2024). Pokazite: Vn € N: 32" + 7 je djeljiv s 8.

Zadatak 1.10 (ispit 24/04/2024). Pokazite: Yn e N, n > 3: n? > 3n.

Zadatak 1.11 (ispit 31/01/2024). Pokazite: ¥n € N: 3" = n? + n + 1.

1.2 Skup R

Sa R oznacavamo skup realnih brojeva: R = (—00, c0).

Zadatak 1.12. Na realnom brojevnom pravcu skicirajte sljedece skupove:

aA={reR:0<z<liliz>2} cC={reRiz>1iz<0}

bB={reR:z2<2izx> -2} d D={zrxeR: —3<z<3iliz=5}

Zadatak 1.13. Na realnom brojevnom pravcu skicirajte sljedece skupove:
a [—4,5] n {0, 6] ¢ R\[-1,1]
b €0,2) u [1,4] d (—0,0] n (=2, 0)

2 Funkcije

DEFINICIJA. Neka su X i Y neprazni. Funkcija sa X u Y je pridruzivanje elemenata skupa X
elementima skupa Y tako da je svakom elementu iz X pridruzen toéno jedan element iz Y. PiSemo

f: X->Y.

Skup X zovemo domena ili podrucje definicije funkcije f, a skup Y podruéje vrijednosti ili kodomena
funkcije f. Domenu od f oznacavamo s Z(f). Sliku funkcije f definiramo s

Z(f)={f(x)eY:ze X} Y.

v Ako je f dana nekom formulom f(z), pri ¢emu je z realan broj, tada je prirodna domena
(ili prirodno podrucje definicije) od f najveéi moguéi podskup od R takav da je f dobro definirana
formulom f(x).

Zadatak 2.1. Odredite prirodne domene sljede¢ih funkcija:

£ 1

2) f(2) = —— b) f(@) =g 3 ¢) f(=)

2.1 Svojstva funkcija

DEFINICIJA. Za funkciju f: (—a,a) — R kazemo da je
1. parna na {—a,ay ako Vz € {(—a,a): f(—x) = f(x)
2. neparna na {—a,ay ako Vx € (—a,a): f(—z) = —f(x) .

Zadatak 2.2. Ispitajte koje su od sljedeé¢ih funkcija parne, koje neparne, a koje niti jedno od toga:



a) flx) =22+ 1; b) f(z) = 2% — x; c) f(x) =2%+ .

DEFINICIJA. Za funkciju f: I - R, I € R, kazemo da je

e (strogo) rastuéa na I < R ako

Ve, xe € [: 21 <x9 = f(21) < f(22) ( strogo rastuca ako f(z1) < f(z2))

e (strogo) padajuéa na I < R ako

Ve, x0 € Iy <o = f(1) = f(a2) ( strogo padajuca ako f(x1) > f(z2))

Za funkciju koja je (strogo) rastuéa ili padajuca kazemo da je (strogo) monotona.

Zadatak 2.3. Koristeci definiciju ispitajte monotonost sljede¢ih funkcija na R:

a) f(z) =1 b) f(z) = =; c) f(z) =2+ d) f(z) =2

DEFINICIJA. Za funkciju f: I — R, I € R, kazemo da je

e ogranic¢ena odozdo na I < R ako

ImeR:Veel: f(x) =m

e ogranicena odozgo na I < R ako

IMeR:Vxel: flx) <M

Za funkciju koja je ograni¢ena odozgo i odozdo, kazemo da je ogranicena.

Zadatak 2.4. Ispitajte ogranicenost sljedeéih funkcija na R:

a) f(x) =1 b) f(z) = || c) f(z) = —2® d) f(a) =4

v~ Graf funkcije f: I — R, I € R, definiramo s

L(f) = {(z, f(2)): z € 2(f)} < R?.
Zadatak 2.5. Skicirajte grafove sljedeéih funkcija:

a) f(z) =z + [z,

b)f(:c):{x+1 cx#1 {:U <0

1 cr=1

2.2 Kompozicija funkcija

DEFINICIJA. Nekaje f: A— Band g: C — D. Ako je Z(f) < C = %(g), definiramo kompoziciju
funkcija

gofi A= D, (g0 f)@) = g(f(x), ¥z A.
Napomena 2.1. Opéenito, fog # go f.
Zadatak 2.6. Neka su dane funkcije
o f:R-R, f(z) =2z +3,
¢ g:R >R, g(z) =22,
e h:[0,00) > [0,00), h(x) = +/z.
Odredite



a) fog, b) goh, c) foh, d) fogoh.

2.3 Injekivnost i surjektivnost
DEFINICIJA. Neka je f: A — B. Za f kazemo da je
e injekcija ako Vxy, 10 € A
x1 # xo = f(21) # f(x2) ili, ekvivalentno

f(x1) = f(x2) = 21 = 22

o surjekcija ako Z(f) = B, tj.
Vye B:dx e A: y = f(x),

e bijekcija ako je injekcija i surjekcija, tj.
VyeB:3lxe A: y = f(x),

Zadatak 2.7. Ispitajte injektivnost sljede¢ih funkcija:
a) f:R—-R, f(z) =22+,

—2r+1
3x+4’

c) h:[0,0) - R, h(z) = 22 + z,

b) g: R\{-4/3} = R, g(z) =

Zadatak 2.8. Ispitajte injektivnost/surjektivnost i odredite koje od sljede¢ih funkcija su bijekcije:
2) 1R —R, f(z) = 2°
b) f:Z—>7Z, f(n)=4n—1

2.3.1 Dodatni zadaci (u ovom trenutku na predavanjima obradeni su polinomi, racionalne
funkcije, apsolutne vrijednosti)

Zadatak 2.9. Odredite prirodne domene sljede¢ih funkcija:

2%+ 1 -z 1

a) f(x) b) o) = F 1%

T 246

Zadatak 2.10. Odredite slike sljede¢ih funkcija:

a) f:Z—7Z, f(x) = 2x; b) g: R—>R, f(z) =22+ 1; ¢) h:<0,1) > R, h(z) = 1.

Zadatak 2.11. Odredite prirodne domene sljedeéih funkcija:

1
x? — |z —1]

2 +1 _ 1 c ) —
2) f(x):|x—2|—|x+2| b) 5(a) |z — |z —2|| -1 ) W)

DEFINICIJA. Funkcijuidy: A — A definiranu pravilom pridruzivanja id4(z) = x zovemo identiteta
na A.

DEFINICIJA. Neka je f: A — B funkcija. Funkciju g: B — A takvuda je go f =idg i fog =1idp
nazivamo inverzom funkcije f i oznacavamo s f~1.



Drugim rije¢ima
go f=idy znaci g(f(z))=x,Vre A,
fog=idp  znati  f(9(y) =y, VyeB.
Napomena 2.2. f ima inverz ako i samo ako je bijekcija. Inverz je jedinstven
Zadatak 2.12. Pokazite da su sljedeCe funkcije bijekcije te im odredite inverze:
a) f[: R->R, f(x) =2x+1

—2r+1

b) g: R\{-4/3} - R\{-2}, g(z) = Srid (usporediti sa Zadatkom 2.7)

2.4 Elementarne funkcije (korijeni, eksponencijalna, logaritmi)
2.4.1 Korijeni

Promatramo potencije s neparnim exponentima, f: R — R, f(z) = 22"*! zane N:

e« 9(f) =R, Z(f) =R

e neparna, strogo rastuca, bijektivna
v f ima inverz, f~': R — R, f~(x) = 2"%/z (takoder neparna, strogo rastucéa, bijektivna)
Potencije s parnim exponentima, f: R — R, f(z) = 2?" zane N

.« 9(f) =R, Z(f) = [0,50)

e parna, nisu injekcije

e strogo padajuca na (—o0,0], a strogo rastuca na [0, c0)

Restrikcija od f na [0,00) (i na {(—00,0]) jest bijekcija pa ima inverz:
o=ty 0= 0w = (F)T 00— 0,0, ) = e
Fom ] G000 = ()T [0,0) = (o0, 0], S ) =~ X

<70070
v opéenito, za n € N, {/x zovemo n-ti korijen

Zadatak 2.13. Odredite prirodne domene sljedeé¢ih funkcija:

a) f(x)=+v4d—a+Jxr+3 b) f(z) =+22 -1 ¢) f(z) = z—1

Zadatak 2.14. Odredite jesu li sljedeé¢e funkcije bijekcije te, ako jesu, odredite im inverz.

a) f:[4,0) — [0,20), f(z) = Vo — 4 ¢) f:[0,0) = [4,50), f(z) = (v +2)?
b) fiR—-R, f(x) = (z —1)°



2.4.2 Eksponencijalna funkcija

DEFINICIJA. Neka je a > 0, a # 1. Funkciju f: R — R definiranu s f(z) = a” zovemo eksponenci-

jalna funkcija s bazom a

e za a <1 f jestrogo padajuca, a za a > 1 f je strogo rastuca (pa i injektivna)

o Z(f) =<0,0), paje f: R — (0,00) bijekcija

Kako je f: R — (0, 0) bijekcija, f ima inverz f~1: (0,0) — R koji ozna¢avamo s log,. Ako je a = e

piSemo In = log, i tu funkciju zovemo prirodni logaritam.

Uocimo

Dakle log, y = = ako i samo ako je y = a”.

Zadatak 2.15. Odredite prirodne domene sljedeé¢ih funkcija:
NG3

~ In 2|

2) f(x) = exp( = b) f(2)

z+1

Zadatak 2.16. Odredite prirodnu domenu i sliku funkcije f(z) = In pe

injektivna i odredite inverz funkcije f: 2(f) — Z(f).

¢) f(a) = /I — (@)

T — 2

+ 1. Pokazite da je f

Zadatak 2.17. Odredite je li funkcija g: (2,0) — (=2, 0), g(x) = exp(z? — 422) — 3, bijekcija.



