Matematika 2
Vjezbe — obic¢ne diferencijalne jednadzbe

1. Opcenito o obicnim diferencijalnim jednadZbama
Zadaci:

1. Provjerite da je familija krivulja
2 +9y* =202 =0
op¢e rjesenje obic¢ne diferencijalne jednadzbe
20yy = y* — 22

Sto predstavlja partikularno rjesenje za C' = 17

2. Dokazite da je funkcija
y = Cre™" + e* (Cy cos 3z + Oy sin 3z)
opce rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe
y" = 3y" +9y + 13y = 0.
3. Odredite obicnu diferencijalnu jednadzbu cije je opée rjesenje
y=~Ce ™.
4. Odredite obi¢nu diferencijalnu jednadzbu familije kruznica
2?4+ 9* =207,
5. Odredite jednadzbu krivulje ¢iji graf sadrzi tocku T'(2, —3) ako je zadan koefici-

jent smjera tangente
k(z) = 4x — 3.

6. Odredite zakon gibanja tijela duz osi « ako ono pocinje gibanje iz tocke 7' brzinom
v:
(a) T(0,4), v(t) = 2t + 3t
(b) T(0,6), v(t) = 4t — 6t°.
7. Dokazite da je funkcija
y = Cz®
opce rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe
3y —xy =0.

Skicirajte integralne krivulje i odredite koja integralna krivulja prolazi tockom

)
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8.

10.

11.

12.

13.

14

Provjerite je li funkcija
y=Ce 43 4222 —x—1
opce rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe

Y+ Ty + 12y = 242? + 162 — 15.

. Dokazite da je

e
- 1-Cx
opce rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe

Y

y/ — y2.
Odredite C' ako je zadan pocetni uvjet y(0) = 1. U istom koordinatnom sustavu
skicirajte rjeSenja obi¢nih diferencijalnih jednadzbi v/ = 4% i 3y = y uz pocetni
uvjet y(0) = 1. Koje rjeSenje brze raste i zasto?
Rijesite diferencijalnu jednadzbu

y = (m3+1>2.

Rijesite diferencijalnu jednadzbu

Rijesite diferencijalnu jednadzbu

y = xcosu.

Rijesite diferencijalnu jednadzbu

Rijesite pocetni problem

y/ — xS _|_ 33:.2,
y(0) = L.

2. ODJ prvog reda

2.1. ODJ prvog reda sa separiranim varijablama

o Standardni oblik je

« Varijable se odvajaju u obliku



Zadaci:

1. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

y = 2xy.
Rjesenge.
d d
el =2ry = YW _ 9z de.
dx Yy
Integriranjem dobivamo
In|y| =2° + C,
odnosno
2
y=Ce"

2. Rijesite pocetni problem

(1+e")yy' =e", y(0) = 0.

Rjesenje.
dy dx
14e* = = Ydy = .
( +€)ydw c ve - 1+e
Integriranjem dobivamo
/ oYy — dx
Y Y=l 11er

Bududi da je
/ye‘y dy = —(y+ e

dz
1+ e®

=z—In(l+e")+C,

slijedi
—(y+1)e?=x—In(l+¢")+C.

Iz pocetnog uvjeta dobivamo

—1=—n2+C,
pa je
C=In2-1.
Dakle,
—(y+1)e?V=x—In(l+¢")+1n2—-1.
Konacno,
1 x
(y+1)e ¥ = 1—x—|—ln< —;e )




3. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

T
sinyy = 2, xll_)rgloyzi

Rjesengje.
d
23 sin yd—y =2 = sinydy=2z"3du.
x

Integriranjem dobivamo

1
—Ccosy = —ﬁ—l—C’.

Odnosno,
1
cosy = — + (.
x
Iz uvjeta
lim y = ~
Y Ty
slijedi
a}l_)rgo cosy = 0,
pa je
Cl - O
Zato je
1
cosy = —.
4. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
y =sin(x —y).

5. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
(zy* +z)do + (y — 2°y) dy = 0.
6. Rijesite pocetni problem
(x+2y)y =1, y(0) = 1.

Rjesenje. Uvedimo supstituciju

z=x+2y.
Tada je
2 =1+2y.
Bududi da je
, 1 1
Yy = =
x+2y =z
dobivamo
, 2 z+2
Zz=14-= .
z z



Zato je

: dz = dzx.
z+2
Integriranjem slijedi
/ : dz = /da:.
z+2
Bududi da je
z 2
z+2 0 z42

dobivamo
z—2Injz4+2|=2+C.

Vracanjem supstitucije dobivamo

r+2y—2Injz+2y+2|=x+C.

Odavde slijedi
2y —2In|z +2y + 2| =C.

Preuredivanjem dobivamo
r+2y+2=Ke.

Iz uvjeta y(0) = 1 slijedi
4= Ke,

pa je

4
K="
e

Stoga je rjesenje
T4 2y +2=4ev L

7. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

y =3z — 2y + 5.

2.2. Linearne ODJ prvog reda

Linearna obi¢na diferencijalna jednadzba prvog reda ima opci oblik
y' + P(x)y = Q(z).
Takva jednadzba moze se rjesavati na vise ekvivalentnih nacina.

I. Bernoullijeva supstitucija.

Uvodi se supstitucija

Tada je



Uvrstavanjem u jednadzbu dobiva se
v+ u(v' + P(:L’)v) = Q(x).
Funkcija v bira se tako da vrijedi
v'+ P(x)v = 0.

Tada preostaje jednadzba
u'v = Q(x),

iz koje se odreduje u.
II. Lagrangeova metoda, odnosno metoda varijacije konstante.
Najprije se rijesi pridruzena homogena jednadzba
y' + P(x)y = 0.

Njezino je rjesenje
yp = C«effp(x)dx.

Zatim se konstanta C' zamijeni funkcijom C(x), pa se trazi rjeSenje oblika
y(x) = C(x)e_fp(”) dr.

ITI. Eulerova metoda, odnosno metoda integrirajuceg faktora.

Jednadzba
Y + P(z)y = Q)

mnozi se integriraju¢im faktorom
IU(.T) — efP(x)d;r'
Tada lijeva strana postaje derivacija umnoska:

(u(2)y) = n(@2)Q(x).

Integriranjem se dobiva
u(w)y = [ n@)Q(r) dz + C.
Zadaci:
1. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
Yy =2y +x.

2. Rijesite diferencijalnu jednadzbu na intervalu na kojem je x # 1

T

(z—1)y +ay=e".

3. Rijesite diferencijalnu jednadzbu na intervalu na kojem je x # 0

2
Y+ -y =2’
i

Rjesengje.



I. Bernoullijeva supstitucija. Stavimo
Y = uv.

Tada je
Yy =uv+ur.
Uvrstavanjem dobivamo
l ! 2 3
UVt uv + —uv =1x°,
x
odnosno

2
v+ u <v' + v> = 2>,
T

Biramo v tako da vrijedi

v+ =v=0
x
Tada je
dv 2
— = ——du,
v
pa mozemo uzeti
v=a""2
Preostaje
v = 2,
odnosno
u/x—2 — x3
Dakle,
u = a°.
Integriranjem dobivamo
6
x
u=—+C.
6
Zato je
26
y=uv = <+C>x‘2,
6
pa je
ot N C
V=% T

II. Lagrangeova metoda. Najprije rjeSavamo homogenu jednadzbu

, 2
y+-y=0.
x
Odvajanjem varijabli dobivamo
d 2
Yo _Z
Yy x

Integriranjem:
In|y|=—-2Inz|+ C.
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Dakle,
C

Yh = —-
2

Metodom varijacije konstante trazimo rjesenje oblika

e

5 -

T

Tada je

,_Clw) _20()

Yy
2 3

Uvrstavanjem u pocetnu jednadzbu:

C'(z)  2C(z) N 2 C(z)

Sredivanjem dobivamo

Cl
(z) — 3
22 ’
pa je
C'(z) =2°
Integriranjem slijedi
6
x
Zato je
1 (28
=—|—+C
Y= (6 * 1)’
odnosno
_ G
V=% T2

I1I. Eulerova metoda. Za jednadzbu
2
v+ -y =a’
x
imamo
Plr) =2
x)=—.
x
Integrirajuci faktor je
p(z) = of 3de _ 2mnfa| _ 2
MnoZenjem jednadzbe s 22 dobivamo
22y + 2xy = 2°.
Lijeva strana je derivacija umnoska:

(%) = 2°



Integriranjem:

2 x
=—+4C
oy 6—1—
Stoga je
e
V=% T

4. Rijesite diferencijalnu jednadzbu za x > 0

2z dy = (22° — y) dx.

5. Rijesite diferencijalnu jednadzbu za x > 0, x # 1

/ Y

Yy — =zlnx.
rzlnx

6. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

(1+2%)y — 2y = (1 + %)%

2.3. Autonomne ODJ

Autonomna diferencijalna jednadzba prvog reda ima oblik

Ako je f(y) # 0, tada se varijable mogu separirati:

dy
—— =du.
f(y)
Integriranjem dobivamo opéi implicitni oblik rjesenja
d
Y o _src
f(y)

Zadaci:

1. Rijesite autonomnu diferencijalnu jednadzbu
v =y(1-y)"
2. Rijesite autonomnu diferencijalnu jednadzbu
v =y (y" +4).
3. Rijesite autonomnu diferencijalnu jednadzbu na intervalima na kojima je tany

definirana
y' =1+ tany.



Rjesenje. Jednadzba je autonomna i separabilna, pa imamo

dy
— =dx
1+tany
Vrijedi
1 B cos Yy 1 1+cosy—siny
l1+tany cosy+siny 2 siny + cosy |
Zato je

/ @ LIy sing + cosyl
— == —1In | sin cosy|.
1+tany 2y 2 Y 4

Dakle, nekonstantna rjesenja implicitno su zadana jednadzbom

1
§(y+1n|siny—|—cosy|) =z+C.

Osim toga, postoje i stacionarna rjesenja. Dobivamo ih iz uvjeta
1 +tany =0,

odnosno
tany = —1.

Stoga su stacionarna rjesenja

yz—%+k7r, k € 7.

2.4. Homogene ODJ prvog reda
Jednadzba oblika
P(z,y)dx + Q(z,y) dy =0

je homogena diferencijalna jednadzba ako su funkcije P(x,y) i Q(x,y) homogene funk-
cije istog stupnja homogenosti.

Funkcija f(z,y) je homogena funkcija m-tog stupnja homogenosti ako vrijedi
[tz ty) =t f(z,y).

Ako je jednadzba
P(z,y)dr + Qz,y)dy =0

homogena, tada se moze svesti na oblik

y_, (y)

dx x)’
Supstitucijom

U = g, Y =ur
T
dobiva se
"=u+ xd—u
y dx’



Zato se homogena jednadzba svodi na jednadzbu

du

r— = p(u) — u,
0y = ¢(w)
koja se zatim rjesava metodom separacije varijabli.

Napomena. Jednadzba oblika

d7y B <a1x+b1y+cl)

dv as® + boy + co

moze se svesti na homogenu diferencijalnu jednadzbu prenosenjem koordinatnog po-
Cetka u sjeciste (g, yo) pravaca

a1x 4+ by + ¢ =0, asx + boy + co = 0.
To se postize supstitucijom
T = U+ Xy, Y = v+ Yo,

gdje su u i v nove varijable. Ako su pravci paralelni, tada se jednadzba moze svesti na
jednadzbu sa separiranim varijablama odgovaraju¢om supstitucijom, primjerice

z=a1x + byy.
Zadaci:
1. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
(x+y)dy — (x —y)dx = 0.
Rjesenje. Jednadzbu zapisemo u obliku

(z+y)y =z —y.

Dakle,
y/ _ r—Y
T4y
Dijeljenjem brojnika i nazivnika s x dobivamo
le_%
142
Uvedemo supstituciju
u = g, Yy =uzx
x
Tada je
y' =u+ .
Uvrstavanjem dobivamo
, 1—u
U+ xu =
14w



Odavde slijedi

, 1—-u 1—2u—u?
xu' = —u=—
14+u 14+u
Separacijom varijabli dobivamo
1+u dx
——du = —.
1—2u—w2 ™" %

Buduéi da je
1—2u—u?=2—(u+1)?

stavimo w = v + 1. Tada je

1 1
U du—/ dw = —-1n|2 — w?|.
2 — 2

1—2u—u?
Zato je
1
—Eln|2 —(u+1)*| =Inlz| + C.

22 (2— (1+i)2> —C.

Konacno rjesenje mozemo zapisati u obliku

Ekvivalentno,

222 — (z+y)? =C.

. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
(x+y—2)dex+ (x—y+4)dy =0.

Rjesenje. Ovo nije homogena jednadzba u pocetnom obliku, ali se svodi na
homogenu translacijom koordinatnog sustava. Promatramo pravce

r+y—2=0, r—y+4=0.
Njihovo sjeciste je
(o, y0) = (—1,3).

Uvodimo supstituciju

r=u—1, y=uv+3.
Tada je

dx = du, dy = dv,

a jednadzba prelazi u

(u+v)du+ (u—v)dv=0.

Odavde je
dv u—+wv

du u—v
Uvedemo homogenu supstituciju



Tada je

dv . dt
- = u—
du du
Uvrstavanjem dobivamo
‘o dt 1+1¢
U— = ———
du 1—t
Dakle,
da 14+t =21
du  1—t — 1—t
Separacijom varijabli:
Sk B A
2—-2t—1

Bududi da je
=2t —1=(t—1)> -2,

stavimo w =t — 1. Tada je

1—t —w 1
Y gw=—ZIn|w? -2
/t2—2t—1 /w2—2 w=—5njw -2

Zato je
1
—5111 I(t — 1) — 2| =In]u| + C.

Ekvivalentno,

v 2

u? l(—l) —2] =C

u

Dakle,

(v—u)*—2u*=C.

Vrac¢anjem supstitucije v = z 4+ 1, v = y — 3, dobivamo
(y—1—4)° -2z +1)7°=C.

3. Rijesite pocetni problem

a:y’zy(l—l—lni),

y(1) = e V2.

4. Rijesite diferencijalne jednadzbe:

(a)

Bz +4y+ 1)y + 2z +3y+1) =0.

(b)
(22 +3y)y' + (x+2y+1) =0.

13



2.5. Bernoullijeve ODJ

Opdi oblik Bernoullijeve diferencijalne jednadzbe je

Y + P(x)y = Q(2)y",

gdje su P(x) i Q(z) neprekidne funkcije u podrudju integracije, a n je konstanta takva

da je

n # 0, n # 1.

Ako je n =0 ili n = 1, jednadzba se svodi na linearnu diferencijalnu jednadzbu prvog

reda.

Bernoullijevu diferencijalnu jednadzbu mozemo rijesiti na vise nacina.

L.

I1.

I11.

Supstitucijom

1 1-n
yn—l =Y
jednadzba se svodi na linearnu jednadzbu u funkciji z. Bududi da je

z =

7= (1 - n)yinyc
dobiva se linearna jednadzba

1
1—n

?'+ P(z)z = Q(x),
odnosno ekvivalentno
7+ (1—=n)P(x)z=(1—-n)Q(x).
Bernoullijevom supstitucijom
y(x) = u(z)v(z)
biramo funkciju v tako da zadovoljava pripadnu homogenu linearnu jednadzbu
v+ P(x)v = 0.
Tada se za funkciju u dobiva jednadzba sa separiranim varijablama.

Lagrangeovom metodom varijacije konstante najprije rijesimo pripadnu
homogenu jednadzbu

y' + P(x)y =0,
a zatim proizvoljnu konstantu u homogenom rjesenju zamijenimo funkcijom od
x.

Zadaci:

1.

Rijesite Bernoullijevu diferencijalnu jednadzbu za x # 0
zy — 4y = 2*\/y.
Rjesenje. Za x # 0 dijeljenjem s x dobivamo
4
vy =avy.

Uoc¢imo da je y = 0 posebno rjesenje. U nastavku trazimo rjeSenja za koja je
y > 0.
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I. Supstitucija z = y'™. Ovdje je

Zato uzimamo
= yl—n _ y1/2 _ \/@

Tada je
y =22, y =222
Uvrstavanjem u jednadzbu
4
Yy ——y=ayy
x
dobivamo 4
227 — 2 = z2.
x
Za z # 0 dijelimo sa z:
22 — —z=1.
x
Dakle,
, 2 x
2 ——z==.
T 2

To je linearna diferencijalna jednadzba. Integrirajuci faktor je
Iu(;[) = ef_%dx = ZL'_2.

Mnozenjem jednadzbe s 2=2 dobivamo

Integriranjem slijedi

Zato je
1
z = x? (C+21n]:c|) :
Budud¢i da je z = /y, dobivamo
1 2
y =t <C+21n|x|) .

Uz to, posebno rjesenje je
y = 0.
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II. Bernoullijeva supstitucija y = vv. Stavimo
Y = uv.
Tada je
Yy =u'v+uv.
Uvrstavanjem u jednadzbu
Yy — iy =7y
dobivamo

li ! 4
Uv+ uv — —uv = T/ uv.
x

Sredimo lijevu stranu:

4
v+ u (v' — v> = v/ uv.

Biramo v tako da vrijedi

4
vV — —v=
x
Odvajanjem varijabli dobivamo
dv 4
— = —dx,
v
pa mozemo uzeti
v =z

Tada preostaje
'zt = rvVuat,

Na promatranom intervalu vrijedi va2* = 22, pa je

u'zt = 23/ u.

Dakle,
o=V
ot
Separacijom varijabli dobivamo
du _ dx
N
Integriranjem:
2v/u =1n|z| + C}.
Zato je
1
Dakle,

1 2
u—<C+21n\:r;]> .
Bududi da je y = uv, dobivamo
1 2
y =t <C+21n|x|) .

Uz to, posebno rjesenje je
y = 0.
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III. Lagrangeova metoda varijacije konstante. Prvo rijeSimo pripadnu

homogenu jednadzbu

, 4
y ——y=0.
x
Odvajanjem varijabli:
dy 4
— = —dux.
y T

Integriranjem dobivamo
Inly| =4In|z|+ C,

pa je homogeno rjesenje
yn = Ca?.

Metodom varijacije konstante trazimo rjesenje u obliku
y = C(z)z".

Tada je
y = C'(x)z* + 4C ()2,
Uvrstavanjem u jednadzbu
4
Yy ——y=1y
x
dobivamo

C'(z)x* +4C(z)2* — :tC’(x)x4 = x,/C(x)zt.

Lijeva strana se skrati na

C'(z)x*.
Bududéi da je vVt = 22, slijedi
C'(z)x* = 2°\/C(x).
Dakle,
C(z)
/ —
C'(z) = —
Separacijom varijabli:
dC  dx

Integriranjem dobivamo

2,/C(z) =In|z| + Cy.

C(z) = (C+ ;1n|x|>2.

Zato je

Konacno,
2

1
y::p4 <C’+21n|x|) .

Uz to, posebno rjesenje je
y = 0.
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2. Rijesite Bernoullijevu diferencijalnu jednadzbu za x # 0
Y+ gy = 2%y’
x
3. Rijesite Bernoullijevu diferencijalnu jednadzbu
Y +y=ay’

4. Rijesite Bernoullijevu diferencijalnu jednadzbu za z # 0

1
y/ ——y = x2y2.
X

2.6. Riccatijeve ODJ

Riccatijeva diferencijalna jednadzba prvog reda ima oblik

/

y' = a(z)y* + b(x)y + c(x).

Opcenito se Riccatijeva jednadzba rjesava kada je poznato jedno njezino partikularno
rjeSenje y,. Tada se uvodi supstitucija

1
y:yp‘i_a'

Nakon uvrstavanja dobiva se linearna diferencijalna jednadzba za funkciju w:
u' + (2a(x)yp - b(x))u = —a(x).

Zadaci:

1. Rijesite Riccatijevu diferencijalnu jednadzbu

y =y®—2zy+a°+1,

ako je jedno partikularno rjeSenje

Yp = T.
Rjesenje. Uvodimo supstituciju
1
y=x+ —.
u
Tada je
u/
/ —_—

Desna strana jednadzbe postaje
1\? 1 1
(x—l—) —2x(a:+> +2+1=—+1
u u u

18



Zato vrijedi

u 1
Odavde slijedi
u 1
T w?
pa je
u'=—1
Integriranjem dobivamo
u=0C—=x
Vracanjem supstitucije slijedi
n 1
=z
Y C—z
Uz to, posebno rjesenje je
y=x

. Rijesite Riccatijevu diferencijalnu jednadzbu
v =y - Qu+1ly+a’+a+l,
ako je jedno partikularno rjesenje
Yp = T.
. Rijesite Riccatijevu diferencijalnu jednadzbu
v =y +y -2

Rjesenje. Uvodimo supstituciju

y=1+~-

Tada je
r u’
V=

Zato vrijedi

MnoZenjem s u? dobivamo

odnosno
u +3u=—1.
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To je linearna diferencijalna jednadzba prvog reda. Integrirajuci faktor je
pu(z) = o) 3dr _ 3z
MnoZenjem jednadzbe s e3* dobivamo
(eBxu>/ —

Integriranjem slijedi

1
3z 3z
ey =——e*+C.
3

Dakle,

u=Ce ™ — _.
3
Vracanjem supstitucije dobivamo

1
V=14 GrmT

ako je jedno partikularno rjesenje
Yyp = L.
4. Rijesite Riccatijevu diferencijalnu jednadzbu
y =y -1,

ako je jedno partikularno rjeSenje

yp = L.

2.7. Egzaktne ODJ i integracijski faktori
Jednadzba je zadana u obliku
M(z,y)dx + N(x,y)dy = 0.

Kazemo da je egzaktna ako vrijedi
oM _oN
dy ox
Tada trazimo funkciju potencijala ®(z,y) takvu da je
o, =M, o, = N.
Rjesenje je implicitno zadano jednadzbom
O(z,y) = C.

U praksi se najcesée integrira M po x, doda se nepoznata funkcija h(y), zatim se derivira
po y i usporedi s N.
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Integracijski faktor koji ovisi samo o z ili samo o y. Ako jednadzba nije egzaktna,
ponekad se moze pomnoziti integracijskim faktorom p tako da nova jednadzba postane
egzaktna.

Ako izraz

ovisi samo o x, tada je

Ako izraz

ovisi samo o y, tada je
p(y) = e 9w dy.

Nakon mnozenja jednadzbe s u, jednadzba se rjesava kao egzaktna.

Eulerov multiplikator. Ako su M i N homogene funkcije istog stupnja u jednadzbi
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0,

tada se moze koristiti Eulerov multiplikator

1

M(xay) = ma

ako je tM + yN # 0. Nakon mnozenja jednadzba postaje egzaktna. Zadaci:

1. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
22y + y*) do + (2% + 22y) dy = 0.
Rjesenje. Ovdje je
M(x,y) = 22y + 97, N(z,y) = 2 + 2z2y.
Vrijedi
M, = 2z + 2y, N, =2z + 2y,

pa je jednadzba egzaktna. Trazimo ® takvu da je &, = M. Integriranjem po x
dobivamo

®(z,y) = /(2931/ +y?) dx = 2%y + 2y® + h(y).

Zatim
®, = 2% + 22y + W (y).

Usporedbom s N = 22 + 2zy slijedi
h'(y) = 0.
Zato je
O(x,y) = 2%y + xy°.
Rjesenje je

w2y + xy? = C.
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2. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
(e cosy + 2x) dx + (—e“siny + 3y*) dy = 0.
Rjesenje. Ovdje je
M(x,y) = e* cosy + 2z, N(z,y) = —e“siny + 3y°.

Vrijedi
M, = —€"siny, N, = —e*siny,

pa je jednadzba egzaktna. Integriramo M po x:
O(x,y) = /(egC cosy + 2x) dx = e” cosy + z* + h(y).

Sada je
P, = —e"siny + h'(y).

Usporedbom s N dobivamo
pa je

Rjesenje je
e“cosy + 2t +1y° =C.

3. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
(32%y 4 229° 4+ 1) dx + (2 + 22y + cosy) dy = 0.

4. Rijesite pocetni problem
2z +y)dzr+ (v +2y)dy =0, y(0) = 1.

5. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

(ycosz + 2x)dx + (sinz + 2y) dy = 0.

6. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

4oy dr + 2* dy = 0.

7. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

((32% + 22)y) do + 2* dy = 0.
Rjesenje. Ovdje je

M(z,y) = (32> +2z)y,  N(z,y) =2
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Racunamo
M, = 3z% + 2z, N, = 2zx.

Jednadzba nije egzaktna jer je M, # N,. Provjerimo integracijski faktor koji

ovisi samo o x:
M, — N, 3z*+42zx—2

N = = 3.

Dakle,
,U/(I) — 6f3d33 — €3m'
Mnozenjem jednadzbe s e3* dobivamo egzaktni oblik
¥ (3% 4 27)y do + ¥ 2 dy = 0.
3x

22 slijedi

®(x,y) = 2%y + h(z).

Trazimo ®. Iz &, = e

Deriviranjem po x dobivamo

d, = 3 (322 + 22)y + K (z).
Usporedbom s novim M slijedi '(z) = 0. Stoga je rjesenje

w2’y = C.
. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
y* dx + z(y? + 2y) dy = 0.
Rjesenje. Ovdje je
M(z,y)=y*,  N(z,y) =2y’ +2y).

Racunamo

M, = 2y, N, = 3> + 2u.
Jednadzba nije egzaktna. Provjerimo integracijski faktor koji ovisi samo o y:

Noe—M, y+2y—2

i )2 1.

Dakle,
uy) =el 1 =ev.

Mnozenjem jednadzbe s e¥ dobivamo
y2e do + x(y? + 2y)e¥ dy = 0.
Sada trazimo ®. Iz ®, = y%e¥ slijedi
®(z,y) = zye” + h(y).
Deriviranjem po y dobivamo
®, = (2ye’ + y?e¥) + h'(y) = x(y* + 2y)e¥ + I/ (y).
Usporedbom s novim N slijedi A'(y) = 0. RjeSenje je
zy?e’ = C.

23



9. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

ydr+ax(y+1)dy = 0.

10. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
2ydr + xdy = 0.
Rjesenje. Ovdje je
M(z,y) =2y, N(z,y) = x.

Jednadzba nije egzaktna jer je
M, =2, N, =1.

Funkcije M i N homogene su funkcije istog stupnja, pa koristimo Eulerov mul-

tiplikator
1

B = A N

Bududi da je
M +yN =z -2y +vy-x = 3zy,

imamo 1

M(l‘ay) = %

MnozZenjem jednadzbe s p dobivamo

2 1
—dv + —

dy = 0.
3x 3y J

Ta je jednadzba egzaktna. Integriranjem dobivamo
2 1
-1 =1 =C.
~Infa|+ 5 1oyl

MnozZenjem s 3 slijedi
2In|z| +1n|y| = C.

Ekvivalentno,
2y = C.

11. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

(3x +2y)dr +xdy = 0.

12. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

(v* + zy) dx — 2* dy = 0.
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3. ODJ viseg reda
3.1. ODJ viseg reda koje se rjesavaju neposrednim integrira-

njem

« Ovaj se tip prepoznaje po tome $to je najvisa derivacija izolirana, primjerice

1

y" =sinx i y® =24

» Jednadzba se rjesava uzastopnim integriranjem. Ako je ODJ reda n, u opéem
rjeSenju treba biti n proizvoljnih konstanti.

» Pri svakom integriranju treba dodati novu konstantu integracije.
Zadaci:

1. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
y" = 6x — 4.
Rjesenje. Integriranjem dobivamo
y’:/(6$—4)d:)3:3:v2—4$~|—01.
Ponovnim integriranjem slijedi
y:/(3x2—4x+01)d1::x3—2x2+Clx+C’2.

Dakle,
y =13 — 222 4+ Ciz + Cs.

2. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

3. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

yW =24,

3.2. ODJ viseg reda koje se rjesavaju snizenjem reda jednadzbe

o Ako jednadzba sadrzi z,y’,y", ..., ali ne sadrzi samu funkciju y, uvodi se supsti-
tucija
p=y.
Tada je

yl/ — p/’ yl/l — p//’

Najprije se rjesava jednadzba za p(zx), a zatim se integrira y' = p(x).
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o Ako jednadzba sadrzi y,vy’,y", ..., ali ne sadrzi eksplicitno z, uvodi se

p=py) =y.

Tada vrijedi
y_ dp _dpdy _ dp

T dr dydz _pdy'
Zadaci — jednadzba ne sadrzi y:

1. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
y// + y/ — 0

Rjesenje. Stavimo
p=y.
Tada je 3" = p/, pa jednadzba postaje

P +p=0.
Odvajamo varijable:

d

P _ _da.

p

Integriranjem dobivamo
In ’p| = =T+ O?

odnosno
p=_Ce™™.
Buduéi da je p = o/, slijedi
y = Ce™™.
Jos jednom integriramo:
y=Cire * 4+ Ch.
2. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
I_y// — y/
3. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
y// _9 y/ — 7
Zadaci — jednadzba ne sadrzi x:
1. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
vy = (y')*

26



Rjesenje. Uvodimo supstituciju

p=rly) =y
Tada je
Y =p 2
dy
Uvrstavanjem dobivamo
yp@ =p°
dy '
Ako je p = 0, dobivamo konstantna rjesenja. Za p # 0 dijelimo s p:
dp
Odvajanjem varijabli:
dp _ dy
p Y
Integriranjem:
In|p| =Infy| +C,
pa je
p = Cly.
Buduéi da je p = 3/, dobivamo
y = Cy.
Zato je
d
Y_co dr,
)
pa slijedi
In|y| = Cx + Ci.
Dakle,
y = AeP.
2. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
y// _ (y/)2
3. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
yy' +(y')? = 0.
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3.3.

Homogene linearne ODJ viseg reda s konstantnim koefici-

jentima

Standardni oblik je
any(”) + anily(”*l) 4+ .. 4 aly/ + agy = 07

gdje su koeficijenti konstante.

Trazi se rjesenje oblika
y = e,
Time se dobiva karakteristi¢ni polinom.
Realni razli¢iti korijeni daju ¢lanove e’*. Visestruki korijen A daje ¢lanove

e xe, e

Kompleksni korijeni A = e - ¢ daju realni oblik
e (C cos Sz + Cysin fx) .

Zadaci:

1. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

y" — 5y + 6y = 0.

Rjesenje. Trazimo rjesenje oblika

Karakteristicna jednadzba je

Faktoriziranjem dobivamo

Dakle,

Zato je opce rjeSenje
y = C1e** + Cye™.

. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

y' + 4y + 4y = 0.
Rjesenje. Pripadna karakteristicna jednadzba glasi

AN 4+4A\N+4=0.

28



Faktoriziranjem dobivamo
A +2)?=0.

Dakle,
A= -2

je dvostruka nultocka karakteristicne jednadzbe.

Za dvostruku nultocku (\) pripadna dva linearno nezavisna rjesenja su

AN e,

Zato je opce rjesenje
y = Cre 4 Chze .

Odnosno,
y = (C + Cyx)e .

3. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
/! /
y +2y +oy=0.

Rjesenje. Pripadna karakteristicna jednadzba glasi
A +2)2+5=0.

Rjesavanjem dobivamo

24+ E—20  —2+4i
- ; -

=—1+2.
5 )

)\12

Dakle, karakteristicna jednadzba ima kompleksno-konjugirane nultocke oblika
A=axtif,
gdje je
Zato je opce rjesenje
y=e 7 (Cycos2z+ Cysin2x).
4. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
y"' =y —y +y=0.

5. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

y W — 5y + 4y = 0.
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3.4. Homogene Eulerove linearne ODJ viseg reda

« Eulerova jednadzba prepoznaje se po tome §to uz derivaciju y*) stoji potencija
x¥. Tipi¢an oblik je

2"y + ap 12"y + -+ ayzy + agy = 0.

o Trazi se rjeSenje oblika

o Korisno je pamtiti
xy =ra’, 2y =r(r —1)a", 2y =r(r —1)(r —2)2".
« Dvostruki korijen r daje rjeSenja 2" i 2" In |x|. Kompleksni korijeni r = o i3

daju
x* (Cycos(Bn|z]) + Cysin(fln |z])) .

Zadaci:

1. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

22y" — 2xy' 4+ 2y = 0.

Rjesenge.
Trazimo rjesenje oblika
y=ux".
Tada je
y =ra" y' =r(r—1)z"2

Uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo
22r(r — Da" % — 2ora”™ ! 4+ 22" = 0.

Dakle,
(r(r —1)—2r+ 2):1:T = 0.

Karakteristicna jednadzba za r je

r(r—1)—2r+2=0,

odnosno
r* —=3r+2=0.
Faktoriziranjem:
(r—1)(r—2)=0.
Zato je
r = 1, T9 = 2.
Opce rjesenje je
y=Cix + Cyr?.
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2. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

ZL‘2y” _ ZEy/ +y= 0.

Rjesenje. Trazimo rjeSenje oblika

Tada vrijedi
y =ra" y' =r(r—1)z"2

Uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo
2*r(r —Da" 2 —ara™ ' 42" = 0.

Odnosno,
r(r—1)a" —ra" 4+ 2" =0.

Izlu¢imo (z"):
(rr—1)—r+1)2" =0.

Buduéi da je (" # 0), slijedi

r(r—1)—r+1=0.

Sredivanjem:
r*—2r+1=0.
Dakle,
(r—1)>%*=0.
Zato je
r=1

dvostruka nultocka.

Kod Eulerove jednadzbe dvostruka nultocka (r) daje rjesenja

" 1 2"Inz.

Stoga je opce rjesenje
y=Ciz+ Coxlnzx.

Odnosno,
y=2z(Cy + Cylnx).

3. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
22y +ay +y=0.

Rjesenje. Kod Eulerove jednadzbe trazimo rjesenje oblika

Tada je



Uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo

2’r(r —Da"? +ara™ ' + 2" = 0.

Odnosno,
r(r—1)a" +ra” + 2" = 0.

Izlu¢imo (z"):
(r(r—1)+r+1)2"=0.

Buduéi da je (2" # 0), dobivamo karakteristicnu jednadzbu
rir—1)4+r+1=0.

Sredivanjem:
r+1=0.

Dakle,
r = +i.

To su kompleksno-konjugirane nultocke oblika
r=axif,

gdje je
a=0, g =1

Zato je opce rjesenje Eulerove jednadzbe
y=2x"(Cicos(flnz) + Cysin(flnx)).
U ovom slucaju dobivamo
y = Cycos(lnz) + Cysin(ln ).
4. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
23y" — 3%y + 6xy’ — 6y = 0.
5. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

xSy/// + 3$2y// + .CEy/ — 0.
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