1 Sustavi linearnih jednadzbi

Zadatak 1.1. U ravnini su zadani pravci
pr...y=2x—1 i Pa... Yy =—x+5.
Odredite tocku presjeka tih pravaca.

Rjesenje: Tocka presjeka je T' = (2, 3).

Zadatak 1.2. Ako neki vektor u bazi {(i, b, E} ima koordinate [1,2, 3], koje koordinate
on ima u bazi {26—1— l;, b— 3¢, —56}?

Rjesenje: Koordinate u novoj bazi su [3, —1,1].

1.1 Linearne jednadzbe

Definicija 1.1. Linearna jednadzba s jednom nepoznanicom z je jednadzba
koja se moze zapisati u obliku
ar =b,

gdje su a i b zadani brojevi.
Rjesenje takve jednadzbe je svaki broj ¢ije uvrstavanje u jednadzbu na mjesto
nepoznanice x daje istinitu numericku jednakost.

Primjer
e Broj x = 2 je rjesenje jednadzbe 2x + 3 = 7.
e Jednadzba 2z + 3 = 42 — 2(x + 3) nema rjesenja.

e Svaki realni broj « je rjesenje jednadzbe 2x+3 = 2(z+1)+1, tj. ta jednadzba
ima beskona¢no mnogo rjesenja.

Zadatak 1.3. Cijena majice na snizenju od 35% je 15€. Kolika je bila originalna cijena
prije snizenja?

s s e e . v .. 300
Rjesenje: Cijena prije sniZenja je 33~ ~ 23.08€.



Zadatak 1.4. Koliko kilograma vode treba ispariti iz 1 tone celulozne mase koja sadrzi
85% vode da bi se dobila masa koja sadrzi 75% vode?

Rjesenje: Treba ispariti 400kg vode.

Zadatak 1.5. Teretana nudi dvije opcije placanja ¢lanarine:
(1) upisnina 15€ i mjesecna ¢lanarina 25€;

(2) upisnina 5€ i clanarina 75€ svaka 3 mjeseca.

Nakon koliko mjeseci ¢lanstva je cijena po oba modela jednaka?

Rjesenje: Nema rjeSenja.

Definicija 1.2. Linearna jednadzba s dvije nepoznanice z i y je jednadzba
koja se moze zapisati u obliku
ax + by = c,

gdje su a, b i ¢ zadani brojevi. Broj c zove se slobodnim ¢lanom, a a i b su
koeficijenti jednadzbe.

Rjesenje takve jednadzbe je svaki ureden: par brojeva cije uvrstavanje u jednadzbu
na mjesto brojeva x i y daje istinitu numericku jednakost.

Zadatak 1.6. Koji od sljede¢ih uredenih parova su rjesenje jednadzbe 3(x — 2) =y — 4:
(171)7 <_172>7 (274)7 (47 2)?

Navedite jos neki primjer rjesenja zadane jednadzbe. Zapisite i skup svih rjesenja (u
skupu realnih brojeva).

Rjesenje: Parovi (1,1) 1 (2,4) su rjesenja, a (—1,2) i (4,2) nisu rjeSenja. RjeSenje je jos i npr.
(0,—2). Skup svih rjesenja je {(¢,3t — 2) : t € R}.

Definicija 1.3. Linearna jednadzba s tri nepoznanice z, y, z je jednadzba
koja se moze zapisati u obliku

ar +by+cz=d

gdje su a, b, c i d zadani brojevi.Broj d zove se slobodnim ¢lanom, a a, b i ¢ su




koeficijenti jednadzbe.

Rjesenje takve jednadzbe je svaka uredena trojka brojeva Cije uvrstavanje u jed-
nadzbu na mjesto nepoznanica z, y i z daje istinitu numericku jednakost.

Zadatak 1.7. Grupa studenata sjela je u kafi¢ na pice. Svatko od njih narucio je ili
espresso za 2€ ili kavu s mlijekom za 2.50€ ili Cedevitu za 3€. Racun iznosi ukupno
16.50€.

Napisite jednadzbu koja modelira navedeni problem. Zapisite skup svih rjesenja te jed-
nadzbe. Koja rjesenja imaju smisla s obzirom na prirodu problema? Odredite barem
jedno smisleno rjesenje.

Rjesenje: Jednadzba je 2z + 2.5y + 3z = 16.5. Skup rjesenja je {(t, s, %(16.5 —2t—2.5s8) : s,t €
R}. Smislena rjesenja su ona za koja su z, y i z nenegativni cijeli brojevi, npr. (0, 3, 3).

Definicija 1.4. Linearna jednadzba s n nepoznanica je jednadzba koja se
moze zapisati u obliku

a1 + asxy + -+ - + apxy, = b

gdje su aq,as,...,a,,b zadani brojevi. Broj b zove se slobodnim ¢lanom, a
ai, as, .. .,a, su koeficijenti jednadzbe.

Rjesenje takve jednadzbe je svaka wuredena n-torka brojeva ¢ije uvrStavanje u
jednadzbu na mjesto nepoznanica daje istinitu numericku jednakost

\

1.2 Sustavi linearnih jednadzbi

Definicija 1.5. Sustav linearnih jednadzbi je skup od kona¢no mnogo linearnih
jednadzbi s istim nepoznanicama za koje trazimo zajednicko rjesenje. Ako sustav
ima m jednadzbi s n nepoznanica, zovemo ga m X n-sustavom.

Rjesenje sustava je svaka uredena n-torka brojeva koja zadovoljava sve jednadzbe
sustava.




Primjer
Promotrimo sljede¢i problem:

Za kazalisnu predstavu prodaju se regularne ulaznice po 15€, ulaznice za
studente po 7€ i ulaznice za umirovljenike po 10€. Prodano je ukupno 100
ulaznica za 1049€. Koliko kojih ulaznica je prodano?

Ovaj problem mozemo modelirati 2 x 3-sustavom:

r+y+z=100 (ukupan broj ulaznica)
15z + 7y + 10z = 1049 (ukupna cijena ulaznica).

Jedno rjesenje tog sustava je npr. uredena trojka (35,42,23). Uredena trojka
(30,32, 38) nije rjesenje sustava (jer zadovoljava samo prvu jednadzbu, ali ne i
drugu).

Zadatak 1.8. Studenti Ana i Bruno su, usporedujuci svoje rezultate pismenog ispita,
primijetili:

e kada bi Ana imala 20 bodova vise, imala bi jednak broj bodova kao Bruno;
e kada bi Bruno imao 30 bodova vise, imao bi dvostruko vise bodova nego Ana.

Koliko tko ima bodova?

RjesSenje: Ana ima 50, a Bruno 70 bodova.

Zadatak 1.9. Koliko otopine etanola koncentracije 85% je potrebno pomijesati sa oto-
pinom etanola koncentracije 50% da bi se dobila 1 litra otopine koncentracije 65%7?

Rjesenje: Treba pomijesati %L prve otopine i %L druge otopine.

Zadatak 1.10. Barbara sama ocisti stan za 5 sati. Ako Ante i Barbara rade zajedno,
mogu ocistiti stan za 3 sata. Koliko vremena je potrebano Anti da sam o¢isti stan?

Rjesenje: Ante ocisti stan za 7.5 sati.



1.3 Metoda supstitucije

Sustave iz zadataka [1.8] [1.9]1 rijesili smo metodom supstitucije.

Metoda supstitucije: postupak

1. Iz jedne jednadzbe izrazimo neku nepoznanicu.

2. Uvrstimo (supstituiramo) dobiveni izraz u ostale jednadzbe
~~ Imamo jednu nepoznanicu manje i jednu jednadzbu manje!

3. Ponavljamo prethodna dva koraka sve dok nam ne ostane samo jedna jednadzba
ili samo jedna nepoznanica.

4. Odredimo rjesenje nastalog sustava i uvrstimo ga u sve prethodne supstitucije
(od zadnje prema prvoj).

Zadatak 1.11. Novc¢i¢ mase 7g nacinjen je od legure bakra, aluminija i cinka. Aluminija
ima 2g vise nego cinka. Kada bi bilo dvostruko vise bakra, a ne bi bilo aluminija, masa
novcica se ne bi promijenila. Koliko je kojeg metala u nov¢iéu?

Rjesenje: Nov¢i¢ ima 3g bakra, 3g aluminija i 1g cinka.

Zadatak 1.12. U dvoristu su crne ovce, bijele ovce i bijele patke. Ako je u dvoristu 101
ovca, 150 bijelih zivotinja i 504 nogu, koliko ima crnih ovaca?

Rjesenje: U dvoristu je 1 crna ovca.

Zadatak 1.13. Odredite sve tocke koje leze na presjeku ravnina
m..r—y+dz=—-4, m..x4+y—z2z=2, 7m3...2v+y+z=1
Rjesenje: Tocke presjeka tvore skup {(—2t—1,3t+3,t) € R3 : t € R}, tj. pravac % = yT_B' =

=l

Zadatak 1.14. Slasticarnica prodaje tri vrste torti. Dobili su narudzbu za koju ce
potrositi 3kg brasna, 950g Secera i 17 jaja. Recepti za torte su sljededi:

e Za tortu A potrebno je 500g brasna, 200g Se¢era i 1 jaje.
e Za tortu B potrebno je 400g brasna, 100g Secera i 4 jaja.
e Za tortu C potrebno je 700g brasna, 250g Secera i 3 jaja.

Koliko komada koje torte je naruceno?

Rjesenje: Metodom supstitucije na kraju dobivamo jednakost 0 = 1 koja ocito ne vrijedi.
Dakle, zadatak nema rjesenja.



Teorem 1.6 (o broju rjesenja sustava). Svaki sustav linearnih jednadzbi ili nema
rjeSenja ili ima jedinstveno rjeSenje ili ima beskona¢no mnogo rjesenja.

Zadatak 1.15. Izjednacite kemijsku jednadzbu
NH3 + 0Oy — NO + H,0.

Rjesenje: Rjesenja pripadnog sustava su {(t, gt,t, %t) : t € R}. Smislena rjesenja su ona za
koja je t pozitivni cjelobrojni visekratnik od 4. Biramo rjeSenje u kojem su koeficijenti skrac¢eni
do kraja, pa jednadzba glasi 4NH3 + 509 — 4NO + 6H5O.

r

Napomena. Sustav iz zadatka je primjer homogenog sustava — sustava u
kojem su svi slobodni ¢lanovi svih jednadzbi jednaki nuli. Takav sustav uvijek ima
trivijalno rjeSenje v1 =29 =--- =2, = 0.

Ako homogeni sustav ima neko netrivijalno rjesenje (tj. rjeSenje u kojem neka ne-
poznanica nije jednaka nuli), onda taj sustav ima beskonacno mnogo rjesenja.

Zadatak 1.16. Sendvi¢ sa prsutom kosta 5€, sendvic sa Sunkom kosta 3€, a 3 kiflice
kostaju 1€. Ako je kupljeno 100 peciva za 1004, koliko je kojih peciva kupljeno?
Odredite sva smislena rjesenja. Koje rjesenje ima najmanje kiflica?

Rjesenje: Sva rjeSenja sustava su {(¢,25 — I¢,75 + 3¢) : t € R}. Rjedenja su smislena za
t € {0,4,8,12), i to su (0,25,75), (4,18,78), (8,11,81) i (12,4,84). Najmanje kiflica je za
(0,25,75).

Zadatak (DZ). Volonterima na manifestaciji Dan ¢ no¢ na PMF-u podijeljene su zelene,
plave i ljubicaste majice. Ukupno ima 102 majice, zelenih ima 30 vise nego plavih, a kada
bi bilo dvostruko vise ljubicastih majica i trostruko vise plavih, ukupan broj majica bio
bi 174.

Odredite koliko je majica koje boje podijeljeno volonterima. Koliko najmanje, a koliko
najvise moze biti ljubic¢astih majica?



1.4 Gaussova metoda eliminacija

Zadatak 1.17. Odredite rjeSenje sustava

r+y+z=2>5
T+2y+32=9
r+y—2z=4.

Rjesenje: (4, -2, 3)

Definicija 1.7. Sustavu linearnih jednadzbi oblika

a11T1 + a12T9 + -+ ATy = b1
a21T1 + Q20%2 + - -+ + Aop Ty = by

Am1T1 + Qa2 + -+ -+ QpnTn, = bm

pridruzujemo (prosirenu) matricu sustava

a1 alp ... A1n bl
921 a9 ... QAon b2
m1 Am2  ---  Gmp bm

Primjer

Matrica sustava iz zadatka je

11 1
1 2 3
3 1 =2

= O Ot

Uocimo: retci matrice sustava odgovaraju pojedinim jednadzbama. Prva tri stupca
odgovaraju nepoznanicama, a zadnji stupac odgovara slobodnim ¢lanovima.

Zadatak 1.18. Odredite sva rjeSenja sustava ¢ija je matrica

-1 0
)
-1

(a)

S O N

1
1 0
0 1



o (22 31)

Rjesenje: (a) (3,5,—1); (b) (x,y,2) € {(2t,3,t) : t € R}.

Definicija 1.8. Elementarne transformacije matrice sustava su:
(1) zamjena dvaju redaka;

(2) mnozZenje nekog retka brojem koji nije nula;

(3) pribrajanje jednog retka drugom.

Napomena. Kombinacijom transformacija (2) i (3) dobivamo sljedecée pravilo:
Ako je i # j, mozemo i-tom retku pribrojiti « - (j-ti redak) za bilo koji a € R.

Najcesce ¢emo koristiti upravo tu transformaciju!

Ako je jedna matrica dobivena iz druge primjenom elementarnih transformacija, kazemo
da su te matrice ekvivalentne i izmedu njih pisSemo znak ~.

Primjer

Sljedece matrice sustava su ekvivalentne:
0 2 —1] 2 j] 11 1 -1 -(-3) 11 1 -1
11 1 |-1 ~10 2 —1] 2 ] ~10 2 —1] 2
3 9 0 2

—61| 0 35 —6] 0 -9 3

+

Teorem 1.9. Elementarne transformacije matrice sustava ne mijenjaju skup
rjesenja tog sustava.

Cilj Gaussove metode eliminacija je matricu sustava primjenom elementarnih tran-

1 0 ... 0 C1
01 0 Cy
00 ... 1]c,

jer iz te matrice mozemo lako ocitati rjeSenja sustava:

r1 = C, X9 = Cg, Ty = Cp.
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Gaussova metoda eliminacija: postupak

1. Kre¢emo od stupca ¢ = 1. Ako je to nulstupac, prelazimo na sljedeci stupac
(dok ne dodemo do stupca slobodnih ¢lanova).

2. U ¢-tom stupcu zamjenom redaka dovedemo neki ne-nul element iz retka ispod
i-tog na dijagonalnu poziciju (i,1).

3. Ako je na dijagonalnoj poziciji broj a # 1, pomnozimo i-ti redak s é tako da na
dijagonalnoj poziciji bude 1.

4. Ponistimo sve elemente u i-tom stupcu osim dijagonalnog (tako da svim retcima
dodamo/oduzmemo i-ti redak pomnozem odgovarajuéim brojem).

5. Prelazimo na stupac ¢ + 1 i ponavljamo postupak sve dok ne “potrosimo” sve
dijagonalne elemente.

6. Ako dobijemo redak ( 00 ... 0 | 0 ), mozemo ga ispustiti.
7. Ako dobijemo redak ( 00 ... 0 | c ) za ¢ # 0, sustav nema rjesenja.

8. Na kraju postupka dobivamo matricu oblika

0 0 ¥ ... *|c
0 0 X ... *x|cCy

0 0 x ... x| Cp
Ako matrica ima samo jedinice na dijagonali i nema “dodatnih” stupaca desno,
sustav ima jedinstveno rjesenje. Ako se u matrici pojavio nulstupac ili ima

dodatne stupce, sustav ima beskonacno mnogo rjesenja (i to s onoliko slobodnih
parametara koliko ima takvih stupaca).

Zadatak 1.19. Gaussovom metodom eliminacija rijesite sljedec¢e sustave linearnih jed-
nadzbi:

$1+2$2+3$3:3
—2371+.’173=—2
T+ 209 — 23 =3
—$1+2$2+12l‘3 =1

(a)

$1+21‘2+33’)3:1
(b) —2£L’1+£E3:0
.’171—|—21'2—ZL‘3:O



( ;1:1—5332—83:3—1-334:3

(C) 3£L'1 + Ty — 31’3 — 556'4 =1
T — 7133 + 21’4 = -5
11%2 + 20.173 — 9%4 =2

2I1+$2+4$3+I4:O

(d) 3I1+21’2—ZL‘3—61’4:O
7ZE1+4I’2+6I’3—5$4:0

.CE1+8.CI?3+7.CE4:0

3r1+ 929 — 1523 =6
() ¢ 2x1 4 622 — 1023 =4
43’;1 -+ 12%2 — 20&33 =8

Rjesenje: (a) (1,1,0); (b) (%,1—16,%); (c) nema rjesenja;  (d) {(¢,t, —t,t) : t € R}; (e)
{(2—-3s+5t):s,t €R}.

Zadatak 1.20. U ovisnosti o parametru A rijesite sljedeci sustav linearnih jednadzbi:

31’1 +2I2 +x3 = -1
(a) ¢ Ty + 629+ 523 = A
51‘1 +4!L’2 + 31’3 = 2

2$1+3J]2+[E3+2[L‘4 =3
(b) 41 + 629 + 323 + 424 =5

61131 + 91‘2 + 51‘3 + 6.’E4 =7

8x1 + 1229 + T3+ Ay = 9

Rjesenje: (a) Za A # 8 rjeenje je {(2— 3t,t,—1,0) : t € R}, a za A = 8 rjeSenje je {(2— 35—
t,s,1,t) 1 s,t € R};  (b) Za A = 5 rjefenje je {(t, 2 —2t,4+1t) : t € R}, aza A # 5 nema
rjeSenja.

Zadatak 1.21. Odredite o, 8 € R tako da sustav

T+2y =«
dr+ Py =5

ima
(a) jedno rjesenje;
(b) beskona¢no mnogo rjesenja;

(c) nema rjesenja.

10



1 2|a)— 1 2 a o 5

4 B 5>J+ “\o p-38 5_4a>.Ak0Jeﬁ—81a7é4,sus—
tav nema rjeSenja. Ako je § = 81 a = %, mozemo ispustiti drugi redak i dobivamo jed-
nadzbu xz + 2y = a = 5 koja ima beskona¢no mnogo rjesenja. Ako je pak 8 # 8, imamo

1 1 2 K + 10 \ —10
-~ 5—38 . . ST
(0 8- 8 5_ 4a> <O 1 ) j.(_Q) (0 1 ‘ 5 e i sustav ima jedins

5—8
tveno rjeSenje r = a = 40‘

Rjesenje: Imamo <
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2 Vektorski prostori, linearni operatori i matrice

2.1 Vektorski prostori

Definicija 2.1. (Realan) vektorski prostor je skup V' na kojem su zadane
operacije zbrajanja i mnozenja skalarom a € R sa sljede¢im svojstvima:

Postoji nulvektor Oy € V takav da je v + 0y = v za sve v € V;
Za svaki v € V postoji —v € V takav da je v + (—v) = Oy;

v+w=w-+vzasvev,w e V;

Primjeri: vektorski prostori
1. V2, V3, V30), V3(0)
Uz standardne operacije zbrajanja ¥+ i mnozenja skalarom o te nulvektor 0

2. Skup realnih brojeva R

Uz standardno zbrajanje i mnozenje; nulvektor je broj 0

3. Skup kompleksnih brojeva C
Slicno kao R

4. Za svaki n € N, skup svih uredenih n-torki realnih brojeva
R™ = {(z1,22,...,%y) : T1, T2, ..., T, € R}
je realan vektorski prostor s operacijama
(1,22, ..y Tn) + (Y1,Y2,- -, Yn) = (T1 + Y1, 22+ Y2, - -, T + Yn)

i oz, xe,...,2n) = (ax1, 029, . . . 0y,

Nulvektor je Og» = (0,0,...,0)
~——

n
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5. Skup svih funkcija f : R — R s operacijama zbrajanja i (f +g¢)(x) = f(x)+g(x)
i mnozenja skalarom (af)(x) = af(z).

Pripadni nulvektor je funkcija f(z) = 0.

6. Skup P svih polinoma s realnim koeficijentima, s operacijama zbrajanja poli-
noma, npr. (3z +5) + (z® — x + 1) = 23 + 22 + 6, i mnozenja skalarom, npr.
s(Br+5)=z+2

Pripadni nulvektor je nulpolinom p(z) = 0.

7. Nul-prostor {0} s operacijama 0+0 =01« -0=0 za sve a € R.

Definicija 2.2. Neka je V realan vektorski prostor, aq, ..., a, € Rivy, ..., v, € V.
Izraz
U] + ...+ Uy,

zove se linearna kombinacija vektora vy, ..., v, s koeficijentima oy, . .., a,.

Primjeri: linearne kombinacije
1. Jedna linearna kombinacija vektora v; = (1,2,3,4) i vo = (0,1,0,—1) iz R* je

201 + 4vs = (2,4,6,8) + (0,4,0,—4) = (2,8,6,4).

2. Linearna kombinacija vektora @ = [1,0] i @ = [1,2] s koeficijentima 2 i 1 je
vektor ¥ =2-[1,0]+1-[1,2] =[3,2].

3. Linearna kombinacija polinoma p;(z) = 23 + z, pa(z) = 2 + 3 i p3(x) = 2z s
koeficijentima 1, 2 i % je polinom

3
1(z® + z) + 2(z® + 3) + 5(237) = 2% + 222 + 4z + 6.

Zadatak 2.1. Neka je (@,b) neka fiksirana baza za V2. Prikazite vektor [3,—1] kao
linearnu kombinaciju vektora [1,—5] i [—1, 3].

Rjesenje: [3,—1] = (—4)-[1,-5] + (-7)-[-1,3].
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Zadatak 2.2. Prikazite polinom p(x) = 3z* + 4 kao linearnu kombinaciju polinoma
pi(x) =2% + 2242, po(x) = +3ips(2) =2 —z + L.

Rjesenje: p(x) = pi(x) +0- pa(x) + 2p3(z).

Definicija 2.3. Konacan skup S vektora u nekom vektorskom prostoru V' je li-
nearno zavisan ako se neki vektor iz S moze zapisati kao linearna kombinacija
preostalih vektora iz S.

Ako skup vektora nije linearno zavisan, kazemo da je linearno nezavisan.

Napomena. Skup {vy,...,v,} €V je linearno nezavisan ako i samo ako je jedino
rjesenje jednadzbe
v + ...+ 2,0, = 0y

dano sa
r=...=x,=0.

Zadatak 2.3. Odredite jesu li sljedeci skupovi vektora linearno nezavisni:

1,1),(4,5)}
1,3),(4,5),(0,6)}
1,2,3),(1,3,0),(1,1,6)}
1,v/2,1),(1,1,7),(0,0,0)}

Rjesenje: (a) DA; (b) NE; (c¢) NE; (d) NE.

(a)
(b)
(c)

)

{(
{(
{1,
(d) {(1,

Definicija 2.4. Najve¢i broj elemenata kojeg u vektorskom prostoru V' moze
sadrzavati neki linearno nezavisan skup vektora zove se dimenzija prostora V'
i oznacava se s dim V.

Baza prostora V' je bilo koji linearno nezavisan skup vektora koji ima dim V' ele-
menata.
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Primjeri
1. Nulprostor {0} ima dimenziju 0 i jedina njegova baza je ().

2. Prostor V? (odnosno V?(0)) ima dimenziju 2. Njegovu bazu ¢ine bilo koja
dva nekolinearna vektora.

3. Prostor V? (odnosno V?3(0)) ima dimenziju 3. Njegovu bazu ¢ine bilo koja
tri nekomplanarna vektora.

Teorem 2.5. Za konacan podskup B = {fi, fo, ..., fn} netrivijalnog vektorskog
prostora V' ekvivalentno je:

(i) B je baza za V;

(ii) B je linearno nezavisan i za svaki v € V postoje skalari xy,xo, ..., x, takvi
daje v =z1fi + Tafo + 4+ Tnfu;

(iii) za svaki v € V postoje jedinstveni skalari z1, xo, . .., 2, takvi da je v =z f1 +
Tafo+ -+ Tnfn

Zadatak 2.4. Odredite dimenziju i jednu bazu realnog vektorskog prostora C.

Rjesenje: Svaki kompleksan broj z € C se moze zapisati kao Rez -1+ Im z - ¢, tj. kao linearna
kombinacija od 11 4, i to na jedinstven na¢in. Prema teoremu (iii), skup {1,4} je (jedna)
baza za C i dimC = 2.

Zadatak 2.5. Odredite dimenziju i jednu bazu realnog vektorskog prostora R3.
Rjesenje: Svaka uredena trojka (z1,x2,3) € R se moze zapisati kao
(xlnya 1'3) =1 (1707 0) + T2 (07 1, 0) + 3 (0,0, 1)

Kako je skup {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} linearno nezavisan, prema teoremu (ii) taj skup je
jedna baza za R3 i dim R? = 3. Tu bazu zovemo kanonska baza za R3.

Zadatak 2.6. Je li skup
{(1,2,3),(2,2,3),(0,1,0)} C R

baza za R3?
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Rjesenje: Kako je dimR? = 3 i zadani skup ima 3 elementa, dovoljno je provjeriti da je
linearno nezavisan. Pripadni homogeni sustav ima samo trivijalno rjesenje, dakle zadani skup
jest linearno nezavisan i one je baza za R3.

Definicija 2.6. Neka je V vektorski prostor. Za podskup S od V kazemo da je
potprostor od V i pisemo S < V ako je S takoder vektorski prostor s obzirom na
iste operacije zbrajanja i mnozenja skalarom koje su definirane na V.

Teorem 2.7. Za podskup S vektorskog prostora V' ekvivalentno je:
(i) S je potprostor od V;

(ii) sve linearne kombinacije elemenata iz S su takoder elementi iz S (tj. S je
“zatvoren na linearne kombinacije”);

(ili) v+we Siave Szasvev,we Siack

Zadatak 2.7. Za svaki od sljede¢ih skupova odredite je li potprostor realnog vektorskog
prostora R?:

(a) A={(x1,22) : 11 = 2x2};
(b) B = {(x1,23) : 1y = 23 };
(¢) C ={(z1,22) : x1,29 € Z}.

Rjesenje: (a) DA; (b) NE jer npr. (1,1) € B, ali 2- (1,1) = (2,2) ¢ B; (c) NE jer je npr.
(1,1) € C,ali 5-(1,1) ¢ C.

Primjer
Potprostori od V?(0)
e dimenzije 0: {0}
e dimenzije 1: pravci kroz ishodiste

e dimenzije 2: V?(O).
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Primjer

Potprostori od V3(0)
e dimenzije 0: {0}
e dimenzije 1: pravci kroz ishodiste

e dimenzije 2: ravnine kroz ishodiste

e dimenzije 3: V3(0).

Zadatak 2.8. Za svaki od sljedeéih skupova odredite je li potprostor od R3. Ako jest,
odredite mu dimenziju i jednu bazu.

(a) A={(x1,29,23) : x1 + x2 + 23 = 0};
(b) B ={(z1,29,23) : v1 + 29 + 23 = 1};
(c) C={(z1,22,23) : 1 = T2 = T3}.

Rjesenje: (a) DA, dim A = 2, baza: {(1,0,—1),(0,1,—1)}; (b) NE; (c) DA, dimC = 1,
baza: {(1,1,1)}.

Napomena. Skup R svih rjesenja (x1,...,2,) € R” homogenog sustava linearnih
jednadzbi

a;1x1 + ae®s + ... a1, =0

91T + Q92To + ... A9pxy, = 0

Am1T1 + Qoo + . .. ATy, = 0

je potprostor od R"™, i pritom vrijedi
e dim R = broj slobodnih parametara

e Koeficijenti uz pojedine slobodne parametre u zapisu rjesenja cine vektore
jedne baze za R

Zadatak 2.9. Odredite dimenziju i jednu bazu prostora R rjesenja sustava

$1+LE2—SC3+.T4:0
2x1+2x2—2x3+2x4:0
—l'l—ZE2+I'3—ZE4:0.

Rjesenje: dim R = 3, baza: {(-1,1,0,0),(1,0,1,0),(—1,0,0,1)}.
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Zadatak 2.10. Odredite dimenziju i jednu bazu prostora R rjesenja sustava

21’1—1‘2+$3:0
$1+21’3:O
$1+$2+5l’3:0.

Rjesenje: dim R =1, baza: {(—2,-3,1)}.

2.2 Linearni operatori

]?eﬁnicija 2.8. Neka su V' i W vektorski prostori. Linearan operator je funkcija
AV — W koja ima sljedeca dva svojstva:

(1) A(w +w) = A(v) + A(w), za sve v,w € V
(2) A(aw) = 0A(v), zasveveViaeR

Ako je W = R, linearan operator zovemo linearnim funkcionalom.

Zadatak 2.11. Ispitajte je li zadana funkcija linearni operator:
(a) A:R2 >R, A(z,y) =2z +y
(b) B:R—=R, B(z) =2 +2

Rjesenje: (a) DA; (b) NE.

Primjeri

1. Rotacija vektora za 90° oko ishodista R : V2(O) — V2(O)

Primjeri
2. Linerana funkcija f : R® = R, npr. f(z,y,2) =21+ 3y — 2
3. Deriviranje polinoma % :P—P

4. Jedini¢ni operator ili identiteta idy : V — V idy(v) = v

5. Nuloperator O : V — W, O(v) = Oy

18



Teorem 2.9 (Svojstva linearnih operatora). Za svaki linearan operator A:V-W
vrijedi:

A

(1) A(Oy) = 0w

(2) Za bilo koje aq,...,a, € Rivy,...,v, €V vrijedi

fl(alvl + -t au) = 041121(1)1-) + 4 anfl(vn).

Zadatak 2.12. Neka je (@,b,7) neka baza za V3(0) i neka je A : V3(0) — V3(0)

linearan operator takav da je

A@)=—-b, Ab)=2i+¢ i A@=b+é
Odredite A(7) za 7 = [1,2,3].
Rjesenje: A(7) = [4,2,5].

Prisjetimo se: B = (f1,..., fn) je baza za V ako i samo ako za svaki v € V postoje
jedinstveni skalari 1, o, ..., z, takvida je v = x1 f1 + Tofo + -+ + Ty [

r

Definicija 2.10. Neka je B = (fi,..., f,) baza vektorskog prostora V.
Koordinate vektora v =z, f; + xofs + -+ x,f, € V u bazi B su

= (l‘l,xz, 500 ,:L‘n)B.

Teorem 2.11 (Zadavanje operatora na bazi). Linearni operator A Vv osw
je potpuno zadan svojim djelovanjem na jednoj bazi od V, tj. potpuno je zadan
koordinatama slika svih vektora odabrane baze od V' s obzirom na odabranu bazu
od W.

2.3 Matrice

2.3.1 Matrica linearnog operatora

(Realna) matrica tipa (dimenzije) m x n je pravokutna tablica brojeva

a1 a1 ... Qip

921 29 ... QA9pn
A=

Am1 Am2 ... Omn
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gdjeje a;j € Rzasveie{l,..., m}ije{l,...,n}

r

Definicija 2.12. Matrica linearnog operatora A:V = W s obzirom na
odabrane baze By i By domene i kodomene je matrica A u kojoj se redom u
stupcima nalaze koordinate slika vektora baze By u bazi By,. Ako je V =W i
By = By = B, govorimo o matrici linearnog operatora s obzirom na bazu B.

Primjeri

1. Matrica operatora A iz zadatka s obzirom na bazu (@, b, ) je

0
A= -1
0

= O N
e )

2. Matrica nuloperatora O : V. — W (za npr. dimV = 4 i dimW = 2) je

nulmatrica

0000
02’3_<0 00 0)'

3. Matrica jedini¢nog operatora idy = V' — V (za npr. dim V' = 3) je jedini¢na

matrica

0
[3: O
1

O O =
O = O

Zadatak 2.13. Odredite matricu linearnog operatora A:R? - R?,
Alw,y) = (~,y)

s obzirom na

(a) kanonsku bazu za R?;

(b) bazu B = ((—1,1),(2,0)).

L -1 0 1 0
Rjesenje: (a) Axp = ( 0 1>; (b) Ap = <1 _1>‘

Zadatak 2.14. Odredite matricu linearnog operatora A : R® — R3,
Alx,y,2) =(x —y+z2x+z,2+y — 2)

s obzirom na
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(a) kanonsku bazu za R?

(b) bazu B = ((1,1,0),(1,0,1), (0,1, 1)).

1 -1 1 0 5/2 1/2
Rjesenje: (a) Axp = (2 0 1 ); (b) A = (0 —1/2 1/2).
1 2 1/2  1/2

Zadatak 2.15. Neka je M : V2(0) — V2(O) osna simetrija s obzirom na pravac y =

A

V3z. Odredite matricu operatora M s obzirom na
(a) kanonsku bazu (7, ) za V2(O);
(b) bazu B = (7, 2).

S (—=1/2 V3/2\ (-1/2 V3
Rjesenje: (a) Mgp = (\/3/2 1/2), (b) Mg = (\/§/4 1/2>.

Zadatak 2.16. Linearan operator A:R? = R3 zadan je svojom matricom u kanonskoj

bazi
1

1

1
A=10
2 -1

O = O

(a) Izracunajte A(1,2,3).
(b) Izracunajte /Al(x, Yy, z) za proizvoljne x,y, z, € R.

Rjesenje: (a) A(1,2,3) = (4,5,—1); (b) A(z,y,2) = (x4 2,y + 2,2z — 2).

Simetrija molekule je linearan operator V3(0O) — V3(0O) s takav da nije moguce
razlikovati izgled molekule prije i poslije njegova djelovanja na tocke molekule (tocnije,
na njihove radij-vektore).

Npr. molekula vode ima 4 simetrije:

(1) Jedini¢ni operator o

(2) Zrcaljenje s obzirom na ravninu m; koja sadrzi O

sva tri atoma /

(3) Zrcaljenje s obzirom na ravninu 7y okomitu na H
m koja sadrzi atom kisika i raspolavlja kut H
medu atomima vodika

(4) Rotacija reda 2 (tj. za 180°) oko pravca p koji
lezi na presjeku ravnina 7 i 7o.
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Zadatak 2.17. Za stacionarni model molekule amonijaka (uspravna pravilna trostrana
piramida s bazom u kojoj se nalaze atomi vodika) odredite dvije medusobno razlicite
netrivijalne simetrije A i B.

(a) Odaberite neku (pogodnu) bazu za V3(O), precizno ju opisite i odredite matrice
operatora A i B s obzirom na tu bazu.

(b) S obzirom na tu bazu odredite koordinate jednog od atoma vodika koji pri tim objema
simetrijama mijenja poziciju i koordinate njegove slike nakon djelovanja simetrije.
(Uzmite kao poznato da je visina piramide N Hj jednaka 0, 62A, a razmak po dva
atoma vodika je 1,63A.)

RjesSenje: Za A mozemo odabrati rotaciju reda 3, tj. za @ = 120° oko osi koja prolazi kroz

atom dusika i okomita je da ravninu u kojoj leze atomi vodika. Za B mozemo odabrati zrcaljenje
s obzirom na ravninu koja sadrzi os rotacije i toéno jedan atom vodika (pa raspolavlja spojnicu
druga dva atoma vodika).

(a) Promatrat ¢emo ortonormiranu bazu B = (7, J; k) takvu da vektor k lezi na osi rotacije, a
npr. vektor j lezi u ravnini zrcaljenja. Tada su trazene matrice

cos 120° —sin120° 0 —1/2 —/3/2 0 -1 00
Ap = |sin120° cos120° 0] =1|+3/2 -1/2 0] i Bg=|0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

(b) Smjestimo ishodiste u srediste trokuta kojeg ¢ine atomi vodika i za jedinié¢nu duljinu
odaberimo visinu piramide, tj. 0, 62A. Tada su (0,0, 1) koordinate atoma dusika s obzi-
rom na bazu B. Atomi vodika tvore jednakostrani¢ni trokut u xy-ravnini kojem je jedan

vrh na y-osi. Duljina stranice trokuta je 1,63A, odnosno é’gg = 2,63 =: a jedini¢ne

duljine. Vrhovi trokuta tada imaju koordinate (0, “T‘/g,O), (5, —%,O) i(—$, —“T‘/g,O).

Sva tri vrha mijenjaju polozaj pri djelovanju rotacije, a pri djelovanju zrcaljenja polozaj
a a\/g

mijenjaju samo vrhovi s koordinatama (+§,—%§>,0). Mnozenjem matrica dobijemo
A 3 30 R 3 3
A%, -2 0) = (0,%42,0) i B(%,—92,0) = (—4, 243, 0).
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