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Predgovor

Proucavanje fizike uobicajeno pocinje s meha-
nikom buduéi da se kroz nju najlakse uvode te-
meljni pojmovi te razvijaju matematicke metode
opisa i obrade pojava. Na njih se kasnije dograduju
novi pojmovi vezani uz druge grane fizike. Sadrzaj
mehanike ve¢ je odavna standardiziran u mnostvu
sveucilisnih udzbenika u svijetu, no nac¢in prikazi-
vanja gradiva ipak se polako mijenjao kroz minulo
stoljeée. U novije se vrijeme pokazalo da mnogi
studenti imaju pocetnih poteskoéa u usvajanju me-
hanike, uglavnom zbog nekih iskustveno stecenih, a
pogresno interpretiranih predodzbi i zamisli. Stoga
se danas smatra korisnim svjesno otvarati ova pita-
nja, posvetiti dovoljno vremena da se najprije raz-
bistre pocetni problemi, a tek potom uputiti na is-
pravno razmisljanje i rjeSenja.

Kaze se da je nemoguce napisati udzbenik koji
bi bio po volji svim ¢itateljima. Razlog tome lezi
ponajvise u prirodnoj razli¢itosti medu ljudima.
U koncipiranju ove knjige autor je posebno imao
na umu one Citatelje kojima odgovara da gradivo
pocinje od najelementarnijih pojmova, prakticki ne
zahtijevajuéi prethodnog znanja, ali na kraju ipak
dosegne veoma visoku razinu. Knjiga je takoder
pisana tako da upucuje c¢itatelja na razumijevanje
svakog, pa i najsitnijeg detalja jer autor smatra
da ucenje fizike bez razumijevanja nema nikakva
smisla. Osim toga, u ljudskoj je prirodi da razu-
mijevanje donosi osobno zadovoljstvo, pa se autor
nada da ¢e studenti to sami osjetiti.

Na nekim je mjestima u knjizi opisano nas-
tajanje znanstvenih ideja iz prvotnih filozofskih
promisljanja. Posebno se to odnosi na stvara-
nje pojma sile od Aristotela do Newtona. Izlaga-
nje je moglo biti znatno krace da je autorova na-
mjera bila uputiti Citatelja izravno na jednadzbe
kojima se zapisuju Newtonovi zakoni i zatim na
formalizam primjene istih u rjesavanju raznih pro-
blema. No to je upravo ono §$to autor nije Zelio
uciniti. Vlastito iskustvo autora u radu sa studen-
tima, te brojna edukacijska istrazivanja provedena
na americkim i europskim sveucilistima, pokazala
su da uvjezbavanje u formalnoj primjeni Newtono-
vih zakona ne osigurava razumijevanje pojma sile,
a time ni pouzdano snalazenje u analizi pojedinih
procesa u mehanici. Namjera je autora bila da
Citatelja provede kroz proces stvaranja pojma sile,
bas kao da i sam u njemu sudjeluje, te da osjeti du-
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binu i jednostavnost tog pojma i usvoji nepogresivo
njegovu primjenu.

Velika je paznja u ovoj knjizi posvec¢ena struktu-
riranju gradiva po poglavljima. Tako je cjelokupna
kinematika okupljena u jedno poglavlje, nasuprot
uobicajenoj udzbenickoj praksi kojom se u odvo-
jenim poglavljima izlaze gibanje tijela po pravcu,
te gibanja u dvije i tri dimenzije, a kruzno giba-
nje jos u posebnom poglavlju. Dinamika je takoder
okupljena u jedinstveno poglavlje, koje ukljucuje i
dinamiku kruznog gibanja uz primjenu kutnih va-
rijabli, te dinamiku sustava tijela s vanjskim i unu-
tarnjim silama. Uvedeno je zasebno poglavlje po-
svec¢eno prirodi raznih sila. To je znacajno odstupa-
nje od dosadasnje udzbenicke prakse prema kojoj se
pojedine vrste sila uvode usputno u razli¢itim po-
glavljima, posvec¢enima uglavnom drugim temama.
Obradom prirode pojedinih sila u jedinstvenome
poglavlju zeli se naglasiti zasebnost te teme, te
ujedno uzdié¢i njenu vaznost na istu razinu na kojoj
se nalazi npr. kinematika ili dinamika.

Knjiga sadrzi vise gradiva nego Sto je moguce
obraditi tijekom jednog semestra. Samo prva dva
poglavlja koja se odnose na kinematiku i dina-
miku gibanja moraju neizostavno biti obradena.
Od sljedecih cetiri poglavlja, potrebno je obraditi
glavninu, a neke slozenije primjere na kraju nami-
jeniti naprednijim studentima. Ostala su poglav-
lja posvetena primjenama mehanike u nekim po-
sebno vaznim sustavima. Iz njih se mogu naciniti
razlicite vrste izbora gradiva za jednosemestralni
kolegij mehanike. Pojedine teme mogu biti po-
godne i za obradu u individualnim studentskim se-
minarima. Na kraju knjige ukljuceno je poglavlje
o relativistickoj mehanici kako bi pogled na meha-
niku bio zaokruzen. Ono je takoder potrebno kod
uvodenja relativistickog pristupa u elektromagne-
tizmu koji se obraduje u drugom semestru.

U metodoloskom pogledu ova knjiga donosi
neke nove pristupe koje je autor iskuSao tijekom
viSegodiSnjeg nastavnickog iskustva. U kinematici
se najprije izlaze vektorski opis gibanja tijela, a
tek se kasnije obraduju dijagrami vremenskih ovis-
nosti kinematickih veli¢ina, $to je obrnuto od do-
sadasnje udzbenicke prakse. Prema autorovu is-
kustvu, studentima je potrebno najprije dati zornu
sliku opcenite putanje u prostoru i vezati vektore
brzina i akceleracija uz tu putanju. Iz opce slike gi-
banja proizlaze dijagrami vremenskih ovisnosti ki-
nematickih veli¢ina za jednu ili viSe dimenzija. U
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tom je pristupu lako razrijesiti moguéu konfuziju
izmedu tangente na putanju tijela i tangente na
krivulju koja predstavlja vremensku ovisnost pre-
valjenog puta duz neke osi.

Newtonovi su zakoni gibanja predstavljeni u iz-
vornoj formi, tj. kao aksiomi kojima se opravda-
nost nalazi tek a posteriori. Stoga je rasprava o
njihovu znacenju bitno slozenija od one koja ih pri-
kazuje kao izvedenicu niza eksperimenata, kako se
to uobic¢ajeno nalazi u udzbenicima. Dobitak je na
kraju u boljoj spoznaji pojmova sile i mase, te uza-
jamnoj ovisnosti Newtonovih zakona.

Na brojnim mjestima u kinematici i dinamici pre-
feriraju se jednadzbe s umnoskom veli¢ina, koje
se lakse fizikalno interpretiraju i shva¢aju, umjesto
matematicki ekvivalentnih jednadzbi s razlomkom.
Takoder se osvjeséuje razlika u pisanju definicijskih
jednadzbi i onih koje iskazuju uzro¢no posljedi¢nu
vezu.

Stil izlaganja u ovoj knjizi tezi jednostavnosti i
jasnoéi. Cesto se u tekstu uvodi napomena koja
je potrebna da bi studentu skrenula paznju na
neki detalj ili okolnost koja ¢ini razmatrani slucaj
razli¢itim od nekog prijasnjeg, ili pak upozorava
studenta na moguénost pogresnog zakljucka, ili
nesto slicno. Na nekim se mjestima postavljaju i
pitanja. Ovakav pristup ¢ini tekst viSe nalik na
zivo predavanje koje studenti imaju prilike slusati.

Slike su koncipirane tako da na njima ne bude
suvisnih detalja koji odvlace paznju od teme koja
se obraduje. Crtane su onako kako bi to profesor na
predavanju jednostavno napravio, a studenti mo-
gli s lako¢om sami reproducirati. To se pokazuje
vaznim u procesu samostalnog ucenja i priprema-
nja studenta da moze drugoj osobi obja$njavati gra-
divo, kao §to se to trazi na ispitu i kasnije u praksi.

Demonstracijski pokusi koji prate predavanja
nisu opisani u ovoj knjizi, iako se na mnogim mjes-
tima moze nazrijeti kakav bi pokus pritom mogao
biti izveden. Zivo predavanje potkrijepljeno poku-
sima i raspravama sa studentima ostaje nezamjen-
ljivo u sveucilisnoj praksi.

Uz predavanja studenti pohadaju seminare i
vjezbe u kojima rjeSavaju konceptualne i numericke
zadatke. Buduéi da postoji niz domacih i inozem-
nih zbirki zadataka i poucnika (tutorials u engl. li-
teraturi), autor ove knjige nije smatrao potrebnim
unositi takve zadatke na kraju pojedinog poglavlja,
nego prepustiti odabir zbirke zadataka i poucnika
nositelju seminara i vjezbi, te samim studentima.

Pored koristenja dobre literature, proces ucenja
ovisi uvelike i o interaktivnom radu nastavnika i
asistenata sa studentima, te studenata medusobno.
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Poglavlje 1

OPIS GIBANJA TIJELA

Gibanje tijela predstavlja sredi$nji interes me-
hanike. Razne vrste gibanja i uzroci koji do njih
dovode tijesno su povezani. Medutim, istodobno
uvodenje niza definicija koje sluze za opis gibanja i
objasnjavanje zakona koji utvrduju uzroke gibanja,
nije metodologki prikladno. Stoga ovo prvo poglav-
lje posveé¢ujemo kinematici (gre. kinema - gibanje)
koja samo opisuje gibanje, ali ne govori o uzrocima
gibanja. Potonje ostavljamo za sljedeé¢e poglavlje.

Za fizikalno opisivanje gibanja, ponajprije je po-
trebno utvrditi neke pojmove vezane uz gibanje i
razviti odgovaraju¢e matematicke metode. U tu
svrhu, definirat ¢emo u ovome poglavlju pojmove
prostora i vremena, a zatim ¢emo uvesti vektor-
ski rac¢un, te pomoc¢u njega definirati kinematicke
velicine puta, brzine i akceleracije. U sljede¢em
¢emo koraku uvesti metodu grafickog prikazivanja
vremenske ovisnosti kinematickih veli¢ina. Medu
raznim vrstama gibanja tijela, posebnu vaznost
imaju jednoliko i jednoliko ubrzano gibanje po
pravcu, te neka slozena gibanja u ravnini. Za opis
gibanja tijela po kruznici uvest ¢emo posebne kine-
maticke veli¢ine.

1.1 Prostor i vrijeme

Svako gibanje odvija se u prostoru i vremenu, pa je
prije no Sto se pristupi opisu gibanja tijela potrebno
definirati sto se to¢no podrazumijeva pod pojmo-
vima prostora i vremena, navesti njihova svojstva,
te uvesti jedinice za mjerenja.

1.1.1 Pojam prostora

Pojam prostora preuzimamo iz obi¢nog covjekova
shvadanja da izmedu dviju tocaka postoji neki
Ako uzimamo samo tocke duz jednog
pravca, govorimo o jednodimenzionalnom prostoru.

razmak.

U njemu se mogu opisivati neke vrste gibanja. Za
opis opcéenitog gibanja u nekoj ravnini potreban
nam je dvodimenzionalni prostor, a najslozenije gi-
banje odvija se u trodimenzionalnom prostoru.

Ima li prostor neka svojstva?

Prema svakodnevnom ¢ovjekovu iskustvu i shva-
¢anju, svojstva se mogu pripisati tijelima koja se
nalaze u prostoru, dok se za prostor naprosto
kaze da on postoji, ne pomisljajuéi pritom da
bi mogao imati neka svojstava. Medutim, ma-
tematicki opis prostora nadilazi obi¢no covjekovo
shvacanje. Moguce je apstraktnim razmisljanjem
doéi do kriterija koji definiraju razne vrste pros-
tora, pa proucavati njihova svojstva.

Euklidov prostor. U anticko je doba znameniti
gréki matematicar Euklid iz Aleksandrije napisao
svoje djelo Elementi u kojemu se polazi od neko-
liko aksioma, a zatim se iz njih dokazuju mnogi
teoremi i izgraduje struktura matematike. Prema
Euklidovoj geometriji, zbroj kutova u trokutu iz-
nosi 180°. To mozemo uzeti kao kriterij za Euk-
lidov, odnosno ravan prostor. U njemu su duzine,
definirane kao najkraée spojnice dviju to¢aka, ravne
crte.  Covjekov je dojam da je prostor u kojem
zivimo takav da najkrac¢u spojnicu izmedu dviju
tocaka uvijek ¢ini ravna duzina, tj. da je prostor
nuzno euklidski.

Da bismo uopée mogli razmisljati o nekom za-
krivljenom prostoru, potrebno je malo maste. Za-
mislimo tako da postoje neka bi¢a kojima se sva zbi-
vanja odvijaju samo na povrsini jedne sfere. Dru-
gim rijeCima, ta bi¢a ne znaju za radijalnu di-
menziju, te su prisiljena uspostaviti geometrijska
pravila na samoj povrSini sfere. U tim je okol-
nostima najkraca spojnica dviju toCaka na sfernoj



plohi o¢ito luk kruznice (izrazavajuéi se nasim euk-
lidskim rje¢nikom). Da bismo mogli lakse rasprav-
ljati o ovome problemu, zamislimo jednu sferu s obi-
ljezenim polovima, meridijanima i paralelama, kao
§to se to radi na zemaljskoj kugli. Ako odaberemo
dvije tocke A i B na ekvatoru, a treéu tocku C na
polu (slika 1.1), zbroj kutova u trokutu bit ée veéi
od 180°. To je uvjerljiv dokaz da zakrivljen prostor
nije euklidski.

POGLAVLJE 1. OPIS GIBANJA TIJELA

Slika 1.1: Tocke A i B su na ekvatoru, a tocka C' je
na polu. Kutovi a = g = 90°, pa je zbroj kutova u
trokutu a + 8 + v > 180°

Veliki matematicar C. F. Gauss (19.st.) posta-
vio je pitanje naSeg prostora kao eksperimentalno.
Izmjerivsi optickim napravama kutove u trokutu
kojemu su vrhovi bili odabrani da budu na tri
medusobno udaljena brda (najdulja stranica oko
100 km), utvrdio je da nema vidljiva odstupanja
od Euklidove geometrije. Toc¢nost mjerenja je bila
bolja od jedne luéne sekunde.

Eksperimentalna provjera prostora u svemirskim
relacijama moguca je putem paralakse zvijezda,
kako shematski prikazuje slika 1.2a. Ako je prostor
ravan (euklidski), zbroj kutova o + 8 bit ée uvijek
manji od 180° ma koliko zvijezda bila udaljena.
To je uistinu eksperimentalno utvrdeno. Granice
totnosti sezu do velikih udaljenosti (oko stotinu
svjetlosnih godina). Mjerenja izvrSena sa satelita
Hipparcos (1989.god.) povecala su doseg na 1600
svjetlosnih godina.

Slika 1.2b prikazuje nac¢elnu moguénost opazanja
o+ [ > 180° za dovoljno udaljenu tocku u ne-
kom zamisljenom zakrivljenom prostoru. Proma-
trana tocka C' mora biti udaljenija od radijusa za-
krivljenosti prostora. Linije koja spajaju po dvije

Slika 1.2: (a) Princip mjerenja paralakse zvijezde iz
dvaju polozaja Zemlje nakon vremenskog intervala
od pola godine. (b) Nacelna moguénost da se u
zakrivljenom prostoru postigne o + 5 > 90°

tocke uvijek su najkrace spojnice medu njima, Sto
znaci da se radi o lukovima kruznica sa srediStem
u samome sredistu sferne plohe.

Napomena: Spojnica tocaka A i B nije luk na
paraleli. Naime, paralela je kruznica kojoj je
srediSte udaljeno od sredista sferne plohe. Me-
ridijan je uvijek okomit na sve paralele, ali
nije opéenito okomit na druge kruznice kojima
se srediste poklapa sa srediStem same sferne
plohe.

Mozemo kona¢no zakljuciti da nas prostor nije
zakrivljen na skali od barem 1600 svjetlosnih go-
dina. U svim primjerima koje ¢emo obradivati u



1.1. PROSTOR I VRIJEME

ovoj knjizi smatrat ¢emo da je prostor potpuno euk-
lidski.!

Euklidov prostor ima jo$ dvije vazne osobine,
koje se u obi¢nom govoru ne isti¢u, ali su nezaobi-
lazne u strozem matematickom razmatranju. Prva
osobina je homogenost prostora, Sto znaci da se
prostor sam po sebi ne razlikuje od tocke do tocke,
odnosno da je svugdje jednak. To znaci da se po-
makom tijela na drugo mjesto u prostoru ne mije-
nja njegova veli¢ina, odnosno geometrijska svojstva.
Isto tako smatramo da niti fizikalna svojstva tijela
ne ovise o tome u kojem se dijelu prostora tijelo
nalazi. Stoga je i fizikalni proces invarijantan na
mjesto dogadanja, tj. na prostornu translaciju.

Druga osobina Euklidova prostora je izotropnost.
To znaci da su svi smjerovi u prostoru ravnopravni,
pa tijelo ne ée promijeniti svoj oblik, odnosno svoja
geometrijska svojstva, ako ga se zakrene u praznom
prostoru. Isto tako ne mijenjaju se ni fizikalna svoj-
stva tijela, pa izotropnost prostora vodi na invari-
jantnost fizikalnog procesa prema rotacijama (misli
se na konac¢ni zakret, a ne na vrtnju).

1.1.2 Pojam vremena

Pojam vremena takoder preuzimamo iz obic¢nog
covjekova iskustva. Vrijeme se veze uz niz doga-
daja. Dogadaj moze biti npr. dolazak nekog ti-
jela na neko mjesto, udarac koji stvara zvuk, lom
Stapa, bljesak svjetlosti, itd. Ako se dva dogadaja
nisu dogodila istodobno, onda kazemo da je izmedu
njih proteklo neko vrijeme, ili preciznije neki inter-
val vremena. 'To je temelj za utvrdivanje pojma
vremena.

Pretpostavlja se da vrijeme tece oduvijek. Stoga
nije moguée odrediti apsolutni pocetak vremena,
no to i nije bitno jer su nam za opisivanje dogadaja
u fizici zanimljivi samo intervali vremena. Odabe-
remo proizvoljno neki dogadaj kao onaj u odnosu na
koji ra¢unamo proteklo vrijeme, tj. tome dogadaju
matematicki pridruzimo vrijeme ¢ = 0. Tada za
prethodne dogadaje imamo ¢ < 0, a za one koji su
se dogodili kasnije ¢ > 0.

Takoder pretpostavljamo da vrijeme tece jedno-
liko. To pak znaci da je interval vremena izmedu
dva dogadaja neovisan o izboru dogadaja za koji
smo postavili da je t = 0.

1O zakrivljenosti prostora u blizini velikih gravitacijskih
masa govori se u Opcoj teoriji relativnosti, koja se kratko
opisuje na kraju ove knjige.

1.1.3 Dimenzije fizikalnih veli¢ina

Dimenzija fizikalne veli¢ine oznacava njeno svoj-
stvo, a ne iznos. Pojam dimenzije najlakse se moze
objasniti na primjerima. Temeljna veli¢ina pros-
tora je duzina i njenu dimenziju oznacavamo dogo-
vorno simbolom [L]. Svaka duZina ima tu dimen-
ziju, bez obzira na njenu veli¢inu izrazenu u mjer-
nim jedinicama. Drugim rije¢ima, kada navedemo
da neka fizikalna veli¢ina ima dimenziju [L], znamo
da se radi o duzini, a o iznosu duzine nismo se time
izjasnili.

Povrsinu nekog pravokutnika dobivamo mnoze-
njem baze s visinom, pa je njena dimenzija [S]=[L?].
Razumije se, povrsina bilo kojeg lika ima tu istu
dimenziju. Za volumen bilo kojeg tijela imamo
[V]=[L3]. Dimenzije povrsine i volumena izvedene
su iz dimenzije duzine, koja je osnovna.

Dimenzija za vrijeme, odnosno interval vremena,
oznacava se simbolom [T]. To je takoder osnovna
dimenzija. Svi intervali vremena imaju istu di-
menziju [T], no mogu se razlikovati po iznosu. U
proucavanju gibanja tijela uvodit ¢emo druge fizi-
kalne veli¢ine koje ukljucuju duzinu i vrijeme, pa
¢e njihove dimenzije biti slozene.

U fizici se ponekad definiraju i veli¢ine koje ne-
maju dimenziju. Radi se najc¢eSée o omjerima dviju
veli¢ina koje imaju istu dimenziju, pa je omjer bez-
dimenzionalan. Jednostavniji primjer bezdimenzi-
onalne veli¢ine moze biti omjer Sirine i duzine nekog
tijela. Ta velicina moze biti korisna u nekim raz-
matranjima gibanja tijela u fluidu. Primjer bezdi-
menzionalne veli¢ine je i koeficijent trenja, te neke
druge velicine.

Cemu koriste dimenzije fizikalnih
veli¢ina?

U rjeSavanju problema u fizici dolazimo do jed-
nadzbi koje sadrzavaju viSe fizikalnih veli¢ina s li-
jeve i desne strane znaka jednakosti. Korisno je pro-
vesti dimenzionalnu analizu dobivene jednadzbe.
Ako konacna dimenzija izraza na lijevoj strani nije
jednaka dimenziji izraza na desnoj strani znaka jed-
nakosti, mozemo biti sigurni da jednadzba nije is-
pravna, te moramo provjeriti postupak rjeSavanja
problema i ispraviti pogreske.

Napomena: lzraz dimenzija (lat. dimensio - iz-
mjera) rabi se ¢esto u svakodnevnom govoru u
smislu veli¢ine necega. Tako se npr. kaze da je



dimenzija stola veca od dimenzije knjige. Pri
tome se misli da je stol veéi od knjige. Takoder
se izraz dimenzija koristi i za oznacavanje kom-
ponenti prostora. Za duzinu se kaze da je jed-
nodimenzionalna, ravna ploha je dvodimenzi-
onalna, a bilo koje tijelo je trodimenzionalno.

1.1.4 Jedinice za mjerenje fizikalnih
veli¢ina

Za svako mjerenje ili izrac¢unavanje neke fizikalne
veli¢ine potrebno je poznavati jedinicu u kojoj se ta
veli¢ina izrazava. Razlikujemo osnowvne i izvedene
jedinice. Osnovne se jedinice odrede dogovorno, a
svaka izvedena jedinica slijedi iz jednadzbe kojom je
definirana doti¢na fizikalna veli¢ina. Ovo ¢e postati
jasnije navodenjem primjera.

Osnovne su jedinice utvrdene Medunarodnim
sustavom jedinica za koji se upotrebljava oznaka
SI (prema franc. Systéme Internationale). Ovdje
¢emo navesti samo jedinice za vrijeme i duzinu jer
smo te veli¢ine pojmovno definirali. U sljede¢em
¢emo poglavlju definirati i pojam mase pa ¢e tada
uslijediti i opis jedinice za masu.

Jedinica za vrijeme. Jedinica za vrijeme u SI
je sekunda (1s). U starije je doba sekunda bila de-
finirana kao odredeni dio trajanja dana. Razvojem
atomske spektroskopije postalo je moguce temeljiti
definiciju sekunde na jednom atomskom procesu za
koji se smatra da je uvijek jednako ponovljiv jer
atomska struktura nije podlozna vremenskim pro-
mjenama. Od 1967. god. sekunda je definirana kao
vrijeme u kojemu mikrovalno zrac¢enje atoma cezija
(133Cs) izvrsi 9192631 770 perioda titranja.

Jedinica za duzinu. Jedinica za duzinu u SI je
metar (1m). Prvotno je metar bio definiran kao
odredeni dio meridijana koji prolazi kroz Pariz od
sjevernoga pola do ekvatora. Kasnije je zbog vece
preciznosti, a i prakti¢nosti, dogovoreno da se me-
tar definira kao udaljenost izmedu dvaju zareza ure-
zanih na Sipki nacinjenoj od legure platine i iri-
dija koja se cuva u Medunarodnom uredu za utege
i mjere u Sevresu pokraj Pariza. Definicija me-
tra vezana uz atomsku strukturu uvedena je 1960.
god. Dogovoreno je da metar sadrzi odredeni broj
valnih duljina narancasto crvenog zracenja atoma
kriptona (36Kr).
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Uz odabrane definicije za metar i sekundu, obje
vezane na atomsku strukturu, mogla se vrlo to¢no
mjeriti brzina svjetlosti, no ipak je postojala neka
eksperimentalna granica pouzdanosti. Buduéi da
iz spoznaja u suvremenoj fizici slijedi da je brzina
svjetlosti u vakuumu univerzalna konstanta, pre-
vagnulo je stajaliSte da se njen iznos utvrdi kao
potpuno pouzdana vrijednost, a to znaci da se defi-
nicija metra morala tome prilagoditi. Tako je 1983.
god. dogovoreno da u jednoj sekundi svjetlost pre-
vali put od to¢no 299 792 485 metara. Taj dogovor
znaci da je 1 metar duzina koju svjetlost prevali u
1/299792 485 sekundi.

Izvedene jedinice. Iz jednadzbe kojom se uvodi
neka nova fizikalna veli¢ina, slijedi jedinica za njeno
mjerenje. To je izvedena jedinica jer se moze izra-
ziti pomoc¢u osnovnih. Kao primjer navedimo je-
dinicu za mjerenje povrsine. Jednadzba kojom se
dobiva povrsina pravokutnika glasi S = ab. Bududéi
da su a i b duzine koje se mjere u metrima, na-
lazimo prema jednadzbi za povrSinu S da se ona
mjeri u m?. Jedinica za povr§inu nema posebno
ime. I mnoge druge izvedene jedinice nemaju po-
sebno ime, no neke ga ipak imaju, kao Sto ¢emo
upoznati kasnije u ovoj knjizi.

1.2 Vektorski prikaz gibanja
tijela

Pojam gibanja tijela preuzimamo iz svakodnev-
nog zivota. Gibanje je pomicanje tijela iz jednog
polozaja u drugi tijekom vremena. Prema tome,
da bismo mogli opisivati razna gibanja tijela, mo-
ramo najprije utvrditi nac¢in odredivanja njegova
polozaja. Ovdje ¢emo upotrijebiti vektorski prikaz
koji se odlikuje zornoséu a ujedno je i matematicki
elegantan, tj. sazet i pogodan za obradu.

Definicija vektora i skalara. Vektor (lat. vec-
tor - nositelj) je velicina koja ima iznos i smjer.
U grafickom se prikazu vektor crta usmjerenom
duzinom, tj. duzinom koja ima svoj pocetak i kraj
na kojemu nosi oznaku strelice. Skalar je veli¢ina
koja ima samo iznos, tj. ne moze joj se pripisati
smjer u prostoru. U fizici éemo upoznati brojne
veli¢ine od kojih su neke vektori, a druge skalari.
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1.2.1 Vektor polozaja tijela

Odaberimo proizvoljno neku tocku u prostoru kao
ishodiste O (lat. origo - izvor) i utvrdimo pravilo
da se polozaj neke tocke P (lat. punctum - tocka)
odreduje vektorom 7 kojemu je pocetak u ishodistu
O a kraj u tocki P.
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Slika 1.3: Proizvoljno odabrano ishodiste O, te pu-
tem vektora 7 utvrden polozaj tocke P u odnosu
prema ishodistu.

Slika 1.3 prikazuje primjer odredivanja polozaja
jedne tocke u prostoru. Svaki vektor polozaja ima
svoj iznos i smjer. Iznos vektora polozaja predstav-
lja udaljenost dane tocke P od ishodista O. Razu-
mije se, ta se veli¢ina mjeri u metrima kao i svaka
duzina. Pojam smjera vektora polozaja moze se
izloziti pomoc¢u obi¢noga govora. To je smjer ko-
jim bi trebalo krenuti od ishodista O da bi se doslo
ravno do tocke P. Medutim, takav opis nema ma-
tematicku formu koja je neophodna za primjenu u
fizici. Za uvodenje matematickog jezika potrebno
je definirati neke elemente i utvrditi matematicke
simbole kojima se ti elementi zapisuju. U ovome
slucéaju, uvodi se pojam jedini¢nog vektora 7 (Cita
se er kapa), a svrha mu je samo da odreduje smjer.
Njegov je iznos po definiciji jednak broju 1.

Napomena: Ovdje valja naglasiti da se iznosu je-
dini¢nog vektora ne pridruzuje jedinica za mje-
renje, tj. iznos jedinicnog vektora 7 nije 1 me-
tar nego samo bezdimenzionalan broj 1.

Uz te odredbe piSemo za vektor polozaja

7= |7 (1.1)

gdje |7] predstavlja oznaku za iznos (ili modul) vek-
tora 7. Modul || izrazava se brojem i jedinicom za
mjerenje (npr. 3 metra). Zakljuc¢imo, dakle, da se
polozaj neke tocke P odreduje tako da se utvrdi
modul |7] i jediniéni vektor 7. Time utvrdujemo
da se tocka P nalazi na udaljenosti |7] od O i to u
smjeru koji je odreden jedini¢nim vektorom 7.

Cesti¢ni model

Svako makroskopsko tijelo ima neki volumen. Sto-
ga pojedine tocke toga tijela imaju razliCite pri-
padne vektore polozaja. Primjer je prikazan na
slici 1.4a. O¢cito je da polozaj tijela nije moguce
tocno odrediti jednim jedinim vektorom. No, isto-
dobno razmatranje mnostva vektora predstavljalo
bi ogroman problem za opis gibanja tijela, te ne
bi pridonijelo stvaranju jednostavnih, ali opéenitih,
zakljucaka kojima tezimo.
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Slika 1.4: (a) Vektori polozaja nekoliko to¢aka pros-
tranog tijela mase m. (b)Tijelo mase m predstav-
ljeno u ¢esticnom modelu.



Vrlo ¢esto promatramo gibanje tijela u kojemu
se sve njegove tocke jednako pomicu u prostoru, tj.
nema rotacije tijela oko neke osi. U tome je slucaju
dovoljno promatrati gibanje samo jedne tocke toga
tijela i time upoznati gibanje svih ostalih tocaka,
tj. cijeloga tijela. Takoder, ako promatramo tijelo
koje na svome putu prevaljuje udaljenosti mnogo
vec¢e nego Sto je veli¢ina samoga tijela, npr. auto-
mobil na kilometarski dugackoj cesti, sasvim nam
je zadovoljavajuce smatrati da je polozaj tijela u
danome trenutku dobro odreden jednim jedinim
vektorom. Time dolazimo do cestiénog modela.
Zamisljamo kao da je cijelo tijelo koncentrirano oko
jedne tocke tako da mu je veli¢ina zanemariva u
odnosu prema drugim promatranim udaljenostima.
Takvu zamisljenu tvorevinu nazivamo cesticom. Na
slici 1.4b prikazan je Cesti¢ni model kojim mozemo
nadomjestiti realnu situaciju iz slike 1.4a.

Opéenito o modelu u fizici. U fizici se cesto
javlja potreba da se realni sustav, koji moze biti
kompliciran, zamijeni pojednostavljenim sustavom
u svrhu izvedive matematicke obrade. Tada go-
vorimo o modelu. Model je uspjeSan ukoliko do-
bro opisuje glavne osobine realnog sustava a zane-
maruje samo sporedne detalje koji bi inace ucinili
analizu realnoga sustava prakticki nemogu¢om. U
gornjem slucaju cesticnoga modela, zanemaren je
samo stvarni volumen tijela, ali ne i druge oso-
bine tijela. Poglavito se to odnosi na masu ti-
jela, veli¢inu koju ¢emo definirati i poblize upoz-
nati u sljede¢em poglavlju, ali ovdje je ipak moramo
spomenuti radi izbjegavanja pogresnih zakljucaka.
Smatramo, dakle, da zamisljena Cestica kojom na-
domijestamo tijelo ima jednaku masu kao i samo
tijelo.

Napomena: lzraz model upotrebljava se Cesto u
obi¢nome govoru, ali s drugim znac¢enjem nego
u fizici. Ako se govori npr. o modelu broda,
onda se misli na predmet koji nalikuje pravome
brodu, ali je znatno umanjen, te nema ni izda-
leka ista svojstva kao i pravi brod. U trgovini
se govori o novim modelima nekog proizvoda.
U drugim se prilikama govori o fotomodelima,
itd.

1.2.2 Putanja tijela

Ve¢ je spomenuto da na gibanje tijela gledamo kao
na promjenu njegova polozaja u prostoru tijekom
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vremena. Uzastopni slijed polozaja tijela opisuje
krivulju koju nazivamo putanjom (ili trajektorijom)
tijela. Na slici 1.5 prikazana je putanja tijela u
nekom gibanju s time da je tijelo predstavljeno u
Cesticnome modelu. Kako se tijelo giba po pu-
tanji, tako se i vektor polozaja 7 mijenja u vre-
menu, tj. imamo funkciju 7(¢). Na slici 1.5 pri-
kazana je putanja tijela, odnosno funkcija 7(t), te
na njoj dva polozaja tijela. Kada zelimo oznagiti
neki odredeni polozaj, onda to ¢inimo tako da vek-
tor polozaja obiljezimo indeksom koji ukazuje na
pripadnost tome polozaju. Uobic¢ajeno je da prikaz
poput onoga na slici 1.5 tumacimo na sljede¢i nacin.
Tijelo se gibalo po putanji i u trenutku ¢; bilo je
u tocki P; koja je odredena vektorom polozaja 7.
U trenutku 9 tijelo je stiglo u tocku P, tj. imalo
je polozaj odreden vektorom 7. Mogli bismo dalje
nastaviti s prikazom proizvoljog broja tocaka, no to
ne bi bitno unaprijedilo razumijevanje smisla funk-
cije 7(t), a unijelo bi nepotrebnu graficku slozenost
u sliku 1.5.
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Slika 1.5: Proizvoljna putanja tijela (Gestice).
Naznacene su dvije tocke na putanji i odgovarajuéi
vektor pomaka Afr.

Pored vektora polozaja 7 i 72, na slici 1.5 ucrtan
je jos jedan vektor. Njegov pocetak je u tocki P,
a kraj u tocki P» i oznacen je kao Ar. To je vektor
pomaka tijela iz tocke P; u tocku P». Mozemo sada
logicki zakljuc¢ivati na sljede¢i na¢in. Zamislimo da
iz ishodista O idemo prema tocki P; po vektoru 771,
a zatim se jo§ pomaknemo od P; do P» po vektoru
A7. Time bismo dosli na isto mjesto kao i da smo
odmah isli od ishodista O do tocke P, po vektoru
7. Stoga mozemo pisati jednakost

—

1+ A7 =175 (1.2)
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Ovu jednadzbu mozemo shvatiti kao opis promjene
vektora polozaja tijela ¥ u intervalu vremena od
t1 do to. Vektor polozaja tijela ¥ imao je poCetnu
vrijednost 71, a kona¢na mu je vrijednost 7. Pro-
mjena vektora 7 oznacena je s Ar. U skladu s time,
jednadzba (1.2) nam kaze da ako pocetnoj vrijed-
nosti vektora polozaja dodamo njegovu promjenu,
dobivamo kona¢nu vrijednost.

Napomena: Simbol A (veliko gré. slovo delta)
Cesto se u fizici upotrebljava za oznacavanje
promjene neke fizikalne veli¢ine i piSe se ispred
simbola za tu fizikalnu veli¢inu. U gornjem je
primjeru pogresno shvatiti A7 kao umnozak A
i 7. Simbol A nije zasebna veli¢ina, nego samo
oznacava promjenu veli¢ine koja slijedi.

Gornje tumacenje vektora A7 mozemo jos upot-
puniti ako preina¢imo jednadzbu (1.2) i napisemo
je u obliku

AF =7y — 7 (1.3)

Uistinu vidimo da vektor A7 predstavlja promjenu
vektora 7 jer je jednak razlici konacéne vrijednosti
7 1 pocetne vrijednosti 7.

Jednadzba (1.2) nam moze posluziti da bismo
mogli na slici 1.5 uociti pravilo za graficko zbra-
jangje vektora. Ako se na kraju prvoga vektora ()
nalazi pocetak drugoga (A7), njihov zbroj (7%) je
vektor koji ide od pocetka prvoga do kraja drugog
vektora.

Isto tako, iz slike 1.5 i jednadzbe (1.3) nalazimo
pravilo za graficko odbijanje vektora. Razliku vek-
tora dobivamo tako da postavimo njihove pocetke
u istu tocku, te spojimo njihove krajeve s time da
rezultirajuci vektor ima smjer prema vektoru od ko-
jega se odbija. U ovome primjeru, rezultat A7 ima
smjer prema vrhu vektora 75.

Promjena ishodista. Razmatranje o vektoru
pomaka i putanji tijela proveli smo uz neki pro-
izvoljno odabran izbor ishodista O. Postavlja se
pitanje $to se mijenja ako neku drugu toc¢ku oda-
beremo za ishodiste. Vektorski opis gibanja tijela
bio bi beskoristan kada bi se mijenjao u ovisnosti o
izboru ishodista.

Vektor polozaja bilo koje tocke ocito ne ovisi
samo o toj tocki, nego i o izboru ishodista. Na
slici 1.6 prikazana su dva izbora za ishodiste, O i
O'. Toctka P; je odredena vektorom poloZaja 7 s

Slika 1.6: Polozaji tocaka P; i P> u odnosu prema
dvama proizvoljno odabranim ishodistima O i 0.
Vektor pomaka A7 ne ovisi o izboru ishodista.

obzirom na O, te vektorom polozaja 7 s obzirom
na O’. Analogno vrijedi za tocku P» i vektore 75 i
7 . Medutim, vektor pomaka od tocke P; do tocke
P> ostaje nepromijenjen

’ /

ATr=7y —T1 =79 — 7 (1.4)
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Buduéi da putanja tijela nastaje nizom uzastopnih
pomaka tijela, zaklju¢ujemo da nam opis gibanja
ne ¢e ovisiti o izboru ishodista.

Opéenito o vektorima i vektorskim
operacijama

Primjer s vektorima polozaja i vektorom pomaka
na slici 1.5 i jednadzbama (1.2) i (1.3) slijedi logiku
koja odgovara obi¢nim ljudskim shvaé¢anjima o po-
micanju u prostoru. U fizici ¢emo uvesti jos mnoge
druge vektorske veli¢ine, koje ne opisuju pomake
u prostoru, a potrebno ih je ponekad zbrajati ili
odbijati. Stoga nam je korisno definirati opéenita
pravila za vektore i vektorske operacije.

U matematici se uvode vektori kao bezdimenzi-
onalne veli¢ine, tj. modul vektora je neki broj. Za
njih se utvrduju pravila po kojima se izvode neke
matematicke operacije. Ovdje ¢emo se osvrnuti
ukratko samo na operacije zbrajanja i odbijanja
vektora, te na operaciju mnozenja vektora skala-
rom. Ta se pravila primjenjuju i za sve vektorske
veli¢ine u fizici. Ostale vektorske operacije upoz-
nat ¢emo kada za njih dode motivacija iz fizikalnog
problema.
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Slika 1.7: Postupci translacue i zbrajanja vektora A
i B u rezultantni vektor C.. Na slikama se takoder
mogu uociti postupci odbijanja vektora C— A, od-
nosno C — B.

Na slici 1.7 prikazana su dva vektora AiB
kao matematicki elementi. Za njih je bitno da
imaju iznos i smjer, a nije bitno gdje im je postav-
ljena pocetna tocka jer oni ne predstavljaju nesto
odredeno u fizikalnom smislu, npr. nisu pripisani
nekim tijelima koja imaju odredene polozaje. Stoga
vektor smijemo translatirati (lat. translatio - prije-
nos) tako da mu ne promijenimo ni iznos ni smjer,
te smatrati da se i nakon translacije radi o istome
vektoru.

Zbrajanje vektora (ff + é) definira se na sljedeci
nac¢in. Translatirajmo prema potrebi vektore tako
da na kraj prvoga vektora (ff) postavimo pocetak
drugoga vektora (B). Rezultat zbrajanja je vek-
tor C koji poc¢inje od pocetka prvoga vektora, a
zavrSava na kraju drugoga vektora. Na slici 1.7
prikazan je postupak zbrajanja vektora

A+B=C (1.5)

Rezultantni vektor C' mozemo prema potrebi tran-
slatirati tako da mu ishodiste bude u bilo kojoj
tocki prostora. Kod zbrajanja vektora vrijedi pra-
vilo komutacije (lat. commutare - preokrenuti), tj.
mozemo preokrenuti redoslijed vektora koje zbra-
jamo i dobiti isti rezultat (B + A = C). To je lako
pokazati putem konstrukcije na slici 1.7. Geome-
trijski dokaz o jednakosti dvaju postupaka zbraja-
nja vektora nalazimo takoder na slici 1.7. Zbog do-
zvoljene translacije vektora Ai E, mozemo sloziti
paralelogram tako da rezultantni vektor C bude di-
jagonala paralelograma.

1z jednadzbe (1.5) mozemo dobiti razliku vektora
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B=C-4 (1.6)

Pogledom na sliku 1.7 mozemo zakljuciti da se raz-
lika vektora C' — A dobiva tako da pocetke obaju
vektora dovedemo u istu tocku. Razliku tih vektora
¢ini vektor B koji spaja vrhove vektora AiCius
mjeren je prema vrhu vektora od kojega se odbija,
tj. prema vrhu vektora C.

Isto tako mozemo iz jednadzbe (1.5) dobiti i
drugu razliku vektora

A=C-B (1.7)

Na shc1 1.7 prikazan je i slucaj kada su pocem vek-
tora BiC u istoj tocki a rezultantni vektor A spaja
njihove vrhove i usmjeren je prema vrhu vektora od
kojega se odbija.

Mnozenje vektora skalarom podrazumijeva da se
njegov modul pomnozi tim skalarom. Ako je skalar
pozitivan broj, smjer vektora se ne mijenja, a ako
je skalar negativan broj, smjer vektora se promi-
jeni u suprotan, tj. za 180°. Mnozenje vektora A
skalarom k piSemo

A =kA (1.8)
pri cemu je |A'| = |k||4], dok je smjer vektora
A’ ovisan o predznaku skalara k. Napomenimo da
se dijeljenje vektora skalarom k svodi na njegovo
mnozenje skalarom 1/k.

Vrijede li ova pravila i za vektore w fizici?

U fizici ¢emo sresti mnoge vektorske velicine. Na
njih se primjenjuju iste operacije kao i s vekto-
rima u matematici. Medutim, moramo uvijek imati
na umu da svaka fizikalna veli¢ina ima odredeno
znacenje, pa su moduli tih vektora izrazeni u odgo-
varajuéim mjernim jedinicama. Stoga je zbrajanje
i oduzimanje smisleno samo s vektorima koji pred-
stavljaju istovrsne veli¢ine u fizici.

Moramo takoder biti oprezni s translacijama vek-
tora u fizici. Translacije tih vektora mozemo uéiniti
u sklopu pomoéne operacije kako bi se negdje sa
strane crteza dobio rezultat zbrajanja ili odbija-
nja. Medutim, treba znati koje je fizikalno znacenje
dobivenog rezultantnog vektora, te ga naknadnom
translacijom postaviti na mjesto koje mu pripada.
To ¢e postati jasnije iz brojnih primjera koji slijede
u ovome poglavlju.
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Mnozenje vektora skalarima pojavljuje se Cesto
u fizici. Pri tome vodimo rac¢una o tome da i ska-
lar moze biti velicina koja ima dimenziju, te se
izrazava u nekim mjernim jedinicama. Tada re-
zultantni vektor predstavlja sasvim drugu fizikalnu
velicinu. Njegov se modul izrazava u jedinicama
koje su umnozak jedinica skalara i vektora koji se
mnoze. I ovo ¢ée postati jasnije na primjerima.

1.2.3 Brzina

Izraz brzina upotrebljava se u svakodnevnom go-
voru i svi imaju dojam da znaju o ¢emu se radi.
Ako netko hoda brze, prije ¢e sti¢i do odredista.
Isto vrijedi za voznju automobila i drugih promet-
nih vozila. Prosjetna se brzina izracunava kao
omjer prevaljenog puta i intervala vremena koji je
za to bio potreban. Medutim, isto tako svi znaju da
automobil u praksi vozi malo brze, pa malo sporije,
itd., pa prosjecna brzina nije jedino mjerilo gibanja.

U fizici je pojam brzine detaljnije razraden.
Posluzimo se opet vektorskim prikazom za opis gi-
banja tijela. Na slici 1.8a prikazana je putanja ne-
kog tijela. Cim prikazujemo stvarnu putanju tijela,
znaci da su nam poznate sve tocke kroz koje je tijelo
proslo. Takoder pretpostavimo da su nam poznati i
vremenski trenuci kada je tijelo prolazilo kroz svaku
od tih tocaka.

Srednja brzina

Analizirajmo gibanje tijela od tocke A do tocke
B. Ako za ra¢unanje uzmemo samo podatke o tim
dvama polozajima i vremenskim trenucima t4 i tp
kada je tijelo prolazilo kroz svaki od njih, mozemo
jedino reé¢i da je tijelo dozivjelo pomak Arap =
7B — 74 U intervalu vremena At g = tg—ta. To je
oskudna informacija koja nam ne govori o stvar-
nom kretanju tijela po zakrivljenoj putanji. No
pokusajmo je ipak analizirati, a tek kasnije ukljuciti
viSe podataka iz kojih slijedi poboljsan opis giba-
nja. Definirajmo srednju brzinu (lat. wvelocitas -
brzina) na putu od A do B omjerom

_ TB—Ta ATap
Ctp—ta  Atap
Crta iznad simbola za vektor brzine predstavlja
uobicajenu oznaku za srednju vrijednost. Za raz-
liku od vektora pomaka A7sp koji ima iznos i
smjer, vremenski interval At 4p ima iznos ali nema
smjera u prostoru, pa spada u skalare. Prema tome,

(1.9)

Syl

AB

brzina v4p odredena je gornjom jednadzbom kao
omjer jednoga vektora i skalara. Smatramo da je
tijelo proslo kroz tocku B u kasnijem trenutku, pa je
tp > ta, odnosno skalar Atap je pozitivan. Stoga
vektor srednje brzine U ap ima isti smjer kao i vektor
pomaka A7sp. Modul vektora srednje brzine ‘{7 A B‘
jednak je omjeru modula |A7sp| i skalara Atyp.
Buduéi da se modul |A74p| izrazava u metrima,
a skalar Atap u sekundama, to se modul ‘1:)',43
izrazava u jedinicama metar/sekunda (ms—1). Vek-
tor srednje brzine prikazan je na slici 1.8a.

Napomena: Vektor pomaka A74p uistinu se pro-
teze od tocke A do tocke B kako je prikazano
na slici 1.8a. Njegov je modul jednak udalje-
nosti tih dviju tocaka i mjeri se u metrima.
Vektor brzine je pak superponiran (lat. super-
ponere - postaviti preko neéega) na prostornu
sliku, a usmjerena duzina, kojom je prika-
zan na slici, nema znacenje udaljenosti izmedu
dviju tocaka. Kod crtanja vektora brzine, po-
drazumijeva se da imamo dogovoreno mjerilo
po kojemu npr. lem usmjerene duzine na slici

odgovara nekom iznosu brzine u ms~".

Srednja brzina definirana jednadzbom (1.9) kaze
nam da bi tijelo stiglo iz tocke A u tocku B kada bi
se neprekidno gibalo istom brzinom @45 u intervalu
vremena At,p. Drugim rije¢ima, srednju brzinu
pripisujemo gibanju tijela na cijelome putu Ar4p.

Korisno je jednadzbu (1.9) napisati na drugi
nacin

AFap = Uap Atap (1.10)

Citajudi fizikalno ovu Jednadzbu kazemo da tijelo
koje se giba stalnom brzinom #¥4p u vremenskom
intervalu At g prevali put Arsp.

N putenda
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Slika 1.8: (a) Tijelo je bilo u to¢ki A u trenutku
t4, te kasnije u trenutku tp u toc¢ki B. Uzimajudi
samo te podatke, slijedi spoznaja o U45. (b) Kada
se uzmu podaci u intervalima At = (t4 — tp)/3,
dobiva se nesto bolji opis gibanja. (c) Za At = (t4—
tp)/9 opis gibanja je ve¢ dosta dobar, osim na jako
zakrivljenim dijelovima putanje. (d) U grani¢nom
sluc¢aju, u infinitezimalnom intervalu dt, ¢estica se
pomakne za d7, a njeno gibanje ima trenutnu brzinu
¥ kojom prolazi kroz tocku P.

Napomena: Jednadzba (1.9) napisana je kao de-
finicija za U4p. Za razliku od toga, jednadzba

POGLAVLJE 1. OPIS GIBANJA TIJELA

(1.10) napisana je kao odnos uzroka i poslje-
dice. Posljedica se pise s lijeve strane znaka
jednakosti. U ovome je slucaju posljedica pre-
valjen put Ar4p. Ona je nastala zato Sto je
tijelo imalo stalnu brzinu T4p u vremenskom
intervalu At4p. Potonje je uzrok koji se pise
s desne strane znaka jednakosti. Sli¢no imamo
kod bilo koje matematicke funkcije y = f(x),
gdje smatramo da je x nezavisna varijabla,
a y je ovisna varijabla koja poprima odgova-
rajuce vrijednosti u ovisnosti o odabiru raz-
nih vrijednosti za . S ovim ¢emo se nac¢inom
razmisljanja sretati ¢esto u ovoj knjizi.

Kako moZemo poboljsavati opis gibanja
tijela?

Gornji je opis gibanja tijela nacinjen na teme-
lju podataka o prolasku tijela kroz dvije tocke A i
B. On je neprecizan zbog dva razloga. Prvi je taj
§to stvarna putanja tijela nije ravna crta od tocke
A do B, nego znatno krivuda. Stoga vektor po-
maka Ar4p ne predstavlja ni izdaleka dobro stva-
ran put, kao §to se i vidi na slici 1.8a. Drugi raz-
log nije uocljiv na slici 1.8a, a potjece od moguceg
nejednolikog gibanja tijela, tj. od toga da se ti-
jelo mozda gibalo malo brze, pa malo sporije, pa
opet brze, itd. Radi detaljnijeg upoznavanja giba-
nja tijela potrebno je uvesti vise podataka. To znaci
da moramo uzeti u razmatranje i polozaje tijela u
jos nekim trenucima unutar vremenskog intervala
Atap. Mogli bismo odabrati nasumicno neke tre-
nutke, no odlu¢imo se na jednu pravilnost. Podije-
limo vremenski interval At p na N jednakih dije-
lova i oznac¢imo dobivene manje intervale s At, pa
imamo

_ Atap
N

Na slici 1.8b prikazan je sluc¢aj za N = 3. Uzimamo,
dakle, u ra¢un podatke za jo$ dvije tocke, P; i P,
kroz koje je tijelo prolazilo nakon uzastopnih vre-
menskih intervala At na putu od A do B. Odmah
mozemo uociti da je izlomljen put od tocke A preko
P i P, do tocke B nesto blizi stvarnoj putanji nego
ravan put od A do B.

At

(1.11)

S ovim podacima mozemo naciniti tri vektora po-
maka Araq, Aris i Arsg. Oni se medusobno raz-
likuju po iznosu i smjeru, pa dobivamo tri razlicite
srednje brzine
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ATa1

- A
Al At )

77)12 - At
= AFQB
V2B = At

S

(1.12)

1z ove jednadzbe slijedi da svaka srednja brzina ima
smjer koji odgovara pripadnome vektoru pomaka,
pa su tako prikazane na slici 1.8b. Moduli pojedi-
nih vektora srednje brzine u medusobnim su omje-
rima kao i moduli pripadnih vektora pomaka zato
jer smo odabrali jedan te isti vremenski interval
At s kojim se obavlja dijeljenje u jednadzbi (1.12).
Mozemo uociti da su na slici 1.8b vektori brzina pri-
kazani usmjerenim duzinama koje se po veli¢cinama
medusobno odnose kao i vektori pomaka.

Napomena: Ako na slici imamo samo jedan vek-
na slici 1.8a, onda ga
mozemo prikazati usmjerenom duzinom pro-
izvoljne veli¢ine, jer smo se time odlucili za
neko mjerilo. Medutim, ako imamo vise vek-
tora brzine, kao na slici 1.8b, moramo paziti da
usmjerene duzine budu medusobno u isprav-
nim proporcijama, jer se podrazumijeva da za
sve vektore brzina na slici vrijedi isto mjerilo.

tor brzine, kao npr.

Jednadzbu (1.12) mozemo napisati alternativno
u obliku

AFgy =Ty A,  AFp = U1 At

Arop = {723 At (1.13)
Analogno fizikalnoj interpretaciji jednadzbe (1.10),
mozemo reé¢i da svaki od vektora pomaka u jed-
nadzbi (1.13) predstavlja put koji je tijelo prevalilo
zato §to se gibalo odgovaraju¢om srednjom brzinom
u vremenskom intervalu At. Smjer vektora pomaka
je uvijek odreden smjerom pripadne srednje brzine,
tj. tijelo prevaljuje put u smjeru u kojem je njegova
brzina.

Uzmimo u razmatranje jos vise podataka o giba-
nju tijela. Stavimo N = 9 u jednadzbi (1.11). Slika
1.8c prikazuje opet istu putanju tijela, ali s veéim
brojem tocaka. One oznacavaju polozaje tijela na-
kon uzastopnih vremenskih intervala At, koji su tri
puta kraéi od onih u slici 1.8b. Uz povecan broj
tocaka, izlomljen put od tocke A do tocke B mnogo
je blizi stvarnoj putanji tijela. Veca odstupanja
javljaju se tamo gdje je putanja jace zakrivljena
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izmedu uzastopnih tocaka. Na slici 1.8c takoder
lako uocavamo dijelove puta gdje se tijelo gibalo
brze i one gdje se gibalo sporije. Buduéi da su
svi vremenski intervali izmedu uzastopnih polozaja
jednaki, tijelo se gibalo brze tamo gdje je prevaljen
put izmedu susjednih tocaka veéi, a sporije tamo
gdje je prevaljen put manji, tj. tamo gdje su tocke
blize jedna drugoj. Matematicki to izrazavamo ni-
zom srednjih brzina

1—_}, _ AT_"Al 1—_), _ A?“lz
Al At ) 12 At )
- AT
Vii+1l = X?_ g ees (1.14)

gdje indeks ¢ oznacava neku tocku F;, a i + 1
oznacava sljede¢u tocku P;y1. Vektori srednjih br-
zina prikazani su na slici 1.8c. Svaki vektor sred-
nje brzine ima smjer pripadnog vektora pomaka, pa
uocavamo kako brzina tijela mijenja smjer na putu
od tocke A do B. Mijenja se i iznos brzine u skladu
s promjenama modula vektora pomaka, buduéi da
je vremenski interval At u jednadzbi (1.14) jednak
za sve pomake.

Smanjuju li se svi vektor: kada
povecavamo broj N?

Slike 1.8b i 1.8¢ prikazuju istu putanju tijela, pa
smijemo usporedivati veli¢ine u njima. Vektori po-
maka u slici 1.8¢ znatno su manji od onih u slici
1.8b. Medutim, vektori brzina na slici 1.8¢ nisu u
istoj proporciji manji od onih na slici 1.8b. To je
zato §to su kod omjera u jednadzbi (1.14) smanjeni
ne samo vektori pomaka A7 ;11 u brojniku, nego
i vremenski interval At¢ u nazivniku, u usporedbi
s onima u jednadzbi (1.12). Do istoga zakljucka
mozemo doéi i ako jednadzbu (1.14) napiSemo u
obliku

ATTAlzl_TAl At s A’r_"lgzi__}‘lgAt s e

Aﬁ,i—i—l = gi7i+1 At g eee (115)
Smanjivanjem vremenskog intervala At ne moraju
se proporcionalno smanjivati brzine, nego se sma-
njuju vektori pomaka.

Napomena: Na slici 1.8c mozemo vidjeti da se
vrh vektora srednje brzine nalazi u podrucju
sljedeteg vektora pomaka. To medutim ne
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znaci da se srednja brzina nekako povezuje s
oba vektora pomaka. Duljina nacrtanog vek-
tora samo ukazuje na iznos brzine u ms~!. Ci-
jeli taj iznos pripisuje se tijelu koje se giba i
to obiljezavamo tako da pocetak vektora sred-
nje brzine postavimo negdje pokraj onog dijela
puta na kojemu je tijelo imalo tu brzinu.

Trenutna brzina

Primjeri koji su prikazani na slikama 1.8b i 1.8c
jasno ukazuju na moguéi daljnji postupak i rezul-
tate koji bi uslijedili. Daljnjim smanjivanjem vre-
menskog intervala (veéi N u jednadzbi (1.11)) do-
bili bismo jo$ veéi broj tocaka na putanji od A do
B. To nam daje jos veéi broj podataka za opis gi-
banja tijela, pa prikaz postaje sve blizi stvarnome
gibanju. S dovoljno gustim tockama polozaja tijela,
djeli¢ stvarne putanje izmedu susjednih tocaka go-
tovo se ne razlikuje od ravne crte koju ¢ini pripadni
vektor pomaka. Takoder, susjedni vektori pomaka
tek se neznatno razlikuju jedan od drugoga, Sto
zna¢i da se i pripadne srednje brzine medusobno
malo razlikuju. Treba proéi kroz puno tocaka da se
srednja brzina znacajnije promijeni, bilo po iznosu,
ili smjeru, ili oboje.

Upravo opisani postupak vodi nas na matemati-
¢ki pojam derivacije (lat. derivatio - izvodenge).
Ako smanjujemo vremenski interval At tako da
poveéavamo N u jednadzbi (1.11) prema beskonac-
nosti (N — o0), kazemo da on postaje diferencijal
vremena dt (Cita se de te). lzraz diferencijal upo-
trebljava se inace za infinitezimalnu (franc. infinite-
sime - beskonacno malen) razliku. Odaberimo sada
neku tocku P (izostavljamo indeks i) na putanji ti-
jela i oznacimo s A7 vektor pomaka koji pocinje
od te tocke, te s ¥ vektor srednje brzine na putu
A7. Ako se vremenski interval smanjuje i postaje
diferencijal dt, onda se i A7 smanjuje, te postaje
diferencijal di (¢ita se de er). Pripadna srednja br-
zina tezi prema omjeru dr/dt (Cita se de er po de
te). Tom se brzinom tijelo giba na beskona¢no ma-
lenome putu dr, pa mozemo reé¢i da ona predstavlja
brzinu kojom tijelo prolazi kroz odabranu tocku P,
a nagzivamo je trenutnom brzinom i oznac¢avamo s
4. Mozemo napisati:

At — dt
A7 — dr

POGLAVLJE 1. OPIS GIBANJA TIJELA

_Ar
At

dr
dt

=

— U=

Syl

(1.16)

Matematickim jezikom se kaze da je trenutna br-
zina ¥ jednaka vektorskoj derivaciji puta po vre-
menu. O derivacijama se viSe u¢i u matematici, no
ovdje je vazno upamtiti da se sadrzaj izraza ”vek-
torska derivacija puta po vremenu” svodi na omjer
diferencijala di i dt. Zorni prikaz dan je na slici
1.8d.

Napomena: Na slici bi uvijek trebalo crtati vek-
tor pomaka A7 koji ima neku kona¢nu duzinu.
Beskona¢no maleni pomak d7 nije mogudce na-
crtati tako da bude uocljiv. Medutim, korisno
je voditi raspravu upotrebljavajuéi diferenci-
jalne veli¢ine, pa ih na slikama i prikazujemo,
ali tako kao da imaju kona¢nu veli¢inu. Pri
tome znamo da npr. vektor d na slici 1.8d
nema uistinu duzinu kojom je prikazan, ali ima
taj smjer.

Prema jednadzbi (1.16), omjer diferencijalnih
veli¢ina dr 1 dt nije beskona¢no malena veli¢ina,
nego konacna vrijednost ¢. To je vrijednost prema
kojoj tezi srednja brzina v kada se smanjuju At i
A7. Ovaj odnos postaje jos jasniji ako jednadzbu
(1.16) napisemo u obliku

dr=vdt (1.17)
Time sto interval vremena postaje beskona¢no ma-
lena veli¢ina dt, ne smanjuje se brzina ¥/, nego pre-
valjeni put dr.

Trenutna brzina ¢ odnosi se na prolazak tijela
kroz tocku P, pa u grafickom prikazu na slici 1.8d
stavljamo pocetak vektora brzine u tocku P, ili do-
govorno pokraj nje. Uoc¢imo iz jednadzbe (1.17)
da vektor ¢ ima smjer kao di. Buduéi da vektor
dr’ predstavlja djeli¢ putanje tijela, on nuzno lezi
na pravcu koji je tangenta na putanju u tocki P.
Stoga nalazimo vazan zakljuc¢ak da je i trenutna br-
zina uvijek tangencijalna na putanju u danoj tocki
P.

Po istome postupku mozemo za svaku tocku na
putanji tijela naéi trenutnu brzinu, tj. brzinu kojom
je tijelo proslo kroz doti¢nu tocku. Dobivene se
brzine malo razlikuju za jako bliske tocke, no za
udaljenije se tocke one mogu znatno razlikovati po
veli¢ini i po smjeru.
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Dimenzija brzine i jedinica za njeno mjere-
nje. Prema definiciji brzine, nalazimo da je njena
dimenzija [v] = [LT1]. Brzina je uvijek omjer pre-
valjenog puta i pripadnog vremenskog intervala, pa

je jedinica za mjerenje 1ms™!.

1.2.4 Akceleracija

Pretpostavimo da smo veé odredili trenutne brzine
tijela duz njegove putanje. Neka to bude opet ista
putanja kao u slici 1.8, koju prenosimo u sliku 1.9a,
s time da sada u pojedinim to¢kama imamo veé poz-
nate trenutne brzine. U sljede¢em koraku zelimo
proucavati promjene brzine od tocke do tocke duz
putanje.

Na slici 1.9a prikazane su trenutne brzine u
dvjema tockama P; i P;1; koje su odabrane suk-
ladno pravilu utvrdenom jednadzbom (1.11) uz
neki N. Svaka od trenutnih brzina je tangencijalna
na putanju u danoj tocki. Zbog zakrivljenosti puta-
nje, smjerovi trenutnih brzina o; i ¥;41 su razli¢iti.

Iz slike ujedno vidimo da su i moduli brzina
razlic¢iti. Tijelo je imalo neku brzinu prolazeéi kroz
tocku F;, a zatim se brzina gibanja mijenjala, te je
tijelo proslo kroz tocku P;y; nekom drugom brzi-
nom. Od prolaska tijela kroz tocku P; do prolaska
kroz tocku P;y1, protekao je vremenski interval At
sukladno jednadzbi (1.11).

Definiramo srednju akceleraciju kao omjer pro-
mjene brzine i vremenskog intervala u kojemu se
promjena dogodila

G = Uip1 — Ui _ Aliip
’ At At
Vektor brzine ¢ mijenja se duz putanje, tako da
i U311 predstavljaju njegovu pocetnu i kona¢énu vri-
jednost na dijelu putanje od P; do P11, a razlika
konacne i pocetne brzine A%; ;1 predstavlja pro-
mjenu brzine. Na slici 1.9a prikazan je kao pomoc¢ni
crtez postupak odbijanja vektora brzina. Vektore
U; 1 U471 translatiramo tako da im se pocetne tocke
poklope. Sukladno pravilu o odbijanju vektora,
promjenu brzine Av; ;11 predstavlja vektor koji ide
od vrha vektora #; prema vrhu vektora ¥;11, tj.
prema vrhu vektora od kojega se vrsi odbijanje.

(1.18)

Napomena: Promjenu neke veli¢ine uvijek dobi-
vamo tako da od konacne vrijednosti odbijemo
pocetnu, a ne obrnuto. To slijedi iz pravila po
kojemu kona¢nu vrijednost neke veli¢ine do-
bijemo tako da na njenu pocetnu vrijednost
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dodamo promjenu doti¢ne veli¢ine. Npr. u
slucaju brzina imamo ¥; + A¥; ;41 = Uiy1. 1z
ove jednakosti slijedi da je promjena brzine
AU ;41 = Uiy1 — U, tj. od konaéne brzine od-
bijemo pocetnu, a ne obrnuto.

Gdje je mjesto vektoru srednje
akceleracije?

Vektor promjene brzine Ad; ;41 dobili smo odbi-
janjem vektora na pomoc¢nom crtezu u slici 1.9a.
Medutim, promjena brzine fizikalno se pripisuje gi-
banju tijela, pa se postavlja pitanje gdje je pravo
mjesto vektora Avj;1 na putanji. Brzina se nije
skokovito promijenila u nekoj tocki, nego se mi-
jenjala u intervalu od P; do Pjy1. Buduéi da ne
znamo nista detaljnije o tome, postavimo vektor
At ;41 tako da mu pocetna tocka bude na sredini
puta od P; do Pj41.

Prema jednadzbi (1.18), vektor srednje akcele-
racije C:l)i’i+1 ima smjer kao i vektor promjene br-
zine A ;1. I vektor srednje akceleracije c:ii7¢+1 od-
nosi se, sukladno definiciji u jednadzbi (1.18), na
cijeli interval od P; do F;4+1, pa stoga i njegovu
pocetnu tocku stavljamo na sredinu tog intervala
(slika 1.9a).

Jednadzba (1.18) je definicija srednje akcelera-
cije. Nju mozemo preinaciti tako da pisemo

AT 1 = i1 At (1.19)

Fizikalna interpretacija ove jednadzbe kaze nam da
promjena brzine Avj; ;41 nastaje zato sto tijelo ima
srednju akceleraciju C:iz‘,i+1 za trajanja vremenskog
intervala At.

Trenutna akceleracija

Mozemo sada zamisliti da uzimamo gusée raspore-
dene tocke na putanji tako da smanjujemo vremen-
ski interval At prema jednadzbi (1.11). To znaci
da interval At tezi prema diferencijalu dt, a su-
sjedne tocke postaju sve blize. Promjena brzine
At ;41 postaje sve manja i tezi prema diferencijalu
dv. Kao §to smo gore utvrdili, srednja akceleracija
c:ii,iH uvijek se pripisuje intervalu puta izmedu su-
sjednih tocaka P; i P;y; i postavlja se na sredinu tog
intervala. Kako se interval puta smanjuje, tako se
i polozaj vektora srednje akceleracije c:wH tocnije
utvrduje. Mozemo rec¢i da dobivamo trenutnu ak-
celeraciju
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dv
dt

a= (1.20)
koju pripisujemo tocki P. Naime, prolazeé¢i kroz
tocku P, tijelo mijenja brzinu za d¢' u vremenskom
intervalu dt. Smjer vektora trenutne akceleracije @
isti je kao smjer promjene brzine dv.

Matematickim jezikom kazemo da je akceleracija
jednaka vektorskoj derivaciji brzine po vremenu.
Smisao te izreke je jednostavan i svodi se na to da
je akceleracija jednaka omjeru diferencijala dv' i dt.

Jednadzbu (1.20) mozemo napisati u alternativ-
nom obliku

dv = adt (1.21)

Ako tijelo prolazeéi kroz tocku P ima akceleraciju
d, onda ¢e se u vremenskom intervalu dt njegova
brzina promijeniti za dv. Opet vidimo da promjena
brzine, a ne sama brzina, ima smjer akceleracije.

Smjer akceleracije u odnosu na putanju
tijela

Nalazenje vektora trenutne akceleracije mozemo
provesti za bilo koju tocku na putanji. Prikaz rezul-
tata za nekoliko tocaka dan je na slici 1.9b. Vektori

WP Wtﬂ-u/'q

neku stranu).

POGLAVLJE 1. OPIS GIBANJA TIJELA
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Slika 1.9: (a) Trenutne brzine u tockama P; i P,y
te postupak nalazenja promjene brzine At ;1. U
istome smjeru je i vektor srednje akceleracije. (b)
Odnosi trenutnih brzina i akceleracija u nekoliko
odabranih tocaka na putanji.
promjena brzine dv i trenutna akceleracija @ mogu
imati smjer kao i trenutna brzina (ubrzavanje gi-
banja), ili suprotan smjer (usporavanje gibanja), ili
pak biti u okomitom smjeru (zakretanje putanje na
(d) Primjeri trenutne akceleracije,
kojoj paralelna komponenta moze biti bilo u smjeru
trenutne brzine, ili suprotno od nje.

(c) Infinitezimalna

trenutnih brzina uvijek su tangencijalni na puta-
nju, no vektori trenutnih akceleracija mogu imati
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razli¢ite smjerove u odnosu na putanju. Pokusajmo
nac¢i smisao tih odnosa.

Ako akceleracija @ ima u nekoj tocki putanje isti
smjer kao i trenutna brzina ¢/, onda ¢e i promjena
brzine dv imati isti smjer kao ¢. Drugim rije¢ima,
nova brzina ¥ + dv bit ée veéa po iznosu. Radi se,
dakle, o ubrzavanju tijela. Vektorski prikaz takve
situacije dan je zasebno na slici 1.9c. Bududi da
nema promjene smjera brzine, putanja je na tome
dijelu ravna.

Druk¢iji u¢inak ¢e imati akceleracija @ koja ima
smjer suprotan trenutnoj brzini ¥. Vektor promjene
brzine dv ima uvijek smjer akceleracije, a to sada
znaci da je suprotan trenutnoj brzini ¥. Zbrajanjem
dvaju vektora suprotnih smjerova dobivamo novu
brzinu ¢ + dv' koja je po iznosu manja, tj. tijelo se
usporava. 1 ova je situacija zorno prikazana na slici
1.9c.

Napomena: Ne treba nas zbunjivati uporaba iz-
raza akceleracija (lat. accelerare - ubrzati) u
svim sluc¢ajevima promjene brzine, dakle i u
slucaju kada se iznos brzine smanjuje, tj. tijelo
usporava svoje gibanje. Do toga dolazi zato §to
vektor akceleracije ima smjer suprotan smjeru
trenutne brzine. Definicija vektora akceleracije
je uvijek ista i nema potrebe uvoditi nekakav
vektor usporenja.

Kona¢no, mozemo imati slu¢aj u kojemu akce-
leracija @ ima smjer okomit na smjer trenutne br-
zine ¥. Kada vektoru ¥ dodamo vektor dv koji je
na njega okomit, dobivamo novu brzinu koja se po
iznosu nije promijenila, ali joj se malo promijenio
smjer (slika 1.9¢). To znaci da je putanja na tome
mjestu zakrivljena. Smjer vektora promjene brzine
dv odreduje na koju ¢e stranu putanja biti zakre-
nuta.

Sada mozemo uzeti u razmatranje slucajeve u ko-
jima akceleracija @ ¢ini neki kut u odnosu na vek-
tor trenutne brzine ¥. Na slici 1.9d prikazano je
kako vektor akceleracije mozemo formalno rastaviti
na dvije komponente, jednu okomitu na trenutnu
brzinu i drugu koja moze biti paralelna ili antipa-
ralelna trenutnoj brzini. Okomita komponenta ak-
celeracije uzrokuje zakretanje smjera brzine, a to
znac¢i da putanja postaje zakrivljena. Ako k tome
imamo komponentu akceleracije koja je paralelna
trenutnoj brzini, iznos brzine se povecava, tj. tijelo
se ubrzava. Ako pak imamo komponentu akcelera-

cije koja je antiparalelna trenutnoj brzini, tijelo se
usporava.

S ovim opéenitim spoznajama mozemo ponovo
pogledati putanju tijela na slici 1.9b i uociti tocke
u kojima imamo bilo ubrzavanje ili usporavanje ti-
jela. Takoder uocavamo da akceleracija moze imati
okomitu komponentu bilo na jednu ili na drugu
stranu putanje i uzrokovati njenu zakrivljenost u
tome smjeru.

Dimenzija akceleracije i jedinica za mjere-
nje. Akceleracija je definirana jednadzbom (1.20)
kao omjer promjene brzine i vremenskog intervala
u kojemu se promjena dogodila. Stoga izvodimo
dimenziju akceleracije [a] = [LT 2], te jedinicu za

mjerenje 1ms~2.

1.3 Vremenska ovisnost
kinematickih veli¢ina

U prethodnome odjeljku 1.2 uveli smo pojmove
puta, brzine i akceleracije kao kinematickih veli¢ina
pomocu kojih se opisuje gibanje tijela. U vektor-
skome prikazu, kao na slici 1.8 1 1.9, vidimo putanju
tijela i vektore brzina i akceleracije u pojedinim tre-
nucima, ali ne mozemo kontinuirano pratiti njihove
vremenske promjene. Ako nas upravo to poblize
interesira, morali bismo uvesti neku drugu metodu
prikazivanja kinematickih veli¢ina.

1.3.1 Opéenito gibanje po pravcu

Opcenito gibanje po nekoj zakrivljenoj putanji, kao
npr. onoj na slici 1.8, predstavlja slozeniji problem.
Stoga ¢emo zapoceti analizu vremenske ovisnosti
kinematickih veli¢ina na primjeru gibanja tijela po
pravcu. Na slici 1.10a prikazan je pravac s, koji
predstavlja putanju tijela, te na njemu oznacene
dvije tocke A i B izmedu kojih je tijelo putovalo
u vremenskom intervalu At p = tg —t4. Neka je
taj vremenski interval podijeljen na N dijelova kao
u jednadzbi (1.11), ¢ime dobivamo manje vremen-
ske intervale At. Naslici 1.10a prikazani su polozaji
tijela nakon uzastopnih intervala At. Sve je to iska-
zano odgovarajuéim vektorima polozaja po metodi
koju smo uveli u odjeljku 1.2. Iz gustoce tocaka na
pravcu s, lako uvidamo da se pretpostavljeno giba-
nje tijela sastoji od pokretanja iz tocke A, zatim
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ubrzavanja dok nije dosegnuta neka brzina, pa gi-
banja tom brzinom na jednome dijelu puta i potom
smanjivanja brzine, tj. usporavanja do konacnog
zaustavljanja u tocki B. Kao primjer takva giba-
nja u obi¢nom zivotu navedimo voznju automobila
po ravnoj cesti od trenutka kada je upaljeno zeleno
svjetlo na jednome semaforu do zaustavljanja zbog
crvenoga svjetla na nekom drugom semaforu.
Pogled na raspored tocaka na pravcu s daje nam
samo kvalitativan uvid u vremensku ovisnost gi-
banja tijela. Za kvantitativnu analizu potrebno je
naciniti nesto vise. Na slici 1.10b nacrtan je opet
pravac s, no okomito na njega dodana je os na kojoj
nanosimo vrijeme od t 4 do tp s naznacenim interva-
lima At. Ova kombinacija pravca s kao prostorne
osi i jedne vremenske osi omogucuje nam da sva-
kome polozaju tijela pridruzimo i vremenski tre-
nutak kada se tijelo naSlo u tome polozaju. Pri-
druzivanje polozaja i vremenskog trenutka prika-

.....

Napomena: Valja dobro uociti razliku izmedu
slika 1.10a i 1.10b. Slika 1.10a prikazuje dvo-
dimenzionalan prostor, tj. ravninu koja je
odredena ishodistem O i pravcem s. Osim
tocaka na pravcu s mogli bismo obiljeziti i neku
tocku izvan njega i ustvrditi da se radi o jo$
jednoj tocki u prostornoj ravnini. Za razliku
od toga, slika 1.10b ne prikazuje prostornu rav-
ninu. Na njoj imamo samo pravac s kao jedno-
dimenzionalan prostor. Okomito na njega nije
postavljena druga prostorna os, nego vremen-
ska 0s. Stoga obiljezavanje neke tocke (krizié)
izvan pravca s nije prikaz polozaja neke druge
tocke u prostornoj ravnini, nego povezivanje
odredenog polozaja na pravcu s s odredenim
vremenskim trenutkom ¢.

Umjesto prikaza na slici 1.10b, gdje je pravac
s polozen horizontalno a vremenska os vertikalno
prema dolje, uobicajeno je da se vremenska os
polozi horizontalno a pravac s vertikalno prema
gore kao na slici 1.10c. Ovdje se ne radi o pro-
mjeni smjera gibanja tijela u prostoru. Naime, slike
1.10b i 1.10c ionako ne prikazuju prostorne ravnine,
pa postavljanje pravca s u bilo koji polozaj na tim
slikama nema znacenje njegova smjera u realnome
prostoru. Smjer pravca u realnome prostoru moze
se vidjeti samo u slici 1.10a. Ono za $to nam sluze
slike 1.10b ili 1.10c jest analiza vremenske ovisnosti
polozaja tijela na pravcu.

POGLAVLJE 1. OPIS GIBANJA TIJELA

Graficko nalazenje brzine

Za gibanje po pravcu mozemo polozaje tijela odre-
divati algebarskim veli¢cinama. Odaberemo neku
tocku na pravcu kao ishodiste O, te odredimo da
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Slika 1.10: (a) Uzastopni polozaji tijela koje se giba
po pravcu s u prostoru. (b) Pravac s i vremen-
polozaje tijela na pravcu s s pripadajuéim vremen-
skim trenucima. (c) Uobicajen prikaz s vremenom
na osi abscisa, dok su polozaji tijela na osi s na-
nijeti na os ordinata. (d) Koeficijent smjera (na-
gib) sekante predstavlja srednju brzinu v; ;1. (e)
Graf s(t) predstavlja vremensku ovisnost prevalje-
nog puta (putanja je pravac u (a)). Iznos trenutne
brzine jednak je koeficijentu smjera tangente na
krivulju s(¢) u danome trenutku (smjer brzine u
prostoru je stalan i lezi duz putanje prikazane u
(a)). (f) Slijed iznosa trenutnih brzina odredenih
iz (e) predstavlja vremensku ovisnost v(t). (g)
Odredivanje iznosa srednje akceleracije ;1. (h)
Slijed iznosa trenutnih akceleracija predstavljen je
funkcijom a(t).
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od ishodista na jednu stranu bude pozitivan smjer,
a na drugu negativan. Tocke A i B na pravcu s do-
bivaju koordinate s4 i sp, a tocka P; svoju koordi-
natu s;, kao §to je prikazano na slici 1.10d. Umjesto
vektora pomaka tijela A7 ;. 1, sada uzimamo alge-
barski pomak na praveu As; ;i1 = s;41 — s;. Sred-
nja brzina na putu od tocke P; do P;y1 takoder
postaje algebarska veli¢ina

_ . Asi,iJrl
Vii+1 = AL

(1.22)

Ako je s;+1 > s, algebarski pomak je pozitivan
(As; 41 > 0), tj. tijelo se u vremenskom intervalu
At pomaklo u pozitivnhom smjeru pravca s. Tada je
i srednja brzina, definirana jednadzbom (1.22), po-
zitivna algebarska veli¢ina. Kada bismo imali giba-
nje u negativhom smjeru pravca s, tj. za S;4+1 < S,
bili bi i pomak i srednja brzina negativne algebar-
ske veli¢ine.

Na slici 1.10d, uzastopni krizi¢i su spojeni rav-
nim crtama. Dobivena izlomljena krivulja prikazuje
nam priblizno vremensku ovisnost puta koji tijelo
prevaljuje. Obratimo pozornost na jedan pomak
tijela As; 41, tj. prevaljeni put u vremenskome in-
tervalu At. Ako kroz naznacene krizi¢e povucemo
pravac, nalazimo da je koeficijent smjera (tj. nagib)
tog pravca (As; i+1/At) upravo jednak srednjoj br-
zini definiranoj jednadzbom (1.22).

Napomena: U matematici ¢esto zapisujemo pra-
vac u obliku y = kx + [, gdje se podrazumi-
jeva da su x i y bezdimenzionalne varijable.
Tada je i koeficijent smjera k bezdimenziona-
lan. Sasvim je druga situacija na slici 1.10d.
Pomak tijela As; ;41 se izrazava u metrima, a
vremenski interval At u sekundama. Stoga se
koeficijent smjera toga pravca izrazava u jedi-
nicama ms~! i predstavlja brzinu prema jed-

nadzbi (1.22).

Uzimajuéi u rac¢un podatke za sve veéi broj
tocaka, tj. smanjivanjem vremenskog intervala At
sukladno jednadzbi (1.11), dobivamo diferencijal
vremena dt, a prevaljeni put tijela izmedu uzas-
topnih tocaka As; ;11 postaje diferencijal puta ds.
Srednja brzina v; ;41 iz jednadzbe (1.22) postaje
trenutna brzina

_ds
Cdt

(

(1.23)

POGLAVLJE 1. OPIS GIBANJA TIJELA

Ako ovaj postupak deriviranja pratimo graficki
kao na slici 1.10d, lako uvidamo da povecanjem
broja tocaka izlomljena krivulja sve bolje oponasa
glatku, a pravac koji prolazi kroz susjedne tocke
postaje tangenta na glatku krivulju. Koeficijent
smjera te tangente je trenutna brzina prema jed-
nadzbi (1.23).

Postupak deriviranja mozemo izvesti za bilo koji
trenutak ¢ kada tijelo prolazi kroz odgovarajucu
tocku na pravcu s. Na slici 1.10e prikazan je re-
zultat deriviranja za nekoliko razli¢itih trenutaka.
Svaka tangenta na slici 1.10e ima svoj koeficijent
smjera koji je jednak brzini u tome trenutku.

Napomena: Ne smijemo pomijesati tangentu na
slici 1.10e s vektorom brzine na slici 1.8d. Kri-
vulja na slici 1.8d je putanja tijela u prostoru,
a tangenta na nju daje smjer brzine u prostoru.
Nasuprot tome, krivulja na slici 1.10e nije pu-
tanja tijela u prostoru, nego funkcija s(t). Iz
nje se ne odreduje smjer brzine, nego samo iz-
nos brzine kao koeficijent smjera tangente.

Iznos brzine se ocito mijenja na putu od A do
B. To smo najprije utvrdili iz niza uzastopnih
polozaja tijela prikazanih na slici 1.10a. Isto vidimo
i iz nagiba (koeficijenta smjera) tangente u raznim
tockama krivulje s(¢) na slici 1.10e. Pretpostavimo
da smo odredili nagibe tangenti u svim tockama
krivulje s(t), tj. za svaki trenutak ¢ imamo pri-
padnu vrijednost brzine v. To znac¢i da smo odredili
funkciju v(t), koju mozemo nacrtati na slici 1.10f.
Odmah uocavamo da je ovakva vrsta grafa jako ko-
risna. Dok smo iz prethodnih slika samo kvalita-
tivno mogli uociti promjenu brzine, ovdje nam se
brzina prikazuje kvantitativno i lakSe je mozemo
analizirati.

Na slici 1.10f brzina najprije raste, §to odgovara
dijelu krivulje s(t) u slici 1.10e na kojemu se nagib
tangente povecava. Zatim je, prema slici 1.10f, br-
zina neko vrijeme konstantna, sto odgovara onome
dijelu krivulje s(¢) u slici 1.10e u kojemu se ona
pona8a kao pravac, pa se nagib tangente ne mije-
nja. Zatim slijedi smanjivanje brzine koje se moze
pratiti i na krivulji s(¢) kada se nagib tangente sma-
njuje i kona¢no padne na nulu.

Graficko nalazenje akceleracije

Promjenu brzine na slici 1.10f mozemo jos detalj-
nije analizirati. U tu svrhu uzmimo u razmatra-
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nje podatke o trenutnim brzinama nakon uzastop-
nih vremenskih intervala At koji su odredeni jed-
nadzbom (1.11). Rezultat je prikazan na slici 1.10g.
Svaka tocka na tom grafu predstavlja iznos brzine
u nekom trenutku. Crta kojom smo spojili uzas-
topne tocke je ravna, $to predpostavlja da je pro-
mjena brzine linearna unutar vremenskog intervala
At. Mozemo dobiti srednju akceleraciju kao alge-
barsku veli¢inu

_ AN
Qi1 = —

(1.24)

gdje je Av;it1 = viy1 — v; promjena brzine u vre-
menskom intervalu A¢. Iz primjera na slici 1.10g vi-
dimo da je srednja akceleracija jednaka koeficijentu
smjera pravca koji prolazi uzastopnim tockama na
krivulji v(¢).

Napomena: U ovome slucaju, koeficijent smjera

pravca je omjer promjene brzine Awv; 11, koja
1§ vremenskog intervala At,
koji se izrazava u sekundama. Stoga se koefici-
jent pravca na slici 1.10g izrazava u jedinicama
ms 2.

se izrazava u ms—

Srednja akceleracija moze biti pozitivna ili ne-
gativna algebarska veli¢ina, u ovisnosti o tome je
li viy1 > v; ili je viy1 < v;. Predznak srednje
akceleracije ocituje se u grafickome prikazu na slici
1.10g kao pozitivan nagib (uspon), ili negativan na-
gib (pad), pravca koji prolazi kroz uzastopne tocke.

Sada mozemo zamisliti postupak derivacije u ko-
jemu povecavamo broj tocaka u kojima uzimamo
podatke o brzini. Vremenski interval At se sma-
njuje prema jednadzbi (1.11) tako da postaje dife-
rencijal vremena dt, a promjena brzine Av; ;11 pos-
taje takoder beskona¢no malena veli¢ina dv. Sred-
nja akceleracija tezi prema trenutnoj akceleraciji
kao algebarskoj veli¢ini

_dv
Cdt
Akceleracija koju tijelo ima u nekome trenutku ¢
jednaka je koeficijentu smjera tangente na krivulju
v(t) u tocki koja odgovara trenutku t.

Ako na ovaj na¢in odredimo akceleracije u svim
trenucima ¢, mozemo nacrtati krivulju a(t) kao na
slici 1.10h. Akceleracija je u pocetku pozitivna, sto
znaci da se brzina tijela povecava. Uz to uocavamo
da iznos akceleracije raste, Sto znaci da se brzina
sve naglije povecava u tom dijelu gibanja. Taj dio

a (1.25)

odgovara pozitivnom nagibu tangente koji raste u
pocetnome dijelu krivulje v(¢) na slici 1.10f. Tre-
nutak kada nagib tangente dosegne maksimum, od-
govara maksimalnoj pozitivnoj akceleraciji na slici
1.10h, sto znaci da je tada naglost povecavanja br-
zine najvec¢a. Nakon toga, smanjuje se nagib tan-
gente na krivulju v(¢) na slici 1.10f, a time opada
akceleracija na slici 1.10h. To znaci da se brzina gi-
banja tijela i dalje povecava, ali ne vise tako naglo
kao u maksimumu. U odredenom trenutku, nagib
tangente na krivulju v(¢) na slici 1.10f postane jed-
nak nuli i ostaje nula neko vrijeme. To, naravno, ne
znaci da je brzina jednaka nuli. Naprotiv, brzina je
veca nego prije, ali se ne mijenja u tom vremenskom
intervalu. Stoga je akceleracija kroz to vrijeme jed-
naka nuli, a to pokazuje zorno slika 1.10h. Nakon
tog perioda, brzina se smanjuje, Sto znaci da akcele-
racija mora postati negativna veli¢ina. Sve se to de-
taljno moze pratiti na slici 1.10h. Najvedi iznos (ne-
gativne) akceleracije pokazuje interval u kojemu se
brzina naglo smanjivala. Vidimo da je graficko pri-
kazivanje vremenske ovisnosti akceleracije korisno
ako zelimo detaljnije analizirati promjenljivo giba-
nje.

Matematicki gledano, mogli bismo nastaviti s de-
riviranjem funkcije a(t), no to ipak ne ¢emo na-
praviti. U fizikalnom opisu gibanja nije uvedena
nova veli¢ina koja bi bila jednaka derivaciji akcele-
racije. Razlozi za to ne mogu se obrazloziti na te-
melju same kinematike koju obradujemo u ovome
poglavlju. Tek u sljede¢em poglavlju, koje se bavi
dinamikom, otkrit ¢emo razlog zasto se deriviranje
zaustavlja na akceleraciji.

Opéenito o derivaciji funkcije

U matematici se uzima da su varijable bezdi-
menzionalne veli¢ine (brojevi). Time se postize
opcenitost matematickih izraza i raznih izvoda i
dokaza. Razmotrimo tako neku funkciju jedne va-
rijable koja se ¢esto zapisuje u obliku

y = f(z)

Pri tome smatramo da je x neovisna varijabla, a
y ovisna. To znaci da za bilo koju odabranu vri-
jednost x; (broj), mozemo izrac¢unati vrijednost
f(x;) i taj broj oznaciti kao y;. Simbolom f(..)
naznacujemo da smo zamislili neki postupak po
kojemu, polazeéi od jednog broja, nekim racunom

(1.26)
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nalazimo drugi. Zato se kaze da je funkcija ma-
tematicki postupak po kojemu svakome broju x;
pridruujemo broj f(x;). Par brojeva (x;,y;) obi-
ljezava nam jednu tocku na krivulji koja graficki
prikazuje funkciju y = f(x). Primjer grafickog pri-
kaza funkcije nalazimo na slici 1.11a.

Derivacija funkcije u nekoj tocki Pj(xz;,y;) defi-
nira se sljede¢im pravilom

) Ax—0 Ax
Zq

Derivaciju funkcije u tocki P; dobivamo tako da
najprije nademo za koliko se promijeni vrijednost
funkcije kada se neovisna varijabla promijeni od x;
na x; + Ax. Zatim napravimo omjer promjene vri-
jednosti funkcije (f(z; + Az) — f(z;)) 1 promjene
neovisne varijable Az. Derivacija funkcije u tocki
P; jednaka je grani¢noj vrijednosti (lat. limes -
meda, granica) tog omjera kada Az postaje sve
manji, tj. tezi prema nuli. Uoc¢imo da derivaciju
funkcije u nekoj tocki dobivamo iz omjera dvaju
brojeva pa je i ona sama broj.

Derivaciju funkcije u toc¢ki P; mozemo pisati i na
druge jednakovrijedne nacine

], -[21, - (2], o

Pravilo postavljeno u jednadzbi (1.27) definira
u potpunosti derivaciju funkcije u nekoj tocki.
Zgodno je uvesti graficki prikaz kojim bi se zorno
predocio postupak deriviranja funkcije. Na slici
1.11b prikazana je opet ista funkcija y = f(x)
i na njoj odabrana neka tocka Pj(x;,y;). Ako
neovisnoj varijabli dademo nesto veéu vrijednost
x; + Az, dobivamo novu vrijednost funkcije f(x; +
Az). Taj novi par vrijednosti predstavlja koordi-
nate jedne druge tocke P na krivulji. Povucimo
pravac koji prolazi kroz tocke P; i P. Iz slike vi-
dimo da je omjer (f(x;+Ax)—f(x;))/Ax, koji nala-
zimo u jednadzbi (1.27), jednak koeficijentu smjera
povucéenoga pravca. Ako je krivulja koja predstav-
lja funkciju y = f(x) zakrivljena izmedu tocaka P, i
P, kao sto je to slucaj na slici 1.11b, onda povuceni
pravac predstavlja sekantu (lat. secare - sjeci) kri-
vulje.

Za deriviranje funkcije u odabranoj tocki P; po-
trebno je, sukladno jednadzbi (1.27), ponavljati
postupak nacinjen na slici 1.11b, ali sa sve manjim i
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manjim iznosom Az. To je prikazano na slici 1.11c.
Ocito je da sekanta time postaje sve bliza tangenti
(lat. tangere - dotaknuti) u tocki P;. Derivacija
funkcije u tocki P; jednaka je koeficijentu smjera te
tangente.

Dobili smo da je derivacija funkcije u odabranoj
toc¢ki, npr. u tocki P; na slici 1.11c, jednaka ne-
kom broju. Ako odredimo derivaciju iste funkcije u
svakoj tocki, mozemo definirati funkciju

o) = - f(a) (1.29)

Svakoj vrijednosti neovisne varijable x pridruzuje-
mo vrijednost g(z) tako da ona bude jednaka deri-
vaciji funkeije f(x) u danoj tocki. Funkcija g(x) je
derivacija funkcije f(z).

Napomena: Moramo razlikovati termin deriva-
cija funkcije u tocki od termina derivacija

\a/

_g(xc-rﬂx
.f (Xc\
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Slika 1.11: (a) Graficki prikaz proizvoljne funkcije
y = f(x). Svaka tocka na krivulji povezuje dvije
vrijednosti (z;, ;). (b) Sekanta kroz dvije tocke na
krivulji. (c¢) Niz sekanti koje se priblizavaju tan-
genti na f(x) u tocki P;. (d) Velicina g(z;) jednaka
je koeficijentu smjera tangente na f(x) u tocki P;
(derivacija u tocki). Krivulja g(z) predstavlja sli-
jed derivacija u raznim tockama funkcije f(z), pa
se naziva derivacijom funkcije f(z).

funkcije. Derivacija funkcije u tocki je samo
broj, a derivacija funkcije je nova funkcija.

Funkcija g(x) prikazana je graficki krivuljom na
slici 1.11d. Svaka toc¢ka na toj krivulji predstavlja
par brojeva (z;,g(x;)). Moramo dobro uociti koji
odnos postoji izmedu krivulja na slikama 1.11c i
d. Ordinata g(x;) na slici 1.11d je broj koji je jed-
nak koeficijentu smjera tangente u tocki P; na slici
1.11c.

t

q‘:‘-lo()(‘f-&

xV

(a)

o0
o
N

>

9=k

XV

(k)

Slika 1.12: (a) Linearna funkcija je graficki prika-
zana pravcem. Tangenta na pravac u bilo kojoj nje-
govoj tocki poklapa se sa samom pravcem. (b) De-
rivacija linearne funkcije je konstanta jednaka na-
gibu pravca u (a).

Derivacija linearne funkcije. Neka je zadana
linearna funkcija f(z) = kx + [, gdje su k i | kons-
tante. Prema jednadzbi (1.27) imamo

d . k(z+ Az) +1] — [kx +]
il -1
dxf(x) Av50 Az
kAx
— =k 1.30
A% A (130
Rezultat je neovisan o x, Sto znac¢i da derivacija
funkcije f(x) u svakoj tocki ima istu vrijednost.
Drugim rije¢ima, svakoj vrijednosti varijable = pri-
druzujemo istu vrijednost k, pa imamo funkciju

g(z) =k (1.31)

U grafickom prikazu, funkcija f(z) = kz + [ je
predstavljena pravcem (slika 1.12a) . Tangenta na
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taj pravac u bilo kojoj njegovoj tocki je opet taj
isti pravac, a koeficijent smjera mu je k. Funkciju
g(z) = k graficki prikazujemo pravcem koji je pa-
ralelan s osi x, a njegov odsjecak na osi ordinata je
k (slika 1.12b).

Za kvadratnu
dobivamo primjenom jed-

Derivacija kvadratne funkcije.
funkciju f(z) = az?
nadzbe (1.27)

a(z + Ax)? — ax?

d .
%f(x) = lim

Az—0 Azx
. a[2zAz + (Az)?]
= lim
Az—0 Ax

= lim a(2z + Az) = 2ax (1.32)
Az—0

Derivacija funkcije f(z) = ax? nije ista u svakoj

tocki. Mijenjajuéi vrijednost varijable x, mijenja

se 1 odgovarajuca vrijednost derivacije 2ax. Ako

svakoj vrijednosti z pridruzujemo vrijednost 2ax,

znaci da imamo funkciju

g(x) = 2ax (1.33)

U grafickom prikazu (slika 1.13a), funkcija f(z)
je predstavljena parabolom. U raznim tockama
parabole, tangenta ima razli¢it nagib (koeficijent
smjera). Za dani x;, koeficijent smjera tangente iz-
nosi 2ax;. Funkcija g(z) = 2ax predstavlja pravac
na slici 1.13b. Uo¢imo da je ordinata g(x;) neke
tocke na tome pravcu jednaka koeficijentu smjera
tangente u toc¢ki P; na slici 1.13a.

Opce pravilo za potencije. Navedimo ovdje,
izostavljajué¢i dokaz, da vrijedi opéenito pravilo za
derivacije funkcija potencija

f(x) =2" (1.34)

o) = T fa) =na"(13)

Deriviranje potencije varijable umanjuje iznos eks-
ponenta za jedinicu, a prijasnji eksponent dolazi
kao mnozitelj.

1.3.2 Jednoliko gibanje po pravcu

Od svih moguéih vrsta gibanja, posebnu vaznost
ima ono u kojemu je brzina konstantna po iznosu i
smjeru, tj. vektor brzine je konstantan u vremenu

POGLAVLJE 1. OPIS GIBANJA TIJELA

U = konst. (1.36)

Zbog konstantnog iznosa brzine, to gibanje na-
zivamo jednolikim, a konstantnost smjera brzine
znaci da se gibanje odvija po pravcu.

U realnome svijetu, jednoliko gibanje po pravcu
moze biti npr. voznja automobila stalnom brzinom
po ravnoj cesti, ili plovidba broda stalnom brzinom
po zadanom kursu, a mogli bismo navesti i niz dru-
gih primjera.

Slika 1.14a prikazuje tijelo u ¢estitnom modelu
koje se giba jednoliko po pravcu. Primijenjen je
vektorski opis kakav smo uveli u odjeljku 1.2. Oda-
berimo proizvoljno neku tocku Py na pravcu, te

yeam

x
%(x) i
G&(x}:Zo\x
Za.%, b=
X¢ ﬁ;

(k)

Slika 1.13: (a) Graficki prikaz kvadratne funk-
cije. Tangente na krivulju u raznim tockama imaju
razli¢ite (negativne ili pozitivne) nagibe. (b) Slijed
nagiba tangenti iz (a) daje linearnu funkciju koja
predstavlja derivaciju kvadratne funkcije.
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odlu¢imo da ¢emo vrijeme mjeriti u odnosu na tre-
nutak tg u kojemu je tijelo proslo kroz tocku P,
tj. dogovorno stavimo da je g = 0. Na pravcu
su takoder prikazane tocke P; koje predstavljaju
polozaje tijela prije i poslije prolaska kroz Py, s time
da su svi vremenski intervali At = ¢;11 — t; jed-
naki. Zbog konstantnosti brzine na cijelome putu,
medusobno su jednaki svi vektori pomaka A7 ;1.

Iz slike 1.14a slijedi graf vremenske ovisnosti pre-
valjenog puta na slici 1.14b, koji mozemo dobiti po
logici koja je veé primijenjena za opcenitije gibanje
na slikama 1.10a-c. Pri tome smo morali pravcu
s odrediti pozitivan smjer i odabrati neku njegovu
tocku za ishodiste od kojega mjerimo udaljenosti
na jednu i na drugu stranu pravca. Proizvoljno smo
odabrali ishodiste tako da ne bude u tocki Fy. To
znaci da se u t = 0 tijelo nije nalazilo u ishodistu,
nego na nekoj udaljenosti sy od njega. Pravac na

B
<
(o) X
A
0y
S= u‘ler S,
A
S
£
(b)
-t
:::‘i U= kowst.
e Uelt
% .
ot z
(¢)

dt (d) i

Slika 1.14: (a) Vektorski prikaz jednolikog giba-
nja cestice po pravcu s. (b) Vremenska ovisnost
polozaja Cestice na pravcu s(t). (c) Deriviranjem
funkcije s(t) dobiva se konstantna brzina v. Ako
zelimo nakon toga primijeniti postupak integra-
cije, polazimo od Srafiranog pravokutnika povrsine
vdt. (d) Postupak integracije daje opet funkciju
s(t) jer se zbrajaju infinitezimalni vertikalni pomaci

ds = vdt.

slici 1.14b graficki predstavlja funkciju s(¢). Ona
je linearna funkcija koju bismo matemati¢ki mogli
zapisati u opéem obliku s = kt 41, s time da bismo
morali odrediti veli¢ine k i [.

Prema jednadzbi (1.23), brzina je jednaka deriva-
ciji puta po vremenu v = ds/dt, a po opéem pravilu
za derivaciju linearne funkcije (jednadzba (1.30)),
za derivaciju funkcije s(t) = kt + [ dobiva se k. To
znac¢i da velicina k zapravo predstavlja brzinu v.
Sto se tice veli¢ine [, ona predstavlja odsjecak na osi
s, a to je udaljenost tijela od ishodista u t = 0, koju
smo oznacili kao sp = s(0). Prema tome, vremen-
ska ovisnost puta kod jednolikog gibanja po pravcu
glasi

s(t) = vt + s (1.37)

Postupak integriranja

U gornjem smo razmatranju poceli od pretpostavke
da je brzina konstantna i zatim smo grafickim pos-
tupkom, na slici 1.14b, ustanovili da je funkcija
s(t) linearna. No, postoji i drugi nacin kako od
zadane konstantne brzine v mozemo doéi do spoz-
naje o linearnosti funkcije s(¢). Taj se postupak
naziva integriranje i ovdje je zgodna prilika da ga
upoznamo na jednostavnom primjeru. Jednadzbu
(1.23) mozemo preinaciti u oblik
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ds = vdt (1.38)

Ova nam jednadzba kaze da tijelo, koje se giba po
pravcu brzinom v, prevali u vremenskom intervalu
dt put ds. Ako zelimo dobiti ukupan put koji tijelo
prevali od trenutka ¢y = 0 do proizvoljno odabranog
trenutka ¢, moramo zbrojiti sve prevaljene putove
ds. Taj postupak zbrajanja naziva se integriranje i
oznacCava se na poseban nacin

S
5—50:/ ds
50

Ukupno prevaljen put je s — so. Simbol [ je znak
integrala. Ono Sto piSe iza znaka integrala je infi-
nitezimalna veli¢ina koju moramo zbrajati u uzas-
topnim koracima. U ovome slucaju, to je infinitezi-
malni put ds. Veli¢ine zapisane pri dnu i pri vrhu
znaka integrala nazivaju se donja i gornja granica
integrala. Ovdje nam one ukazuju da se zbrajanje
treba provesti od sy do s.

Jednadzba (1.39) ne zahtijeva nikakvo dokaziva-
nje. Ona kaze da zbrajanjem svih infinitezimalnih
putova ds od sg do s dobivamo ukupno prevaljen
put s — sg, Sto je samo po sebi razumljivo. U tome
smislu, jednadzba (1.39) ne donosi neki napredak u
rjeSavanju problema. Medutim, posluzimo se sada
jednadzbom (1.38) tako da zamijenimo ds u jed-
nadzbi (1.39) s vdt, pa dobivamo sljedeéi ekviva-

lentan izraz
t
s —8p = / vdt
to

Razlika je jedino u tome $to smo sada promijenili
varijablu po kojoj integriramo. Umjesto ds imamo
dt, pa moramo i granice integrala promijeniti u ¢y i
t. Kada mijenjamo varijablu po kojoj integriramo,
moramo paziti da ne promijenimo vrijednost inte-
grala, a to postizemo tako da nam donja granica
u novoj varijabli ¢ty odgovara donjoj granici u sta-
roj varijabli sg, tj. fp mora biti trenutak kada se
tijelo nalazilo na polozaju sg. Isto pravilo vrijedi i
za gornju granicu.

Jednadzba (1.40) se ve¢ moze iskoristiti za rjesa-
vanje problema. Ona nam kaze da moramo zbra-
jati vdt u vremenskom intervalu od tg do ¢t. Bududi
da je u cijelom tom vremenskom intervalu brzina v
konstantna, mozemo zbrajati samo infinitezimalne
vremenske intervale dt i zbroj pomnoziti s v. Ma-
tematicki to piSemo u obliku

(1.39)

(1.40)
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t
5—50:1}/ dt
to

Naime, zbroj svih infinitezimalnih vremenskih in-
tervala dt je naznaceni integral i njega mnozimo s
v. Matemati¢kim rje¢nikom se kaze da konstantan
faktor mozemo staviti ispred znaka integrala. Vi-
djeli smo na ovome primjeru zasto je to valjano.

Nastavimo s obradom jednadzbe (1.41). Napisi-
mo u eksplicitnoj formi da je vremenski interval £ —
to jednak zbroju svih infinitezimalnih vremenskih
intervala dt od ty do ¢

t
t—tg:/ dt
to

Ova jednadzba je sama po sebi razumljiva i ne zah-
tijeva nikakvo dokazivanje kao ni jednadzba (1.39).
One su, uostalom, po formi iste. Jednadzba (1.42)
nije zasebno korisna, ali ako je uvrstimo u jed-
nadzbu (1.41) dobivamo rezultat

(1.41)

(1.42)

s —sg=wv(t—tg) (1.43)

Prevaljeni put je linearno ovisan o vremenu. Jed-
nadzba (1.43) formalno sadrzi ¢y zato da bi vremen-
ski interval bio zapisan kao razlika t — 5. Medutim,
u ovome sluc¢aju smo odabrali da je tg = 0, pa jed-
nadzbu (1.43) mozemo napisati u obliku

s = vt + so (1.44)

koji je identican jednadzbi (1.37).

Graficki prikaz integriranja. Kao Sto smo kod
deriviranja postigli korisnu zornost kada smo uveli
graficki prikaz, tako mozemo uciniti i s integri-
ranjem. U tu svrhu, analizirajmo graficki prikaz
funkcije v(t) na slici 1.14c. Brzina je konstantna,
tj. v(t) = v = konst., pa je na grafu prikazana
pravcem paralelnim s osi ¢, te s odsjeckom v na
osi ordinata. Osvrnimo se na osjencani pravokut-
nik. Graficki gledano, njegova povrsina mora biti
jednaka umnosku baze i visine. U ovome slucaju,
baza je dt, a visina je v, pa je povrSina pravokut-
nika jednaka vdt. No znamo da je vdt = ds, dakle,
put prevaljen u vremenskom intervalu dt. Na slici
1.14d prikazana je ponovo funkcija s(¢) kao pravac,
te uz nju dt i ds. Dobili smo da je povrSina wvdt
osjencanoga pravokutnika u slici 1.14c¢ jednaka ver-
tikalnom porastu ds pravca na slici 1.14d.
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Napomena: Osjencana povrsina na slici 1.14¢ nije
prava geometrijska povrSina koja se mjeri u
m?. Naime, osi na toj slici ne predstavljaju
duzine koje se mjere u metrima. Na jednoj je
osi vrijeme, koje se mjeri u sekundama, a na
drugoj brzina, koja se mjeri u ms~'. Stoga se
umnozak vdt mjeri u metrima i kao takav pred-
stavlja graficku, a ne geometrijsku povrsinu.

Prema jednadzbi (1.40), ukupno prevaljeni put
s— so jednak je integralu (zbroju) svih vdt od ¢y do
t. Graficki gledano, radi se o zbroju povrsina svih
pravokutnika vdt na slici 1.14¢ u intervalu od tg do
t. Vidimo da je taj zbroj jednak ukupnoj grafickoj
povrs§ini iznad osi ¢ pa do pravca koji predstavlja br-
zinu, a u intervalu od tg do t. Ova graficka povrsina
s — sg iz slike 1.14c¢ odgovara vertikalnom porastu
pravca na slici 1.14d u istome vremenskom inter-
valu.

Opcéenito o odnosu derivacije i integrala

U prethodnom razmatranju jednolikog gibanja po
pravcu utvrdili smo povezanost brzine i prevaljenog
puta

d t
—s(t) =wv == 5— 50 = / vdt  (1.45)
dt ¢

0

Deriviranjem funkcije s(¢) dobivamo v, a integrira-
njem vdt dobivamo s—sg. Pokazat ¢emo da ovaj od-
nos vrijedi i za sluc¢aj kada brzina nije konstantna,
nego ovisi o vremenu kao v(t).

Mozemo postupiti sasvim opcéenito u razmatra-
nju odnosa derivacije i integrala. Neka je fx) neka
funkcija, a g(z) njena derivacija

x
I =gle) = f@)~fan) = [ gla)ds
x o
(1.46)
Ovu je posljedicu lako razumjeti. Iz prve jednadzbe
imamo df (z) = g(x)dx, gdje df (z) znaci diferencijal
funkcije, odnosno infinitezimalnu promjenu vrijed-
nosti funkcije. Druga jednadzba kaze da ukupnu
promjenu funkcije f(x) — f(x¢) dobivamo zbraja-
njem svih df (x) u intervalu od xy do x.

Odnos definiran jednadzbom (1.46) mozemo ilus-
trirati graficki. Na slici 1.15a prikazana je funk-
cija f(x), a na slici 1.15b njena derivacija g(x).
Osjencani pravokutnik na slici 1.15b ima graficku

_ﬁ(x) +

£(x)

olf(x)
sf (x,,l_

!;
0
3()() olx
[
l >
X, dx X %

Q)

Slika 1.15: (a) Graf proizvoljno odabrane funkcije
f(z). Oznacen je interval od neke fiksne vrijed-
nosti g do moguée promjenljive vrijednosti z. (b)
Funkcija g(x) je derivacija funkcije f(x). Povrsina
osjencanog pravokutnika odgovara vertikalnom po-
rastu df (z) u (a), a cjelokupna povrsina ispod grafa
g(x) u intervalu od xy do = odgovara vertikalnom
porastu f(z) — f(zo).

povrsinu g(x)dz. Ona je jednaka diferencijalu
df (z), tj. infinitezimalnoj promjeni oznacenoj ma-
lenim vertikalnim pomakom na slici 1.15a.

Zbroj svih grafickih povrsina g(z)dz u intervalu
od zg do z na slici 1.15b daje ukupnu graficku
povrsinu ispod krivulje koja predstavlja funkciju
g(x), s time da se u obzir uzme interval od z( do x.
Ta je povrSina jednaka ukupnoj promjeni funkcije
f(z) = f(x0), koja je na slici 1.15a prikazana verti-
kalnim pomakom. Ovo je opée pravilo integriranja
na koje ¢emo se ¢esto navracati.
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1.3.3 Jednoliko ubrzano gibanje po
pravcu

Razmotrimo sada gibanje u kojemu je akceleracija
konstantna

a = konst. (1.47)

1z vektorskog opisa gibanja u odjeljku 1.2 znamo da
konstantnost smjera vektora akceleracije ne znaci
nuzno da se tijelo giba po pravcu. Potrebno je joS$
da brzina nema, ni u kojem trenutku, komponentu
okomitu na zadanu akceleraciju, tj. da bude uvijek
na istome pravcu kao i zadana akceleracija.

Kao primjer iz realnoga zivota, mozemo imati
slucaj automobila koji se giba nekom konstantnom
brzinom ¥y po ravnoj cesti, a u trenutku ty nas-
tupi gibanje s konstantnom akceleracijom @ u is-
tome smjeru kao i brzina vy. Na slici 1.16a pri-
kazano je takvo gibanje u Cesticnome modelu i s
vektorskim opisom uvedenim u odjeljku 1.2.

Kao Py oznacena je na slici 1.16a tocka u kojoj
je nastupilo gibanje s konstantnom akceleracijom.
Takoder su oznacCene tocke P; kroz koje je tijelo
prolazilo slijedom uzastopnih jednakih vremenskih
intervala At prije i poslije ty. Uocavamo da su vek-
torski pomaci A7; ;11 medusobno jednaki prije ¢g, a
povecavaju se nakon tg. To nam odrazava ¢injenicu
da je brzina prije ty konstantna i jednaka v, a na-
kon tg raste, tako da vektori srednje brzine {7i7i+1
bivaju sve vedi.

Vektor srednje akceleracije definirali smo u jed-
nadzbi (1.18) putem razlike trenutnih brzina na
pocetku i kraju vremenskog intervala At. U ovome
slu¢aju razmatramo gibanje tijela s konstantnom
akceleracijom nakon g, Sto znaci da su tada i sve
srednje akceleracije jednake. Srednju akceleraciju
mozemo izraziti kao omjer razlike uzastopnih sred-
njih brzina 13’i,i+1 —{TZ-_M i vremenskog intervala At,
pa dobivamo da konstantna akceleracija, oznacena
na slici 1.16a, nuzno podrazumijeva da je, nakon
to, svaka sljedeéa srednja brzina veca od prethodne
uvijek za isti iznos. Zbog proporcionalnosti vektora
srednje brzine {7i7i+1 i vektora pomaka A7} ;41, za-
kljucujemo da i za vektore pomaka mora vrijediti
pravilo po kojemu je, nakon tg, svaki sljedeéi vektor
pomaka veéi od prethodnoga za isti iznos. Tako je
i prikazano na slici 1.16a.

Na slici 1.16b analiziramo ovo isto gibanje u s —t
dijagramu. Vektori pomaka A7, 1 pretvaraju se
ovdje u algebarske pomake As; ;11 s istim pravilom

POGLAVLJE 1. OPIS GIBANJA TIJELA

ponasanja. Funkcija s(t) je linearna za t < tg, $to
je ocekivano za jednoliko gibanje po pravcu. Za
t > to funkcija s(t) oc¢ito nije linearna. Iz onoga $to
prikazuje slika 1.16b, nije lako zakljuciti kakva bi
matematicka funkcija odgovarala toj krivulji.

e
t<t

| S

v ®)+y,

O
&
fifs ez v mmy
NV
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Slika 1.16: (a) Vektorski prikaz gibanja cestice po
pravcu s u kojemu cestica prelazi iz jednolikog
u jednoliko ubrzano gibanje nakon prolaska kroz
tocku Py. (b) Graficki prikaz vremenske ovisnosti
polozaja ¢estice na pravcu s. (c) Graficki prikaz
vremenske ovisnosti brzine. Povrsina ispod nagnu-
tog pravca u intervalu od 0 do ¢ jednaka je povrsini
ispod donje crtkane linije (zbog jednakosti trokuta).
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Rjesenje za brzinu

Rjesenje gornjega problema mozemo dobiti u dva
koraka primjenom integrala. Podimo od toga da
je za t >ty akceleracija a, kao algebarska veli¢ina,
konstantna. Nju povezujemo s promjenom brzine
primjenjujuéi pravilo iz jednadzbe (1.46)

t
%v(t) =a = o(t)—v(to) :/ adt = a(t—tp)
¢

(1.48)
Kod odredivanja vrijednosti integrala uvazili smo
da je akceleracija a konstanta koju mozemo iznijeti
ispred znaka integrala, pa preostali integral znaci
zbrajanje svih dt od ty do t, sto daje ukupni vre-
menski interval t — ty. Ovaj je postupak identican
onome u jednadzbama (1.41)-(1.43), s time da smo
tada odredivali prevaljen put iz poznate konstantne
brzine, a sada odredujemo promjenu brzine iz za-
dane konstantne akceleracije.

U jednadzbi (1.48) pisali smo radi forme oznaku
v(to) za brzinu u trenutku ¢p, no to nam je ista
brzina koju smo veé oznacavali kao vy za t < .
Naime, tijelo se tek nakon ty po¢ne ubrzavati. Uz
ovu oznaku, jednadzbu (1.48) mozemo preinaciti u
oblik

v(t) = a(t —to) + vo (1.49)

Dobivena funkcija v(t) je linearna u vremenu. Ne
zaboravimo da je ona dobivena samo za t > ty kada
tijelo ima akceleraciju a. Radi matematicke jednos-
tavnosti uzmimo da je tg = 0 pa imamo
v(t) = at + v (1.50)
Napomena: Moramo uvijek imati na umu da va-
rijabla t u jednadzbi (1.50) predstavlja zapravo
vremenski interval od ¢ = 0 do nekog t. U tome
intervalu brzina je porasla za at.

Graficki je funkcija v(t) prikazana na slici 1.16c¢.
Za t < tg, brzina je konstantna, dok za t > {g,
ona raste linearno u vremenu. Upravo zbog tog
jednolikog rasta brzine u vremenu, takvo se gibanje

naziva jednoliko ubrzanim?.

2Pravilnost jednoliko ubrzanog gibanja prvi je eksperi-
mentalno ustanovio Galileo Galilei u prvoj polovici 17. sto-
lje¢a kada je proucavao gibanje kuglice niz kosinu. Sam Ga-
lilei je jezgrovito napisao: Motum aequabiliter, seu unifor-
miter, acceleratum dico illum, qui a quiete recedens, tempo-

RjeSenje za prevaljeni put

Problemu nalazenja funkcije s(¢) mozemo sada pris-
tupiti tako da prevaljeni put povezemo s brzi-
nom primjenjujuci opet opcée pravilo iz jednandzbe
(1.46)

st =0(t) = s(t)SOZ/O v(t)dt (1.51)

Ovdje smo odmah postavili da je tg = 0, pa je vri-
jednost donje granice integrala jednaka nuli. U in-
tegralu je v(¢) linearna funkcija, a ne konstanta, pa
ne mozemo brzinu staviti ispred znaka integrala.
Problem mozemo rijesiti ako nademo takav oblik
funkcije s(t), da njena derivacija bude upravo line-
arna funkcija v(t) zadana jednadzbom (1.50). Poz-
navajuéi pravilo o deriviranju funkcija potencija u
jednadzbama (1.34) i (1.35), mozemo ustanoviti da
je

4 [1at2 + vot + C’] =at+vo=0(t) (1.52)
dt |2

Izraz u uglatoj zagradi mora predstavljati funkciju
s(t), a u njemu je C neka konstanta. Nju odredimo
na sljedeéi nac¢in. Oznac¢imo s s(0) polozaj tijela
u trenutku ¢ = 0. Iz jednadzbe (1.52) dobivamo
uvrstavanjem t = 0 da je s(0) = C, pa piSemo

1
s(t) = §at2 + vot + so (1.53)

gdje je upotrijebljena uobicajena oznaka sog = s(0).
Time je problem rijesen. Funkcija s(t) iz jednadzbe
(1.53) odgovara krivulji na slici 1.16b za ¢ > 0.

Pokazimo jos da rezultat iz jednadzbe (1.53)
mozemo dobiti i putem graficke metode za integri-
ranje. Slika 1.16¢ prikazuje funkciju v(¢). Osjencani
pravokutnik ima graficku povrsinu v(t)dt koja pred-
stavlja prevaljeni put ds u vremenskom intervalu
dt. Da bismo dobili ukupno prevaljen put s(t) — so,
moramo zbrojiti povrsine svih takvih pravokutnika
od t = 0 do t. Graficka povrSina tog lika ispod
pravca jednaka je grafickoj povrSini pravokutnika
koji ima bazu ¢ i visinu 1/2[v(t) 4+ vp] naznacenu
crtkanom linijom na slici 1.16¢. Stoga za prevaljeni
put dobivamo

ribus aequalibus aequalia celeritatis momenta sibi superadit.
(Jednako, ili jednoliko, ubrzano gibanje nazivam ono, koje
od pocetka gibanja, u jednakim vremenima, dobiva jednake
priraste brzina).
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s(t) — so = [; [v(t) + 1;0]] t= %atQ + vt (1.54)

Ovaj je rezultat identican onome iz jednadzbe
(1.53).

Prikladno je na ovome mjestu promisliti o fizi-
kalnoj interpretaciji dobivenog izraza za prevaljeni
put. Mozemo reéi da se ukupno prevaljen put od
t = 0 do t sastoji od dva dijela. Jedan dio iznosi vgt
i jednak je putu koji bi tijelo prevalilo da se nasta-
vilo gibati brzinom vg i za vrijeme ¢t > 0, tj. kao da
nema akceleracije. Drugi dio iznosi (1/2)at? i pred-
stavlja prevaljen put uz postojanje akceleracije, ali
bez pocetne brzine.

Mertonsko pravilo

1.4 Rastavljanje gibanja u
dvije i tri dimenzije

U odjeljku 1.2 opisivali smo neko opéenito giba-
nje u ravnini i uveli kinematicke veli¢ine u vektor-
skoj formi. No, kada smo u odjeljku 1.3 pristu-
pili proucavanju vremenske ovisnosti kinematickih
veli¢ina, ogranicili smo se samo na gibanje po
pravcu. Tada su uvedeni graficki prikazi pomocéu
jedne prostorne i jedne vremenske osi. Za opéenito
gibanje u ravnini, ili u trodimenzionalnom pros-
toru, ocito nije dovoljna jedna prostorna os, pa mo-
ramo razviti dopunu metode prikazivanja vremen-
ske ovisnosti kinematickih veli¢ina.

1.4.1 Vektori u kartezijevu sustavu

Kartezijev® koordinatni sustav sastoji se od tri
medusobno okomita pravca koji se sijeku u jednoj
tocki, a za svaki od pravaca definiran je pozitivan
i negativan smjer. To su osi koordinatnog sustava
koje je uobicajeno oznacavati s x, y i z.

Lijevi i desni koordinatni sustav

Kartezijev koordinatni sustav moze biti desni ili li-
jevi. Oni su prikazani na slikama 1.17ai b zajedno s
desnom, odnosno lijevom rukom kojima se utvrduje
njihova simetrija.

3René Descartes, francuski filozof, matematicar i fizicar
iz 17. stolje¢a nazivao se na latinskom Cartesius.
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Slika 1.17: (a) Desni koordinatni sustav i pravilo
desne ruke. (b) Lijevi koordinatni sustav i pravilo
lijeve ruke. (c) Promjena smjera jedne od osi do-
vodi do promjene desnog u lijevi sustav (ili obr-
nuto).

Pravilo desne ruke kaze da je potrebno najprije
ispruziti prste i zatim namjestiti ruku tako da is-
pruzeni prsti pokazuju duz pozitivnhog smjera osi x.
Zatim treba stiskati Saku i pratiti smjer zakreta-
nja prstiju. Prema potrebi, ruku valja uvijati dok
se ne postigne da stiskanjem Sake zakreé¢emo smjer
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prstiju od pozitivnog smjera osi z prema pozitiv-
nom smjeru osi y. Tada ¢e nam ispruzeni palac
pokazivati pozitivan smjer osi z. Na isti se nacin
lijevom rukom ostvaruje ovo pravilo za lijevi koor-
dinatni sustav.

Iz slika 1.17a i b mozemo uoéiti da se prostom
zamjenom dviju osi (z i y) iz desnog koordinatnog
sustava dobije lijevi, i obrnuto. Ovo svojstvo vrijedi
za bilo koji par osi.

Prelazak iz desnog u lijevi koordinatni sustav
moze se ostvariti i promjenom smjera samo jedne
od osi. Na slici 1.17c prikazani su desni i lijevi ko-
ordinatni sustavi tako da im se smjerovi osi x i z
podudaraju, pa se jasno vidi da su tada pozitivni
smjerovi njihovih osi 4 suprotni jedan drugome.

Zbog navedenih razlika izmedu lijevih i desnih
koordinatnih sustava, moramo jako paziti da ih ne
pomijesamo. Za prikaz fizikalnih zbivanja mogla
bi nam jednako dobro posluziti bilo jedna ili druga
vrsta koordinatnih sustava, no dogovorno se uzima
desni koordinatni sustav.

Radi potpunosti, spomenimo i pravilo desnog
vijka koje se ¢esto navodi u knjigama iz fizike. U
praksi se gotovo uvijek upotrebljavaju desni vijci,
pa se podrazumijeva da svi imaju iskustva u tom
pogledu. Ako postavimo osi x i y u ravninu okomitu
na os simetrije vijka, te vijak rotiramo od pozitiv-
nog smjera osi © prema pozitivnome smjeru osi vy,
smjer napredovanja desnog vijka pokazuje poziti-
van smjer osi z desnoga koordinatnog sustava.

Jedinic¢ni vektori i, j i k.

Za prikazivanje vektora u kartezijevu koordinatnom
sustavu korisno je uvesti tri jedini¢na vektora, po
jedan duz pozitivnog smjera svake od triju osi.

U ovoj ¢emo knjizi koristiti oznake 7, j i k za
jedini¢ne vektore duz osi z, y i z kako je prikazano
na slici 1.18. Ove su oznake najcesce u literaturi,
no pojavljuju se i druge, npr. &, ¢ i 2, ili é;, &, i
é.

Za jedini¢ne vektore u desnome koordinatnom
sustavu vrijedi pravilo desne ruke koje kaze da pos-
tavljanjem ispruzenih prstiju u smjer prvoga vek-
tora ¢, te stiskanjem Sake tako da prsti rotiraju
prema drugome vektoru 7, ispruzeni palac pokazuje
duz smjera treéega vektora k (slika 1.18a).

Pravilo ciklicke zamjene. Pravilo desne ruke
vrijedi i ako nacinimo ciklicku zamgjenu u redosli-
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Slika 1.18: (a) Pravilo desne ruke primijenjeno na
redoslijed vektora i, J, k. (b) Pravilo desne ruke
se moze primijeniti i na ciklicki zamijenjen redosli-
jed 7, k, . (c) Daljnja ciklicka zamjena u redoslijed
/%, i,j takoder podlijeze pravilu desne ruke.

jedu kojim prste vezujemo uz jedini¢ne vektore. Is-
pruzene prste desne ruke postavimo duz drugoga
vektora j, te ih stiskanjem Sake rotiramo prema
trecemu vektoru k. Ispruzeni palac tada pokazuje
duz prvoga vektora i kao na slici 1.18b. Mozemo
isto tako naciniti jos jednu ciklicku zamjenu i dobiti
poredak ]AC, i i 5 kao na slici 1.18c.
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Rastavljanje vektora na komponente

Neka je A neki vektor. Na slici 1.19a prikazano
je rastavljanje vektora A na komponente duz osi
kartezijeva sustava
A=A, +A,+ A, (1.55)

Vektori Ex, /Ty i A, su projekcije vektora A na
koordinatne osi.

Drugi nacin kako zapisujemo rastavljanje vektora
na komponente, koristi se jedini¢nim vektorima

A=Ay i+ Ay j+ Ak (1.56)

Razumije se, izmedu ova dva nacina zapisivanja

T A
Py e
—p -
Y B.
|
|
I
|
I —_
, B
Wh=r Y
B

X ()

Slika 1.19: (a) Rastavljanje vektora na komponente
duz osi koordinatnog sustava. (b) Primjer vektora
koji ima komponentu duz negativnog smjera osi y.
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postoji veza A, = A, i i analogno za komponente
duz osiy i z.

Napomena: Veli¢ina A, u jednadzbi (1.56) nije
modul vektora A,. Naime, modul vektora je
uvijek pozitivna veli¢ina, dok je A, algebarska
veli¢ina koja moze biti pozitivna ili negativna u
ovisnosti o tome je li komponenta Ay u smjeru
jedini¢nog vektora 7 ili u suprotnome smjeru.
Isto vrijedi i za veli¢ine duz osi y i 2.

Kao dopunski primjer, slika 1.19b prikazuje vek-
tor é, kojemu je komponenta By usmjerena duz
negativnog smjera osi y, odnosno suprotno je-
dinicnome vektoru j. Rastavljanjem kao u jed-
nadzbi (1.56) dobivamo da je B, negativna alge-
barska veli¢ina.

Zboqg Pitagorina poucka dobivamo za modul vek-

tora A
|A] = A2+ A2 + A2

Predznak algebarskih veli¢ina u ovome izrazu ne
igra ulogu zbog kvadriranja.

(1.57)

1.4.2 Vremenske ovisnosti komponenti
kinematickih velicina

Analizirajmo najprije jedno gibanje u ravnini.
Poopéenje rezultata na gibanje u trodimenzional-
nom prostoru mozemo lako izvesti naknadno.

Na slici 1.20a prikazana je ravnina s koordinat-
nim sustavom Ozy i neka putanja kojom se tijelo
giba. Radi jednostavnosti primjenjujemo cesticni
model za prikaz tijela. Kao Sto smo ve¢ rekli u
odjeljku 1.2, prikazivanje putanje tijela podrazu-
mijeva da su nam poznate sve tocke kroz koje je
tijelo prolazilo. Medutim, iz same putanje ne mogu
se ocitati vremenski trenuci u kojima je tijelo pro-
lazilo kroz pojedine tocke. Da bismo dobili uvid
u vremenski tijek gibanja, moramo barem nekim
tockama na putanji pripisati odgovarajuce vremen-
ske trenutke.

Odaberimo neku tocku na putanji koja je
odredena vektorom polozaja 7y i racunajmo vri-
jeme u odnosu na trenutak kada je tijelo proslo
kroz tu tocku, tj. postavimo da je tada bio tre-
nutak ¢ = 0. Zatim ozna¢imo na putanji tocke
u kojima se tijelo nalazilo prije i poslije t = 0 u
vremenskim razmacima od At. Iz takva prikaza
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mozemo otprilike razabrati kako je izgledalo giba-
nje tijela tijekom vremena. Medutim, ako zelimo
detaljnije izuciti vremensku ovisnost gibanja, po-
trebno nam je imati grafove kao u odjeljku 1.3. U
njima je uvijek jedna os prostorna, a druga vremen-
ska. No, ovdje se javlja problem zato Sto putanja
na slici 1.20a nije pravac, pa ne mozemo govoriti
samo o jednoj prostornoj osi. Kada bismo mjerili
samo iznos prevaljenog puta u metrima, te prikazi-
vali njegovu vremensku ovisnost, bila bi to nepot-
puna informacija o gibanju jer se iz nje ne bi znalo
je li putanja pravac, ili je zakrivljena, te kako je
zakrivljena.

Problem potpunog opisa gibanja tijekom vre-
mena mozemo rijesiti ako gibanje na slici 1.20a
prikazemo kao da se ono sastoji od dvaju istodob-
nih gibanja duz osi z i y. Podimo od toga da vektor
polozaja tijela ¥ mozemo rastaviti na komponente

F:rx%—f—ryj:x%—{—yj (1.58)

Oznake 7, i ry dolaze po analogiji s jednadzbom
(1.56), no ¢eséa je praksa da se za vektor polozaja
rabe samo oznake x i y. Ako promatramo pomak
tijela od npr. 7; do 7i+1, mozemo napisati

AT i1 = Tig1 — Ti

= (ig1 — ) 0+ (Yir1 — ¥i) J (1.59)

Uvidamo da je prostorni pomak tijela za A7} ;41
potpuno ekvivalentan istodobnom pomaku tijela
duz osi x za iznos (z;+1 — x;) i pomaku duz osi
y za iznos (Yi+1 — Yi)-

Ovo nas razmatranje vodi na zakljucak da je cje-
lokupno gibanje tijela po bilo kakvoj putanji u rav-
nini potpuno odredeno dvjema funkcijama x(t) i
y(t). Za gibanje iz slike 1.20a dobivamo grafove
vremenske ovisnosti = z(t) i y = y(t) prikazane
na slikama 1.20b i c.

Napomena: Svaki od dvaju grafova na slikama
1.20b i ¢ ima jednu prostornu i jednu vremen-
sku os, kao i grafovi koje smo razmatrali u
odjeljku 1.3. Medutim, ovdje grafovi ne pri-
kazuju dva neovisna gibanja, nego oba zajedno
opisuju vremensku ovisnost jednoga gibanja po
zakrivljenoj putanji u ravnini Ozxy.

Ako su zadani grafovi kao na slikama 1.20b i
¢, mozemo potpuno rekonstruirati putanju tijela u

prostoru na sljede¢i nacin. Za neki vremenski tre-
nutak ¢;, o¢itamo na grafu iz slike 1.20b vrijednost
xi, a na grafu iz slike 1.20c vrijednost y;. Kada ove
vrijednosti slozimo u uredeni par (z;,y;) dobivamo
prostorne koordinate tocke na putanji koju prika-
zujemo u ravnini Oxy kao na slici 1.20a. Tijelo je
proslo kroz tu to¢ku u trenutku ¢;.

\a N
'P
’P-‘ ; --:;u (10 <« Eu’t‘:"vyo\
NG Ceshick,
I' 2 ?
xo — = . X
‘Yc'.-(-,, A'rx',lt'-‘H
()
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Komponente brzine

Krenimo sada u postupak nalazenja srednjih brzina
za gibanje prikazano na slici 1.20a. Postupajuéi kao
u odjeljku 1.2, dobivamo za srednje brzine

ATiitr  Awiigr. Aym’ﬂj

Viitl = AT T Ay At (1.60)

Ovdje smo takoder uzeli u obzir jednadzbu (1.59),

POGLAVLJE 1. OPIS GIBANJA TIJELA
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Slika 1.20: (a) Proizvoljno odabrana putanja ti-
jela u dvodimenzionalnom koordinatnom sustavu
i niz uzastopnih polozaja tijela u intervalima vre-
mena At. (b) i (¢) Vremenske ovisnosti istodobnog
pomaka tijela duz osi z i y. (d) i (e) Vremenske
ovisnosti komponenata brzine duz osi z i y (deri-
vacije funkcija prikazanih na slikama (b) i (c)). (f)
Konstrukcija vektora brzine na temelju kompone-
nata ocitanih u grafovima (d) i (e). Vektor brzine
je uvijek tangencijalan na putanju tijela. (g) i (h)
Vremenske ovisnosti komponenata akceleracije duz
osi x i y (derivacije funkcija prikazanih na slikama

(d) i (e)).

te stavili oznake Al‘i,i—i—l = (xi—i-l — CCZ) i Ayi,i-l—l =
(Yyi+1—yi). Ako smanjujemo vremenski interval At,
smanjuju se i komponente prevaljenog puta Az; ;11
i Ay;iv1, pa se priblizavamo trenutnoj brzini

dl’ ~ + dy ~
bl 4

at " at?
Svaki se vektor moze rastaviti na komponente po

(1.61)

7=
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uzoru na jednadzbu (1.56), pa isto vrijedi i za vek-
tor trenutne brzine

T=v,1+ vy (1.62)

Usporedbom gornjih dviju jednadzbi nalazimo da
vrijede jednakosti

_dx
—a 0 VT
Ovo je vazan rezultat. Komponentu brzine duz
neke osi dobivamo kao derivaciju komponente pre-
valjenog puta duz te iste osi. Na slikama 1.20d i e
nalazimo grafove funkcija v,(t) i vy(t) koje su vre-
menske derivacije funkcija x(t) i y(t) prikazanih na
slikama 1.20b i c.

Grafovi na slikama 1.20d i e jednoznacno su po-
vezani s iznosom i smjerom vektora brzine u pros-
toru u kojemu je putanja tijela. U nekom tre-
nutku ¢; oc¢itamo iz grafova vrijednosti v, (t;) vy(t;)
te mozemo konstruirati vektor trenutne brzine u
prostoru. Taj je vektor tangencijalan na putanju
tijela (slika 1.20f).

dy
(% = —

(1.63)

Komponente akceleracije

Rastavljanje akceleracije na komponente slijedi po
analogiji s gornjim postupkom za brzinu. Rasta-
vimo vektor akceleracije na komponente

(1.64)

d=azt+ayj

Koeficijenti uz jedini¢ne vektore povezani su s vre-
menskim promjenama brzine duz pojedinih osi

_dvg _duy
L
Grafovi na slikama 1.20g i h prikazuju funkcije
ax(t) i ay(t), koje su vremenske derivacije funkcija
prikazanih na slikama 1.20d i e. Ocitavajuéi vrijed-
nosti a(t;) i ay(t;) u nekome trenutku ¢; mozemo
pomocu njih konstruirati vektor trenutne akcelera-
cije u prostoru gdje se nalazi putanja tijela.

(1.65)

Gibanje u tri dimenzije

Ako putanja tijela izlazi iz jedne ravnine, moramo
za njen opis upotrebljavati potpuni kartezijev ko-
ordinatni sustav s tri osi. Sve vektore rastavljamo
na tri komponente. Za vektor polozaja imamo

F=zit+yj+zk (1.66)

Vremensku ovisnost polozaja tijela opisujemo jed-
noznacno pomocu tri grafa = = z(t), y = y(t) i
z = z(t).

Brzina je dana vektorom

:vmi—l—vy§'+vzk
de ~ dy .~ dz

= — — — k
at ' Tt @

<y

(1.67)

Vremensku ovisnost brzine prikazujemo putem triju
funkcija v, = vg(t), vy = vy(t) i v, = v.(t). Svaka
od tih funkcija predstavlja vremensku derivaciju
funkcije pomaka duz odgovarajuce osi.

I konaé¢no, za vektor akceleracije imamo

Ei:aw%—i-ayﬁ'—l—azl%

dvgy ~  dvy ~  dv, »
= — — k 1.
at ' at Tt (1.68)
Vremensku ovisnost akceleracije prikazujemo

pomocu tri grafa za funkcije a, = az(t), ay = ay(t)
ia, = a,(t), koje su vremenske derivacije odgova-
rajuc¢ih funkcija za brzine.

1.4.3 Svrhovitost kod rastavljanja
gibanja u dvije i tri dimenzije

Putanja tijela i vrsta gibanja (jednoliko, ubrzano,
itd.) imaju svoje uzroke koje ¢emo proucavati u
drugom poglavlju, no ve¢ sada mozemo ustvrditi
da ni putanja ni vrsta gibanja ne ovise o izboru
koordinatnih osi. Stoga imamo slobodu u izboru
koordinatnog sustava jer, kakav god izbor napra-
vili, trebalo bi biti moguce ispravno opisati gibanje
tijela. Medutim, u praksi ipak tezimo ka maksimal-
noj jednostavnosti u opisu gibanja, pa u tu svrhu
nastojimo postaviti najpogodniji koordinatni sus-
tav. Ponekad takoder vodimo brigu o okruzenju
u kojemu se gibanje odvija, pa odabiremo koordi-
natni sustav ¢ije osi slijede neke istaknute smjerove
u okruzenju. Ova nam nacela mogu postati jasnija
kada ih se razmotri na nekim primjerima.

Moguce rastavljanje gibanja po pravcu

Na slici 1.21a prikazana je putanja tijela koje se
giba po pravcu. Takvo gibanje mozemo analizirati
u proizvoljnom koordinatnom sustavu od kojih je
jedan prikazan na istoj slici.
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Vektor polozaja 7 ima tri komponente, pa bi nam
za prikaz vremenske ovisnosti prevaljenog puta bila
potrebna tri grafa. Vektori brzine ¢’ i akceleracije
a leze na putanji tijela, tako da i oni imaju po tri
komponente, te je i njihov opis slozen.

Matematicku jednostavnost opisa gibanja
mozemo posti¢i ako jednu od osi koordinatnoga
sustava, npr. os x, postavimo tako da se poklapa s
putanjom tijela, kao Sto je prikazano na slici 1.21b.
Orijentacije osi y i z nisu tada vise ni vazne. Svi
vektori 7, ¥ i @ leze na osi x, pa imaju samo jednu
komponentu. Analiza vremenske ovisnosti gibanja
identi¢na je onoj koja je uvedena u odjeljku 1.3
za gibanje po pravcu s, uz eventualnu zamjenu
oznake s sa x.

Medutim, ima slu¢ajeva kada ne postupamo po
kriteriju matematicke jednostavnosti. Uzmimo pri-
mjer gibanja ¢amca koji prelazi s jedne obale rijeke
na drugu. U pojednostavljenu modelu, voda tece
jednakom brzinom na cijeloj $irini rijeke. Ako se
camac usmjeri okomito na smjer toka rijeke i po-
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Slika 1.21: (a) Putanja tijela (pravac) u koordinat-
nom sustavu Oxyz. Vektor trenutnog polozaja ti-
jela ima tri komponente, a isto tako i vektor tre-
nutne brzine. (b) Pojednostavljenje u opisivanju
gibanja moze se posti¢i ako se jedna od osi koor-
dinatnog sustava polozi duz pravca po kojem se ti-
jelo giba. (c) Putanja tijela je ravna linija, ali os
koordinatnog sustava ipak ne postavljamo u tom
smjeru, nego tako da mozemo ocitije analizirati
polozaj ¢amca prema okolini.

kreée ga motor, njegovo ¢e stvarno gibanje biti koso
na taj smjer zbog toga §to ga i voda zanosi (slika
1.21¢). Gibanje ¢amca se odvija na pravcu, no iz
prakti¢nih nas razloga Cesto zanima zasebno giba-
nje ¢amca okomito na smjer toka rijeke i njegovo
gibanje nizvodno. Zato nam moze biti korisno pos-
tavljanje koordinatnih osi duz tih smjerova, kao sto
je i prikazano na slici 1.21c.

Sli¢éno bismo postupili i kod analize kotrljanja ku-
glice niz kosinu. lako se radi o pravcastoj putanji
za koju bi bila dovoljna jedna os, najcesée nas in-
teresira rastavljanje gibanja duz horizontalne i ver-
tikalne osi.

Rastavljanje gibanja kod horizontalnog hica

Horizontalni hitac nastaje kada tijelu, koje miruje
na rubu nekog potpornja, damo u trenutku ¢t = 0
neku pocetnu brzinu vy. Primjer je prikazan na slici
1.22a. Gibanje koje potom nastaje poznato nam je
iz svakodnevnog zivota. U drugome ¢emo poglavlju
upoznati uzroke koji utjec¢u na oblik gibanja tijela,
a za sada prihvatimo kao gotov rezultat da putanja
tijela ima oblik parabole kojoj je os vertikalna, a
tjeme u pocetnoj tocki gibanja.
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Slika 1.22: (a) Nakon horizontalnog hica tijelo se
giba po paraboli. Horizontalna komponenta brzine
ostaje konstantna tijekom gibanja, dok vertikalna
komponenta raste. (b) Vremenska ovisnost gibanja
tijela duz osi . (c) Vremenska ovisnost gibanja
tijela duz (negativnog) smjera osi y.
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Za analiticki opis ovoga gibanja potrebne su nam
barem dvije prostorne osi, koje bismo u nacelu mo-
gli postaviti bilo kako, no, zbog simetrije putanje,
a iz zbog nase zainteresiranosti da upoznamo visin-
sku komponentu puta i horizontalni pomak tijela,
postavljamo jednu os horizontalno, a drugu verti-
kalno. Takav odabir koordinatnog sustava prikazan
je na slici 1.22a.

U drugome éemo poglavlju takoder objasniti
zasto se kod horizontalnoga hica gibanje odvija
konstantnom brzinom vy duz horizontalne osi,
dok se vertikalno prema dolje tijelo giba jedno-
liko ubrzano, tj. konstantnom akceleracijom koju
oznaCavamo posebnim simbolom ¢g. Ovdje samo
unosimo te rezultate u sliku 1.22a. Vektor brzine
¥ prikazan je u nekim tockama na putanji. Tije-
kom vremena, brzina mijenja iznos i smjer, no uvi-
jek tako da horizontalna komponenta ostane kons-
tantna, a raste samo vertikalna.

Na temelju toga, mozemo na slici 1.22b prikazati
vremenske ovisnosti prevaljenog puta duz osi z i y.
Pomak duz osi x raste linearno jer je brzina duz
te osi konstantna, dok pomak duz osi y pocinje od
vrijednosti 39 na kojoj se tijelo nalazilo u trenutku

= 0 i smanjuje se tijekom vremena sve dok tijelo
ne padne na tlo (y = 0).

Napomena: Valja dobro razlikovati dvije para-
bole na slikama 1.22a i c. Parabola na slici
1.22a predstavlja putanju tijela u dvodimenzi-
onalnom prostoru. Za razliku od nje, parabola
na slici 1.22c nije putanja tijela u prostoru jer
se na osi abscisa nalazi vrijeme. To je graf
funkcije y(t).

Uistinu vidimo da je rastavljanje jedinstvenog gi-
banja tijela na gibanja duz horizontalne i vertikalne
osi pogodan izbor jer svako od tih gibanja zasebno
ima neku jednostavnu pravilnost.

1.5 Opis kruznog gibanja

Kruzno gibanje susre¢emo u praksi kod svake vrtnje
tijela oko neke osi. Jo§ ceSée susretemo razna gi-
banja tijela po zakrivljenoj putanji gdje mozemo za
neki dio putanje re¢i da, barem priblizno, predstav-
lja luk neke zamisljene kruznice. Takav slu¢aj pred-
stavlja npr. gibanje automobila ili vlaka u zavoju.
Geometrijski gledano, kruznica je krivulja s viso-
kim stupnjem simetrije. Stoga mozemo ocekivati
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da ¢e matematicki opis kruznog gibanja biti jako
jednostavan.

1.5.1 Kinematicke veli¢ine kod kruznog
gibanja

Za odredivanje nekog kruznog gibanja moramo po-
najprije utvrditi ravninu u kojoj bi kruznica tre-
bala lezati, zatim sredisSte kruznice i konac¢no njen
radijus. Time je definirana kruznica kao putanja ti-
jela. Za vektorski opis trenutnog polozaja tijela po-
trebno je imati ishodiste O. Njega mozemo posta-
viti proizvoljno u bilo kojoj tocki, kao npr. na slici
1.23a. Na primjeru dvaju polozaja tijela tijekom
gibanja uoc¢avamo da se vektor polozaja 7 mijenja
po iznosu i po smjeru. Stoga bi opis kruznog giba-
nja bio matematicki prili¢no slozen. No, mozemo
uociti da se svaki vektor polozaja dade prikazati
kao zbroj dvaju vektora

’

F="7Tc+T (1.69)
gdje je 7. vektor polozaja srediSta kruznice u od-
nosu na ishodiste O, a 7 je vektor koji ide od
srediSta kruznice do zadane tocke na kruznici. Kod
gibanja tijela po kruznici, vektor 7, ostaje konstan-
tan, a mijenja se samo vektor . Ako zelimo pratiti
vremenski tijek gibanja, dovoljno je analizirati vek-
tor 7 . Stoga ne gubimo nista na opcenitosti opisa
kruznog gibanja ako ishodiste postavimo u srediste
kruznice kao na slici 1.23b i time eliminiramo vektor
7., a ¥ postane zapravo 7. Iznos vektora 7 ostaje
sada stalan (radijus kruznice), a mijenja se samo
njegov smjer, pa matematicki opis gibanja postaje
jednostavniji.

U odjeljku 1.2 upoznali smo neka opéa pravila za
kinematicke vektorske velic¢ine, koja ovdje mozemo
primijeniti na kruzno gibanje. Vektor trenutne br-
zine uvijek je tangencijalan na putanju tijela. Raz-
log je sadrzan u jednadzbi (1.17) po kojoj infinitezi-
malni put dr nuzno ima smjer brzine ¥. Medutim,
iznos brzine moze se mijenjati tijekom gibanja, kao
§to npr. pokazuje slika 1.23c.

Analizirajmo nekoliko trenutnih situacija prika-
zanih na slici 1.23d. Ako infinitezimalna pro-
mjena brzine dU ima neis¢ezavajuéu komponentu
duz smjera trenutne brzine v, povecavat ¢e se iz-
nos brzine, a ukoliko dv ima komponentu u su-
protnom smjeru od v, iznos brzine se smanjuje.
Prema poznatoj jednadzbi (1.21), infinitezimalna

POGLAVLJE 1. OPIS GIBANJA TIJELA

promjena brzine dv uvijek ima isti smjer kao vek-
tor trenutne akceleracije a. Tako su na slici 1.23d
prikazane i trenutne akceleracije za pretpostavljeno
kruzno gibanje tijela. Uocavamo i to¢ku u kojoj
se iznos brzine ne mijenja, Sto vidimo po tome da
promjena brzine i akceleracija nemaju komponente
niti u smjeru brzine, niti suprotno od smjera brzine,
nego samo okomito na smjer trenutne brzine.

Centripetalna akceleracija

Dosadasnja nas je analiza dovela do zakljucka da
kod kruznog gibanja uvijek postoji komponenta ak-
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Slika 1.23: (a) Vektorski opis kruznog gibanja s pro-
izvoljno postavljenim ishodistem O. Kao primjer
su naznacene dvije tocke na putanji i pripadni vek-
tori polozaja s obzirom na odabrano ishodiste. (b)
Jednostavniji se opis kruznog gibanja postize pos-
tavljanjem ishodista u srediste kruznice. (c) Vek-
tor trenutne brzine je uvijek okomit na vektor radi-
jusa, a njegov iznos se moze mijenjati tijekom giba-
nja. (d) Tijekom gibanja vektor promjene brzine dif
moze imati komponentu duz smjera trenutne brzine
(ubrzavanje), ili komponentu u suprotnom smjeru
od trenutne brzine (usporavanje). Ako je dv/ okomit
na ¢ iznos brzine se ne mijenja. (e) Primjer jedno-
likog gibanja po kruznici. Pomoéni crtezi ukazuju
na jednadzbu (1.70).

celeracije u smjeru prema sredistu kruznice. Za nju
se rabi naziv centripetalna akceleracija (lat. cen-
trum - srediste i petere - teziti). Razmotrimo odnos
izmedu centripetalne akceleracije, trenutne brzine i
radijusa kruznice.
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Na slici 1.23e prikazano je kruzno gibanje na di-
jelu puta na kojemu se brzina ¢ ne mijenja po iz-
nosu, nego samo po smjeru. Od jedne do druge
bliske tocke zakrene se vektor polozaja za neki kut
Ayp. Za isti se kut zakrene i vektor brzine, jer on
uvijek mora biti okomit na vektor polozaja.

Translacijom vektora polozaja i brzina na
pomo¢ni crtez pokraj kruznice, mozemo naci vek-
torske razlike A7 = 7 —7 1 AU = U — 7. I ova dva
vektora su okomiti jedan na drugoga. Vektor pro-
mjene brzine Av odnosi se na prevaljeni put izmedu
dviju zadanih tocaka, pa je fizikalno opravdano da
zamislimo njegovu translaciju od pomoénog crteza
do sredine toga puta. U tom bi sluéaju vektor pro-
mjene brzine A¢ imao to¢no smjer prema srediStu
kruznice (duz crtkane linije). Stoga bi i vektor sred-
nje akceleracije @. = Av/At takoder bio usmjeren
prema srediStu kruznice.

Interesira nas iznos vektora srednje akceleracije
‘c_?C| = a@.. U tu svrhu razmotrimo trokute na
pomoénom crtezu u slici 1.23e. Kut Ag jednak
je kod obaju trokuta, pa vrijedi jednakost omjera

|Ad] _ |AT]
v
gdje je uvazeno da se iznos brzine ne mijenja, tj.
|U1] = |U2] = v, a isto se tako ne mijenja ni iz-
nos vektora polozaja || = |r2| = r. Iz jednadzbe
(1.70) slijedi |A¥U| = (v/r)|AF], pa za iznos srednje
akceleracije dobivamo

(1.70)

A% _wa
“TTAL T r At

Ako smanjujemo vremenski interval At, tj. oda-
biremo tocke sve blize jedna drugoj, omjer |A7| /At
postaje jednak iznosu brzine v, pa dobivamo
konacan izraz za iznos akceleracije a, = v?/r.
Pri tome vektor akceleracije zadrzava smjer prema
sredi§tu kruznice, tako da trenutnu centripetalnu
akceleraciju mozemo napisati u vektorskom obliku

(1.71)

. v?
e =——T7
r
gdje je 7 jedini¢ni vektor koji ima smjer od srediSta
kruznice prema tocki u kojoj se trenutno nalazi ti-
jelo. Predznak minus ukazuje na ¢injenicu da cen-
tripetalna akceleracija ima suprotan smjer.
Korisno je analizirati netom dobiveni rezultat za
centripetalnu akceleraciju. Za gibanje nekog tijela
po kruznici zadanog radijusa r, centripetalna ak-

celeracija ovisi o kvadratu brzine. Naime, uz vedi

(1.72)
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iznos brzine ide i brze zakretanje smjera vektora
brzine, sto sve dovodi do veée centripetalne akce-
leracije. Ako je iznos brzine u vremenu konstan-
tan, onda i centripetalna akceleracija zadrzava isti
iznos. Medutim, ako se iznos brzine mijenja tije-
kom kruznog gibanja tijela, tada se mijenja i cen-
tripetalna akceleracija. U svakom trenutku imamo
neki iznos trenutne brzine v i odgovarajuéi iznos
trenutne centripetalne akceleracije proporcionalan
s v2.

U opéenitom slu¢aju, trenutna akceleracija moze,
pored centripetalne, imati i tangencijalnu kompo-
nentu

a=d.+ a (1.73)
Tangencijalna komponenta akceleracije a; uzrokuje
promjenu iznosa brzine. Ako je d; u smjeru tre-
nutne brzine ¥, onda se iznos brzine povecava, a
kada d@; ima suprotan smjer, iznos brzine se sma-
njuje.

1.5.2 Kutne kinematicke veli¢ine

Dosad smo opisivali kruzno gibanje pomoc¢u obi¢nih
kinematickih veli¢ina, tj. prevaljenog puta, brzine
i akceleracije. Sada ¢emo uvesti kutne kinematicke
velicine pomocu kojih se takoder moze opisivati
kruzno gibanje. Takav opis ima stanovitih pred-
nosti zbog svoje matematicke jednostavnosti.

Kut zakreta oko odabranog smjera

Razmotrimo opet jedno gibanje tijela po kruznici
kao na slici 1.24. Neka je u trenutku ¢t = 0
oznacen smjer vektora polozaja tijela 7, te od njega
racunamo kut ¢; koji prebrise vektor polozaja
7(t) do trenutka t;. Ovu promjenu polozaja ti-
jela mozemo opisati bilo pomocéu vektora 7y 1 771,
bilo uvodenjem nekih drugih veli¢ina koje ¢emo
sada navesti. Ponajprije, uo¢imo da vektori 7 i
7] odreduju jednu ravninu u prostoru. Orijentaciju
neke ravnine u prostoru mozemo jednoznacno po-
vezati s jedini¢nim vektorom koji je okomit na tu
ravninu. Neka jedini¢ni vektor k odreduje ravninu
rotacije kako je prikazano na slici 1.24. Ujedno pos-
tavljamo dogovor po kojemu je smjer gibanja tijela
po kruznici povezan sa smjerom jedini¢nog vektora
k pravilom desne ruke na sljede¢i na¢in. Postavimo
ispruzene prste duz vektora 7, a zatim stiskanjem
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Sake zakre¢emo prste prema smjeru vektora 7. Pri-
tom je ispruzen palac nuzno okomit na ravninu u
kojoj se zakreéu prsti, dakle i na ravninu u kojoj
se odvija kruzno gibanje, te nam pokazuje smjer
jedini¢nog vektora k. Mozemo zakljuciti da se po-
mak tijela po kruznici moze jednoznacno odrediti
pomocu smjera jedini¢nog vektora 12:, kuta zakreta
1 1 radijusa kruznice, Sto je ekvivalentno kao da
smo odredili vektore 7 1 7.

Slika 1.24: Pomak tijela (Cestice) po kruznoj pu-
tanji pri ¢emu radijus vektor prebrise kut ¢;. Je-
dini¢ni vektor k odreden je pravilom desne ruke.

Kutna brzina

Neka se tijelo giba po zadanoj kruznici tako da u
vremenskom intervalu At = t5 — t; radijus prebrise
kut Ay = @3 — 1. Mozemo reéi da se kut za-
kreta promjenio tako da je na pocCetnu vrijednost
1 dodana promjena A¢p, te smo dobili kona¢nu
vrijednost @9

P1+Ap = (1.74)

Navedena je rotacija prikazana na slici 1.25a, gdje
se vidi i jedini¢ni vektor k koji pokazuje smjer ro-
tacije prema pravilu desne ruke. Promjena kuta
zakreta Ay jednaka je razlici kona¢nog i pocetnog
kuta

Ap = p2 — @1 (1.75)

Sada mozemo definirati vektor srednje kutne br-

zine

Ap -
e
t

&

(1.76)
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Smjer vektora srednje kutne brzine isti je kao i
smjer vektora k. Vektor & prikazan je takoder na
slici 1.25a.

Napomena: Vektor brzine ¢ uvijek crtamo tako
da mu pocetak stoji uz trenutni polozaj ti-
jela. Time simbolicki ukazujemo na ¢injenicu
da se taj vektor odnosi upravo na tijelo. No, i
kutna brzina se takoder odnosi na gibanje ti-
jela. Medutim, dogovorno se pocetak vektora
kutne brzine stavlja u srediSte kruznice kako
bi se ukazalo na os oko koje se odvija kruzno
gibanje.

Kod rotacije u suprotnom smjeru, mijenja se
smjer vektora 12:, kao sto je prikazano na slici 1.25b.
Tada i vektor srednje kutne brzine ima suprotan
smjer.

Ako smanjujemo vremenski interval At tako da
on postaje diferencijal dt, smanjuje se i promjena
kuta zakreta Ay tako da on postaje diferencijal de.
Za trenutnu kutnu brzinu mozemo pisati

dg
dt
gdje je uveden vektor infinitezimalne rotacije dg =
dcpl%. To je vektor koji ima smjer kao l%, a iznos mu

je dp.

o=

(1.77)

Q)
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Slika 1.25: (a) Kruzno gibanje tijela (Gestice) u ko-
jemu radijus prebrise kut Ay = @9 — 1 u intervalu
vremena At. Oznacen je vektor srednje kutne br-
(b) Kruzno gibanje u suprotnom smjeru.
(¢) Kruzno gibanje u ravnini proizvoljne orijenta-
cije uprostoru. Oznacen je pripadni vektor trenutne
kutne brzine odreden pravilom desne ruke.

zine &.

Napomena: U matematickim dopunama na kraju
ovoga poglavlja obradit ¢emo problem uzas-
topnih zakreta oko razli¢itih osi i pokazati da
se zakretima za konacne iznose kutova ne mogu
pridruziti pravi vektori, ali za infinitezimalne
zakrete mozemo upotrebljavati vektore poput
dg.

Vektor kutne brzine uvijek je okomit na rav-
ninu u kojoj se odvija kruzno gibanje, a smjer mu
odredujemo pomocu pravila desne ruke koje je pri-
kazano na slici 1.25c. Postavimo savijene prste
desne ruke tako da pokazuju smjer nekog zadanog
kruznog gibanja tijela u prostoru. Ispruzeni palac
pokazuje nam tada smjer vektora kutne brzine.

Vrijedi i obrat, tj. ako je u prostoru zadan vek-
tor kutne brzine, mozemo postaviti ispruzeni palac
desne ruke u smjeru tog vektora, pa nam savijeni
prsti pokazuju smjer u kojemu se odvija kruzno gi-
banje.

Preina¢imo jo§ jednadzbu (1.77) u oblik

A3 = & dt (1.78)

Ako je zadana trenutna kutna brzina &, tijelo ¢e u
sljede¢em infinitezimalnom vremenskom intervalu
dt izvrsiti djeli¢ kruznoga gibanja s kutom zakreta

—

dg.
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Jedinica za mjerenje kutne brzine. Kutna br-
zina je definirana jednadzbom (1.77), pa je mjerimo
u radijanima u sekundi (rad s=1).

Kutna akceleracija

Razmotrimo kruzno gibanje kod kojega kutna br-
zina nije stalna. Pretpostavimo da su nam poznate
kutne brzine u svim trenucima tijekom gibanja, tj.
poznata nam je funkcija &(t). Uzmemo li jedan vre-
menski interval At = t5 —t1, mozemo ustanoviti da
se kutna brzina promijenila od & na &y. Primjer
je prikazan na slici 1.26a. Promjenu vektora kutne
brzine pisemo kao A& = &y — 1, a srednja kutna
akceleracija se definira kao omjer

_Ad
At
Srednja kutna akceleracija ima smjer kao i vek-
tor promjene kutne brzine Ad. Na slici 1.26a vi-
dimo da se u vremenskom intervalu At kutna brzina
povecala, pa AJ ima isti smjer kao i ;. U tome
smjeru je i vektor srednje kutne akceleracije @.

U slucaju kada se kutna brzina smanjuje, vek-
tor A& ima suprotan smjer od @i, kao na slici
1.26b. Vektor srednje kutne akceleracije & uvijek
ima smjer kao i vektor promjene kutne brzine Ad.

Qul

(1.79)

Napomena: Pojava vektora AQ sa suprotnim
smjerom na slici 1.26b ne znaci da se promjenio
smjer kruznog gibanja tijela. Smjer kruznog
gibanja odreduje se iz vektora ¢y i Wy po pra-
vilu desne ruke. Buduéi da su na slici 1.26b
oba vektora kruzne brzine u istome smjeru,
moramo zakljuciti da se smjer kruznog gibanja
nije promijenio. Kruzno gibanje se nastavilo u
istome smjeru, ali nesto sporije.

Ako smanjujemo vremenski interval At, sma-
njuje se i promjena kutne brzine Ad, tako da sred-
nja kutna akceleracija tezi prema trenutnoj kutnoj
akceleraciji

did
dt
Trenutna kutna akcleracija @ pokazuje kako se u
tome trenutku mijenja kutna brzina . Ako & ima
isti smjer kao i &, iznos kutne brzine se povecava,
tj. kruzno gibanje postaje brze. Ako su im smjerovi
suprotni, dolazi do usporavanja kruznog gibanja.
Primjeri su prikazani na slici 1.26c¢.

a=

(1.80)
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Napomena: Ubrzavanje ili usporavanje kruznog
gibanja ovisi samo o relativnom odnosu vek-
tora & 1 @, a ne o tome u kojem smjeru je
trenutno kruzno gibanje, tj. u kojem smjeru
je vektor &. Na slici 1.26d prikazano je kruzno
gibanje u suprotnom smjeru, tj. vektor & je u
suprotnom smjeru od onoga u slici 1.26c.

Jedinica za mjerenje kutne akceleracije.
Kutna akceleracija je definirana jednadzbom (1.80).
S obzirom na ranije utvrdenu jedinicu za mjere-
nje kutne brzine, nalazimo da se kutna akceleracija
mjeri u radijanima u sekundi na kvadrat (rad s=2).

Odnos kutnih i obodnih kinematickih
veli¢ina

Nakon sto smo uveli kutne kinematicke veli¢ine,
mozemo se zapitati postoji li nekakva matematicka
povezanost izmedu kutnih i linearnih (obodnih) ki-
nematickih velicina. Na slici 1.27 prikazan je dio
kruznog gibanja tijela u kojem tijelo prevali put
dr u vremenskom intervalu dt. Put dr je obodna
veli¢ina jer se nalazi na kruznici. Odgovarajuca

~—»
WAASS

(@)

(6)
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Slika 1.26: (a) Kruzno gibanje u kojemu se kutna
brzina povecava. Vektor srednje kutne akceleracije
ima isti smjer kao i vektori kutne brzine. (b) Kada
se kutna brzina smanjuje, vektor srednje kutne ak-
celeracije ima suprotan smjer od vektora kutne br-
zine. (c) Vektor infinitezimalne promjene kutne br-
zine i trenutne kutne akceleracije u slu¢ajevima po-
rasta, odnosno pada kutne brzine. (d) Primjeri s
obrnutim smjerom vektora kutne brzine (suprotan
smjer rotacije) nego u prethodnoj slici.

kutna veli¢ina je vektor dg, kojemu je iznos jed-
nak kutu dy $to ga prebriSe vektor polozaja 7 u
doticnom vremenskom intervalu. Za kruzni isjecak
na slici 1.27 vrijedi poznati geometrijski odnos luka,
radijusa i vrénog kuta

|dr| = |dg] |1

Iznos |dr] je kao infinitezimalna veli¢ina jednak luku
kruznog isjecka kojemu je radijus |7, a vrsni kut dep.
Dakle, prevaljen put jednak je umnosku radijusa i
odgovarajuceg kuta koji je prebrisan.

Ako lijevu i desnu stranu u jednadzbi (1.81) po-
dijelimo s pripadajué¢im vremenskim intervalom dt,
dobivamo

(1.81)

9] =[] |71

gdje je uvazen odnos |v] = |dF] /dt i |&| = dp/dt. 1z-

(1.82)
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nos linearne (ili obodne) brzine jednak je umnosku
iznosa kutne brzine i radijusa.

Krenimo dalje i razmotrimo moguéu promjenu
brzine. Mozemo u trenutku t; imati |v1| = |7] |w1],
a u trenutku to odnos |03] = |]|wa|, pa se iznos
brzine promijenio za A |¥] = |F] A |d].

Napomena: Uocimo da je ovdje uvedena veli¢ina
A |0] = |03] — |v1] koja predstavlja promjenu
samog iznosa brzine i razlikuje se od velic¢ine
|AU] = |v3 — v1] koja bi oznacavala modul vek-
tora promjene brzine. Analogno se razlikuje
A |&| od veli¢ine |A|.

Kod infinitezimalnih se promjena ovaj odnos
svodi na d |0| = rd |J|, pa dijeljenjem lijeve i desne
strane s dt dobivamo

|| = |ai] |71 (1.83)

gdje je d; tangencijalna komponenta akceleracije
koja je ve¢ bila uvedena u jednadzbi (1.73). Dakle,
iznos tangencijalne komponente akceleracije dobi-
vamo ako iznos kutne akceleracije pomnozimo s ra-
dijusom kruznice.

Vidimo da u gornjim jednadzbama vrijedi uvijek
isto pravilo po kojemu obodnu veli¢inu dobijemo
kao produkt odgovarajuce kutne veli¢ine i radijusa.
No, to su jednadzbe koje uspostavljaju odnose
izmedu modula odgovarajuéih vektora, a ne samih
vektora. Postavlja se pitanje mozemo li te odnose
zapisati kao vektorske jednadzbe. Pri tome mo-
ramo imati na umu da vektori kutnih veli¢ina imaju

\

"?':Y \
Jd+|
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Slika 1.27: Kruzni isjecak koji prebrise vektor
polozaja u infinitezimalnom intervalu vremena dt.
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smjer okomit na ravninu kruznog gibanja, vektor 7
je na njih okomit, a vektori obodnih veli¢ina imaju
smjer tangente na kruznicu, dakle, okomiti su i na
vektor 71 na vektore kutnih veli¢ina.

RjeSenje postoji, no potrebno je uvesti mate-
maticki postupak mnozenja vektora. Nakon toga,
vratit ¢emo se na odnos vektorskih veli¢ina u
kruznom gibanju.

Skalarni i vektorski produkt vektora

Uzmimo sasvim opcenito dva vektora AiB. Ma-
tematicki se dogovorno definiraju dvije vrste pro-
dukta vektora. Skalarni produkt je definiran izra-
zom

A. B =|A||B|cost (1.84)

gdje je 0 kut izmedu vektora AiB.

Napomena: Oznaka - (centrirana tocka) izmedu
vektora A i B s lijeve strane znaka jednakosti
je neizostavna kod pisanja skalarnog produkta.

Izraz s desne strane u jednadzbi (1.84) je
umnozak triju skalarnih veli¢ina, pa je rezultat opet
skalar. Zato se produkt A - B naziva skalarnim.

Na slici 1.28a prikazana su kao primjer dva vek-
tora A i B. Translacijom ih mozemo dovesti
do preklapanja pocetnih tocaka, tako da se lako
uocava kut 6 medu njima. Takoder uocavamo da
je | B| cos 0 iznos projekcije vektora B na vektor A.
Ako se taj iznos pomnozi s iznosom |A|, dobiva se
desna strana u jednadzbi (1.84), a to je upravo ska-
larni produkt A-B.

Isto tako mozemo razmotriti projekciju vektora
A na vektor é, Sto je takoder prikazano na slici
1.28a. Iznos te projekcije je ]ff\ cosf, a ako se jos
pomnozi s iznosom |B|, dobiva se opet izraz na des-
noj strani jednadzbe (1.84), tj. skalarni produkt
A-B.

Skalarni produkt moze biti pozitivna veli¢ina,
nula ili negativna veliCina u ovisnosti o tome je
li kut 0 ostar (0 < 7w/2), pravi (# = 7/2) ili tup
(0 > 7/2). Sve tri moguénosti prikazuje slika 1.28b.

Skalarni produkt vektora ¢esto ¢emo primjenji-
vati kasnije u ovoj knjizi. Za sada nam je korisno
uociti da uvjet okomitosti dvaju vektora mozemo
izraziti matematickim zahtjevom da njihov skalarni
produkt iScezava.
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Slika 1.28: (a) Translacijom vektora mozemo prek-
lopiti njihove pocetne tocke, pa kut medu njima
postaje uocljiv. Skalarni produkt A-B jednak je
umnosku modula jednog od vektora i modula pro-
jekcije drugog vektora na prvi. (b) Kut izmedu
dvaju vektora moze imati bilo koju vrijednost u in-
tervalu 0 < 0 <.

Prijedimo sada na definiciju vektorskog produkta
dvaju vektora. Zorni je prikaz dan na slici 1.29a.
Vektorski se produkt pise u obliku

AxB=C (1.85)
Napomena: Kod vektorskog produkta moramo
wvijek staviti oznaku x izmedu dvaju vektora.

Nikada se ne smiju pobrkati oznake za skalarni
i vektorski produkt dvaju vektora.

Rezultat vektorskog produkta dvaju vektora je
novi vektor. Njegov je iznos jednak

|C| = |A||B|sin6 (1.86)
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gdje je 6 opet kut medu vektorima kao na slici
1.29a. Smjer novog vektora C' odredujemo po pra-
vilu desne ruke. Postavimo ispruzene prste desne

CHAE
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Slika 1.29: (a) Vektorski produkt dvaju vektora.
Prvi vektor u produktu je A, a drugi B. (b) Vektor-
ski produkt s obrnutim redoslijedom vektora nego u
prethodnoj slici. (¢) Unutarnji i vanjski kut izmedu
dvaju vektora. Kod vektorskog se produkta uvijek
uzima u obzir manji od dvaju kutova.
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ruke u smjer prvog vektora u produktu (vektor Au
jednadzbi (1.85)) i stiskanjem Sake zakre¢emo pr-
ste tako da idu prema smjeru drugoga vektora u
produktu (vektor B u jednadzbi (1.85). Tada nam
ispruzeni palac desne ruke pokazuje smjer vektora
C.

Kod vektorskog je produkta vazan redoslijed vek-
tora. Naime, ako u jednadzbi (1.85)) zamijenimo
redoslijed vektora A i B, dobivamo kao rezultat
vektor koji ima suprotan smjer od vektora C_", tj.

BxA=-C (1.87)
Kada uzmemo vektor B kao prvi, a vektor A kao
drugi, onda prste desne ruke moramo zakretati u
suprotnom smjeru nego na slici 1.29a. No, to je
moguce jedino ako desnu ruku preokrenemo i pos-
tavimo je tako da ispruzeni palac pokazuje u su-
protnom smjeru.

Napomena: Uotimo da je izmedu dvaju vektora
moguce prepoznati dva kuta, jedan veci a drugi
manji, kao na slici 1.29c. Kao kut 8 u jed-
nadzbi (1.86) uvijek se uzima manji kut. Tada
je nuzno 0 < m, pa je sinf > 0 i dobivamo mo-
dul |C| kao pozitivnu veli¢inu. Takoder uo¢imo
da je prste na ruci moguce savijati samo za kut
manji od 7.

Vektorski produkt iS¢ezava ako su vektori koline-
arni, tj. ako leze na istome pravcu, ili na paralelnim
pravcima. Ako imaju isti smjer, kut medu njima je
0 = 0, a ako su im smjerovi suprotni § = 7. U
oba je slucaja sin @ = 0, pa prema jednadzbi (1.86)
dobivamo |C| = 0.

Vektorske relacije kutnih i obodnih
kinematickih veli¢ina

Sada smo sposobni pretociti skalarne odnose iz jed-
nadzbi (1.81), (1.82) i (1.83) u vektorske jednadzbe.
Slike 1.30a, b i ¢ prikazuju odgovarajuce kutne
i obodne vektorske velicine. Uvazavajuéi pravilo
desne ruke, nalazimo da vrijede odnosi

47 = d@ x 7 (1.88)
V=& %7 (1.89)
dy = 6 X 7 (1.90)
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Uocimo da su vektori kutnih veli¢ina uvijek oko-
miti na vektor 7, tako da u svakom od ovih vektor-
skih produkata nalazimo sin(7/2) = 1, te su zado-
voljene jednadzbe (1.81), (1.82) i (1.83).

Zaklju¢ujuéi ovo razmatranje mozemo reé¢i da
obodnu kinematicku veli¢inu u danome trenutku
dobivamo tako da odgovarajuéu kutnu kinematicku
veli¢inu vektorski pomnozimo s trenutnim vekto-
rom polozaja tijela.

Napomena: Uz malo analize ustanovit ¢emo da
su jednadzbe (1.88) i (1.89) uzajamno kon-
zistentne. Naime, ako podemo od poznatog
izraza dg = & dt (jednadzba (1.78)), te ga
uvrstimo u jednadzbu (1.88), dobivamo izraz
dr = & x ¥ dt. Uvazavajuéi sada i jednadzbu
(1.89), dobivamo dif = ¥dt, §to je ispravan opéi
izraz za prevaljeni put u infinitezimalnom vre-
menskom intervalu dt.
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(o)

Slika 1.30: (a) Obodni pomak dr’ dobijemo kada
kutni pomak d¢g vektorski pomnozimo s trenut-
nim vektorom polozaja 7. (b) Trenutna obodna
brzina jednaka je vektorskom produktu kutne br-
zine i trenutnog vektora polozaja tijela. (c) Vektor-
skim produktom kutne akceleracije i trenutnog vek-
tora polozaja tijela dobivamo tangencijalnu kompo-
nentu akceleracije. (d) Centripetalna akceleracija
jednaka je produktu dviju brzina, kutne i obodne.

Gdje je tu mjesto centripetalnoj
akceleraciji?

Dok je brzina ¢ uvijek tangencijalna na puta-
nju, akceleracija to ne mora biti. Stovise, kod za-
krivljene putanje nuzno postoji komponenta koja
je okomita na tangentu, kao Sto smo raspravili u
odjeljku 1.2. U slucaju kruznog gibanja imamo
radijalnu komponentu akceleracije koja se naziva
centripetalna akceleracija d. i dana je jednadzbom
(1.72). Za nju ocito ne vrijedi pravilo postavljeno
u jednadzbi (1.90), koje se odnosi samo na obodnu
(tangencijalnu) komponentu akceleracije @;.

Gledajuéi iznos centripetalne akceleracije a.
prema jednadzbi (1.72), vidimo da on ovisi o iz-
nosu trenutne brzine i radijusu, a ne ovisi o tan-
gencijalnoj i kutnoj akceleraciji. Drugim rije¢ima,
centripetalna akceleracija postoji i u slu¢aju kada
nema promjene brzine rotacije. Ona se javlja sa-
mim time $to se mijenja smjer brzine ¥. Uzimajuéi
u obzir jednadzbu (1.82), mozemo iznos centripe-
talne akceleracije u jednadzbi (1.72) preinaciti u
oblik |d@.| = |U||&|. Dakle, iznos centripetalne ak-
celeracije jednak je produktu iznosa dviju brzina,
obodne i kutne. Uzmemo 1i jo§ u obzir i smjerove
tih vektorskih veli¢ina na slici 1.30d, mozemo sloziti
vektorsku jednadzbu
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e =0 X U (1.91)
Tako ispravna, ova se jednadzba rijetko upotreb-
ljava. Ovdje smo je zapisali uglavnom zato da is-
taknemo razliku prema tangencijalnoj komponenti
akceleracije @; za koju vrijedi pravilo iz jednadzbe
(1.90).

Za centripetalnu akceleraciju se najcesce rabi iz-
raz u jednadzbi (1.72), koji izravno ukazuje na
smjer prema sredistu kruznice. Uvazavajuéi jed-
nadzbu (1.82), taj se izraz moze preinaciti u ekvi-
valentan oblik

Qo= — @ |7 = — 327 (1.92)
I ovdje vidimo da centripetalna akceleracija ovisi o
kvadratu brzine vrtnje.

1.5.3 Vrste kruznih gibanja

Kod proucavanja gibanja po pravcu u odjeljku 1.3
istaknuli smo dvije posebne vrste gibanja. Svako
od njih karakterizirano je po tome Sto je jedna od
kinematickih veli¢ina konstantna. Jednoliko giba-
nje po pravcu definirano je konstantnom brzinom
(U = konst.), dok je kod jednoliko ubrzanog giba-
nja konstantna akceleracija (@ = konst.).

Po analogiji s gibanjem po pravcu, mozemo sada
istaknuti dvije posebne vrste kruznog gibanja. Za
njih je karakteristicno da je jedna od kutnih kine-
matickih veli¢ina konstantna.

Jednoliko gibanje po kruznici

Kruzno gibanje koje se odvija uz konstantnu kutnu
brzinu (& = konst.) naziva se jednoliko gibanje
po kruznici. U takvu gibanju, kutna akcelera-
cija iscezava (@ = 0), jer nema promjene kutne
brzine. Iz toga slijedi da jednoliko gibanje po
kruznici mozemo vrlo lako odrediti pomoéu kutnih
kinetickih veli¢ina.

Ako pak krenemo analizirati ovo gibanje pomocéu
obodnih kinematickih veli¢ina, nalazimo da se iznos

brzine |¥] ne mijenja, ali se mijenja smjer vektora o/

tijekom vremena. Sto se tiGe akceleracije, tangenci-
jalna komponenta d; iS¢ezava jer se iznos brzine ne
mijenja, no postoji centripetalna akceleracija. Ona
je stalna po iznosu, ali joj se mijenja smjer kako
vektor 7 rotira tijekom vremena.

Ova usporedba dviju vrsta kinematickih veli¢ina,
kojima se moze opisati jednoliko gibanje po
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kruznici, jasno pokazuje da je jednostavnost na
Stoga ¢emo
pomocu njih nastaviti analizu ovoga gibanja. Slike
1.31a i b prikazuju kruzna gibanja s time da je na
osi rotacije proizvoljno odabran jedan smjer kao po-
Tada je moguée kut zakreta ¢ smatrati
algebarskom veli¢inom, koja moze biti pozitivna
(¢ > 0), ili negativna (¢ < 0). Za rotaciju koja
je sukladna s pravilom desne ruke (savijeni prsti
pokazuju smjer zakretanja, a ispruzeni palac po-
zitivan smjer osi rotacije) kazemo da se odvija u
pozitivnom smjeru. Kako se vidi iz slike 1.31a, kod
rotacije u pozitivnom smjeru vektor kutne brzine
& ima smjer pozitivne osi rotacije. Zgodno je sma-
trati i kutnu brzinu w algebarskom veli¢inom, koja
je u tome primjeru pozitivna (w > 0). Slika 1.31b
prikazuje rotaciju u negativnom smjeru s ¢ < 0 i
w < 0.

Neka je u trenutku tg = 0 tijelo imalo polozaj
kojemu odgovara kut g, racunajuéi od nekog pro-
izvoljno odabranog smjera kao referentnog. Postav-
lja se pitanje koliki ¢e biti kut ¢ u nekom trenutku
t, tj. kako glasi funkcija ¢ = ¢(t). Posluzimo se

strani kutnih kinematickih veli¢ina.

zitivan.
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p=ctte,

%

©)

AN
w=ksust,
0 +

(d)

Slika 1.31: (a) Na osi rotacije odabran je jedan od
smjerova kao pozitivan. Za rotaciju prikazanu na
slici kazemo da se odvija u pozitivnom smjeru jer
je algebarska veli¢ina w > 0. (b) Prikaz rotacije u
negativnom smjeru uz w < 0. (c) Vremenska ovis-
nost prebrisanog kuta kod jednolikog gibanja po
kruznici. (d) Graficki prikaz vremenske ovisnosti
kutne brzine.

opéim pravilom o odnosu derivacije i integrala (jed-
nadzba (1.46)) pa mozemo pisati

d t
a‘ﬁ(t)zw = 60—9002/ wdt
to

(1.93)

Buduéi da je w konstantna veli¢ina, integral je jed-
nostavan, te dobivamo

© —po = w(t —to) (1.94)

Ovdje smo pisali t — tg za vremenski interval, no
ako je tg = 0, onda piSemo samo ¢, ali taj simbol
ima znacenje vremenskog intervala koji protekne od
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trenutka koji smo odabrali za ¢ = 0. U tom slucaju
mozemo pisati

Y =wt+ o (1.95)

Dobili smo rezultat koji je potpuno analogan onome
u jednadzbi (1.44) za jednoliko gibanje po pravcu.
Kut ¢ je ovdje analogan prevaljenom putu s, a
konstantna kutna brzina w analogna je brzini v ko-
jom se tijelo giba po pravcu. Graficke prikaze do-
nose slike 1.31c i d.

Rastavljanje jednolikog gibanja po kruznici
na komponente

Gibanje po kruznici poseban je slucaj gibanja u rav-
nini. Stoga je moguce promatrati ga kao rastavlje-
nog u dvije dimenzije, tj. duz dviju medusobno
okomitih osi u ravnini rotacije. Postavimo u tu
svrhu desni koordinatni sustav kao na slici 1.31a.
Ishodiste O stavljeno je u srediste kruznice po kojoj
se giba tijelo, a osi x i y su postavljene u ravninu ro-
tacije. Os z nije prikazana, ali njen pozitivan smjer
izlazi iz ravnine crtnje i usmjeren je prema nama.

Postupajuéi onako kako smo naucili u odjeljku
1.4, rastavimo vektor polozaja na komponente 7 =
T+ y 7, gdje su, prema slici 1.32a, komponente
xr =rcosy, ay=rsinp. No, kod jednolikog giba-
nja po kruznici, kut ¢ mijenja se u vremenu prema
jednadzbi (1.95). Radi jednostavnosti uzmimo da
je wo = 0, tj. da se ut = 0 vektor polozaja na-
lazio duz pozitivnog smjera osi z, pa funkcija 7(¢)
postaje

lah

U=
¥

s

()




1.5. OPIS KRUZNOG GIBANJA

>

(4)

Slika 1.32: (a) Rastavljanje vektora polozaja cestice
u kruznom gibanju na komponente duz osi ziy. (b)
Vremenska ovisnost pomaka ¢estice duz osi x kod
jednolikog gibanja po kruznici. (c¢) U tome gibanju,
Cestica se istodobno pomice i duz osi y. (d) Zorni
prikaz vektora brzine ¥ koji je uvijek fazno pomak-
nut za 7/2 ispred trenutnog vektora polozaja 7.

7(t) = rcos(wt) i + rsin(wt) j (1.96)
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Putanju kruznog gibanja tijela opisuje vrh vektora
7 koji rotira kutnom brzinom w. To je, pak, ekvi-
valentno kao da tijelo izvodi istodobno dva gibanja,
jedno duz osi x prema funkciji x(t) = rcos(wt),
te drugo duz osi y prema funkciji y(t) = rsin(wt).
Stoga graficki prikaz vremenske ovisnosti gibanja
tijela po putanji mozemo ostvariti pomoéu dva
grafa kao na slikama 1.3b i ¢. Njih moramo pro-
matrati kao jednu cjelinu. Npr. u nekom trenutku
t; mozemo iz jednog grafa ocitati odgovarajucéu vri-
jednost z;, a iz drugog grafa y;. Zajedno, par vrijed-
nosti (z;,y;) predstavlja koordinate polozaja tijela
u trenutku ¢;. Podsjetimo se da smo sli¢nu analizu
vec¢ radili na slici 1.20c za neko opéenito dvodimen-
zionalno gibanje.

Kako mozZemo izraziti vektor brzine U¢

Vektor brzine mozemo takoder rastaviti na kom-
ponente U = v, % + vy j. Prema opéim pravilima
koje smo utvrdili u odjeljku 1.4 imamo

d

ve=Salt) . vy= %y(t) (1.97)

Derivacije trigonometrijskih funkcija dobivaju se

po opéem pravilu zapisanom u jednadzbi (1.27).
Ovdje ¢emo samo navesti rezultat

4 sin(wt) = w cos(wt)

dt
d
7 cos(wt) = —wsin(wt) (1.98)
Prema tome, dobivamo za vektor brzine
F(t) = —rwsin(wt) i + 7w cos(wt) j (1.99)

U ispravnost ovoga izraza za vektor U, mozemo se
uvjeriti dodatnom analizom. Ponajprije, vidimo da
vektor ¥ ima iznos rw, §to je u skladu s prijasnjim
rezultatom u jednadzbi (1.82). Mozemo jo§ pro-
vjeriti da izraz u jednadzbi (1.99) sadrzi ispravnu
vremensku ovisnost za rotaciju vektora ¢. Naime,
znamo da vektor ¢ rotira istom kutnom brzinom
kao i vektor 7, ali uvijek za kut 7/2 ispred njega.
To je prikazano na slici 1.32d gdje je vektor brzine
¥ formalno translatiran prema sredi$tu kruznice da
bi se mogao lakse uociti fazni kut. Ako krenemo od
izraza za vektor 7 i dodamo u argumentima trigo-
nometrijskih funkcija kut 7/2, te uvazimo poznate
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trigonometrijske relacije cos(wt + m/2) = — sin(wt)
i sin(wt + 7/2) = cos(wt), dobili smo upravo one
vremenske funkcije koje stoje u izrazu za vektor v.
Uzajamnu okomitost vektora @' i ¥ mozemo pro-
vjeriti na jo§ jedan matematicki nacin. Prisjetimo
se da skalarni produkt dvaju vektora is¢ezava uko-
liko je kut medu njima 6 = 7/2. Krenimo, stoga, u
izracunavanje skalarnog produkta vektora i U

!

U= (7“ cos(wt) i + 7 sin(wt) 5)

. (—rw sin(wt) i + rw cos(wt) j) (1.100)
Znak skalarnog produkta (centrirana toc¢ka) nuzno
je upisan i izmedu dviju zagrada tako da se zna
koju vrstu mnozenja izvodimo. Po opéim pra-
vilima mnozenja, svaki ¢lan iz prve zagrade mo-
ramo pomnoziti sa svakim ¢lanom iz druge zagrade.
Tom prilikom pojavljuju se skalarni produkti je-
dini¢nih vektora. Kada se jedini¢éni vektor mmnozi
skalarno sa samim sobom, rezultat je jednak je-
dinici (i -7 = j-j = 1), dok mjeSoviti produkti
is¢ezavaju zbog okomitosti vektora (i-j = j-i = 0).
Konacan rezultat iznosi

2

_l’_

7+ U= — rwsin(wt) cos(wt)

+ r?wsin(wt) cos(wt) = 0 (1.101)
Potvrdili smo, dakle, da izrazi u jednadzbama
(1.96) i (1.99) predstavljaju uzajamno okomite vek-
tore.

A sto dobivamo za vektor akceleracije?

Izraz za ¥ u jednadzbi (1.99) mozemo dalje deri-
virati po vremenu uz koristenje pravila navedenih
u jednadzbi (1.98). Tako dobivamo akceleraciju

Zsin(wt) J

a(t) = —rw?cos(wt) i — rw

= —Ww?7

(1.102)
Ovo je ocekivani rezultat. Vektor akceleracije kod
jednolikog gibanja po kruznici uistinu nema tan-
gencijalne komponente. Ranije smo to tvrdili na
temelju fizikalnog razmatranja po kojemu ne moze
postojati tangencijalna akceleracija kada nema pro-
mjene iznosa brzine. Sada smo isto utvrdili ma-
tematickim postupkom deriviranja. Akceleracija

POGLAVLJE 1. OPIS GIBANJA TIJELA

dobivena u jednadzbi (1.102) ima samo radijalnu
komponentu i to usmjerenu prema sredistu. Radi
se zapravo o izrazu za centripetalnu akceleraciju,
koji smo veé¢ prethodno izveli drugim postupkom
(jednadzba (1.92)).

Jednoliko ubrzano gibanje po kruznici

Opcenito se kruzno gibanje tijela ne odvija sa stal-
nom kutnom brzinom. Od svih kruznih gibanja s
promjenljivom kutnom brzinom, posebnu vaznost
ima gibanje kod kojega je kutna akceleracija kons-
tantna @ = konst. Takvo se gibanje naziva jedno-
liko ubrzanim gibanjem po kruznci.

Postupimo kao kod razmatranja jednolikog giba-
nja po kruznici, te na osi rotacije odaberimo poziti-
van smjer tako da kutnu brzinu i kutnu akceleraciju
mozemo razmatrati kao algebarske velicine. Jed-
noliko ubrzano gibanje po kruznici zadano je tada
konstantnom akceleracijom

a = konst. (1.103)

Neka je u trenutku ¢y kutna brzina iznosila wyg.
Kutnu brzinu u ostalim trenucima mozemo nadi
pomocu postupka integracije

t)=a = w—wO:/tadt:a(t—to)

to
(1.104)
Ovaj je rezultat analogan onome za jednoliko ubr-
zano gibanje po pravcu u jednadzbi (1.48). Radi
matematicke jednostavnosti, ¢esto se uzima da je
to = 0, pa dobivamo

9y
dt

w=at+uwy (1.105)

Napomena: Algebarska veli¢ina a moze biti pozi-
tivna ili negativna. U ovisnosti o njenom pred-
znaku, kutna bzina se povecava ili smanjuje
tijekom vremena.

Kut ¢ kojim je odreden trenutni polozaj tijela
mozemo takoder odrediti putem integrala

d

t
—pt)=w = @—py= / wdt (1.106)
dt 0

U ovome integralu w nije konstantna veli¢ina,
nego vremenska funkcija dana jednadzbom (1.105).
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Takoder, za donju granicu integrala postavljeno je
odmah tg = 0. Matematicki je postupak isti kao
kod trazenja prevaljenog puta u jednoliko ubrza-
nom gibanju po pravcu, §to smo postavili u jed-
nadzbi (1.48). Stoga je rezultat

1
p=gat’+wot+ o (1.107)

gdje kut g odgovara polozaju Cestice u trenutku
t = 0. Vremenske ovisnosti kutnih kinematickih
veli¢ina za jednoliko ubrzano gibanje po kruznici
prikazane su na slikama 1.33a, b i c.

Jednoliko ubrzano gibanje po kruznici je takoder
moguce promatrati kao rastavljeno duz osi x i y u
ravnini rotacije. Trenutni vektor polozaja uvijek
mozemo rastaviti na komponente ¥ = zi+y J, tako
da je x = cosp, a y = sinp. Trenutna vrijednost
kuta ¢ dana je izrazom u jednadzbi (1.107). Ocito,
u ovome se slucaju kut ¢ ne mijenja linearno u
vremenu kao kod jednolikog gibanja po kruznici, pa

A A
A=kowust.
(9] (o\) +
AY

/Q)Ct\

(o)

ﬁ_\f

P ()

to

r\-\L
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Slika 1.33: (a) Graficki prikaz konstantne kutne
akceleracije tijekom jednoliko ubrzanog gibanja po
kruznici. (b) Linearni rast kutne brzine kod ovog
gibanja. (c) Vremenska ovisnost kuta koji pre-
brise vektor polozaja Cestice u ovome gibanju. (d)
i (e) Vremenske ovisnosti pomaka ¢estice duz osi
x i1 y. Skrac¢ivanje perioda titranja ukazuje na
povecavanje kutne brzine rotacije.

ni funkcije x(t) i y(¢) nisu naprosto sinusoide kao
one na slici 1.32b i ¢. Njihov prikaz za jednoliko
ubrzano gibanje nalazimo na slici 1.33d i e. Radi
jednostavnosti je odabrana vrijednost ¢g = 0, Sto
znac¢i da je u trenutku ¢ = 0 polozaj tijela bio na
osi x. Iz slike se vidi da se period titranja skracuje
jer se gibanje po kruznici ubrzava.

1.5.4 Matematicka dopuna o rotacijama

U prethodnom smo razmatranju pretpostavljali da
se gibanje tijela odvija stalno po istoj kruznici. To
znaci da os rotacije ne mijenja orijentaciju u pros-
toru. Ovdje ¢emo razmotriti rotacije oko razli¢itih
prostornih osi i utvrditi neka pravila koja pritom
vrijede.
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Uzastopni konac¢ni zakreti tijela oko
razlic¢itih prostornih osi

Kod zakretanja tijela oko razli¢itih prostornih osi
za konacne kutne iznose, nije svejedno kojim se re-
doslijedom obavljaju uzastopni zakreti. Na slici
1.34a prikazano je neko tijelo oblika paralelopipeda
u koordinatnom sustavu Ozyz. Ako ga iz poCetnog
polozaja zakrenemo najprije oko osi z za kut 90°,
a zatim oko osi y takoder za kut 90°, dobivamo
kona¢ni polozaj paralelopipeda prokazan na dnu
slike.

Medutim, ako promijenimo redoslijed zakretanja
tako da najprije zakrenemo paralelopiped oko osi y
za kut 90°, a zatim oko osi z za isti kut °90, kako
prikazuje slika 1.34b, dobivamo sasvim drugaciji

l (@)
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Slika 1.34: (a) Promjene orijentacije paralelopipeda
nakon uzastopnih rotacija za kut od 90° najprije
oko osi z, a zatim oko osi y. (b) Uzastopne rotacije
uz obrnuti radoslijed dovode do drugacije kona¢ne
orijentacije paralelopipeda.

konaéni polozaj parapelopipeda nego na slici 1.34a.

Opcenito vrijedi da ishod uzastopnih rotacija za
konac¢ne kutove, npr. A« i AS oko razli¢itih osi
ovisi o redoslijedu rotacija. Stoga kona¢nim rota-
cijama ne mozemo pripisati vektore koji bi bili us-
mjereni duz osi rotacije, te imali iznose koji odgo-
varaju kutovima zakreta. Naime, da bismo neke
velicine mogli smatrati vektorima, mora za njih
vrijediti opéenito pravilo komutacije kod zbrajanja
(npr. A+B=B+A= C_”), a to oc¢ito ne vrijedi za
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konacne rotacije oko razli¢itih osi.

Uzastopne infinitezimalne rotacije

Razmotrimo problem uzastopnih rotacija ana-
liticki. Slika 1.35a prikazuje tocku Py na osi z u
kojoj se nalazi neka cestica. Njene koordinate su
Py(0,0,r). Nakon rotacije oko osi = za kut Ac,
tijelo dode u tocku P; kojoj su koordinate

I = 0
y1 = —r sin Ax

z1 =1 cos Ax (1.108)

Sljede¢om rotacijom za kut AB oko osi y, Cestica
zavrsi u tocki Py s koordinatama,

To = 21 sin AB =r cos Aa sin Af
Yo = y1 = —r sin A«

z9 = 21 cosAfB =r cos Aa cos AS (1.109)

Ako pak napravimo najprije rotaciju oko osi y za
kut A (slika 1.35b), Cestica se pomakne u tocku
P, s koordinatama

/ .

xy =1 sinAf
/

Y=
/

z; =1 cos A (1.110)

U drugom koraku napravimo rotaciju oko osi x za
kut Aq, tako da cestica dode u tocku PZI kojoj su
koordinate

’ ’ .

Ty =21 =71 sinAf
’ / . .

Yo = —2; sinAa = —r cos Af sin A«
!

z = 2, cos Ao =1 cos AB cos Aa (1.111)

Vidimo da se koordinate tocaka P, i P, pokla-
paju samo duz osi z, tj. imamo z9 = zQI, dok se ko-
ordinate duz osi = i y razlikuju. Drugim rije¢ima,
Cestica ne zavrSava u istoj tocki nakon dviju uzas-
topnih konaé¢nih rotacija izvedenih razli¢itim redos-
lijedom.

Medutim, ako odaberemo jako malene kutove
zakreta, vrijede aproksimacije sinAa ~ A« i
cos Aa =~ 1, te analogno sin A ~ Aficos AS ~ 1.
Ove aproksimacije vrijede poglavito kada kutovi
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Slika 1.35: (a) Cestica je pocetno u tocki Py. Rota-
cijom za kut A« oko osi x pomakne se u tocku Py,
a zatim nakon rotacije za kut AS oko osi y dospije
u tocku P». (b) Ako se obrne redoslijed izvodenja
rotacija, ¢estica dospije u tocku PQ/.

zakreta postanu infinitezimalni, tj. Aa — da i
AB — dpf, tako da se gornje jednadzbe svedu na

Y2

I
<

— (1.112)

Dokazali smo da za dvije uzastopne infinitezimalne
rotacije oko razli¢itih osi, ukupni rezultat ne ovisi
o redoslijedu kojim su te rotacije izvedene.
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Vektori infinitezimalnih rotacija

Zakljucak koji smo gore dokazali za infinitezimalne
rotacije, otvara nam mogué¢nost da im pridruzimo
vektore koji imaju smjer osi rotacije, a iznos im je
infinitezimalan kao i sam kut zakreta. U sluc¢aju ro-
tacija oko osi x i y bili bi to d&@ = dai i df = dj j.
Za vektore infinitezimalnih rotacija primjenjujemo
pravilo desne ruke, tj. ispruzeni palac pokazuje
smjer vektora, a savijeni prsti pokazuju smjer za-
kretanja.

Vektore infinitezimalnih rotacija uistinu smijemo
zbrajati, jer za njih vrijedi pravilo komutacije kao
i za sve druge vektore

d@ + df = df + da = d (1.113)

Uzastopne rotacije za da@ i dg, bez obzira na nji-
hov redoslijed primjene, daju ukupan rezultat kao
i jedna jedina rotacija odredena vektorom dQ). To
prikazuje slika 1.36.

%I\

dQ.

Slika 1.36: Uzastopne infinitezimalne rotacije pred-
stavljene vektorima da i dg , bez obzira na redosli-
jed njihova izvodenja, ekvivalentne su jednoj jedi-
noj rotaciji predstavljenoj vektorom dsl.

Gornje razmatranje mozemo povezati s moguéim
rastavljanjem vektora kutne brzine na komponente.
Ako se trenutno odvija rotacija koju predstavlja
vektor dﬁ, onda je trenutna kutna brzina

@  da df e
— =t — =0, +
d dt a7 7Y
Ovaj rezultat pokazuje da je kutna brzina uvijek

vektor jer je povezana s vektorom infinitezimalne

&= (1.114)

POGLAVLJE 1. OPIS GIBANJA TIJELA

rotacije u intervalu vremena dt. Kutnu brzinu
mozemo rastaviti na komponente u nekom koordi-
natnom sustavu, Sto znaci da je rotacija oko jedne
osi, koja je polozena duz vektora &, ekvivalentna is-
todobnim rotacijama oko dvije (ili tri) koordinatne
osi sukladno rastavljanju.

Provedeno razmatranje ima
slucajevima kada se rotacija ne odvija trajno
u istoj ravnini, nego se ta ravnina zakreée tijekom
vremena. To zapravo znaci da se tijekom vremena
mijenja smjer vektora infinitezimalne rotacije dﬁ,
pa time i smjer vektora kutne brzine &. Ispravan
rezultat za ukupno gibanje slijedi iz utvrdenog
pravila po kojemu u sukcesivnim infinitezimalnim
vremenskim intervalima dt smijemo zbrajati vek-
tore infinitezimalne rotacije dﬁ, bez obzira na to
imaju li oni stalno isti smjer, ili ne.

vaznost 1 u



Poglavlje 2

NEWTONOVI ZAKONI GIBANJA

Nakon $to smo u prethodnome poglavlju upoz-
nali metode opisivanja gibanja tijela i neke vrste
jednostavnih gibanja, mozemo pristupiti razmatra-
nju njihovih uzroka. Pitanje o uzroku gibanja za-
okupljalo je ljude od davnina. Anticki filozof Aris-
totel postavio je nekoliko pravila o uzrocima giba-
nja tijela i na njima je izgradio cjelovitu teoriju gi-
banja. U kasnijim su stolje¢ima pojedine tvrdnje
Aristotelove fizike bile dovedene u sumnju, a po-
neke i zamijenjene novim postavkama, ali glavne su
odrednice teorije opstale kroz gotovo dva tisuéljeca.
Tek je Isaac Newton u drugoj polovici 17. stoljeca
izgradio potpuno novu cjelovitu teoriju o uzrocima
gibanja.

U ovome ¢emo poglavlju izloziti tri Newtonova
zakona gibanja na kojima se temelji cjelokupna me-
hanika. U njima se kao sredis$nji pojmovi pojav-
ljuju sila i masa tijela. Upoznat ¢emo kako Newto-
novi zakoni predvidaju vremenski tijek gibanja ti-
jela pod utjecajem zadanih sila. Takva se razmatra-
nja u mehanici nazivaju dinamikom (gré. dynamis
- sila). Nadalje ¢emo rasclaniti utjecaj sila, koje
se javljaju unutar nekog sustava tijela, od utjecaja
vanjskih sila. U cijeloj raspravi, nizat ¢e se razni
primjeri gibanja koja mogu nastati pod utjecajem
sila. Pri svemu tome, ne ¢emo ulaziti u samu pri-
rodu pojedinih sila. To ostavljamo za sljedeé¢e po-
glavlje.

2.1 Razvoj ideja o uzroku
gibanja

Dok su pojmovi putanje i vremena, na kojima
se temelji kinematika, jednostavni za Covjekovo
shvaéanje, uzrok gibanja nije tako ocit. Stovise,
nije ¢ak jasno mora li neko gibanje imati uzroka, ili
se ono odvija samo po sebi. Gledajuéi neposredno
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oko sebe, pa i dalje sve do nebeskih tijela, covjek
opaza vrlo raznolika gibanja. Ljudi skloni dubokom
razmiSljanju tezili su svesti sva opazena gibanja na
nekoliko vrsta i odrediti pravila po kojima nastaje
odredeno gibanje. Ako se uspiju utvrditi neka pra-
vila, morala bi ona vrijediti na svakome mjestu i
u svako doba, ukoliko su ostvareni isti uvjeti. Iz
toga bi slijedilo da nam pravila mogu posluziti i za
predvidanje gibanja uz zadane uvjete.

Pravila nisu dana u samim pojavama, nego ih
covjek utvrduje svojim umom. Pritom nastoji na-
praviti sustav povezanih uzroka i posljedica koji bi
bio §to jednostavniji, ali opet takav da se njime
moze obuhvatiti Siroka skupina pojava. Tako nas-
taje odredena teorija. Omna se moze smatrati is-
pravnom ako uspijeva dati toéna predvidanja za sve
pojave u zadanim uvjetima. Medutim, takva te-
orija ne mora biti jedina mogucéa. Ako netko uspije
na¢i jednostavniji skup pravila, ili pravila pomocéu
kojih se na jednostavniji na¢in dolazi do toc¢nih
predvidanja za razne pojave, ili pak pravila koja
mogu predvidjeti viSe detalja u pojavama, nacinio
je uspjesSniju teoriju.

2.1.1 Aristotelovo ucenje o gibanju

Glasoviti anticki filozof Aristotel (4. stolje¢e pr.
Kr.) obuhvatio je u svojim razmisljanjima i fi-
ziku (gré. fisis - priroda, narav). Kao i njegovi
prethodnici, prihvacao je stajaliste da je Zemlja
srediste Svijeta, te da ona miruje. O njegovim
razmisljanjima i argumentima za takvo stajaliSte
bit ¢e vise rije¢i u desetom poglavlju ove knjige, a
u ovome ¢emo poglavlju razmotriti samo njegovu
teoriju o uzrocima gibanja tijela.

Valja naglasiti da je Aristotel bio veliki zagovor-
nik metode opazanja pojava i stvaranja zakljucaka
utemeljenih na ¢injenicama, onakvima kakve nam
se one prikazuju u prirodi. Voden takvim pristu-
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pom, Aristotel je usvojio pojam sile koji nastaje
iz svakodnevnog Covjekova iskustva, a svodi se na
djelovanje nekog pokretljivog ¢imbenika koji moze
gurati ili vuéi drugo tijelo. Pokretljivi ¢imbenik
je najcesce covjek, ili zivotinja koja svoje djelova-
nje izvodi pomoc¢u misi¢a. No, medu pokretljive
¢imbenike moze se uvrstiti i vjetar koji potiskuje
brodsko jedro, ili pak odnosi lis¢e. Isto se moze reéi
i za vodu koja tece rijekom i nosi granje. Aristotelu
je bilo kljuéno da se pri guranju ili vuéi nuzno os-
tvaruje dodir izmedu tijela i pokretljivog ¢imbenika.
Stoga je zakljucivao da u slucajevima kada je tijelo
slobodno od svakog dodira, ne moze postojati ni
sila na to tijelo.

Promatrajuéi svijet oko sebe, ¢ovjek moze uociti
mno§tvo veoma razli¢itih gibanja, te se ¢ini da tu
nema osobitih pravilnosti. Aristotel je ipak svojom
ostroumnom analizom uspio izdvojiti neke osobine
gibanja, na temelju kojih je napravio veliku podjelu
svih gibanja u dvije vrste. U prvu je vrstu ubro-
jio sva ona gibanja kod kojih nema guranja ili vuce
nekog tijela, dakle ona kod kojih, po njegovu kri-
teriju, na tijelo ne djeluje nikakva sila, a tijelo se
ipak giba. Aristotel ih je nazvao prirodnim giba-
njtma. U drugu je vrstu ubrojio sva ostala gibanja
koja se odvijaju jedino uz djelovanje nekog pokret-
ljivog ¢imbenika koji ostvaruje guranje ili vucu ti-
jela. Njih je nazvao nasilnim gibanjima. Potrebno
je malo detaljnije obraditi ove dvije vrste gibanja.

Prirodna gibanja

Pazljivim motrenjem gibanja, Aristotel je ustano-
vio da se sva slobodna (prirodna) gibanja mogu
dalje razvrstati u tri podvrste. U prvu podvrstu
prirodnih gibanja ubrojio je sva slobodna padanja
teskih tijela prema Zemlji. Kod tog gibanja, ti-
jelo je slobodno u smislu da nema dodira s ne-
kim pokretljivim ¢imbenikom, pa ne moze postojati
neko guranje ili vuca tijela prema dolje. Drugim
rije¢ima, slobodan pad bilo kojeg tijela odvija se,
po Aristotelovu shvacanju, bez djelovanja sile na to
tijelo, pa stoga zadovoljava kriterij za uvrStavanje
u prirodna gibanja.

Napomena: Danas smatramo da na tijelo djeluje
Zemlja tako da ga privlaci ¢ak i kada nema do-
dira izmedu tijela i Zemlje. Aristotel i njegovi
sljedbenici smatrali su da nije moguée neko
djelovanje na daljinu bez izravnog kontakta.
Tek je Newton uveo ideju gravitacije.

POGLAVLJE 2. NEWTONOVI ZAKONI GIBANJA

U drugu podvrstu prirodnih gibanja, Aristotel
je ubrojio dizanje laganih tijela uvis. Tu se radi
npr. o dimu, vatri i opéenito o toplom zraku. Ni u
tim se slu¢ajevima nije mogao uociti dodir s nekim
pokretljivim ¢imbenikom, pa je Aristotel smatrao
da nema ni djelovanja sile.

I konaé¢no, promatranjem neba uoceno je kruzno
gibanje nebeskih tijela, pri ¢emu se takoder ne
opaza postojanje dodira s bilo kojim pokretljivim
¢imbenikom. Stoga se po Aristotelu i ta gibanja
odvijaju bez djelovanja sile i ¢ine treéu podvrstu
prirodnih gibanja.

Gdje po Aristotelu leZi uzrok prirodnih
gibanja?

O moguéem uzroku prirodnih gibanja Aristo-
tel je imao sljedeée razmisljanje. Navedene tri
podvrste prirodnih gibanja medusobno su potpuno
razliite, a sva se odvijaju u istome Svemiru ko-
jemu je srediSte Zemlja. Stoga se ¢inilo logi¢nim
pripisati uzroke tih gibanja svojstvima samih tijela,
koja mogu biti razlicita, a ne okolnom Svijetu koji
je za svih isti. Svako tijelo, ukoliko ga se pusti da
bude slobodno, poc¢ne izvoditi odredeno prirodno
gibanje kao posljedicu svojstva koje je u samome
tijelu. Bududi da je Aristotel podijelio sva prirodna
gibanja na tri podvrste, morao je smisliti i tri od-
govarajuca svojstva tijela.

Sva su zemaljska tijela po Aristotelu bila sas-
tavljena od c¢etiriju osnovnih elemenata: zemlja,
voda, zrak, vatra (ne smije ih se dovoditi u vezu
s danasnjim pojmom kemijskih elemenata). Ti
su elementi imali razliita svojstva teZine, te su
sukladno tome svojstvu zauzimala svoje prirodno
mjesto, bilo blize, ili dalje od sredista Svijeta (tj.
Zemlje). Krutim tijelima, koja imaju najveéi udio
elementa zemlje, prirodno je mjesto bilo najblize
Zemlji, pa se ona tamo vrac¢aju ukoliko su bila iz-
mjestena. Voda (opéenito tekuéina) je nesto manje
teska od zemlje (krute tvari) pa je njeno prirodno
mjesto odmah iznad krute tvari. Ona se prirodno
razlije u udubljenjima, pa tako nastaje npr. more
i jezera. Zrak (plin) je relativno laksi, pa mu je
prirodno mjesto iznad tla i povrsine vode. Topao
zrak i dim sadrze vatru (toplinu) kojoj je prirodno
mjesto u visini do nebeske sfere koja drzi Mjesec.
To su, dakle, lagana tijela koja se sukladno svome
vlastitom svojstvu dizu sama od sebe uvis, ukoliko
im je omoguceno slobodno gibanje.
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Nebeska pak tijela imaju po Aristotelu sasvim
drugacije svojstvo zato sto su gradena od posebnog
elementa koji je nazvan eter, te iz njihova svojstva
proizlazi vje¢no gibanje po kruznicama oko sredista
Svemira, tj. oko Zemlje. Naime, u anticko su doba
kruznicu smatrali najsavrsenijom krivuljom, pa se
uz nebeska tijela veoma lako vezalo miSljenje o nji-
hovoj uzviSenosti, kojoj pristaje vjec¢no gibanje po
kruznicama.

Nasilna gibanja

Prema Aristotelovoj je definiciji nasilno gibanje ono
koje nastaje uslijed djelovanja sile na tijelo. U tom
se gibanju tijelo udaljava od svog prirodnog mjesta.
Kao primjer nasilnog gibanja moze se navesti po-
dizanje teskog tijela uvis, tj. suprotno od njegova
prirodnog gibanja. Za takvo je gibanje tijela ocito
potrebno guranje ili vuca prema gore, a to pak moze
ostvariti samo neki pokretljivi ¢imbenik izravnim
dodirom s tijelom.

Po navedenome kriteriju, u nasilna bi gibanja
spadalo i svako uspinjanje po nekoj uzbrdici. S
druge pak strane, kotrljanje tijela po nizbrdici moze
se ostvariti i bez guranja ili vuce, pa bi ono spadalo
u prirodna gibanja. Izmedu ta dva sluc¢aja nalazi
se gibanje tijela po horizontalnoj podlozi, koja za-
cijelo ne predstavlja ni uzbrdicu ni nizbrdicu. U
odredivanju prema ovome slucaju, Aristotel je os-
tao dosljedan svojim principima. Tijelo koje se na-
lazi na horizontalnoj podlozi ne moze se vise pri-
maknuti srediStu Zemlje, pa je prirodno da miruje.
Stoga je Aristotel ustvrdio da i gibanje po horizon-
talnoj podlozi spada u kategoriju nasilnih gibanja.
Pri tome je uzimao u obzir i iskustvenu ¢injenicu
prema kojoj je za gibanje tijela po horizontalnoj
podlozi uvijek potrebno guranje, ili vuca koju os-
tvaruje neki pokretljivi ¢imbenik. Cim to djelova-
nje prestane, iskustvo je pokazivalo da se tijelo za-
ustavi. Stoga je Aristotel stvorio opéenit zakljucak
po kojemu bilo koje nasilno gibanje moze trajati
samo dotle dok na tijelo djeluje sila.

Moze li po Aristotelu ¢évrsta horizontalna
podloga djelovati na tijelo?

Aristotel je uocavao silu kojom neki pokretljivi
¢imbenik djeluje na tijelo putem dodira, a bio je
svjestan i elementarne ¢injenice da tijelo ostvaruje
dodir i s horizontalnom podlogom. No, po njegovu
shvacanju nije iz toga dodira mogla nastati sila na
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tijelo. Razlog je Aristotelu izgledao dosta jednos-
tavan i iskustveno uvjerljiv. Naime, ¢vrsta podloga
ne mijenja svoj oblik, tj. nije gibljiva, te stoga ne
moze sama po sebi gurati ili vuéi tijelo koje je na
nju polozeno. Ako postavimo tijelo na horizontalnu
podlogu, ono se ne ¢e pokrenuti. Jedino vanjski po-
kretljivi ¢imbenik poput ¢ovjeka, zivotinje, ili nekog
pokretnog stroja, moze gurati ili vuéi tijelo po ho-
rizontalnoj podlozi.

Napomena: Aristotel je bio svjestan da kod giba-
nja tijela po nekoj podlozi postoji trenje, jer
je ono iskustvena ¢injenica. Medutim, trenje
nije odgovaralo njegovoj definiciji sile koju je
zasnovao po uzoru na ucinak misic¢a, pa stoga
trenje nije smatrao silom. Tek je Newtonova
opcenitija definicija sile mogla obuhvatiti i tre-
nje kao silu.

Aristotel nije obracao posebnu paznju na ubr-
zavanje i usporavanje gibanja. Po njemu je za
svaku vrstu gibanja po horizontalnoj podlozi bila
potrebna sila (guranje ili vuc¢a) nekog pokretljivog
¢imbenika. Za gibanje tijela nekom stalnom brzi-
nom, iskustvo je pokazivalo da Covjek mora upo-
trebljavati stalnu silu svojih misi¢a. Ako pak zeli
ubrzati gibanje tijela, covjek mora povecati svoj na-
por. Da bi odrzavao brze gibanje tijela, ¢ovjek mora
ulagati veéi napor. Aristotel nije razvio postupak
mjerenja sile, pa nije mogao utvrditi kada je sila
pokretljivog ¢imbenika npr. dva puta veca. Sve se
svodilo samo na dojam o veli¢ini sile. 1z iskustva o
¢ovjekovu naporu poteklo je Aristotelovo shvaéanje
da brze gibanje po horizontalnoj podlozi iziskuje
vecu silu. Ako ¢ovjek smanji svoj napor, smanji se
i brzina tijela. U slucaju da ¢ovjek prestane djelo-
vati silom, brzina tijela se svede na nulu, tj. tijelo
se zaustavi.

Napomena: Ovo Aristotelovo shvacanje ukorije-
njeno je i danas kod vecine ljudi koji od ma-
lenih nogu stje¢u spoznaje putem vlastitog is-
kustva i stvaraju intuitivnu sliku o uzrocima
gibanja. Za njih je uvjerljivo da postoji pro-
porcionalnost izmedu sile i brzine gibanja jer
pod pojmom sile podrazumijevaju samo dje-
lovanje vlastitih miSi¢a a ne i trenje tijela s
podlogom. O tome ¢e biti vise rijeci kasnije.
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Tumacenje gibanja projektila

Veci se problem kod Aristotela pojavio kada je tre-
balo objasniti gibanje projektila (lat. projicere -
baciti). Ako npr. bacimo kamen uvis, on se nastavi
gibati i nakon §to se odvoji od ruke koja ga je bacila.
No, prema Aristotelovim pravilima, kamen spada u
teska tijela koja se prirodno gibaju prema dolje, pa
se gibanje kamena uvis moze ostvariti samo nasilno.
Tu nastaje problem jer je, opet prema Aristotelo-
vim pravilima, za nasilno gibanje potrebno stalno
djelovanje sile, a to znaci da bi morao postojati sta-
lan kontakt s nekim pokretljivim ¢imbenikom koji
gura ili vuce tijelo.

Da bi oc¢uvao konzistentnu primjenu principa
svoje teorije, Aristotel je ulogu pokretaca, koji os-
taje u stalnom kontaktu s projektilom i djeluje na
njega silom, pripisao zraku kroz koji se projektil
giba. Zamislio je da se zrak kovitla oko bacenog
tijela na nac¢in da iza projektila nastaje razrjedenje
u koje jurne okolni zrak i tako nastane potiskivanje
tijela naprijed. Dakle, kada prestane kontakt pro-
jektila s bacateljem, ulogu pokretaca gibanja pre-
uzima medij kroz koji se projektil giba.

Aristotel je pretpostavljao da je djelovanje me-
dija najsnaznije neposredno nakon Sto je tijelo
baceno. Stoga se kamen, koji je bacen uvis, giba
u pocetku najvec¢om brzinom, no kovitlanje zraka
oko njega pomalo slabi, te se brzina kamena sma-
njuje i kona¢no se on zaustavi na nekoj visini. Na-
kon toga slijedi slobodan pad kao prirodno gibanje
teskog tijela.

I kod promatranja brodova na moru Aristotel je
zapazio da se brod ne zaustavi neposredno nakon
Sto veslaci podignu vesla. Njegovo je objasnjenje
bilo da se morska voda kovitla i potiskuje brod jos
neko vrijeme, ali sve slabije i slabije, pa se brod
kona¢no ipak zaustavi. Pokretacko djelovanje je,
dakle, pripisano mediju kroz koji se tijelo giba. Na
taj je nacin Aristotel razrijesio uzroke sviju gibanja,
pa i ovih sluc¢ajeva koji su se isprva ¢inili zagonet-
nima.

Ima li Aristotelovo ucenje o uzrocima
gibanja bilo kakvu vrijednost za danasnju

fiziku?

S danasnje tocke gledista, niti jedno od triju giba-
nja, koja Aristotel navodi kao prirodna, ne nastaju
sama po sebi, tj. bez nekog vanjskog djelovanja na
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tijelo. Time se odbacuju i sva tri navedena unutar-
nja svojstva tijela kao moguéi uzroci njihovih pri-
rodnih gibanja. Medutim, kao §to ¢emo vidjeti kas-
nije, polazna filozofska ideja da se gibanja podijele
na prirodna i nasilna, ostala je valjana i odigrala
vaznu ulogu u razvoju fizike. Put do utvrdivanja
novog kriterija za prirodno gibanje bilo kojeg tijela
(jednoliko gibanje po pravcu) nije bio jednostavan i
trajao je jako dugo. A kada je taj kriterij konacno
utvrden, uzrok prirodnom gibanju pripisan je jed-
nom novom svojstvu (inercija) koje posjeduju sva
tijela. Tako je i filozofska ideja, po kojoj se uzrok
prirodnog gibanja nekog tijela nalazi u svojstvu sa-
mog tijela, ostala otuvana u suvremenoj misli.

Dva tisuéljeéa Aristotelova nauka

Aristotelova se teorija o uzrocima gibanja tijela nije
bitno mijenjala kroz dva tisuélje¢a. Samo je u jed-
nome elementu doslo do znacajnije izmjene. Radilo
se o gibanju bacenog tijela (projektila) kroz medij.
Oko tisuéu godina nakon Aristotela, krs¢anski gréki
filozof Filopon (6. st. poslije Kr.) ukazivao je na
nelogi¢nost Aristotelova objasnjenja za gibanje pro-
jektila jer je ocito da se kod bacanja tijela stvara
zgudnjenje zraka ispred projektila pa zrak stvara
otpor gibanju, a ne potiskivanje prema naprijed.
Umjesto Aristotelova objasnjenja, Filopon je za-
mislio da onaj tko baca tijelo, prenese na to tijelo
neku ”pokretacku silu”! koja dalje odrzava projek-
til u gibanju. Bila je to modifikacija Aristotelove
teorije gibanja, a ne njeno potpuno odbacivanje.
Naime, Filopon je zadrzao Aristotelovo shvacanje
po kojemu je za gibanje projektila potrebna stalno
prisutna ”sila”, ali nju nije vidio u mediju oko pro-
jektila, nego nekako utisnutu u sam projektil.

U 14. stoljecu, francuski je znanstvenik Jean Bu-
ridan, rektor Pariskog sveucilista, uveo u Europi
staru Filoponovu ideju po kojoj se prilikom bacanja
projektila u njega utisne "nesto”, ali je tu veli¢inu
odvojio od pojma i naziva sile. Buridan i njegovi
sljedbenici u Parizu dali su toj veli¢ini naziv impe-
tus (lat. impetus - nasrtag, polet). Oni su pokusali
uvesti i kvantitativnu analizu impetusa. Tako su
tvrdili da se iznos impetusa, koji tijelo dobije kod
bacanja, moze naknadno spoznati iz veli¢ine tijela
i njegove brzine. Ako projektil ima vecu brzinu,

Nzraz " pokretacka sila” u Filoponovoj uporabi ne pred-
stavlja neki dobro definiran pojam, nego oznacava neku ne-
jasnu "mo¢” koju tijelo stekne.
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znacilo bi da je bacatelj unio u to tijelo veé¢i impe-
tus. Takoder se pretpostavljalo da je veéem pro-
jektilu potrebno unijeti veéi impetus da bi postigao
odredenu brzinu.

No, velika zabluda teorije impetusa bila je tvrd-
nja da bacatelj projektila moze utisnuti tijelu ta-
kav impetus koji ga potom tjera na kruzno gibanje.
Ovu tvrdnju zagovornici impetusa nisu nikada eks-
perimentalno provjeravali.

Napomena: U to doba nije bio razvijen mate-
maticki opis gibanja, a pogotovo se nije bara-
talo vektorima. Tako se ni brzina nije shvacala
kao vektorska veli¢ina, nego se samo gledalo na
njen iznos.

Buridan je otiSao jo§ korak dalje i ustvrdio da
se nebeska tijela gibaju po kruznici zato jer su
dobila impetus pri stvaranju svijeta, a on se jos
nije istrosio, ili se mozda nikada nece istroSiti.
Tako sasvim pogresna, ova tvrdnja nije bila tako
beznacajna, kako se na prvi pogled ¢ini. Naime,
Buridan je poljuljao puno vazniju Aristotelovu pos-
tavku, onu o podjeli na nebeska i zemaljska tijela s
razli¢itim svojstvima u gibanju. Prema Buridanu,
ista bi fizika mogla vrijediti za nebeska tijela kao i
za ona na Zemlji.

U ostalim elementima, teorija impetusa nije pro-
mijenila Aristotelovu fiziku. Posebno se to odnosi
na tvrdnju da je za gibanje tijela po horizontalnoj
podlozi potrebna sila, ¢ak i kada se radi o gibanju
stalnom brzinom.

2.1.2 Galileijevi pokusi s gibanjem na
kosini

Galileo Galilei je danas poznat u Siroj javnosti pr-
venstveno po svome zastupanju Kopernikova heli-
ocentri¢nog sustava. O njegovu doprinosu astrono-
miji bit ¢e opSirnije rijeci u poglavlju 10, a u ovome
¢emo odjeljku izloziti njegov izuzetno vazan dopri-
nos u stvaranju novovjekog ucenja o gibanju tijela.
Taj je napredak ostvaren u prvoj polovici 17. sto-
ljeca.?

2QGalilei je svoja istrazivanja iz mehanike objavio 1638.
godine u knjizi: Discorsi e Dimostrazioni Matematiche, in-
torno a due nuove scienze, attenenti alla Mecanica e i Mo-
vimenti Locali. (Rasprave i matematicki prikazi dviju novih
znanstvenih disciplina, koje pripadaju mehanici i lokalnim
gibanjima.) U poglavlju De motu locali (O lokalnim giba-
njima), napisanom na latinskom jeziku koji je tada bio uni-
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Galilei je vrlo detaljno pristupio proucavanju gi-
banja kuglica niz kosinu. To je gibanje smatrao
srodnim slobodnome padu, ali sporijim, tako da
je mogao toCnije mjeriti prevaljene putove i odgo-
varajuée vremenske intervale.? Analizirajuéi dobi-
vene podatke, spoznao je pravilnost jednoliko ubr-
zanog gibanja.

U pitanju samog wuzroka slobodnog pada tijela,
Galilei nije odstupao od Aristotelove fizike. Naime,
ni Galilei nije pomisljao da na tijelo koje slobodno
pada djeluje neka sila, pa je prihva¢ao Aristotelovu
tvrdnju da se uzrok padanja tijela nalazi u svojstvu
samog tijela. Tako je Galilei tumacio i gibanje niz
kosinu kao prirodno (tj. bez djelovanja sile) gibanje
tijela po kojemu se ono priblizava sredistu Zemlje.

Pored gibanja mniz kosinu, Galilei je obratio
paznju i na gibanje kuglica koje se uspinju po ko-
sini. Slika 2.1 prikazuje shematski njegove pokuse.
Kuglica se pusti niz pocetnu padinu tako da stekne
neku brzinu, te s tom brzinom stupi na kosinu. Ako
se put po kosini uzdize, kuglica se stalno usporava
i zaustavlja na nekoj tocki od koje se zatim vraca.
Sto je nagib kosine manji, to je manje izrazeno us-
poravanje i kuglica se zaustavlja sve dalje. Ako je,
pak, kosina nagnuta prema dolje, kuglica se ubr-
zava, s time da je kod jako malenog nagiba ubr-
zavanje jedva zamjetljivo, dok je kod vecéeg nagiba
sve izrazenije.

Kao sto smo ranije isticali, pitanje ubrzavanja
nije Aristotelu bilo posebno vazno, dok je Galilei
obratio paznju upravo na pojavu ubrzanja u nekom
gibanju. Ta ga je zaokupljenost navela da postavi
kriti¢no pitanje:

Sto bi se dogodilo kada bi kuglica naletjela
na horizontalnu plohu?

Tada, naime, ne bi bilo nagnutosti koja bi dovo-
dila do ubrzavanja, ali ni do usporavanja kuglice,
pa je Galilei sasvim uvjereno zakljucio da bi brzina
kuglice morala ostati konstantna.

U praksi se kuglica ipak zaustavi, kao sto je to
predvidala Aristotelova fizika. Medutim, Galilei je

verzalni jezik znanosti, iznesene su sustavno sve definicije,
teoremi i matematicki dokazi koji se ticu jednolikog i jedno-
liko ubrzanog gibanja po pravcu.

3U to doba nisu postojali satovi kojima bi se mogli toéno
mjeriti maleni intervali vremena, pa se Galilei koristio istje-
canjem vode iz posude kroz malenu rupu i zatim vaganjem
sakupljene vode.
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Slika 2.1: Galileijevi pokusi na kosini. Pocetnim
spustanjem niz padinu kuglica stekne neku brzinu a
nakon toga se giba po ravnoj plohi.(a) Na uzdignu-
toj kosini kuglica se zaustavlja. (b) Prikaz gibanja
po horizontalnoj plohi. (c¢) Ubrzavanje kuglice na
kosini nagnutoj prema dolje.

napravio novi vazan zaklju¢ak po kojemu uzrok za-
ustavljanja kuglice ne lezi u samoj prirodi kuglice
kao sto bi to zamisljao Aristotel, nego bi uzrok va-
ljalo potraziti u trenju s podlogom, tj. u djelova-
nju podloge na tijelo. Shvativsi vaznost djelova-
nja podloge na tijelo, Galilei je u daljnjem slijedu
misli mogao zamisljati sve glade i glade plohe koje
bi imale sve manji utjecaj na zaustavljanje kuglice.
Konacno je u svojoj idealizaciji mogao zamisliti ide-
alno glatku horizontalu plohu i zaklju¢io da se tada
kuglica ne bi imala zbog Cega zaustavljati. Ovaj
naizgled jednostavan zakljucak izvrsio je ogroman
preokret u daljnjem razvoju fizike. U idealiziranim
uvjetima, kuglica bi se mogla vje¢no gibati.
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Kako je Galilei zamisljao vjecno gibanje
kuglice?

Kao sto je veé gore naglaseno, Galilei nije na-
pustio Aristotelovo shvac¢anje slobodnog pada kao
prirodnog gibanja tijela u kojemu se ono, samo od
sebe, nastoji primaknuti sredistu Zemlje. Stoga
se zamiSljena idealno glatka ploha nije smjela pri-
blizavati sredistu Zemlje, jer bi se tada kuglica na
njoj prirodno ubrzavala, ali se nije smjela niti uda-
ljavati od srediSta Zemlje, jer bi u tome slucaju
doslo do usporavanja kuglice. Galileijev zakljucak
je bio da bi zamisljena glatka ploha morala biti sfera
koja obavija Zemlju. Po njegovim rije¢ima, takva bi
se zamisljena ploha dobila kada bi se npr. povrsina
zemaljske kugle dala savrSeno izgladiti. Kuglica bi
se po njoj mogla stalno gibati na jednakoj udalje-
nosti od sredista Zemlje, te joj se brzina ne bi mi-
jenjala.

Napomena: Galilei je uvelike razvio matematicki
opis jednolikog i jednoliko ubrzanog gibanja
po pravcu, ali nije uveo vektorski prikaz kine-
matickih veli¢ina. Stoga nije mogao spoznati
da se akceleracija javlja i kod promjene smjera
brzine, a ne samo kod promjene njenog iznosa.

Na Galileijevim temeljima

Najznacajniju je inovaciju Galilei postigao time Sto
je paznju usmjerio na ubrzanje, a ne na samo giba-
nje. Tako je doSao do zakljuc¢ka da mora postojati
uzrok za ubrzanje gibanja, ali nije otiSao korak da-
lje i povezao uzrok ubrzanja s pojmom sile?, §to je
tek kasnije uc¢inio Newton.

Sto se tice originalne Galileijeve spoznaje o
moguéem vje¢nom gibanju kuglice po savrseno glat-
koj sfernoj plohi, ona mu je posluzila kao dokaz da
je moguce vjecno gibanje planeta oko Sunca, a to
mu je bilo vazno u polemickoj raspravi u kojoj je
davao potporu Kopernikovu heliocentricnom sus-
tavu. Medutim, Galilei nije poznavao centripetalnu
akceleraciju, pa ni silu koja je potrebna za kruzno
gibanje.

Veliki francuski filozof René Descartes zamislio je
odvijanje prirodnih procesa kao neprekidan niz sra-
zova tijela (Cestica). Prema njegovoj teoriji, do pro-
mjene gibanja dolazi tek u srazu, dok se izmedu dva

4@Galilei nije imao jasno definiran pojam sile, niti ustaljenu
terminologiju, pa je kao sinonime upotrebljavao izraze forza,
potenza, virtu, efficia, facolta.
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sraza zadrzava jednoliko gibanje po pravcu. Uz to
je pretpostavljao da pojedine skupine sitnih ¢estica
u svemiru tvore vrtloge i tako odrzavaju na okupu
i ve¢a nebeska tijela. Takva teorija nije mogla biti
plodonosna u daljnjem razvoju fizike.

2.2 Newtonova aksiomatska
cjelina

U drugoj polovici 17. stoljeca, veliki engleski ma-
tematicar i fizicar Isaac Newton uspio je naciniti
sintezu dotadasnjih spoznaja o gibanjima i osmis-
lio potpuno nov pogled na uzroke gibanja, te sve
povezao u jednu uskladenu cjelinu koja je potpuno
potisnula Aristotelovu fiziku.

Newton je na svojoj sveobuhvatnoj teoriji radio
preko dva desetljec¢a i objavio je 1687. godine u mo-
numentalnom djelu Philosophiae Naturalis Princi-
pia Mathematica (Matematicki principi prirodne fi-
lozofije), koja se ¢esto navodi skra¢eno kao Princi-
pia. U njoj nije izlozen put kojim se korak po korak
dograduju spoznaje, kako bi se na kraju doslo do
sinteze u obliku nekih zakona. Principia je napi-
sana kao prikaz veé¢ gotove, zaokruzene teorije. Ona
pocinje s definicijama nekih fizikalnih veli¢ina i pos-
tavljanjem triju zakona koji su nuzni i dovoljni za
tumacenje svih gibanja i njihovih uzroka. Newton
je te zakone nazvao aksiomima (gré. axioo - ci-
jenim, usvajam), Sto znaé¢i tvrdnjama koje se pri-
hvaéa bez dokaza jer ih se smatra ocitima.’

Postavljanje aksioma ipak nije proizvoljan pos-
tupak, iako bismo u prvi mah mogli tako pomisliti.
Newton je poklanjao veliku paznju eksperimentima
i svoje je aksiome uskladio s opazanjima. Postav-
ljeni aksiomi se ne mogu izravno eksperimentalno
dokazati, no njihove su posljedice brojne i podlozne
su eksperimentalnim provjerama. Na taj se na¢in
opravdanost aksioma moze provjeravati naknadno
(a posteriort).

Newton je svojim aksiomima dao i alternativni
naziv zakoni gibanja, pa se oni tako najéesée na-
zivaju u suvremenoj literaturi, ali treba imati na
umu da su to aksiomatski, a ne izvedeni zakoni.

Iako se nije izravno optere¢ivao pojedinim tvrd-
njama Aristotelove fizike, Newton je naslijedio duh

’Razumljivo je da se aksiomi ne mogu dokazivati jer ne
postoje jos temeljniji zakoni iz kojih bi se aksiomi mogli iz-
vesti kao njihova posljedica. Aksiomi su, dakle, tvrdnje od
kojih se polazi u izgradnji neke teorije.
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razmisljanja u kojemu pojam sile ima srediSnju
ulogu jer sluzi za podjelu na prirodna i nasilna gi-
banja. Slijedom toga, bilo je logi¢no da prvim za-
konom utvrdi $to je prirodno gibanje (ili prirodno
stanje) tijela, tj. ono koje se odvija bez ikakva vanj-
skog djelovanja na tijelo. Drugi je zakon posvetio
nasilnom gibanju, tj. onome koje se odvija uz dje-
lovanje sile. Newton je uocio potrebu i za treéim
zakonom koji bi se bavio pitanjem uzajamnosti dje-
lovanja.

2.2.1 Prvi Newtonov zakon

Da bi se moglo utvrditi u kakvom se stanju nalazi ti-
jelo kada je prepusteno samome sebi, odnosno kada
nema vanjskog djelovanja, potrebno je ponajprije
definirati $to se smatra vanjskim djelovanjem. Na
prvi se pogled ovo pitanje moze ¢initi izlisnim, no
ono nije nimalo naivno. Sigurno je da svako gu-
ranje ili vucu tijela mozemo identificirati kao vanj-
sko djelovanje na tijelo. Medutim, kada podignemo
neki kamen i zatim ga pustimo, kamen viSe nije
izlozen nikakvu guranju, niti vuéi, pa nema vidlji-
vog dokaza da na njega neSto djeluje. Upravo je
tako razmiSljao Aristotel. Ni Galilei nije smatrao
da postoji djelovanje Zemlje na kamen koji pada,
nego da se kamen tako giba zbog svojstva koje je u
njemu samome.

Newtonov pojam sile. Newton je prvi doSao na
ideju da pojam sile ne bi trebalo vezivati samo uz
guranje ili vucu tijela, nego ga primijeniti opéenito
na bilo koji sluc¢aj u kojemu dolazi do promjene u
gibanju tijela, bez obzira na to na koji se nacin
ostvaruje promjena gibanja. Njegova definicija sile
glasi®:

Sila je vangsko djelovanje na tijelo, kojim
se moze promijeniti mjegovo stanje, bilo
mirovanja tli jednolikog gibanja po pravcu.

Definicija samo opisuje neki pojam, ali ne daje
kvantitativne odnose za danu veli¢inu. O njima ¢e
biti rije¢i kasnije u raspravi o Newtonovim zako-
nima.

Vazno je imati na umu da se u svakodnevnome
govoru rije¢ sila rabi slobodnije u daleko Sirem

5Vis impressa est actio in corpus exercita, ad mutandum
eius statum vel quiescendi vel movendi uniformiter in direc-
tum.
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smislu. Tako se moze govoriti o sili misié¢a, ili nekog
pogonskog stroja, ali i o rjeSenju po sili zakona, te
o vojnoj sili, svjetskim politickim silama, ili pak o
sportskim i drugim silama.” Na pitanje §to je za-
pravo sila u fizici, mozemo odgovoriti da je sila ono
§to se mi dogovorimo da tim imenom nazovemo.
Aristotel je silom smatrao samo guranje ili vucu,
dok je Newton silom nazvao svako djelovanje na ti-
jelo koje moze promijeniti njegovu brzinu. Vidjet
¢emo da se Newtonova definicija pokazala daleko
plodonosnijom u izgradnji fizike.

Prvi Newtonov zakon. Za tijela koja su pre-
pustena sama sebi, tj. koja se nalaze u prirodnom
stanju, Newton je na svoj na¢in napisao®:

Svako tigelo ustraje u svome stanju,
bilo mirovanja ili jednolikoga giba-
nja po pravcu, dok i ukoliko na njega
ne djeluju sile koje ga prinude da to
stanje promijeni.

Moramo uociti da je glavno pravilo izreceno u
prvome dijelu zakona, a nastavak (nakon zareza)
sluzi samo zato da se utvrdi ogranicenje na pri-
mjenu glavnog pravila, odnosno da se navedu okol-
nosti u kojima to pravilo ne vrijedi.

Prvi Newtonov zakon izrastao je na Galileijevo]j
ideji o jednolikom gibanju kuglice po savrseno glat-
koj horizontalnoj plohi, ali nije tek puko prenosenje
te ideje. Newton je generalizirao vjetno gibanje na
slucajeve u kojima odnos putanje tijela prema Zem-
lji nije vazan. Ono se odvija u idealiziranim uvje-
tima koje ne mozemo eksperimentalno ostvariti, pa
stoga prvi zakon ne mozemo ni dokazati, ali pri-
hva¢amo aksiomatski njegovu valjanost.

U latinskome jeziku rije¢ vis upotrebljavala se, ovisno o
kontekstu, za ukazivanje na neku silu, jakost, snagu, mod¢,
utjecaj, ili pak znacajno svojstvo, odnosno narav koju moze
neki subjekt posjedovati. U svrhu potpune odredenosti,
Newton je za oznacavanje svog pojma sile u izri¢ito fizi-
kalnom znacenju uveo kovanicu wvis impressa kao poseban
struéni termin (terminus technicus) i dosljedno ga kasnije
upotrebljavao.

U prijevodima na suvremene jezike izostao je poseban stru¢ni
termin, pa se i za oznacavanje strogo fizikalnog pojma upo-
trebljava obi¢na govorna rijec¢ sila.

8 Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel mo-
vendi unformiter in directum, nisi quatenus a viribus impre-
ssis cogitur statum illum mutare.

Mozemo uociti da je i ovdje Newton upotrijebio svoj pret-
hodno definirani struéni termin wis impressa, a ne tek
neodredeni izraz vis.
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Pojam inercije. Prvi Newtonov zakon je pot-
puno nadomjestio raniju Aristotelovu tvrdnju da
postoje tri prirodna gibanja za tri vrste tijela.
Njime se uvodi mirovanje ili jednoliko gibanje po
pravcu kao novo prirodno stanje za sva tijela. No,
filozofski na¢in razmisljanja, po kojemu i prirodno
stanje tijela mora imati svoj uzrok, odrzao se i kod
Newtona, te sve do nasih dana. U posebnoj defini-
ciji Newton je naveo”:

Materiji je urodeno svojstvo odupiranja,
koje predstavlja veli¢inu samu po sebi, te
¢ini da svako tijelo ustraje u svome sta-
nju, bilo mirovangja ili jednolikog gibanja
PO Pravcu.

To se svojstvo tijela moze nazivati inercijom. Ako
tijelo miruje, ono ¢e zbog inercije nastaviti mirovati
sve dok ga neka sila ne pokrene. U slucaju da je
tijelo na neki nacin veé¢ steklo odredenu brzinu, a
na njega vise ne djeluje sila, ono ¢e se zbog inercije
nastaviti gibati istom brzinom.

Newton je u komentaru nakon definicije sile na-
glasio da se sila sastoji u samome djelovanju, te
da, nakon djelovanja, sila ne ostaje u tijelu. Tijelo
se nastavi gibati samo zbog svoje inercije. To su
bile vazne napomene jer je u ono doba bila Siroko
prihva¢ena Buridanova ideja o impetusu, koji bi,
po njegovu shvacanju, usao u tijelo i u njemu os-
tao i nakon prestanka vanjskog djelovanja na tijelo.
Stoga je Newton morao sasvim jasno dati do znanja
da je njegov pojam sile sasvim drugaciji od impe-
tusa.

2.2.2 Drugi Newtonov zakon

U pogledu uéinka sile, prvi Newtonov zakon navodi
samo to da sila moze prekinuti stanje mirovanja ili
jednolikog gibanja po pravcu. Nista se u prvome
zakonu ne govori o osobinama gibanja koje nastane
nakon §to sila pocne djelovati. To se utvrduje tek
u drugome Newtonovu zakonu. Ako se posluzimo
Aristotelovom terminologijom, mogli bismo reéi da
drugi Newtonov zakon utvrduje pravila nasilnog gi-
banja.

9 Materiae vis insita est potentia resistendi, qua corpus

unumquodque, quantum in se est, perseverat in statu suo vel
quiescendi vel movendi uniformiter in directum.
Mozemo primijetiti da se ovdje pojavljuje izraz vis insita koji
bi bilo pogresno prevoditi kao urodena sila. Rije¢ vis ovdje
ima znadcenje svojstva, pa navedeni izraz vis insita prevodimo
kao urodeno svojstvo.
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Prije izricanja drugoga Newtonova zakona, mo-
ramo definirati pojmove dviju fizikalnih veli¢ina
koje se u zakonu pojavljuju. To su masa i kolicina
gibanja.

Definicija mase. Svako tijelo posjeduje svojstvo
inercije koje je gore definirano. Naime, svako ¢e se
tijelo nastaviti gibati jednoliko po pravcu, ukoliko
na njega vise ne djeluje vanjska sila. To ponaSanje
ne ovisi o koli¢ini tvari koju tijelo sadrzi, tj. i
si¢usno zrno i ogromno tijelo nastavit ¢e svoje jed-
noliko gibanje po pravcu. Medutim, u trenutku
kada nastupi djelovanje sile koja nastoji promije-
niti jednoliko gibanje tijela po pravcu, tijelo pruza
otpor koji nije jednak za si¢usno zrno i za ogromno
tijelo. Za kvantitativna razmatranja potrebno je
imati definiranu fizikalnu veli¢inu koja odrazava in-
tenzitet tog svojstva za svako pojedino tijelo. Ta
veli¢ina je po definiciji masa tijela:

Masa tijela je mjera njegove inercije, tj.
njegova svojstva da se odupire promjeni
brzine koju trenutno ima.

Odmah moramo postaviti vazno pitanje je i
masa nekog odredenog tijela uvijek ista, ili moze
imati razlicite vrijednosti u ovisnosti o okolnostima.
Drugim rije¢ima, pitanje je pruza li to tijelo u svim
prilikama isti otpor promjeni svoje brzine. Na ovo
¢emo se pitanje jo$S navracati, a za sada samo na-
vedimo da je u Newtonovoj mehanici postulirano
da je masa nekog tijela njegovo trajno, neotudivo i
nepromjenjivo svojstvo.

Svako tijelo ima, dakle, neku masu, no ona nije
jednaka za sva tijela. Postojanje mase tijela sa-
svim je u skladu sa svakodnevnim iskustvom. Ne
osje¢amo jednak otpor zZelimo li baciti laganu lop-
ticu ili neku tesku kuglu. Takoder, lako nam je
smanjivati brzinu nekih kolica, ali je vrlo tesko za-
ustavljati npr. teretni vagon.

Masa m je ocito skalarna veli¢ina jer tijelo poka-
zuje jednako izrazeno svojstvo odupiranja promjeni
brzine u bilo kojem smjeru.

Definicija koli¢ine gibanja. Koli¢ina gibanja
tijela je umnozak mase tijela i njegove brzine.
Uvrijezeni simbol za koli¢inu gibanja je p, pa se
matematicki pise

(2.1)

Sy
I
3
<y

61

Kolicina gibanja je vektor koji ima smjer kao i
brzina. Tijelo koje ima malenu masu, npr. neka
kuglica, moze imati veliku koli¢inu gibanja ako se
giba velikom brzinom. S druge strane, vagon, ¢ak i
u sporom gibanju, ima veliku koli¢inu gibanja zbog
svoje velike mase.!?

Slika 2.2: (a) Tijela A i B imaju jednake brzine,
ali su im mase razli¢ite, pa su razli¢ite i njihove
koli¢ine gibanja. (b) Vektor trenutne koli¢ine gi-
banja uvijek je tangencijalan na putanju, bas kao i
vektor trenutne brzine.

Ponekad prikazujemo trenutna stanja tijela u gi-
banju i crtamo njihove vektore brzina i koli¢ina gi-
banja kao na slici 2.2a. Mozemo nacrtati tijela u
razli¢itim velicinama kako bismo simbolicki ukazali
na njihove razlicite mase. Tada pazimo da tijelo s
pretpostavljenom ve¢om masom ima veéu koli¢inu
gibanja od tijela koje se giba istom brzinom, ali ima
manju masu. Pocetne tocke vektora koji predstav-
ljaju brzinu i koli¢inu gibanja tijela stavljaju se ili
u srediSte tijela, ili dovoljno blizu doti¢nog tijela,

ONewton je u samoj definiciji upotrijebio latinsku rije¢ qu-
antitas motus (koli¢ina gibanja), a u daljnjem tekstu rabio
je skraceni izraz motus.

U starijoj se njemackoj literaturi rabio izraz Bewegung-
sgrosse, koji doslovno znaci wvelicina gibanja, ali je kasnije
prevladao izraz Impuls. U obi¢nom njemackom govoru Im-
puls znaci poriv i kao takav dobro docarava smisao produkta
mau.

U suvremenoj engleskoj literaturi rabi se izraz momentum,
koji u obi¢nome engleskom govoru znaci poriv. lzraz poriv
bio bi zbog svoje jezgrovitosti prikladan i u hrvatskoj termi-
nologiji, ali nije uobicajen.
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tako da se zna na koje se tijelo te veli¢ine odnose.

Ako se crta putanja nekog tijela kao na slici 2.2b,
prikladnije je upotrijebiti ¢esticni model za prikaz
tijela, ne zaboravljajuéi ipak da i tako prikazano ti-
jelo ima svoju cjelovitu masu. Kod crtanja vektora
ne smijemo zaboraviti da vektor brzine, pa time i
vektor koli¢ine gibanja, moraju uvijek biti tangen-
cijalni na putanju tijela.

Nakon ovih objasnjenja moze nam postati jasno
zasto je Newton uveo koli¢inu gibanja kao rele-
vantnu fizikalnu veli¢inu. Naime, kada se vanjskim
djelovanjem nastoji promijeniti brzina nekog tijela,
nije svejedno kakvu masu ima to tijelo. Teze je
ubrzavati, ili usporavati, ili skretati brzinu tijela
koje ima veéu masu, nego tijela kojemu je masa
manja. Dakle, u relevantnu fizikalnu veli¢inu mora
biti uklju¢ena masa tijela. Brzina takoder mora
biti ukljucena jer se mora znati koliki je bio njen
iznos i smjer prije pocetka djelovanja sile i kas-
nije. Koli¢ina gibanja je stoga definirana tako da
ukljuc¢uje obje veli¢ine, masu i brzinu tijela.

Izvorni oblik drugoga Newtonova zakona

Newton je napisao drugi zakon gibanja u obliku'':

Promgjena koli¢ine gibanja proporci-
onalna je djelovanju sile u vremenu
1 zbiva se u smjeru te sile.

Matematicki se ovaj zakon zapisuje kao propor-
cionalnost

Ap x FAt (2.2)

Isticanje proporcionalnosti (oznaka ), a ne znaka
jednakosti, ne treba nas ¢uditi. Fizikalni sadrzaj
zakona je u postojanju proporcionalnosti, §to znaci
da ¢e npr. dvostruka sila, koja djeluje u istome
vremenskom intervalu, prouzroc¢iti dvostruku pro-
mjenu koli¢ine gibanja tijela. Matematicki je, pak,
zgodnije imati jednadzbu, Sto se lako postize jer
proporcionalnost (2.2) mozemo pisati i u formi jed-
nakosti Ap'= kﬁAt, gdje je k neka konstanta. Pro-
porcionalnost koju propisuje fizikalni zakon ostva-
rena je bilo kojim izborom konstante k. Odabir te

1 Mutationem motus proportionalem esse vi motrici im-
presse et fieri secundum lineam rectam qua vis illa imprimi-
tur.

Newton je uveo novi stru¢ni termin vis motriz impressa kako
bi oznacio djelovanje sile u vremenu, tj. produkt sile i inter-
vala vremena u kojemu ona djeluje.
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konstante ocito ne ovisi o samome fizikalnom za-
konu, nego o dogovoru kod odredivanja jedinica za
mjerenje mase i sile. Kasnije ¢emo detaljno objas-
niti kako je postignut takav dogovor, a sada samo
navedimo da je po tome dogovoru k£ = 1, pa ¢emo
se toga ubuduée pridrzavati.

Izraz (2.2) podrazumijeva da je sila konstantna u
trajanju intervala At. U opéenitijem slucaju, sila se
moze mijenjati u vremenu, pa uzimamo u razmatra-
nje infinitezimalni vremenski interval dt, za vrijeme
kojega se trenutna vrijednost sile nije promijenila.
Stoga drugi Newtonov zakon mozemo matematicki
napisati u obliku

dp = Fdt (2.3)

Ovu ¢emo matematicku formulaciju drugoga
Newtonova zakona vrlo Cesto rabiti jer se njeno fi-
zikalno znacenje lako i neposredno is¢itava. Ona
kaze da promjena koli¢ine gibanja dp nastaje kada
na tijelo djeluje sila F u vremenskom intervalu dt.
Produkt sile i intervala vremena u kojemu je sila
djelovala ¢esto se u suvremenoj literaturi naziva im-
puls sile’?, pa bi se uz tu terminologiju moglo reéi
da promjena koli¢ine gibanja nastaje zbog impulsa
sile.

Napomena: Jednadzba (2.3) napisana je u formi
odnosa izmedu uzroka i posljedice. Takvu smo
formu veé¢ upotrebljavali u odjeljku 1.2. S lijeve
strane znaka jednakosti zapisana je posljedica
koja nastaje zbog uzroka koji se oc¢ituju s desne
strane znaka jednakosti.

Slika 2.3 prikazuje u cesticnom modelu tijelo
koje u nekom trenutku ima koli¢inu gibanja p. U
sljede¢em vremenskom intervalu dt, na to tijelo dje-
luje sila ﬁ, tako da prouzroci promjenu koli¢ine gi-
banja dp. Nakon isteka vremenskog intervala dt,
koli¢ina gibanja tijela iznosi p + dp, §to znaéi da
se na prvotnu koli¢inu gibanja p’ doda nastala pro-
mjena dp. To je na¢in primjene drugoga zakona koji
je Newton opisao u nastavku teksta neposredno na-
kon formulacije samoga zakona.

Vektor sile F moze imati razlicite smjerove u od-
nosu prema prvotnom vektoru koli¢ine gibanja p.
Na slici 2.3a sila F' ima isti smjer kao i p. To znaci
da sila djeluje u smjeru u kojem se tijelo veé¢ giba ne-
kom brzinom. Prema drugome Newtonovu zakonu,

127J tome bi slucaju Newtonov latinski izraz vis motric
impressa trebalo prevoditi kao impuls sile.
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Slika 2.3: (a) Tijelo ima prethodno ste¢enu koli¢inu
gibanja p'i zatim na njega djeluje sila F u istome
smjeru, pa dolazi do ubrzavanja gibanja po pravcu.
(b) Djelovanje sile F suprotno od § dovodi do us-
poravanja gibanja po pravcu. (c) Kada sila F dje-
luje okomito na p’ dolazi samo do zakretanja puta-
nje, bez promjene iznosa brzine. (d) U opéenitom
slucaju promjena dp ima tangencijalnu i radijalnu
omponentu.

vektor promjene koli¢ine gibanja dp ima smjer sile
ﬁ, Sto je takoder prikazano na slici 2.3a. Zbog pa-
ralelnosti ¢ i dp, njihov zbroj p'+ dp ima opet isti
smjer. Iz ovog zapazanja slijedi zakljucak da se
u vremenskom intervalu dt putanja tijela nastavila
po istome pravcu. Jedina promjena odnosi se na
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povecanje iznosa koli¢ine gibanja, odnosno brzine
tijela. Ovakav rezultat mogli smo predvidjeti i te-
meljem obi¢nog iskustva. Ako sila djeluje na tijelo
u smjeru u kojem se tijelo ve¢ giba nekom brzi-
nom, tijelo ne ¢e promijeniti smjer brzine, nego ¢e
se samo iznos brzine povecati.

U slucaju kada sila F djeluje u suprotnom smjeru
od kolicine gibanja p, kao Sto je prikazano na
slici 2.3b, promjena koli¢ine gibanja dp ima supro-
tan smjer od p. Nakon vremenskog intervala dt,
koli¢ina gibanja p'+ dp’ je opet na istome pravcu.
No, u ovome slucaju je iznos vektora p'+ dp manji
od iznosa vektora p, §to znadi da se brzina smanjuje.
To je takoder u skladu s iskustvenim predvidanjem.
Kada sila djeluje u suprotnom smjeru od onoga u
kojem se tijelo veé¢ giba nekom brzinom, nema pro-
mjene smjera brzine, a iznos brzine se smanjuje jer
sila zaustavlja gibanje tijela.

Razmotrimo sada slu¢aj prikazan na slici 2.3c u
kojemu sila F djeluje okomito na smjer trenutne
koli¢ine gibanja p. Promjena koli¢ine gibanja dp je
sada okomita na p. Njihov zbroj p+ dp je vektor
istog iznosa kao i p, ali zakrenut za malen kut. Za-
klju¢ujemo da sila, koja djeluje okomito na smjer
gibanja tijela, ne mijenja iznos brzine tijela, nego
samo zakrete njegovu putanju. Smjer zakretanja
putanje ovisi o smjeru sile.

Napomena: Vektor dp je infinitezimalna veli¢ina,
no na slikama ga moramo nacrtati u nekak-
voj konac¢noj veli¢ini. Stoga na slici 2.3c iz-
gleda kao da bi zbroj p'+ dp’ morao imati
nesto vedi iznos od p. Medutim, ako zamislimo
graficko smanjivanje vektora koji predstavlja
dp, uvidamo da zbroj p'+ dp poprima isti iznos
kao i p, te je samo zakrenut za malen kut.

Svi ostali slu¢ajevi odnosa sile prema trenutnoj
brzini tijela mogu se lako svesti na ove prethodno
obradene. Tako npr. na slici 2.3d imamo silu F
koja ¢ini neki kut prema trenutnoj koli¢ini giba-
nja p. Promjena koli¢ine gibanja dp je u smjeru
sile, no mozemo je rastaviti na dvije komponente,
paralelnu dpj i okomitu dp| na smjer vektora p.
Paralelna komponenta mijenja iznos brzine, a oko-
mita zakreée smjer brzine, odnosno savija putanju
tijela. Oba se procesa odvijaju istodobno, tj. u
vremenskom intervalu dt.
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Ukupna promjena kolicine gibanja

Sila se moze u vremenu mijenjati po iznosu i po
smjeru. Slika 2.4 prikazuje tijelo koje u trenutku
t; ima kolicinu gibanja pj. Ako tada djeluje na
tijelo neka sila 13, nastat ¢e promjena koli¢ine giba-
nja dp u vremenskom intervalu dt. Tijelo se malo
pomakne i ima novu koli¢inu gibanja. U svakome
uzastopnom vremenskom intervalu racunamo sa si-
lom koja tada djeluje (slika 2.4) i dobivamo od-
govarajué¢u promjenu koli¢ine gibanja. Ona se uvi-
jek zbraja na prethodnu vrijednost koli¢ine gibanja.
Tako se tijelo pomice stvarajuéi svoju putanju, a
mijenja mu se i koli¢ina gibanja.

s
i _F_:é/ﬁ(_, ?
AP\ Pt
/3’?5\..,/_:/ A
P

Slika 2.4: Od trenutka t; kada tijelo ima koli¢inu gi-
banja p} pridodaju se promjene dp koje odgovaraju
djelovanju (promjenljive) sile u uzastopnim inter-
valima dt. Tako se dode do koli¢ine gibanja po u
trenutku t¢s.

Ako zbrojimo sve promjene dp u vremenskom in-
tervalu od ¢; do t2 dobivamo ukupnu promjenu

t2 t2
P2 — P z/ dﬁ:/ Fdt (2.4)
t1 t1

Slika 2.4 prikazuje vektore pi 1 po pa se moze uociti
ukupna promjena koli¢ine gibanja u vremenskom
intervalu od ¢1 do to.

Moramo naglasiti da djelovanje sile oblikuje pu-
tanju tijela. Putanja na slici 2.4 ima takav oblik
upravo zbog iznosa i smjerova sile u pojedinim tre-
nucima od t; do to. Ukoliko djelovanje sile pres-
tane, tijelo se nastavi gibati po pravcu onom brzi-
nom koju je imalo u trenutku prestanka djelovanja
sile.
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Alternativan matematicki oblik drugoga
Newtonova zakona

Drugi Newtonov zakon mozemo postaviti u al-
ternativan matematicki oblik. Uvazimo definiciju
kolicine gibanja p° = m« i napiSimo njenu pro-
mjenu dp = mdv. Pri tome smo se drzali dogo-
vora o definiciji mase kao konstantne veli¢ine za
dano tijelo. UvrStavanjem ovog izraza za promjenu
koli¢ine gibanja u jednadzbu (2.3), dobiva se naj-
prije mdv = Fdt, a dijeljenjem obje strane jed-
nadzbe s dt i uvazavanjem da je po definiciji akce-
leracija @ = dv//dt, mozemo konacni izraz napisati
u obliku

6:

(2.5)

3=

Ova jednadzba je takoder napisana kao odnos uz-
roka i posljedice. Akceleracija tijela nastaje kao po-
sljedica djelovanja sile na tijelo koje ima odredenu
masu. Uocimo da akceleracija tijela ovisi o jednom
vanjskom uzroku (sila) i jednom unutarnjem svoj-
stvu tijela (masa).

Napomena: Matematicki bi bilo sasvim ispravno
kada bi se jednadzba (2.5) pisala i u drugacijim
oblicima, kao npr. ma = F. Medutim, tada
se gubi jasno isticanje uzroka i posljedice. Ako
kazemo da je produkt mase i akceleracije pos-
ljedica djelovanja sile, stopili smo u posljedici
dvije veli¢ine od kojih je samo jedna uistinu
promjenljiva i ovisna o sili, a druga je kons-
tanta i neovisna o sili. Cesto se u literaturi
navodi i oblik F = md, koji je takoder mate-
maticki ispravan, no moze navesti na pogresan
dojam da je sila posljedica koja se javlja kada
tijelo ima akceleraciju.

Tako su oba oblika u kojima smo zapisali drugi
Newtonov zakon ekvivalentni, korisno je rasvijetliti
jednu njihovu razliku. Oblik jednadzbe (2.3) istice
promjenu koja nastaje pod djelovanjem sile. Za
razliku od toga, jednadzba (2.5) sadrzi samo tre-
nutne velicine.' Ona kaze da ¢e tijelo imati ak-

13Takvu jednadzbu formulirao je njemacki matematicar i
fizicar L. Euler sredinom 18. stolje¢a, ne navodeéi pritom da
ona proizlazi iz izvornog zapisa Newtonova zakona. Nera-
zumijevanje povezanosti izmedu derivacije brzine i malenih
promjena brzine imalo je paralelu u matematickom problemu
odnosa glatke krivulje i upisanog poligona, koji je tek kra-
jem 18. stolje¢a kona¢no zaklju¢en potpunim prihvaéanjem
pojma grani¢ne vrijednosti.
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celeraciju @ u nekom trenutku ako u tome istom
trenutku djeluje na njega sila F'.

Napomena: Valja dobro naglasiti da akcelera-
cija koju tijelo ima u nekome trenutku nema
nikakve veze s eventualnim djelovanjem sile
u prethodnim trenucima. Akceleracija nije
veli¢ina koja se nekako akumulira tijekom vre-

Naprotiv, akceleracija je vezana is-

klju¢ivo uz mijenjanje brzine tijela u tome tre-

nutku.

mena.

Slika 2.5: U pojedinim trenucima prikazani su vek-
tori brzine, sile i akceleracije. U srediSnjoj tocki
ne djeluje sila, pa nema ni trenutne akceleracije.
U drugim dvjema tockama moze se predvidjeti na
koju ¢e stranu sila zakrenuti putanju, a uz to moze
povecati (ili smanjiti) iznos brzine do sljedeée vrlo
bliske tocke.

Kada crtezom prikazujemo primjenu jednadzbe
(2.5) na gibanje tijela, mogu se nacrtati vektori sila
i akceleracija u raznim trenucima kao na slici 2.5.
U svakom od tih trenutaka tijelo ima neku brzinu
koja je nuzno tangencijalna na putanju tijela. No,
akceleracija tijela u tome trenutku nije ni u kakvoj
vezi s trenutnom brzinom. Ona ovisi isklju¢ivo o
tome djeluje li u tome trenutku sila na tijelo, ili ne.
Ako sila ne djeluje, nema ni akceleracije. To znaci
da se brzina ne mijenja, a putanja tijela se nastavlja
u smjeru brzine. Ako pak sila djeluje, onda tijelo
ima akceleraciju u tom istom smjeru, te ¢e mu se
brzina promijeniti.

Na slici 2.4 smo pokazali kako se primjenom dru-
goga Newtonova zakona u obliku jednadzbe (2.3)
moze postupno utvrdivati putanja tijela. To je
lako izvedivo jer jednadzba (2.3) izravno daje pro-
mjenu relevantne veli¢ine. S druge strane, alter-
nativni zapis drugoga Newtonova zakona u obliku
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jednadzbe (2.5) sadrzi samo trenutne vrijednosti,
te se ne moze izravno primijeniti za odredivanje
putanje. Problem odredivanja putanje moze se
rijeSiti tako da se najprije izrac¢una promjena br-
zine tijela putem poznatog izraza dv = ddt u ko-
jemu jos treba uvaziti da je akceleracija @ odredena
jednadzbom (2.5). Rezultirajuéu promjenu brzine
di = (F/m)dt valja zbrojiti na trenutnu brzinu @
da bi se dobila nova brzina ¥ + dv' na kraju vre-
menskog intervala dt. Ocito je to nacin kojim se
vra¢amo na ve¢ opisani postupak na slici 2.4, pa ga
nema potrebe ponavljati.

Zakljuc¢imo ovaj uvodni prikaz drugoga Newto-
nova zakona podsje¢anjem na to da se radi o ak-
siomu, tj. tvrdnji koju prihva¢amo jer nam se
¢ini o¢itom, te ne trazimo dokaza. Uistinu, drugi
Newtonov zakon ne mozemo eksperimentalno do-
kazati, odnosno provjeriti njegovu valjanost, jer
nema nacina kako bismo neovisno izmjerili silu i
masu tijela. O tome ¢e jo§ biti rije¢i u raspravi o
meduovisnosti Newtonovih zakona.

2.2.3 Treéi Newtonov zakon

Tre¢i Newtonov zakon gibanja u izvornome obliku

glasi®:

Akciji se uvijek suprotstavlja jed-
naka reakcija; ili, djelovanja dvaju
tijela jedno ma drugo uvijek su jed-
naka po iznosu i usmjerena na Ssu-
protne strane.

Matematicki se ovaj zakon moze napisati u obliku

Fap = —Fga (2.6)

gdje dogovorno uzimamo da Fap (skra¢eno od
FAna B) oznacava silu kojom tijelo A djeluje na ti-
jelo B, a Fpa (skrac¢eno od F5na A) predstavlja silu
kojom tijelo B djeluje na A.

Napomena: Mogué je i dogovor s obrnutim re-
doslijedom indeksa, te se i takav susrece u li-
teraturi. Tada se npr. sila kojom A djeluje na
B pise kao Fga (skra¢eno od ﬁnaBodA)~ Mi
¢emo se drzati prethodno navedenog dogovora
po kojemu se u indeksima najprije obiljezava

14 Actioni contrariam semper et equalem esse reactionem:
sive corporum duorum actiones in se mutuo semper esse equ-
ales et in partes contrarias dirigi.
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tijelo koje djeluje silom, a zatim ono na koje ta
sila djeluje jer se tim slijedom obi¢no usmeno
izrazavamo, pa se lako pamti.

Ovaj je zakon u prvome redu vazan po tome $to
utvrduje da se sila uvijek pojavljuje kao medudje-
lovanje dvaju tijela. Ako se pazljivo osvrnemo una-
trag, mozemo uociti da se do sada govorilo o sili
kao vanjskom djelovanju na tijelo, no nigdje nije
bilo receno otkud to djelovanje moze doéi. Treéim
Newtonovim zakonom se utvrduje da djelovanje na
neko tijelo ne moze postojati samo po sebi, tj. ne
moze dolaziti ni iz ¢ega, nego mora postojatii drugo
tijelo.

Nadalje, tre¢i Newtonov zakon utvrduje postoja-
nje simetrije u medudjelovanju. Veoma je zanim-
ljivo malo dublje razmotriti problem medudjelova-
nja dvaju tijela. Ako je za djelovanje na neko ti-
jelo nuzno postojanje drugog tijela, onda je logi¢no
ocekivati da postoji i neko uzvratno djelovanje pr-
vog tijela na to drugo. No, pitamo se mora li
ono biti simetricno. Tu ¢ée nas svakidaSnje iskus-
tvo Cesto navesti na krivi zakljucak.

Temeljem iskustva, rekli bismo npr. da jaci
c¢ovijek moze djelovati ve¢om silom na slabijega,
nego $to slabiji moze na jacega. Recimo da se nad-
metanje vodi u obostranom natezanju konopca kao
Sto je prikazano na slici 2.6a, gdje obojica stoje na
travnatoj povrSini. Ocekujemo da ée jaci Govjek
nadvladati i potegnuti k sebi i konopac i slabijeg
covjeka s njim. Iz toga bi veéina ljudi zakljucila da
je jaci covjek djelovao ve¢om silom na slabijega.

Medutim, ako se nadmetanje izvede tako da jaci
covjek stoji na glatkoj i veoma klizavoj povrsini
zaledenog jezerca, dok slabiji stoji na travnatoj
povrsini blizu ruba jezerca (slika 2.6b), rezultat
¢e biti sasvim drugaciji nego prije. Kolikogod se
jaki covjek trudio i povla¢io konopac, njegovo ¢e se
tijelo klizati prema rubu jezerca gdje stoji slabiji
covjek. Sto se slabijeg ¢ovjeka tiGe, on se ne ée ni
pomaknuti s mjesta, a moze ¢ak i koracati unatrag
povlageéi i konopac i jaceg ¢ovjeka. Ovdje nam se
brzo srusila teorija o tome kako jac¢i uvijek nadv-
lada slabijega. Ocito je da osim sila kojima obo-
jica potezu konopac, moramo uzeti u obzir i trenje
s podlogom. O tome ¢e jos biti rasprave kasnije,
a za sada mozemo samo konstatirati da ni nakon
ovog pokusa ne mozemo reéi koji je od njih dvojice
povlacio konopac ve¢om silom.
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Slika 2.6: Nadmetanje u povlacenju konopca
izmedu slabijeg covjeka A i jaceg covijeka B. (a)
Obojica stoje na travnatoj povrsini gdje trenje igra
veliku ulogu. (b) Jaci covjek stoji na klizavoj le-
denoj povrsini. (c¢) Obojica su na klizavoj ledenoj
povrsini gdje je trenje gotovo zanemarivo.

Da bismo konacno ustanovili pravi odnos medu
silama dvojice ljudi, uklonimo vanjske utjecaje kao
§to je trenje tako da obojicu postavimo na glatku
zaledenu povrsinu kao na slici 2.6c. Kada oni po¢nu
povlaciti konopac, opaza se da se obojica pomicu
(klize) jedan prema drugome. Stovise, moguée je
ponavljati pokus tako da samo jedan od njih povlaci
konopac, a drugi ga npr. veze sebi oko pojasa. Re-
zultat pokazuje da se u svakome slucaju obojica
pomic¢u (klize) jedan prema drugome. Veéina ljudi
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ima neko iskustvo s klizavim povr§inama, te ih ova-
kav ishod pokusa ne iznenaduje. Mozemo zakljuciti
da u svakome slucaju postojii jedna i druga sila jer
bi inace jedan od dvojice ljudi mirovao. No, to nam
jos uvijek ne daje eksperimentalni odgovor na pita-
nje o odnosu sila dvojice ljudi.

Tre¢i Newtonov zakon je takoder aksiom, tj.
tvrdnja koju prihva¢amo bez dokaza, a to znaci i
bez moguénosti eksperimentalne provjere njegove
istinitosti. Prihvatimo, dakle, da su dvije sile jed-
nake po iznosu, a u sljede¢oj ¢emo raspravi poka-
zati da taj aksiom ipak nije proizvoljan, a jos manje
besmislen.

2.2.4 Rasprava o uzajamnoj ovisnosti
Newtonovih zakona

Prema prvome Newtonovu zakonu, stanje mirova-
nja tijela, ili stanje jednolikog gibanja po pravcu,
nuzno opstaju ukoliko nema djelovanja vanjskih
sila. No, pitamo se kako mozemo biti sigurni da
u danim okolnostima uistinu ne djeluju sile na pro-
matrano tijelo.

Pokusajmo razrijesiti ovaj problem pozivanjem
na tre¢i Newtonov zakon. Naime, po tome zakonu,
sila predstavlja medudjelovanje dvaju tijela. Od-
mah mozemo doéi na zamisao da bismo uvjete, u
kojima nema vanjskog djelovanja na neko tijelo,
mogli ostvariti ukoliko drugih tijela ne bi ni bilo, pa
bi promatrano tijelo bilo jedino u svemiru. Kada
bismo jos mogli u toj zamisljenoj situaciji eksperi-
mentalno ustanoviti da tijelo trajno miruje, ili se
giba jednoliko po pravcu, imali bismo dokaz za va-
ljanost prvoga Newtonova zakona.

Medutim, postavlja se pitanje kako bismo mje-
rili gibanje tog tijela kada bi ono bilo jedino u sve-
miru. Ako ne mozemo ukazati na nesto odredeno
naprama Cemu se tijelo giba, onda postaje sasvim
neodredeno giba li se tijelo ili ne. U formalnom
smislu, polozaj tijela uvijek odredujemo u odnosu
prema odabranom ishodistu O. No, ako nema ba-
rem jos jednog tijela, ne znamo kako odrediti gdje
je ishodiste O, te miruje li ono za vrijeme mjere-
nja. Tu zamisao moramo, dakle, odbaciti kao ne-
uspjesnu.

Cim imamo sustav od vise tijela, nemamo apso-
lutnu sigurnost da na promatrano tijelo ne djeluju
neke vanjske sile. S druge pak strane, ako ponovo
razmislimo o Galileijevim pokusima s gibanjem ku-
glice na glatkoj horizontalnoj podlozi, ¢ini nam se
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razumnim ako kazemo da su vanjske sile kompenzi-
rane tako da nema rezultantne sile na kuglicu. To
ne mozemo dokazati, ali nam se ipak ¢ini razum-
nim. S tim mislima, prihva¢amo prvi Newtonov
aksiom kao tvrdnju koju ne mozemo dokazati, ali
je proglasavamo istinitom jer nam to razum nalaze.

Kratko o inercijalnim i neinercijalnim
referentnim sustavima

Postoji jos jedan vazan problem u primjeni prvoga
Newtonova zakona. Postavimo horizontalnu ravnu
plo¢u u prostrani vagon koji se giba po ravnoj pruzi
i pratimo moguce gibanje kuglice na toj ploc¢i. U tu
svrhu odredimo neku to¢ku na ploéi kao ishodiste O
koordinatnog sustava. Istodobno zamislimo jedno
drugo ishodiste O" na Zemlji pokraj pruge.

Ako vlak putuje stalnom brzinom u odnosu
prema povrsini Zemlje, pokusi ¢e pokazati da ku-
glica, koju postavimo na horizontalnu plo¢u na ne-
kom mjestu u odnosu prema ishodistu O, te ju pus-
timo slobodnu, nastavlja mirovati na tome mjestu
sve dok neko vanjsko djelovanje to stanje ne pro-
mijeni. Ista kuglica ¢e ustrajati u jednolikom giba-
nju po pravcu (brzinom gibanja vlaka) ako se gleda
iz pozicije ishodista O’ na Zemlji pokraj pruge.
Ocito je da ovi pokusi pokazuju suglasnost s pr-
vim Newtonovim zakonom. On se, dakle, moze pri-
mjenjivati bilo tako da gibanje kuglice mjerimo u
odnosu prema ishodistu O’ koje je ¢vrsto vezano
uz povrsinu Zemlje, ili prema drugom ishodistu O
koje se giba jednoliko po pravcu u odnosu prema
ishodistu O'.

Sasvim drugacija situacija nastupa kada se vlak
usporava. Kuglica koju postavimo na horizontalnu
plo¢u i pustimo ju slobodnu, ne ¢e ostati u sta-
nju mirovanja u odnosu prema ishodistu O, nego
¢e se sama od sebe pokrenuti prema prednjem di-
jelu vagona, tj. u smjeru trenutne brzine vlaka.
Ako se vlak ubrzava, kuglica ¢e se sama od sebe
pokrenuti u suprotnom smjeru. Ovaj je rezultat
dovoljan da utvrdimo kako se prvi Newtonov zakon
ne smije primjenjivati u sluéaju kada polozaj tijela
odredujemo prema ishodistu O koje trenutno mi-
jenja svoju brzinu gibanja u odnosu prema onome
ishodistu O" koje miruje na Zemlji.

Navedena opazanja mogu se dopuniti jo§ drugima
i vode na opseznu raspravu kojoj ¢e biti posveéeno
cijelo poglavlje 4. Ovdje ne zelimo previse skretati s
teme o meduovisnosti Newtonovih zakona, pa ¢emo
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samo navesti neka pravila. Svaki koordinatni sus-
tav, u kojemu se opaza suglasnost s prvim Newto-
novim zakonom, naziva se inercijalni referentni sus-
tav. S druge strane, svaki koordinatni sustav u ko-
jemu se opaza nesuglasje s prvim Newtonovim za-
konom, naziva se neinercijalnim referentnim susta-
vom. Radi jasnoce, recimo da se pod opazanjem gi-
banja u nekom referentnom koordinatnom sustavu
misli na mjerenje gibanja tijela u odnosu prema is-
hodistu toga koordinatnog sustava.

Referentni sustav kojemu je ishodiSte vezano uz
povrs§inu Zemlje predstavlja pribliZno inercijalan
sustav. To znaci da je odstupanje od prvoga Newto-
nova zakona vrlo maleno i moze se opaziti samo u
iznimno preciznim mjerenjima. Isto vrijedi i za bilo
koji referentni sustav kojemu se ishodiste giba jed-
noliko po pravcu u odnosu prema nekoj tocki na
povrsini Zemlje. O izboru idealnoga inercijalnog
sustava bit ¢e rijec¢i u poglavlju 4.

Neinercijalni referentni sustav je bilo koji koor-
dinatni sustav za kojega mozemo utvrditi da se
njegovo ishodiste pomice nekom trenutnom akce-
leracijom u odnosu prema ishodistu nekog inerci-
jalnog sustava. U tome slucaju, ishodiste neiner-
cijalnog sustava ima trenutnu akceleraciju i prema
ishodistima svih drugih inercijalnih sustava.

O odnosu prvoga i drugoga Newtonova
zakona

Dok smo uvodno raspravljali o prvome i drugome
Newtonovu zakonu, imali smo na umu podjelu na
prirodno i nasilno gibanje u Aristotelovom smislu
rijeCi. Stoga nam se ¢inilo nuznim da se svako od tih
gibanja utvrdi posebnim zakonom. Medutim, kada
ve¢ imamo napisan drugi zakon u matematickom
obliku (jednadzba (2.5)), odmah mozemo uo¢iti da
za F = 0 dobivamo @ = 0, tj. brzina se ne mi-
jenja (U = konst.). Dakle, formalno se dobiva
prvi Newtonov zakon kao poseban slucaj drugoga
Newtonova zakona, pa se namece pitanje jesu li ta
dva zakona neovisna i jesu li nam oba potrebna kao
aksiomi.

Problem je znatno slozeniji nego $to se na prvi
pogled ¢ini. Drugi Newtonov zakon smije se primje-
njivati samo na gibanja koja promatramo u inerci-
jalnom sustavu, tj. kada kinematicke veli¢ine tijela
mjerimo u odnosu prema ishodistu tog inercijalnog
sustava. Uzmimo primjer gibanja kuglice niz vrlo
blagu kosinu postavljenu unutar prostranog vagona
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vlaka koji se giba po ravnoj pruzi. Gibanje kuglice
mjerimo u odnosu prema ishodistu O koje se nalazi
npr. na vrhu kosine. Ako vlak miruje ili se giba
konstantnom brzinom, izmjerena akceleracija ku-
glice imat ¢e uvijek istu vrijednost. Tada smijemo
primjenjivati drugi Newtonov zakon. Medutim, ako
mjerenje obavljamo dok vlak koc¢i, rezultat za ak-
celeraciju ¢e nam ispasti drugaciji. Stovise, rezul-
tati ¢e ovisiti o naglosti kocenja vlaka. U takvim
uvjetima drugi Newtonov zakon ne smijemo upo-
trebljavati.

O promatranju gibanja u neinercijalnom sustavu,
gdje ne vrijedi drugi Newtonov zakon, raspravljat
¢emo jos potanko u poglavlju 4. Ovdje samo zelimo
istaknuti da su oba Newtonova zakona potrebna.
Prvim Newtonovim zakonom odredujemo je li neki
referentni sustav inercijalan ili ne. Tek kada ut-
vrdimo da je doti¢ni referentni sustav inercijalan,
mozZemo u njemu primjenjivati drugi Newtonov za-
kon.

Sto se tice treéega Newtonova zakona, njegova
valjanost ne ovisi o izboru referentnog sustava u
kojemu promatramo tijela i odnose medu njima.

Povezanost drugoga i trecega Newtonova
zakona

Vidjeli smo da drugi Newtonov zakon ukljucuje
masu i silu, a znacenje tih veli¢ina opisano je u
prethodnim definicijama. Medutim, da bismo ih
mogli prihvatiti kao fizikalne veli¢ine potrebno nam
je utvrditi postupak njihova mjerenja i jedinice za
mjerenje . Ono Sto u nacelu znamo mjeriti jest ak-
celeracija tijela. No, to je tek jedna od triju veli¢ina
u jednadzbi (2.5) koja izrazava drugi Newtonov za-
kon. Sigurno je da se iz jedne jednadzbe ne mogu
odrediti masa i sila kao dvije nepoznanice.

Problem mozemo poceti rjesavati ako primije-
nimo istodobno drugi i tre¢i Newtonov zakon.
Zgodno nam je nastaviti razmatranje jakog i slabog
covjeka koji se uzajamno privlace na savrseno kliza-
vom ledu kao na slici 2.6c. Pretpostavimo sada da
su nam u takvim pokusima dostupni instrumenti za
mjerenja polozaja tijela i vremena, te da mozemo
eksperimentalno odrediti u danom trenutku akce-
leraciju @4 covjeka A i trenutnu akceleraciju dp
¢ovjeka B. Napravimo omjer apsolutnih vrijednosti
ovih akceleracija

Fpa Fyu
aA:aB:mL;‘:m—BB (2.7)
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gdje smo primijenili drugi Newtonov zakon po ko-
jemu akceleraciju @4 uzrokuje sila Fpga ko ja djeluje
na tijelo mase m4, te analogno za tijelo B.

Ako primijenimo sada i treéi Newtonov zakon,
otvara nam se moguc¢nost velikog napretka u rjesa-
vanju problema nepoznanica. Naime, uz jednakost
iznosa sila Fp4 = Fap, jednadzba (2.7) daje

(:LA:aB:L:L (2.8)
ma Mmp
Ova nam jednadzba omogucéuje da iz mjerenih ak-
celeracija odredimo omjer masa dvaju tijela. Po-
trebno je jo$s napraviti samo jedan korak da bismo
kona¢no mogli odredivati mase pojedinih tijela.

Prisjetimo se da smo za odredivanje duzina i
vremenskih intervala morali dogovorno odrediti je-
dinice za mjerenje. To isto vrijedi i za mjerenje
mase. Masa, naime, nije izvedena fizikalna veli¢ina,
tj. ona se ne izvodi iz ranije utvrdenih temelj-
Masa je kvalita-
tivno potpuno nova fizikalna veli¢ina, koja stoga
spada takoder u osnovne wveli¢ine. Za nju dogo-
vorno utvrdujemo dimenziju i jedinicu za mjerenje.

nih veli¢cina duzine i vremena.

Dimenzija i jedinica za mjerenje mase. Oz-
naka za dimenziju mase je [M]. Jedinica za mje-
renje mase u SI je kilogram (1kg). Na Generalnoj
konferenciji za utege i mjere odrzanoj 1899. godine
u Parizu, dogovorno je odredeno da masu od 1lkg
ima valjak nacinjen od legure platine i iridija, koji
se ¢uva u Medunarodnom uredu za utege i mjere u
Sévresu pokraj Pariza.

Napomena: Kada pomisljamo na uteg koji ima
masu od 1kg, moramo znati da nam pri tome
nije vazna koli¢ina tvari tog tijela, nego nje-
govo svojstvo inercije. Masa od 1kg je mjera
inercije koju taj uteg ima, odnosno mjera za
njegovo svojstvo odupiranja promjeni brzine,
kada i ukoliko se takav pokus radi.

Kada je jednom utvrdeno tijelo koje ima masu od
1kg, mozemo u nacelu zamisliti postupak mjerenja
masa svih ostalih tijela. Izvodenjem pokusa nalik
gore opisanome, s time da je jedno od tijela ono
kojemu masa iznosi 1kg, dobivamo jednadzbu (2.8)
s masom drugog tijela kao jedinom nepoznanicom,
pa je mozemo lako rijesiti. Razumije se, kada jed-
nom odredimo masu nekog tijela, mozemo ga dalje
upotrebljavati umjesto utega od 1lkg u postupcima
mjerenje masa drugih tijela.
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Napomena: Cesto se ¢uje da je mase tijela mo-
guce odrediti vaganjem. Kod vaganja se radi
o gravitacijskom svojstvu tijela o ¢emu ¢e biti
govora u sljede¢em poglavlju 3. Ovdje govo-
rimo o masi kao o mjeri za tromost tijela pa
moramo navesti pokuse u kojima se ocituje
upravo to svojstvo.

Postupak mjerenja sile

Vracajuéi se jos jednom na opisani pokus s jakim
i slabim ¢ovjekom na savrSeno klizavom ledu, vi-
dimo da je mjerenjem akceleracija moguce odrediti
samo masu jednog od njih i to ukoliko je masa onog
drugog veé¢ poznata. Pocetna zamisao da se utvrdi
odnos sila kojima djeluju jaki, odnosno slabi ¢ovjek,
nije ostvariva. Jednakost iznosa tih sila morali smo
prihvatiti bez dokaza, tj. kao aksiom. Medutim,
kada jednom imamo odredene mase obaju tijela,
mozemo se posluziti drugim Newtonovim zakonom
i odrediti sam iznos sile

Fpa =maan (2.9)

Isto vrijedi i za drugog covjeka B. Ako smo u ne-
kom prethodnom postupku veé izmjerili njegovu
masu mp, te ako u sadasnjem pokusu odredimo
akceleraciju ap, mozemo pouzdano re¢i da je na
njega djelovala sila Fap = mpap, prema analogiji
s jednadzbom (2.9).

Napomena: Jednadzbu (2.9) ne smijemo shvatiti
kao uzro¢no posljedi¢nu formu zapisa, tj. sila
Fpa natijelo A nije posljedica toga §to tijelo A
ima masu m4 i giba se akceleracijom a 4. Jed-
nadzba (2.9) samo sluzi za izracunavanje sile
ako je poznata masa tijela i izmjerena negova
akceleracija.

Konaéno smo dosli do postupka mjerenja sila.
Podsjetimo se, sila je definirana kao bilo koje dje-
lovanje koje uzrokuje promjenu koli¢ine gibanja ti-
jela. Time nije rec¢eno otkud potjece to djelovanje
koje se naziva silom, niti mogu li postojati razlic¢ite
vrste sila, nego je samo utvrdena posljedica djelova-
nja sile na tijelo. Drugim rije¢ima, ako ustanovimo
da se promijenila koli¢ina gibanja tijela, uzimamo
to kao dokaz da je na tijelo izvrSeno neko djelo-
vanje koje nazivamo silom. U svrhu kvantitativnog
odredivanja te sile, moramo poznavati masu tijela iz
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nekog prethodnog mjerenja, te u aktualnome mjere-
nju odrediti akceleraciju tijela. Jednadzba F' = mda
daje nam rezultat mjerenja sile.

Dimenzija i jedinica za silu. Sila je ocito izve-
dena fizikalna veli¢ina. Njena dimenzija se izvodi iz
jednadzbe F = md koja daje [F] = [MLT2. Je-
dinca za mjerenje sile dobila je posebno ime 1 njutn
(IN) u cast Isaaca Newtona. Kazemo da je sila od
jednog njutna ona sila koja tijelu s masom od 1kg

daje akceleraciju od 1ms™2.

Napomena: Cesto se kaze da silu mozemo izmje-
riti dinamometrom. Kada bi to bio neovisan
nacin mjerenja sila, mogli bismo zamisliti pos-
tupak u kojemu izmjerimo najprije masu m ti-
jela, zatim u situaciji kada na to tijelo djeluje
neka sila izmjerimo akceleraciju @ koju to tijelo
poprimi, a usput dinamometrom izmjerimo i
silu F koja je djelovala na tijelo. Mnozenjem
izmjerenih veli¢ina m i @ dobivamo vrijednost
za silu F u skladu s drugim Newtonovim zako-
nom. No, imali bismo i neovisno mjerenje sile
pomoc¢u dinamometra, te bi nam cijeli postu-
pak omoguéio usporedbu rezultata za silu, a to
bi znaéilo da je moguée eksperimentalno pro-
vjeravanje drugoga Newtonova zakona.
Iznesena zamisao nije nimalo utemeljena. Sila
je, naime, izvorno definirana Newtonovim za-
konima, a u njima nema ni spomena o di-
namometru. Prema tome, silu moZemo neo-
visno izmjeriti samo putem gore opisanog pos-
tupka mjerenja mase m tijela i akceleracije
a koju tijelo dobiva. Tek tako odredena sila
moze posluziti da se bazdari neki dinamome-
tar. Bilo bi besmisleno tako bazdareni dina-
mometar kasnije upotrijebiti za provjeru valja-
nosti drugoga Newtonova zakona kada je nje-
govo bazdarenje izvedeno upravo na temelju
ve¢ prihvaéene valjanosti tog istog zakona.

Uvjerljivost trecega Newtonova zakona

Mnogi su spremni prihvatiti na rije¢ima treci
Newtonov zakon, ali u njega intuitivno ne vjeruju.
Radi se o aksiomu kojega bismo trebali prihvatiti
bez dokaza, ali trebao bi nam ipak biti toliko ocit
da ga razum potpuno prihvati. Ovome problemu
vrijedi posvetiti jo§ paznje.

Razmotrimo primjer u kojemu c¢ovjek rukom
upire u zid (slika 2.7a). Prema treéemu Newto-
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novu zakonu, morao bi i zid djelovati na ¢ovjeka si-
lom koja je jednaka po iznosu, ali suprotnog smjera
od one prve. Uistinu, ¢ovjek osjeéa na svojim pr-
stima pritisak zida i to je vlastiti dozivljaj posto-
janja sile kojom zid djeluje na ruku. Medutim, iz
tog se dozivljaja ne moze procijeniti je li sila kojom
zid djeluje na ¢ovjekovu ruku bag jednaka po iznosu
onoj kojom ¢ovjek djeluje na zid.
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Slika 2.7: (a) Covjek upire rukom izravno u zid. (b)
List papira je umetnut tako da na njega djeluje s
jedne strane ¢ovjek svojom rukom a s druge strane
djeluje zid.

Napomena: Sto covjek jace upire u zid, to je veéa
i sila kojom zid uzvratno djeluje na ¢ovjekove
prste. Covijek je Zivo biée pa je intuitivno jasno
da moze mijenjati silu kojom djeluje na zid, no
pitanje je kako nezivi zid moze stvarati pro-
mjenljivu silu na ¢ovjeka. Na to ¢emo odgovo-
riti u sljedeé¢em poglavlju 3 gdje se razmatra
priroda sila.

U jednakost sila izmedu ¢ovjeka i zida mozemo se
ipak uvjeriti ako se oslonimo na drugi Newtonov za-
kon koji nam se ¢ini neprijepornim. Postavimo list
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papira na zid i gurajmo opet rukom preko tog pa-
pira. Lako nam je zakljuciti da je papir sada umet-
nuto tijelo (slika 2.7b). Na njega djeluje s jedne
strane sila koju stvara covjek, a s druge strane na
papir djeluje zid. Kada te dvije sile ne bi bile pot-
puno jednake po iznosu, postojala bi rezultantna
sila na list papira. Prema drugome Newtonovu
zakonu, rezultantna bi sila morala dovesti do pro-
mjene stanja mirovanja papira, no to se ne dogada,
pa posredno zaklju¢ujemo da su navedene dvije sile
potpuno jednake po iznosu i suprotnoga smjera, tj.
da vrijedi tre¢i Newtonov zakon.

Razmotrimo sada jedan primjer koji nije staticki.
Neka to bude slucaj s medudjelovanjem jakog i sla-
bog covjeka na savrseno glatkom ledu koji smo veé
ranije razmatrali. Na slici 2.8 nacrtan je joS jednom
taj isti prizor i oznacena je sila Fap kojom covjek
A djeluje na konopac k, te sila ﬁBk kojom covijek B
djeluje takoder na konopac. Oba Covjeka se primic¢u
jedan drugome ali njihove akceleracije nisu po iz-
nosu jednake, ukoliko su im mase razlicite. U tome
se slucaju i konopac pomice tako da ima neku akce-
leraciju @, koja bi trebala biti negdje izmedu akcele-
racija dvaju tjela. Nju mozemo odrediti primjenom
drugoga Newtonova zakona na konopac kao tijelo
k_gje in_r}a masu m, a na njega djeluje ukupna sila
Fy, = Fax + Fpi

By

i (2.10)

=
Kada bi sila ﬁk imala neki iznos razli¢it od nule,
a konopac bio u obliku tanke, ali ¢vrste, niti vrlo
malene mase, dobili bismo rac¢unski iz jednadzbe
(2.10) nekakvu veliku akceleraciju za konopac. No,
iz uvida u realnu situaciju, jasno je da konopac ne
moze imati ve¢u akceleraciju od ljudi koji se njime
privlace. To znaci da ukupna sila na konopac ﬁk
mora zapravo biti malena. Stovise, ako zamisljamo
da konopac ima sve manju masu (m — 0), mo-
rala bi i ukupna sila na konopac biti sve manja
(ﬁk — 0), kako bi akceleracija konopca @ odgo-
varala realnoj situaciji. Mogli bismo reéi da su u
grani¢nom slucaju tijela A i B spojena nekom niti
bez mase, ali dovoljno ¢vrstom da ne pukne. Tada
mozemo reéi da sila ﬁAk djeluje preko niti na tijelo
B, pa je oznac¢imo kao F 'Ap- Analogno i silu ﬁBk
oznaéimo kao Fy. U grani¢nom slucaju je, dakle,
ﬁAB + FBA = 0, odnosno

Fup=—Fgyu (2.11)
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Sto opet pokazuje valjanost trecega Newtonova za-
kona.
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Slika, 2.8: Prikaz u kojemu konopac smatramo

tre¢im tijelom koje ima svoju masu i moze imati
neku akceleraciju. Tek u idealizaciji u kojoj bi se
masa konopca mogla zanemariti, ali zadrzati nje-
govo svojstvo ¢vrstoce, mogli bismo smatrati ko-
nopac samo posrednikom u prijenosu sile jednog
covjeka na drugog.

Napomena: Pojam Cvrstoce konopca ili neke niti,
te sila koje se pritom javljaju, razmotrit ¢emo
detaljnije u sljede¢em poglavlju 3.

Korisno je jo§ razmotriti slucaj sudara teskog i
laganog tijela, npr. kamiona i malenog automo-
bila. Intuitivno bi ljudi rekli da je u trenutku sraza
tesko tijelo djelovalo veéom silom na lagano, nego
lagano tijelo na tesko. Taj je dojam zasnovan na
iskustvu sa slucajevima u kojima su se prije su-
dara oba tijela gibala podjednakim brzinama jedno
prema drugome. U srazu se tada primjeéuje da teze
tijelo potisne lakSe i oba se nastave gibati u smjeru
tezega dok ih trenje ne zaustavi. Takva je situacija
prikazana na slici 2.9.

Cinjenica da tesko tijelo potisne lakse u primjeru
na slici 2.9, nije dokaz da je djelovalo ve¢om silom.
U to se mozemo uvjeriti ako pokus izvedemo tako
da tesko tijelo miruje a lagano nalijece na njega kao
na slici 2.10. Bez obzira na brzinu nalijetanja, la-
gano Ce tijelo potisnuti teze u smjeru svoga gibanja.
Kada bi se potiskivanje uzimalo kao kriterij, ispalo
bi da je sada lakse tijelo djelovalo veéom silom.

Umjesto razmatranja dvaju razli¢itih sudara,
mozemo naciniti opazanje jednog jedinog sudara,
ali tako da obavimo dvostruka mjerenja, jedno
sa stajaliSta referentnog sustava s ishodistem O’
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Slika 2.9: (a) Vozila razli¢itih masa imaju jednake
brzine u kretanju jedno prema drugome. (b) U
srazu se vozila djelomi¢no deformiraju i zajedno do-
biju neku brzinu u smjeru koji je imalo vozilo vece
mase. Ubrzo se zbog trenja zaustave.

prema kojemu se oba tijela prije sraza gibaju jed-
nakim po iznosu brzinama ali u suprotnim smje-
rovima, te drugo sa stajalista referentnog sustava s
ishodistem O” prema kojemu prije sraza tesko tijelo
miruje, a samo se lagano tijelo giba. Gledajudi iz
ishodista O tesko ¢e tijelo potisnuti lagano, a gle-
dajudi iz 0" lagano ¢e tijelo potisnuti tesko. Buduéi
da se radi o jednom te istom sudaru, ne mozemo pri-
hvatiti istodobno dvije opre¢ne tvrdnje o silama, tj.
da tesko tijelo djeluje ve¢om silom na lagano, te da
lagano tijelo djeluje veéom silom na tesko. Ocito
je da prizor potiskivanja ovisi o izboru referentnog
koordinatnog sustava iz kojega se gleda, te ne pred-
stavlja dokaz o vecoj ili manjoj sili.

Moramo se opet podsjetiti da je sila u Newto-
novoj fizici definirana kao uzrok promjene koli¢ine
gibanja, a tu veli¢inu ne mozemo izravno pratiti u
slikama 2.9 1 2.10. Preostaje nam vjerovati da je ti-
jekom sraza promjena koli¢ine gibanja teskog tijela
jednaka po iznosu ali suprotnoga smjera od pro-
mjene koli¢ine gibanja laganoga tijela. O tome ce
jos biti rijeci kasnije u Sestom poglavlju ove knjige.
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Slika 2.10: (a) Vozilo veée mase miruje dok vozilo
manje mase nalije¢e na njega nekom brzinom. (b)
U srazu nastaje deformacija vozila i zajednicki po-
mak u smjeru koji je imalo vozilo manje mase.

Zakljucak o meduodnosu Newtonovih
zakona

Tako formulacije Newtonovih zakona izgledaju na
prvi pogled vrlo jednostavne, vidjeli smo da cjelo-
vita analiza pokazuje neocekivanu slozenost. Svaki
od tih zakona ima aksiomatski karakter jer ga se
ne moze dokazati, ali kada se kombinirano pri-
mijenjuju u nekoj eksperimentalnoj situaciji, do-
biva se uvijek medusobna suglasnost i ispravno
predvidanje dogadaja.

Prvi Newtonov zakon nam sluzi za utvrdivanje
inercijalnog referentnog sustava, tj. nalazenja is-
hodista O u odnosu prema kojemu ¢emo odredivati
gibanje promatranih tijela. Tek tada smijemo
primjenjivati drugi Newtonov zakon. Konzistent-
nost rezultata u primjeni drugoga Newtonova za-
kona postizemo ako unaprijed prihvatimo valja-
nost trecega Newtonova zakona. No isto tako,
uvjerljivost tre¢ega Newtonova zakona ne mozemo
posti¢i bez prethodnog prihvacanja valjanosti dru-
goga Newtonova zakona.

Sredi$nji pojmovi u Newtonovim zakonima su
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masa i sila. Masa je mjera za inerciju tijela i kao
takva se pojavljuje u drugome Newtonovu zakonu.
Medutim, masu tijela nije mogucée kvantitativno
odrediti primjenom tog zakona ukoliko nije poz-
nata sila, a silu odreduju drugi i treé¢i zakon u za-
jednistvu. Za valjanu provedbu cijeloga postupka
neophodno je prethodno utvrditi da sva mjerenja
izvodimo u odnosu prema ishodistu nekog inercijal-
nog referentnog sustava, a za provjeru da se uistinu
radi o inercijalnom sustavu sluzi nam prvi Newto-
nov zakon.

Kao sto vidimo, Newtonovi su zakoni ispreple-
teni. Za pravilnu interpretaciju nekog gibanja,
ili za odredivanje relevantnih veli¢ina, nuzna su
sva tri zakona. Ujedno mozemo re¢i da je pri-
hvac¢anje valjanosti tih triju zakona dovoljno za opis
i objasnjenje svih pojava u mehanici. Zato kazemo
da se radi o Newtonovoj aksiomatskoj cjelini.

2.3 Dinamika jednog
promatranog tijela
u okolini

U realnome svijetu nalazi se mnostvo tijela od kojih
neka miruju, a neka se gibaju u odnosu na odabrani
referentni koordinatni sustav. Istodobno pracenje
svih tijela veoma je slozeno, a najcesSCe nije niti
potrebno jer paznju usmjeravamo samo na giba-
nje jednog odabranog tijela. Tada se problem po-
jednostavljuje tako da sveukupni sustav tijela for-
malno podjelimo na promatrano tijelo i skup svih
ostalih tijela koji nazivamo kratkim imenom oko-
lina. Izmedu promatranog tijela i okoline moze
postojati jedno ili vise medudjelovanja, tj. uza-
jamnih sila. Buduéi da nas interesira samo giba-
nje promatranog tijela, uzimamo u obzir samo sile
kojima okolina djeluje na to tijelo. Razumije se,
za svaku od tih sila postoji i sila reakcije prema
treéemu Newtonovu zakonu, tj. djelovanje proma-
tranog tijela na okolinu, no te nas sile reakcije sada
ne zanimaju jer ne promatramo gibanja tijela koja
¢ine okolinu.

Razmotrit ¢emo najprije slucaj slobodnog pada
tijela koje je ispusteno s neke visine, a zatim
slucajeve vertikalnog i kosog hica. Tijekom takvih
gibanja, promatrano tijelo nije u dodiru s bilo kojim
tijelom iz okoline, te na njega djeluje samo jedna
sila iz okoline, a to je sila kojom Zemlja privlaci pro-

matrano tijelo. Kasnije ¢emo obraditi neke jednos-
tavnije primjere gibanja u kojima na promatrano
tijelo djeluje vise sila iz okoline.

2.3.1 Slobodan pad tijela

Slobodan pad raznih tijela spada u svakodnevna
zbivanja i dobro je poznat covjekovu iskustvu.
Prema Aristotelovoj fizici, na tijelo u slobodnom
padu ne djeluje nikakva sila jer tijelo pritom nije
u dodiru s bilo kojim drugim tijelom, pa nema gu-
ranja ili vuce kao jedino priznatih oblika sile. Na-
suprot tome, u Newtonovoj fizici je samo jednoliko
gibanje po pravcu ono koje se odvija bez djelovanja
sile. Svakome je iz iskustva poznato da tijelo koje
slobodno pada poveéava svoju brzinu tijekom pada,
pa je nuzno zakljuciti da na njega djeluje neka sila,
iako nije u dodiru s nekim drugim tijelom. Newton
je smislio rjesenje tako sto je ustvrdio da na tijelo
djeluje Zemlja nekom privla¢nom silom koju je na-
zvao gravitacijom. Ta sila djeluje na daljinu, tj.
cak i kada nema dodira izmedu Zemlje i tijela. O
njenoj prirodi bit ée rijeci u sljede¢em poglavlju 3.

Na slici 2.11a prikazano je tijelo mase m koje je
pusteno da slobodno pada s visine h iznad neke
razine na povrsini Zemlje. Gravitacijska sila je
oznacena kao ﬁg i usmjerena je prema Zemlji. Is-
hodiste referentnog koordinatnog sustava mozemo
postaviti bilo gdje, no matematicku jednostavnost
postizemo ako se ishodiste O postavi na povrsinu
Zemlje ispod mjesta gdje je tijelo bilo u trenutku
ispustanja. Os z postavimo duz povrsine Zemlje, a
os y vertikalno uvis.

Buduéi da na tijelo djeluje konstantna sila 15"9,
ono mora imati konstantnu akceleraciju odredenu
drugim Newtonovim zakonom

fy
m

= (2.12)
Zbog razloga koji ¢e biti objasnjeni u sljede¢em po-
glavlju 3, iznos gravitacijske sile ﬁg na neko tijelo
uvijek je proporcionalan masi m tog tijela. Stoga
je akceleracija @ u jednadzbi (2.12) jednaka za sva
tijela i oznacava se dogovorno simbolom §.

Gibanje uz konstantnu akceleraciju je jednoliko
ubrzano. U odjeljku 1.3 izveli smo izraz za br-
zinu (jednadzba (1.50)) i prevaljeni put (jednadzba
(1.53)) kod takvog gibanja

v(t) = at + vy (2.13)
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1
s(t) = §at2 + vot + so

Na slici 2.11a tijelo se giba duz osi y, pa ¢emo
umjesto s(t) pisati y(¢). U trenutku ¢ = 0 tijelo
se nalazilo na polozaju sg = yg = h, a pocetna br-
zina mu je bila vg = 0. Akceleracija slobodnog pada

(2.14)
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Slika 2.11: (a) Tijelo je ispusteno s visine A i slijedi
vertikalnu putanju. (b) Brzina je nula u poc¢etnome
trenutku ispustanja tijela, a zatim tijelo pada (ne-
gativna brzina) sve brze. (c) Vremenska ovisnost
visine tijela.
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g ima na osi y negativan smjer, pa u jednadzbama
(2.13) i (2.14) moramo stavljati negativnu algebar-
sku vrijednost a = —g. Tako dobivamo izraze

v(t) = —gt (2.15)

1
y(t) = —59t" + h

Za t > 0 algebarski iznos brzine u jednadzbi (2.15)
poprima negativne vrijednosti, Sto znaci da je vek-
tor brzine ¢ usmjeren duz negativnog smjera osi
y. Vremenska ovisnost brzine prikazana je na slici
2.11b.

Algebarska veli¢ina y(¢) u jednadzbi (2.16) pred-
stavlja trenutni polozaj tijela na osi y. Za t = 0 taj
je iznos jednak h, a za t > 0 smanjuje se u skladu
s negativnim predznakom u jednadzbi (2.16). Vre-
menska ovisnost polozaja tijela prikazana je na slici
2.11c.

(2.16)

2.3.2 Vertikalan hitac

Malo slozeniji slu¢aj od slobodnoga pada je verti-
kalan hitac prikazan na slici 2.12a. Tijelo je bac¢eno
uvis pocetnom brzinom #y. Nakon §to je izgubilo
kontakt s bacateljem, tijelo je slobodno, tj. nije u
dodiru s bilo kojim drugim tijelom. Ipak, brzina
bacenoga tijela stalno se smanjuje dok se ono dize
uvis, pa moramo zakljuciti da na tijelo sasvim si-
gurno djeluje neka sila koja ga zaustavlja. Radi se
o gravitacijskoj sili ﬁg koja je naznacena na slici
2.12a.

U prethodnome odjeljku 2.2 detaljno smo obradi-
vali razne slucajeve djelovanja sile na tijelo koje veé
ima neku brzinu. Tako je na slici 2.3b bio prikazan
slucaj u kojemu sila ima smjer suprotan trenutnoj
brzini tijela. Rezultat djelovanja sile je smanjivanje
brzine tijela, tj. njegovo zaustavljanje. Upravo ta-
kav primjer se ostvaruje i kod tijela koje je baceno
uvis, ali samo dotle dok tijelo jo§ uvijek ima neku
brzinu prema gore. Kada se tijelo zaustavi i krene
prema dolje, gravitacijska sila ima smjer kao i tre-
nutna brzina, pa se brzina dalje povecava (primjer
kao na slici 2.3a). Moramo uociti da je gibanje ti-
jela nakon zaustavljanja na nekoj visini identi¢no
onome koje bi tijelo izvodilo da je samo ispusteno
na toj visini, tj. u tom je dijelu identi¢no slobod-
nome padu kao na slici 2.11a.

Referentni koordinatni sustav na slici 2.12a pos-
tavljen je na isti nacin kao i u prethodnome slucaju
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Slika 2.12: (a) Tijelo je bageno uvis nekom
po¢etnom brzinom. (b) Brzina tijela se najprije
smanjuje do nule (zaustavljanje u visini), a zatim
postaje negativna (mijenja smjer prema dolje). (c)
Vremenska ovisnost visine tijela.

(slika 2.11a). Buduéi da za cijelo vrijeme gibanja
bacenoga tijela, na njega djeluje konstantna sila
ﬁg, primjenljive su jednadzbe (2.13) i (2.14), ali
s pocetnim uvjetima so = yg = 0, te nekim vg # 0

v(t) = —gt + vo (2.17)

1
y(t) = —§gt2 + vpt

Ovdje smo takoder uvrstili negativnu algebarsku
vrijednost za akceleraciju a = —g jer je sila ﬁg u
smjeru negativne osi y.

Korisno je malo analizirati gornje dvije jed-
nadzbe. Iz jednadzbe (2.17) lako mozemo odrediti
trenutak kada se tijelo zaustavilo, tj. kada mu se
brzina smanjila na nulu

(2.18)

v

0=—gth+vg = tp=— (2.19)
g

gdje nas odabrani indeks podsjeé¢a da se u tome tre-

nutku tijelo naslo na visini hA. Tu visinu lako odre-

dimo ako vrijeme t;, uvrstimo u jednadzbu (2.18)

2
(¥
2

p (2.20)

h= —%gt% + votp
Mozemo uociti da maksimalna visina do koje se
baceno tijelo uzdigne ovisi samo o pocetnoj brzini
koju je tijelo dobilo pri bacanju uvis, a ne ovisi o
masi tijela. Ako, dakle, bacimo tijelo velike mase
uvis jednakom brzinom kao i neko tijelo malene
mase, ona Ce dosegnuti jednake visine, a za to ce
im biti potrebno isto vrijeme t,. Sve to slijedi iz
Cinjenice da je akceleracija kod slobodnog pada g
jednaka za sva tijela, pa se masa ne pojavljuje u
gornjim jednadzbama gibanja.
1z jednadzbe (2.18) mozemo takoder odrediti tre-
nutak ¢, kada tijelo padne ponovo na mjesto odakle
je bilo baceno, tj. kada je opet na visini y = 0

1, 1
0= —§gt +ovt = t(vy — §gt) =0 (2.21)
Dobili smo kvadratnu jednadzbu koja ima dva
rjeSenja. Da bi umnozak bio jednak nuli mora je-
dan od dvaju faktora biti jednak nuli, pa su dva
rjeSenja jednadzbe
to=0 , t,=22 (2.22)
g
Formalnim matematickim postupkom dobili smo
da je tijelo bilo na visini y = 0 u trenutku ¢y kada
je baceno, te kasnije u trenutku ¢, kada je palo na
isto mjesto.
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Usporedbom rezultata u jednadzbama (2.19) i
(2.22) vidimo da je

t, = 2ty (2.23)

Ovo je vazan rezultat koji je korisno upamtiti. Gi-
banje bacenog tijela prema gore do visine h traje
jednako dugo vremena kao i naknadno padanje ti-
jela s te visine do pocetne tocke. I ovdje mozemo
naglasiti da dobivena pravilnost ne ovisi o masi ti-
jela.

Vremenska ovisnost brzine v(t) prikazana je na
slici 2.12b. U pocetnome trenutku ¢ = 0 brzina je
pozitivna algebarska veli¢ina, $to znaéci da je vektor
brzine duz pozitivnog smjera osi y. Brzina se zatim
po iznosu smanjuje i u trenutku ¢; padne na nulu.
To je trenutak kada se tijelo zaustavilo na visini h.
Nakon toga, jednadzba (2.17) daje za brzinu nega-
tivnu vrijednost, Sto je u skladu s promijenjenim
smjerom vektora brzine. U trenutku ¢, = 2t; br-
zina dosegne vrijednost v, = —wvyp, tj. pri padu tijelo
ima brzinu istoga iznosa, ali suprotnoga smjera, od
pocetne brzine kojom je bilo ba¢eno uvis.

Vremenska ovisnost prevaljenog puta dana je jed-
nadzbom (2.18) i prikazana je na slici 2.12c. Radi
se o kvadratnoj jednadzbi koja u grafickom prikazu
daje parabolu.

Napomena: Opet se moze ponoviti da parabola
na slici 2.12c¢ ne predstavlja putanju tijela.

2.3.3 Kosi hitac

Razmotrimo sada sluc¢aj opéenitog kosog hica kao
na slici 2.13a. Tijelo je baceno s visine hy pocetnom
brzinom vy. Svakome je iz iskustva poznato kako
otprilike izgleda putanja bacenog tijela (projektila),
pa je ona tako i nacrtana na slici 2.13a. Njen tocan
matematicki oblik tek ¢emo ovdje istraziti.

Nakon $to je baceno, na tijelo djeluje samo gravi-
tacijska sila ﬁg prema dolje. Ovo je slu¢aj u kojemu
sila, koja djeluje na tijelo, ¢ini neki kut prema tre-
nutnoj brzini tijela, a obradivali smo ga nacelno u
odjeljku 2.2 i posebno na slici 2.3d. Prema dru-
gome Newtonovu zakonu, djelovanje sile u vremen-
skom intervalu dt mijenja koli¢inu gibanja tijela za
dp = ﬁgdt. Ova promjena koli¢ine gibanja nastaje
u svakoj tocki putanje tijela. Buduéi da je gravita-
cijska sila ﬁg uvijek usmjerena prema dolje, to i pro-
mjena koli¢ine gibanja dp ima uvijek smjer prema
dolje. Drugim rije¢ima, horizontalna komponenta
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brzine ostaje konstantna, a mijenja se samo verti-
kalna komponenta brzine.

U takvim okolnostima, matematicki je prikladno
obraditi kosi hitac formalnim rastavljanjem tog gi-
banja na dva gibanja, duz horizontalne i vertikalne
osi. Takav smo postupak naucili u odjeljku 1.4.
Postavimo referentni koordinatni sustav kao na slici
2.13a tako da horizontalna os bude x, a vertikalna
y. Pocetnu brzinu ¢y mozemo rastaviti na kompo-
nente

Uy = 00x;+ on;' (2.24)

gdje su vp; = vgcosty i voy = vosinby, a Oy je kut
Sto ga vektor pocetne brzine ¥ ¢ini s pozitivnim
smjerom osi .

Kod formalnog rastavljanja gibanja, smatramo
da je inace jedinstveno gibanje u kosom hicu ekvi-
valentno istodobnom gibanju tijela duz osi x i duz
osi y. Kao §to je gore veé receno, sila l*:"g nema
komponente duz osi x, pa se brzina duz te osi ne
mijenja. Drugim rije¢ima, gibanje tijela duz osi z
odvija se kao jednoliko gibanje po pravcu za koje
vrijede sljedeée jednadzbe za brzinu i prevaljeni put
(2.25)

vz (t) = vop = konst.

x(t) = vyt (2.26)

Duz osi y djeluje konstantna sila ﬁg u negativ-
nom smjeru te osi, tako da tijelo ima stalnu akcele-
raciju ay = —g. Gibanje duz osi y je stoga jednoliko
ubrzano gibanje po pravcu za koje mozemo odmah
pisati

vy(t) = —gt + voy (2.27)

1
y(t) = _ith + voyt + ho (2.28)

Ove jednadzbe imaju isti oblik kao one za vertikalni
hitac (jednadzbe (2.17) i (2.18)), s time da se u
jednadzbi (2.28) pojavljuje jos i pocCetna visina hg
s koje je tijelo baceno.

Kao §to smo naucili u odjeljku 1.4, vremenske
ovisnosti kinematickih veli¢ina za gibanje u dvije
dimenzije moramo prikazivati zasebno za svaku os.
Tako u slici 2.13b prikazujemo graficki jednadzbe
(2.25) 1 (2.26) za brzinu i put duz osi z. Brzina je
konstantna dok prevaljeni put jednoliko raste, tj.
tijelo se duz osi x pomice konstantnom brzinom.
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Za gibanje duz osi y prikazujemo graficki jed-
nadzbe (2.27) i (2.28) na slici 2.13c. U trenutku
t = 0 brzina duz osi y je pozitivna, tj. jednaka
vgy. S vremenom se brzina v, linearno smanjuje,
Sto znac¢i da se tijelo sve sporije podize uvis. U
nekome trenutku brzina v, padne na nulu. To je
trenutak kada je tijelo doseglo svoju najvisu tocku.
Nakon toga, brzina v, postaje negativna algebarska
veli¢ina, koja po iznosu linearno raste, Sto znaci da
se tijelo krece sve brze duz negativnog smjera osi y.
Vremenska ovisnost prevaljenog puta ima oblik pa-
rabole jer jednadzba (2.28) predstavlja kvadraticnu
funkciju. Ona se razlikuje od parabole na slici 2.12c
po tome §to pocinje na visini hg, odakle je tijelo
baceno, a zavrSava na nizoj tocki y = 0, tj. na
razini tla gdje tijelo kona¢no padne.

Krivulje koje prikazuju vremensku ovisnost puta
na slikama 2.13b i 2.13c nisu putanje tijela u pros-
toru. Da bi se dobila putanja tijela, moraju se te
dvije krivulje razmatrati povezano, kao $to smo to
naucili u odjeljku 1.4. U bilo kojem trenutku ¢
mozemo na slici 2.13b odrediti pripadajuéi polozaj
tijela duz osi x, dok na slici 2.13c odredujemo
polozaj tijela duz osi y u tome istome trenutku.
Tako dobijemo parove vrijednosti (z(t),y(t)) koji
predstavljaju prostorne koordinate tijela u danome
trenutku, Sto odgovara slici 2.13a.

Do istog rezultata mozemo doé¢i i matematickim
postupkom ako spojimo jednadzbe (2.26) i (2.28)
tako da eliminiramo vrijeme ¢ kao zajednicku va-
rijablu. Najprije iz jednadzbe (2.26) izrazimo vri-
jeme t = x(t)/vog, te uvrstimo u jednadzbu (2.28)
i dobivamo

I () + Xa(t) + ho

- 2.29
2’[}8$ Vox ( )

y(t) =

U svakom trenutku ¢ imamo odgovarajucée vrijed-
nosti x(t) 1 y(t) koje su medusobno povezane jed-
nadzbom (2.29). Eksplicitnu ovisnost o vremenu
mozemo ispustiti, pa imamo jednostavniji zapis

g 2 Voy
=——1z"4+—x+ho 2.30
V=52 (2.30)

Ova kvadratna jednadzba predstavlja parabolu u
ravnini Oxy prikazanoj na slici 2.13a. To je ma-
tematicki oblik putanje bacenog tijela. Uocimo joS
jednom da putanja bacenog tijela ne ovisi o njego-
voj masi. Jednadzba (2.30) pokazuje da putanja
tijela ovisi jedino o visini hg s koje je tijelo bac¢eno

7
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Slika 2.13: (a) Tijelo je bageno s uzvisine hg

pocetnom brzinom #y koja ¢ini kut 6y s horizon-
talnom osi. (b) i (¢) Vremenske ovisnosti brzine i
pomaka tijela duz osi x, odnosno y.

i o pocetnoj brzini izrazenoj komponentama v, i
on.

Kao poseban slucaj, moze se razmatrati kosi hi-
tac s razine tla, tj. za hg = 0, prikazan na slici
2.14a. Zanimljivo je analizirati domet kod kosog
hica, tj. udaljenost na kojoj tijelo padne na tlo.
Ako u jednadzbi (2.30) postavimo uvjet da se tijelo
nalazi na razini tla, dobivamo
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z—ix +& = x(@——%x):o (/4
21)01, Voz Vox 2'0030 P
(2.31) 7
Iz ove jednadzbe slijede dva rjesenja . weta
2 2 \/
0=0 , mg= 20020y _ 10 i 99 (2.32) / kbuab_ca
g g 7

Prvo rjeSenje predstavlja pocetni polozaj tijela pri - SRt X7

bacanju, dok drugo rjeSenje daje domet kosoga (c_)
hica. Maksimalan domet se postize kada je sin 20 =
1, odnosno 6 = 45°.

Putanja tijela prikazana na slici 2.14a je sime-

tri¢na, pa mozemo odmah zakljuéiti da je njen mak- 4 4F - -
simum (tjeme parabole) postignut za = = x4/2. s
Uvrstavanjem te vrijednosti u jednadzbu (2.30) uz _ -7
ho = 0, lako nalazimo maksimalnu visinu tijela u A7
'
1 7
//O//,,/,,//,/////\/\':/,/_)(>
= \

) %

1
s

‘I’ }'1; P \&JDLM{Q

[0 Ea %(X) Slika 2.14: (a) Putanja u kosom hicu s razine tla.
Domet hica je z4. (b) Razlaganje gibanja prema
A e vektorskoj jednadzbi (2.34). (c) IspuStanje tijela
Qs T T X T x (mete) iz raznih polozaja na pravcu pocetne br-
(o) zine kuglice (projektila). (d) Slucaj kada kuglica
ne pogada metu. Tek u virtualnom produzenju gi-

banja kuglica bi ipak pogodila metu.
Y 4—».{:7— K hi 0 I .. liud ori kak
% y v, —Z-(a osome hicu. Ostavljamo cCitatelju da provjeri kako

se isti rezultat moze dobiti i na nacin da se jed-

- FMtQ_MfQ nadz.be (2.27)' i (2.28) rjesavaju kao da se radi o
vertikalnom hicu.

Takoder prepustamo ¢itatelju da se uvjeri kako

jednadzbe za kosi hitac prelaze u jednadzbe za ver-

tikalan hitac u grani¢nom slucaju kada 6 — /2.

Vektorske jednadzbe za kosi hitac

O )l sl I T
“ Imajuéi u vidu rastavlJanJe vektora brzine na kom-

(10> ponente U = v, +vy 7 i algebarske izraze za kompo-
nente prema jednadzbama (2.25) i (2.27), dolazimo

do vektorske jednadzbe za brzinu kod kosoga hica
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U(t) = gt + v (2.33)
Vektor polozaja tijela 7 = xi+yj dobivamo pomoéu

algebarskih izraza u jednadzbama (2.26) i (2.28)

—

(t) = %ﬁtQ + Tot + 7o (2.34)
gdje je 7y = hoj. U ovim jednadzbama je vektor
akceleracije slobodnog pada § = —g;, tj. vektor
koji ima iznos g a smjer duz negativne osi y.

Vektorski oblik putanje tijela u jednadzbi (2.34)
dobili smo zbrajanjem istodobnog gibanja tijela duz
osi x i duz osi y. No, kada jednom imamo iz-
raz za putanju tijela, mozemo ga rastaviti na neka
druga istodobna gibanja. Iz oblika jednadzbe (2.34)
namece se ideja da se putanja tijela shvati kao zbroj
dvaju istodobnih gibanja, slobodnog pada i jedno-
likog gibanja po pravcu brzinom v. Na slici 2.14b
prikazano je upravo takvo razlaganje uz 7o = 0. Od
pocetnog trenutka ¢ = 0 do nekog trenutka ¢ tijelo
se pomakne za vektor (1/2)gt?, te istodobno za vek-
tor ¥pt. Zbrajanjem tih vektora pomaka dobijemo
ukupni vektor pomaka, tj. stvarni polozaj tijela u
trenutku ¢.

Navedeno razumijevanje kosog hica mozemo is-
koristiti za predvidanje ishoda jednog zanimljivog
pokusa. Na slici 2.14¢ prikazan je top s oprugom
koji moze baciti gumenu lopticu pocetnom brzinom
7. Dalje od topa na nekoj visini objeSena je meta.
Naciljamo top to¢no u smjeru mete i u trenutku
t = 0 ispalimo gumenu kuglicu a nekim mehaniz-
mom osiguramo da se istodobno otpusti meta. Gu-
mena loptica ¢e pogoditi metu u padanju. Naime,
gibanje gumene loptice do tocke pogotka moze se
shvatiti kao zbroj dvaju istodobnih gibanja. Jedno
od njih je jednoliko gibanje po pravcu brzinom .
Kada bi to bilo jedino gibanje loptice, ona bi u ne-
kom trenutku t dosla do objeSene mete. Medutim,
loptica istodobno izvodi slobodan pad, te se u tre-
nutku ¢ nade na nizoj visini. Loptica i meta po¢nu
slobodno padati u istome trenutku ¢ = 0, pa do
trenutka t prevale jednake vertikalne putove. Stoga
¢e loptica uvijek pogoditi metu u padanju.

Postoji ograni¢enje za ovaj pokus. Meta ne smije
biti objesena na horizontalnoj udaljenosti od topa
vecoj nego Sto je domet projektila za danu pocetnu
brzinu vh. Na slici 2.14d prikazan je sluc¢aj u ko-
jemu je top naciljan na metu, ali loptica padne na
tlo dok je meta jos u zraku. Meta padne na tlo tek
u kasnijem trenutku i to dalje od dometa loptice.

Crtkanim linijama je prikazano kako bi se nastavilo
gibanje loptice i mete kada ne bi bilo tla koje ih za-
ustavi. Pogodak loptice u metu bi se tada ostvario,
ali u jos kasnijem trenutku i u tocki ispod razine
tla.

2.3.4 Dijagram sila na slobodno tijelo

U prethodnim primjerima slobodnog pada ili hica
postojala je samo jedna sila (gravitacijska sila ﬁg)
koja je djelovala na tijelo za vrijeme njegova giba-
nja. U mnogim se drugim primjerima promatrano
tijelo nalazi u dodiru s drugim tijelima u okolini,
pa na njega djeluje vise sila. Potrebno je u takvim
slucajevima jasno identificirati sve te sile da bi se
mogao rijesiti problem gibanja promatranoga tijela.
U tu svrhu sluzimo se postupkom koji nas vodi na
dijagram sila na slobodno tijelo.

Postupak se sastoji u tome da jednostavnim
crtezom prikazemo realnu situaciju te identifici-
ramo, jedno po jedno, sva tijela koja su u dodiru
s promatranim tijelom. Za svako od tih okolnih
tijela utvrdimo kojom silom ono djeluje na proma-
trano tijelo. Takoder, uzmemo u obzir i silu kojom
Zemlja djeluje na promatrano tijelo, tj. gravita-
cijsku silu ﬁg, iako Zemlja ne mora biti u dodiru
s promatranim tijelom. Zatim na drugom crtezu
prikazemo promatrano tijelo u ¢esticnome modelu,
te ucrtamo vektore svih sila koje djeluju na pro-
matrano tijelo. Ucrtavanje tih sila zamjenjuje nam
sva djelovanja okolnih tijela na promatrano tijelo,
pa mozemo smatrati kao da nam je promatrano ti-
jelo sada slobodno od kontakata s okolnim tijelima.
Dobiveni crtez naziva se dijagram sila na slobodno
tijelo.

Kod crtanja dijagrama sila na slobodno tijelo,
moramo za svaku silu provjeriti ima li ona svoju silu
reakcije prema treéemu Newtonovu zakonu. Naime,
niti jedna sila na promatrano tijelo ne moze dola-
ziti ni od ¢ega. Sila uvijek dolazi od nekoga drugog
tijela iz okoline, pa mora postojati i sila reakcije
kojom promatrano tijelo djeluje na to drugo tijelo
u okolini. Ako ucrtamo neku silu na promatrano
tijelo, a ne mozemo zatim pouzdano ukazati na ti-
jelo u okolini na koje bi djelovala odgovarajuca sila
reakcije, moramo preispitati postojanje ucrtane sile
akcije na promatrano tijelo.

Kao primjere dijagrama sila na slobodno tijelo
navest ¢emo najjednostavnije slucajeve vuce tijela
na horizontalnoj podlozi i klizanja tijela na kosini.
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Dinamika tijela na horizontalnoj podlozi

Na slici 2.15a skicirana je horizontalna podloga na
kojoj se nalazi neko tijelo i ¢ovjek koji vuce to ti-
jelo pomocu konopca. Ocito je da u ovome slucaju
samo horizontalna podloga i konopac ostvaruju do-
dir s promatranim tijelom. Ako zanemarimo masu
konopca mozemo smatrati da on sluzi samo za pri-
jenos sile od ¢ovjeka na tijelo.

Radi preglednosti u prikazu sila, zgodno je napra-
viti crtez kao na slici 2.15b u kojemu izgleda kao da
su tijela medusobno razdvojena. Za svaku silu na
promatrano tijelo, postoji i sila reakcije kojom to
tijelo djeluje na odgovarajuée tijelo u okolini. Radi
lakSeg uocavanja, svaki je par sila akcije i reakcije
naznacen jednom crtkanom poveznicom.

Horizontalna podloga djeluje na promatrano ti-
jelo dvjema silama koje imaju razli¢ite uzroke i na-
rav. Normalna (okomita na ravninu podloge) sila N
ima svoj uzrok u ¢vrstoéi podloge koja ne dopusta
tijelu da pada dolje. Na slici 2.15b nacrtana je i
sila —IN kojom promatrano tijelo djeluje na pod-
logu okomito prema dolje. O prirodi tih sila bit ¢e
rije¢i podrobnije u sljede¢em poglavlju 3.

Sila trenja F, se javlja wuslijed hrapavosti
dodirnih ploha, ali i wuslijed meduatomskih
(medumolekularnih) interakcija na dodirnim plo-
hama. O njenoj prirodi ¢e takoder biti detaljnije
rije¢i u sljede¢em poglavlju 3, a za sada navedimo
samo to da sila trenja uvijek djeluje u smjeru su-
protnom od smjera gibanja tijela, te stoga nastoji
usporiti njegovo gibanje. Prema treéemu Newto-
novu zakonu, promatrano tijelo koje klizi po pod-
lozi djeluje na tu istu podlogu silom —F, koja je
takoder prikazana na slici 2.15b.

Coviek djeluje na promatrano tijelo preko ko-
nopca silom F. Na slici 2.15b prikazana je i sila
reakcije —F kojom promatrano tijelo djeluje preko
konopca na ¢ovjeka.

Konacno Zemlja djeluje na promatrano tijelo s1—
lom Fg, a ono djeluje na Zemlju silom reakcije —Fg

Napomena: Vazno je uociti da sila ﬁg, kojom
Zemlja vuce tijelo prema dolje, i sila ]\7, kojom
podloga gura tijelo prema gore, nisu par sila
iz trecega Newtonova zakona, iako imaju su-
protan smjer. Obje te sile djeluju na isto pro-
matrano tijelo, dok sile akcije i reakcije uvijek
djeluju na razlicita tijela.

Mozemo sada bez pogreske sastaviti dijagram sila
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Slika 2.15: (a) Covjek vuce tijelo na podlozi. (b)
Formalno razdvojena tijela s prikazom sila na svako
tijelo. Svaki par sila akcije i reakcije iz tretega
Newtonova zakona povezan je crtkanom linijom
radi lakseg uocavanja. (c) Dijagram sila na pro-
matrano tijelo prikazano u ¢esticnom modelu. (d)
Sile duz osi y su uravnotezene dok sile duz osi x
daju rezultantu koja uvjetuje gibanje tijela.

na promatrano tijelo. Iz slike 2.15b moramo oda-
brati samo one sile koje djeluju na promatrano ti-
jelo i ucrtati ih na slici 2.15¢. Crtez je posebno
jednostavan kada se promatrano tijelo prikaze u
¢esticnome modelu. Vektorski zbroj svih sila koje
djeluju na promatrano tijelo daje ukupnu silu ﬁuk
koja odreduje gibanje tijela prema drugome Newto-
novu zakonu.
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Za analizu ovog problema, zgodno je uvesti ko-
ordinatni sustav kojemu je os x duz horizontalne
podloge, a os y okomita na podlogu kao Sto je pri-
kazano na slici 2.15d. Ujedno je sila F kojom ¢ovjek
vuce promatrano tijelo zamijenjena dvjema kompo-
nentama prema pravilu F = Fx + Fy. Buduéi da
promatrano tijelo ne izvodi gibanje duz osi y, znaci
da je vektorski zbroj sila duz te osi jednak nuli

Fy+ N+ Fy=0 (2.35)
Zbroj sila duz osi x daje ukupnu silu
Fuy = Fy + F, (2.36)

Covjek moze promijeniti silu F kojom vuce tijelo,
pa mogu nastupiti razli¢iti slu¢ajevi. Ako ¢ovjek
zeli ubrzavati gibanje tijela, mora upotrijebiti vecu
silu toliko da iznos sile F, postane veéi od iznosa
sile ﬁm pa tada rezultantna sila ﬁuk ubrzava tijelo.
Ako ¢ovjek samo vuce tijelo konstantnom brzinom,
znaci da rezultantna sila iS¢ezava ﬁuk = 0, odnosno
da je iznos sile F, u tome sluc¢aju jednak iznosu sile
F‘tT. I konac¢no, ako covjek smanji silu kojom vuce
tijelo tako da iznos sile F, postane manji od iznosa
sile F}T, rezultantna sila ﬁuk poprima smjer supro-
tan trenutnom gibanju tijela, te stoga zaustavlja
njegovo gibanje.

Napomena: Ako se mijenja sila F kojom covjek
vuce tijelo, mijenja se ne samo komponenta
F, kako je gore opisano, nego i komponenta
ﬁy. Medutim, jednadzba (2.35) je pritom uvi-
jek zadovoljena. To se ostvaruje prilagodbom
normalne sile N. Priroda normalne sile i na¢in
njene prilagodbe bit ¢e potanko objasnjeni u
poglavlju 3.

Dinamika u Galileijevim pokusima na kosini

Kao drugi primjer za konstrukciju dijagrama sila na
slobodno tijelo odaberimo gibanje tijela na kosini
kao u glasovitim Galileijevim pokusima o kojima
smo opsirno govorili u odjeljku 2.1. Situacija je
prikazana na slici 2.16a. Galilei je upotrebljavao
kuglice koje se kotrljaju niz kosinu uz zanemarivo
trenje kotrljanja. U tim uvjetima uzimamo da je
normalna sila N jedina dodirna sila koja djeluje na
tijelo.

Napomena: Sila N je uvijek okomita na podlogu
na kojoj se nalazi tijelo. To je pravilo neovisno

o kutu koji podloga ¢ini s horizontalnom rav-
ninom.

Postupamo isto kao i u prethodnome primjeru, te
na slici 2.16b prikazujemo promatrano tijelo kao da
je razdvojeno od kosine. Pored sile N , ucrtavamo
i silu reakcije —-N kojom tijelo djeluje na kosinu.
Takoder ucrtavamo silu ﬁg kojom Zemlja privlaci
promatrano tijelo, te silu reakcije —ﬁg kojom tijelo
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Slika 2.16: (a) Gibanje kuglice niz kosinu. (b)
Formalno rastavljena kuglica od kosine s prikazom
sila na pojedina tjela. Parovi sila akcije i reakcije
oznaceni su crtkanom poveznicom. Zanemareno je
trenje kotrljanja. (c) Dijagram sila na kuglicu. d)
Sile okomite na kosinu su uravnotezene, dok sila niz
kosinu uvjetuje gibanje kuglice.
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djeluje na Zemlju.

Na slici 2.16¢ prikazan je dijagram sila na slo-
bodno tijelo u ¢estitnome modelu. Opet moramo
biti sigurni da smo ucrtali samo sile koje djeluju na
promatrano tijelo, no isto tako da smo ucrtali sve
sile koje na njega djeluju. Ukupna sila jednaka je
vektorskom zbroju sila koje djeluju na promatrano
tijelo.

Analiza problema moze se pojednostaviti ako se
koordinatni sustav postavi sukladno simetriji tijela
na kosini. Tako je na slici 2.16d prikazan koordi-
natni sustav kojemu je os x postavljena duz kosine,
a os y duz vektora N. Sile, koje nisu usmjerene duz
osi odabranog koordinatnog sustava, rastavljamo
na komponente. Tako gravitacijsku silu formalno
zamjenjujemo dvjema komponentama duz odabra-
nih smjerova ﬁg = ﬁgx + ﬁgy.

Buduéi da nema gibanja tijela duz osi y, mora
vrijediti uvjet ravnoteze

N+ Fy =0 (2.37)
Komponenta Fgm nije uravnotezena. Ona predstav-
lja, dakle, rezultantnu silu koja uzrokuje ubrzava-
nje tijela u gibanju niz kosinu. Kao §to vidimo,
ta je sila stalna, pa nastaje jednoliko ubrzano gi-
banje tijela. Za ispravan izracun akceleracije bilo
bi potrebno uzeti u obzir efekt rotacije kuglice kao
krutog tijela, Sto ostavljamo za razmatranje u kas-
nijem poglavlju.

Ako je kut 0 sto ga kosina ¢ini s horizontalnom
ravninom malen, bit ¢e malena i sila ﬁgx jer je
Fyp = Fysinf, pa time i akceleracija tijela koje
se giba niz kosinu postaje malena. Uistinu, Galilei
je imao pravo kada je smatrao da gibanje tijela niz
kosinu ima obiljezje slobodnoga pada, no odvija se
sporije zbog malenog kuta nagiba kosine. Upravo
ta sporost omoguéila je Galileiju da obavi dovoljno
toCna mjerenja i utvrdi zakonitost jednoliko ubrza-
nog gibanja po pravcu.

2.4 Dinamika sustava tijela

Veé¢ smo u uvodu prethodnoga odjeljka 2.3 istak-
nuli da u fizici ne mozemo pratiti sva zbivanja u
svijetu, nego usredotoc¢ujemo paznju na jedan dio
svijeta, a ostatak nazivamo okolinom. U prethod-
nom je odjeljku promatrano samo jedno tijelo, a sva
okolna tijela su ¢inila okolinu. Ponekad je zanim-
ljivo izdvojiti iz sveukupnoga svijeta jedan sustav
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od dva ili viSe tijela i usmjeriti paznju na njega kao
na promatrani sustav tijela. Sva okolna tijela ¢ine
tada okolinu promatranoga sustava. Time ¢emo se
pozabaviti u ovome odjeljku na nekoliko primjera.

2.4.1 Unutarnje i vanjske sile

Kada zelimo analizirati dinamiku promatranoga
sustava tijela u nekoj okolini, moramo razliko-
vati unutarnje i vanjske sile. Podjela je sasvim
logi¢na. Sva medudjelovanja tijela unutar proma-
tranoga sustava predstavljaju unutarnje sile. Sve se
unutarnje sile javljaju u parovima akcije i reakcije u
skladu s tre¢im Newtonovim zakonom. Djelovanje
tijela iz okoline na bilo koje tijelo u promatranome
sustavu naziva se wvanjskom silom. Razumije se,
svaka vanjska sila ima i svoju silu reakcije kojom
tijelo iz promatranoga sustava djeluje na odgova-
rajuce tijelo u okolini, no kod prouc¢avanja dinamike
promatranog sustava tijela, te nam sile reakcije nisu
vazne.

Na nekim primjerima najbolje se moze objasniti
ucinak vanjskih i unutarnjih sila kod sustava tijela.

Dinamika niza povezanih tijela

Razmotrimo dva tijela A i B koja su medusobno
povezana konopcem kao Sto prikazuje slika 2.17a.
Zamislimo da se oba tijela nalaze na horizontalnoj
podlozi bez trenja, a na tijelo B djeluje iz okoline
sila F, (vanjska sila) koja ga vuce. Unutarnje sile
sustava su ﬁA B FB 4 koje su takoder prikazane na
slici 2.17a.

Na svako tijelo djeluje gravitacijska sila prema
dolje, no ona je uravnotezena normalnom silom
podloge prema gore. Stoga te sile ne trebamo u
ovome slu¢aju posebno razmatrati. Nadalje, sma-
tramo da je konopac koji povezuje tijela A i B
¢vrst, pa se oba tijela nuzno gibaju zajedno. Akce-
leraciju promatranoga sustava mozemo izracunati
prema drugome Newtonovu zakonu

—

F,

_— (2.38)
ma+ mp

a=

Ovdje smo promatrani sustav tijela obuhvatili kao

da se radi o jednome tijelu ukupne mase m4 +mgpg.

Tako dobivamo dijagram sila na slobodno tijelo A+
B koji je prikazan na slici 2.17b.

Postavlja se pitanje kakvu ulogu igraju unutar-

nje sile FAB i F"BA u ovome sluc¢aju. One djeluju na
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Slika 2.17: (a) Tijela A i B povezana su konopcem
zanemarive mase. Vanjska sila F, djeluje izravno
na tijelo B. (b) Dijagram sila na sustav tijela A
i B prikazan jedinstveno u ¢esti¢nom modelu. (c)
Dijagram sila na tijelo A. (d) Dijagram sila na tijelo
B.

razli¢ita tijela pa se ne smiju zbrajati kod primjene
na dinamiku jednoga odredenog tijela. Medutim,
ako bismo smatrali da obje sile djeluju na sustav
tijela u cjelini, mozZemo ih formalno zbrojiti i us-
tanoviti da je Fapg + Fga = 0 sukladno treéemu
Newtonovu zakonu. Drugim rijeCima, unutarnje
sile sustava tijela ne mogu djelovati na sustav u cje-
lini kao $to inace nije moguce da neko tijelo djeluje
silom na samo sebe.
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Medutim, svaka unutarnja sila u sustavu tijela
djeluje zasebno na dinamiku pojedinog tijela u sus-
tavu. Razjasnimo ovo pitanje pomoc¢u slike 2.17¢
koja prikazuje dijagram sila na slobodno tijelo A.
Radi se samo o sili Fa jer je tijelo A u dodiru je-
dino s konopcem koji vodi prema tijelu B. Ta mu
sila daje akceleraciju u skladu s drugim Newtono-
vim zakonom

g = BA (2.39)
ma

Mozemo sada obratiti paznju na dinamiku tijela
B u sustavu. Slika 2.17d prikazuje dijagram sila
na Slobodno tijelo B. Na to tijelo dJeluJe vanjska
sila Fv7 ali i unutarnja sila sustava FA B tako da je

njegova akceleracija

ﬁv+ﬁAB

(2.40)
mp

6: pu—

Iz jednadzbe (2.39) lako izrazimo silu Fga =

mad, Sto uz uvazavanje tre¢ega Newtonova zakona

Fyp = —Fpa, mozemo uvrstiti u jednadzbu (2.40).
To nam daje

—

mpd = F, — mad (2.41)

Odmah uvidamo da ova jednadzba vodi na veé
utvrdenu jednadzbu (2.38). Drugim rije¢ima, bilo
da razmatramo sustav u cjelini kao na slici 2.17b ili
pak da rac¢unamo dinamiku pojedinih tijela u sus-
tavu kao na slikama 2.17c i d, rezultat je ocekivano
isti. Vazno je pritom pravilno identificirati koje sile
djeluju na pojedina tijela u sustavu, te vanjsku silu
koja djeluje na sustav u cjelini.

Navedeni primjer s dva tijela mozemo prosiriti
na niz od viSe tijela uzastopce povezanih konop-
cem. Na cijeli sustav tijela moze djelovati vanj-
ska sila i uzrokovati gibanje sustava nekom akce-
leracijom. Unutarnje sile medu susjednim tijelima
nemaju utjecaja na akceleraciju sustava u cjelini.
Medutim, ako usmjerimo paznju na pojedino tijelo,
moramo uzeti u obzir upravo sile kojima susjedna
tijela djeluju na promatrano tijelo i odrediti nje-
govu akceleraciju. Primjenom treéega Newtonova
zakona dobivamo konzistentne rezultate u oba pris-
tupa.

Atwoodov padostroj

Atwoodov padostroj je jos jedan eksperimentalni
uredaj kojim se moze ostvariti jednoliko ubrzano gi-
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banje s vrlo malenom akceleracijom, $to je pogodno
za izvodenje dovoljno tocnih mjerenja na temelju
kojih se mogu utvrditi zakonitosti tog gibanja.

Slika 2.18a prikazuje princip Atwoodova pados-
troja. Preko koloture ovjeSena je nit s utezima A i
B na krajevima niti. PokuSajmo identificirati vanj-
ske 1 unutarnje sile na taj sustav tijela. Na utege
(tijela) djeluju gravitacijske sile ﬁg Al ﬁgB prema
dolje. To su dvije vanjske sile na ovaj sustav tijela.
No, pitanje je jesu li to jedine vanjske sile. Pro-
blem je malo slozeniji, te ga moramo podrobnije
razloziti.

Kada bi sile ﬁg Al ﬁg B bile jedine vanjske sile na
sustav, nastao bi slobodan pad obaju tijela prema
dolje. To se ne dogada jer nit ovjesena preko kolo-
ture to ne dozvoljava. U sljede¢em ¢emo poglavlju
objasniti prirodu sile koja se pojavljuje u napetoj
niti. Za sada nam je dovoljno reé¢i da napeta nit
djeluje na oba kraja silama jednakih iznosa. Tako
na slici 2.18a imamo sile T4 i T kojima nit djeluje
na pojedina tijela. Napetost niti odrzava kolotura
preko koje je nit ovjeSena. Ona djeluje na nit silom
prema gore, a ta je sila jednaka zbroju Ty + Tg.
Ovu silu moramo takoder smatrati vanjskom silom
na promatrani sustav utega.

Ukupna Vanjska sﬂa na ovaj sustav tijela iznosi
FU = Fga + FgB + TA + TB, pa bismo za akcelera-
ciju sustava dobili primjenom drugoga Newtonova
zakona @ = F,/(m4 4+ mp). No, pitamo se kome
valja pripisati ovu akceleraciju. U poglavlju 6 upoz-
nat ¢emo pojam centra masa i shvatiti da se do-
bivena akceleracija odnosi na tu zamisljenu tocku.
Fizika je ocito slozena i nije moguée odjednom obra-
diti sve njene fenomene. Ovdje uvidamo da rjesenje
problema gibanja pojedinih tijela u Atwoodovu pa-
dostroju moramo potraziti na drugi nacin.

Dodajmo gornjem razmatranju jos jednu do-
punu. Sile TA i T B ne mozemo identificirati kao
par unutarnjih sila sustava dvaju utega koje zado-
voljavaju tre¢i Newtonov zakon. To je oCito jer obje
sile imaju isti smjer prema gore (slika 2.18a), dok
sile akcije i reakcije moraju imati uvijek suprotan
smjer. Sile TaiTg predstavljaju zapravo djelo-
vanje niti na utege, a ne izravno djelovanje jednog
utega na drugi. O¢ito je da u rjeSavanju problema
Atwoodova padostroja moramo razmatrati i nit kao
trece tijelo, cak i ako smatramo da je masa niti za-
nemariva. Taj bi nas pristup vodio opet na gibanje
centra masa koji smo gore ve¢ spomenuli, te ga os-
tavljamo za poglavlje 6.
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Slika 2.18: (a) Skica Atwoodova padostroja.
Oznacene su gravitacijske sile na tijela A i B, te
sile kojima napeta nit djeluje na pojedina tijela.
Kolotura djeluje silom na nit u ovjesu. (b) Prikaz
zamisljenog zamjenskog sustava s ispruzenom niti
duz osi z. U njemu nema koloture, pa ni sile ko-
jom kolotura djeluje na nit u realnom Atwoodovu
padostroju iz slike (a). Ostale sile su zadrzane kao
relevantne, ali formalno polozene duz osi x.

Jednostavno rjeSenje za gibanje utega u Atwo-
odovu padostroju mozemo dobiti ako razmotrimo
zamjenski sustav prikazan na slici 2.18b. Nit koja
spaja dva tijela prikazana je u ispruzenom obliku.
Time nestaje uloga koloture pa ona nije ni prika-
zana na slici 2.18b. Sile F gA 1 F yB ostaju kao vanj-
ske sile na sustav tijela i djeluju na suprotne strane
tako da napinju nit koja spaja dva tijela. Razumije
se, u ovoj transformaciji sustava ne smijemo vise in-
terpretirati ove sile kao gravitacijske, nego naprosto
racunati s njima kao s nekim opcéenitim silama. Na
slici je oznacena i os x tako da umjesto vektorskih
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velicina mozemo pisati algebarske, te dobivamo za
akceleraciju sustava

F,p — F

a=-98""94 (2.42)

maA +mp
Ako je npr. Fyp > Fy4, akceleracija je pozitivna al-
gebarska veli¢ina, a > 0, tj. sustav tijela se ubrzava
prema pozitivhom smjeru osi x.

Napomena: Sile T4 i Tg na slici 2.18b postaju
suprotne po smjeru, te ih mozemo identifici-
rati sa unutarnjim silama za koje vrijedi treci
Newtonov zakon. Pisano uobicajenim simbo-
lima, imali bismo ﬁAB = fB i FBA = fA kao
sile akcije i reakcije. Kao unutarnje sile, one
ne utjecu na gibanje sustava tijela u cjelini.

Mozemo sada prenijeti dobiveno rjesenje iz jed-
nadzbe (2.42) na realni Atwoodov padostroj. Ako
je Fyp > Fya, tijelo B e padati prema dolje, a ti-
jelo A e se podizati uvis, oba uz akceleraciju koja
je po iznosu jednaka rjesenju u jednadzbi (2.42).

U sljede¢em ¢emo poglavlju detaljnije upoznati
prirodu gravitacijske sile. Navedimo ovdje samo
tvrdnju da je ona proporcionalna masi tijela na koju
djeluje, tj. Fya = mag i Fyp = mpg, tako da za
akceleraciju na Atwoodovu padostroju dobivamo

mp — M4

a= - mBg (2.43)
Razlomak u ovoj jednadzbi je uvijek manji od jedi-
nice tako da je i akceleracija a manja od akceleracije
slobodnog pada g. U slucaju malene razlike medu
masama, dobivamo vrlo malenu akceleraciju. To
je bitna odlika Atwoodova padostroja koja pogo-
duje eksperimentalnim mjerenjima. Ako su mase
tijela jednake (m4 = mp), te ako ih pokrenemo
do neke brzine i zatim pustimo, nastavit ¢e se gi-
bati istom konstantnom brzinom jer je a = 0. To je
takoder jedan od pokusa koji se moze demonstrirati
na Atwoodovom padostroju.

Problem gibanja tijela u Atwoodovu padostroju
mozemo alternativno rijesiti i tako da analiziramo
sile na svako tijelo zasebno, a ne ukupno za cijeli
sustav. U tome pristupu gubi se pojam unutarnjih
sila. Svaka sila koja djeluje na neko tijelo predstav-
lja vanjsku silu. Na slici 2.18a oznacena je verti-
kalna os y, tako da sile i akceleraciju mozemo pi-
sati kao algebarske veli¢ine. Primjenom drugoga
Newtonova zakona za pojedine utege nalazimo
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Ta—magy
ayA = Tg (244)
T —m

Nit je po pretpostavci nerastezljiva pa su akcelera-
cije dvaju tijela jednake po iznosu ali suprotnoga
predznaka, tj. ay4 = —ayp = a. Napetost niti
stvara jednake sile na oba kraja, tako da mozemo
pisati Ty = Tp = T. S tim postavkama jednadzbe
(2.44) i (2.45) daju rjesenje za a koje je identi¢no
onome u jednadzbi (2.43). Dakle, primjenom jed-
nadzbi gibanja na pojedina tijela u sustavu dobi-
vamo isto rjesenje kao i razmatranjem vanjskih sila
na sustav u cjelini.

2.4.2 Zemlja i tijelo u slobodnom padu

Do sada smo razmatrali gibanje tijela pod utjeca-
jem gravitacijske sile tako da se Zemlja smatrala
nepomicénom, te je uz nju bio vezan referentni ko-
ordinatni sustav u odnosu prema kojem se odreduje
polozaj tijela, odnosno gibanje. Medutim, na Zem-
lju i tijelo takoder mozemo gledati kao na sustav
dvaju tijela, pa se pitamo kako izgleda njegovo gi-
banje.

Na slici 2.19 prikazana je situacija u kojoj je tijelo
T dovedeno na neku visinu iznad povrsine Zemlje Z
i zatim pusteno. Izmedu tijela i Zemlje postoji uza-
jamno gravitacijsko privlacenje. Prirodu te sile raz-
matrat ¢emo u sljede¢em poglavlju 3, a ovdje nam
je dovoljno reé¢i da je sila kojom Zemlja privlaci ti-
jelo F 7z jednaka po iznosu no suprotnoga smjera od
sile kojom tijelo privla¢i Zemlju Fry. To jeuskladu
s tre¢im Newtonovim zakonom za medudjelovanje
dvaju tijela.

Ako tijelo i Zemlju promatramo zajedno kao je-
dan sustav, onda su sile ﬁZT i ﬁTZ unutarnje sile
tog sustava, koje ne mogu uzrokovati akceleraciju
sustava kao cjeline. Ovo ¢e postati jasnije kada
upoznamo pojam centra masa u poglavlju 6.

Ovdje mozemo analizirati gibanje pojedinih di-
jelova sustava. PusSteno tijelo gibat ¢e se prema
Zemlji akceleracijom

F
iy = 2% (2.46)
mr
gdje je mp masa tijela. No, to nije jedino gibanje
u sustavu jer i na Zemlju djeluje sila, pa se i ona

giba prema tijelu akceleracijom
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Slika 2.19: Zemlja i tijelo na nekoj udaljenosti od
nje privlace se gravitacijskim silama.

. Fryz
Ay = —=
mz

(2.47)

gdje je mz masa Zemlje. Buduéi da su iznosi dviju
sila jednaki, a masa Zemlje mnogo redova veli¢ine
veca od mase bilo kojeg realnog tijela koje mozemo
postaviti na nekoj visini iznad povrSine Zemlje, iz-
ravno zaklju¢ujemo da je iznos akceleracije Zemlje
mnogo redova veli¢ine manji od iznosa akceleracije
tijela

az << ar (2.48)

Ovaj nam rezultat kaze da je gibanje Zemlje
prema tijelu prakticki zanemarivo. U tom smislu
tumacimo prethodne analize slobodnog pada tijela
u kojima smo smatrali Zemlju nepokretnom.

Na kraju moramo dodati da se akceleracije u jed-
nadzbama (2.46) i (2.47) odreduju tako da se mjere
polozaji tijela i Zemlje u odnosu prema nekom koor-
dinatnom sustavu koji je inercijalan jer samo u tak-
vome sustavu smijemo primjenjivati drugi Newto-
nov zakon. Opseznije razmatranje inercijalnih i ne-
inercijalnih sustava provest ¢emo u poglavlju 4.

2.4.3 Dinamika guranja ili vuce tijela na
Zemlji

Guranje i vucu tijela po horizontalnoj podlozi raz-
matrali smo u prethodnom odjeljku 2.3 sa stajalista
djelovanja vanjske sile na tijelo. Sada nas interesira
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i uzrocénik te sile, a to znaci sustav tijela u cje-
lini. Zbog vaznosti problema i mogucéih pogresnih
shvacanja, izlozit ¢emo tri primjera takvih gibanja.

Covjek gura kolica

Slika 2.20a prikazuje ¢ovjeka (C)koji gura kolica
(K) na horizontalnoj podlozi. Postavlja se pita-
nje koje se sve sile pojavljuju u ovome primjeru i
kakav je njihov ucinak. Posluzimo se pomoénim
crtezom na slici 2.20b u kojemu je svako tijelo pri-
kazano odvojeno od drugih da bi se lakSe mogle
pratiti razne sile. Ne smijemo zaboraviti da uvijek
vrijedi tre¢i Newtonov zakon, tj. kada god ucrtamo
silu kojom neko tijelo djeluje na drugo, moramo
ucrtati i silu reakcije kojom drugo tijelo djeluje na
ono prvo. Ti su parovi sila obiljezeni na slici 2.20b
crtkanim poveznicama da bismo ih lakse uocavali.

Ovdje nas ne zanima gravitacijska sila kojom
Zemlja privlaéi tijelo prema dolje jer je ta sila urav-
notezena normalnom silom podloge prema gore.
Stoga su na slici 2.20b prikazane samo sile koje dje-
luju u horizontalnom smjeru. Iz vlastitog iskustva,
najprije pomisljamo na silu kojom ¢ovjek gura ko-
lica ﬁC‘ x Jer tu silu izravno primjenjujemo svojim
rukama. No, ako guramo kolica, osje¢camo da nam
kolica pruzaju otpor, tj. djeluju na nase ruke pro-
tusilom ﬁKC" Treé¢i Newtonov zakon nas uéi da su
te dvije sile jednake po iznosu i protivnoga smjera.
To je pak tvrdnja koja cesto izaziva pomutnju jer
se postavlja iskustveno pitanje kako to da covjek
ipak potiskuje kolica, a sile su jednake. Odgovor
¢emo dobiti tek nakon §to razmotrimo i ostale sile
na slici 2.20b. Pretpostavka je da covjek gazi po
podlozi koja nije klizava, tj. postoji trenje. To
pak znaci da se ¢ovjek pomice tako Sto se odupire
o podlogu, odnosno djeluje silom féz na Zemlju.
No, po tre¢em Newtonovu zakonu, Zemlja djeluje
na ¢ovjeka silom reakcije F ¢~ Obje su sile ucrtane
na slici 2.20b.

Izmedu kolica i podloge postoji takoder neka ma-
lena sila trenja. To je trenje kotrljanja kotaca o ko-
jem ¢e biti vise rijeci u sljede¢em poglavlju 3. Ovdje
samo napomenimo da kolica u gibanju djeluju na
Zemlju silom Fixz koja nastoji malo gurnuti Zem-
lju u smjeru gibanja kolica, dok Zemlja djeluje na
kolica silom Fyx koja ima suprotan smjer, tj. nas-
toji zaustaviti gibanje kolica. I ove su sile ucrtane
na slici 2.20b, te povezane crtkanom linijom koja
obiljezava par sila iz tretega Newtonova zakona.
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Slika 2.20: (a) Covijek gura kolica na horizontalnoj
podlozi s trenjem. (b) Prikaz formalno rastavljenih
tijela i sila koje djeluju na svako od njih. Crtkane
linije povezuju parove sila akcije i reakcije. (c) Di-
jagram sila za covjeka i kolica kao jedan sustav pri-
kazan u Cesticnom modelu. (d) Dijagram sila na
kolica. (e) Dijagram sila na covjeka. (f) Dijagrami
sila na Zemlju i na sustav ¢ovjeka i kolica, svaki u
Cestitnom modelu.

Sada mozemo nacrtati dijagram sila na slobodan
sustav tijela koji se sastoji od covjeka i kolica (C' +
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K), a prikazujemo ga u ¢esticnom modelu kao jedno
jedino tijelo na slici 2.20c. Unutarnje sile sustava
(ﬁCK i F"Kc) ne djeluju na gibanje sustava u cjelini,
te ih mozemo izostaviti. Preostaju nam samo sile
FZO i Frr kojima Zemlja djeluje na pojedina tijela
sustava, te ih u ovome prikazu smatramo vanjskim
silama koje djeluju na taj sustav tijela (C' + K).
Buduéi da su ¢ovjek i kolica u trajnom dodiru, oni
se ponasaju kao jedno tijelo, pa je smisleno zbrojiti
sile u jednu ukupnu vanjsku silu

F;, :ﬁzc+ﬁZK (2.49)
koja daje akceleraciju cjelokupnom sustavu ¢ovjeka
i kolica

F,

v (2.50)
me + my

a::

Napomena: Kada bi dodir izmedu ¢ovjeka i ko-
lica prestao, gornje razmatranje vise ne bi bilo
primjenjivo. Ta bismo dva tijela morali raz-
matrati kao zasebna, te ne bismo viSe smjeli
zbrajati vanjske sile koje djeluju na pojedina
tijela. Naime, sila je po definiciji djelovanje
koje moze dati akceleraciju tijelu. Kod odvo-
jenih tijela, svako tijelo dobiva zasebnu akce-
leraciju i to samo zbog one sile koja na njega
djeluje.

Potrebno je malo analizirati ukupnu vanjsku silu
F, koja je dana jednadzbom (2.49). Ako se covjek
pomocu misi¢a svoje noge jace otiskuje od trenut-
nog polozaja na podlozi, tj. ako je veca sila ﬁéz,
bit ¢ée veca i sila reakcije ﬁzé kojom Zemlja djeluje
na covjeka i time na cijeli sustav covjeka i kolica.
Ako je ta sila po iznosu veéa od sile FZK kojom
Zemlja nastoji zaustaviti gibanje kolica, a time i
cijeloga sustava covjeka i kolica, onda ¢e se sustav
ubrzavati u smjeru vece sile (slika 2.20c), tj. onako
kako covjek gura kolica.

No, ¢ovjek obi¢no ubrza kolica iz polozaja mi-
rovanja, a kada zajedno s kolicima dosegne neku
brzinu, smanji silu svojih nogu prema Zemlji ﬁé 75
pa se smanji i sila reakcije F - Kada iznos te sile
postane jednak iznosu sile ﬁZK, kojom Zemlja nas-
toji zaustaviti kolica, ukupna vanjska sila iS¢ezne
(jednadzba (2.49)). U tim se uvjetima ¢ovjek i ko-
lica gibaju jednoliko po pravcu.
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Napomena: Radi jednostavnosti smo u ovome
razmatranju zanemarili postojanje sile trenja
kod okretanja kotaca u lezistu osovine.

Ako ¢ovijek jos smanji silu SVOth nogu, postane
sila FZC po iznosu manja od sile Fy K, pa ukupna
vanjska sila Fv poprimi smjer suprotan trenutnome
gibanju ¢ovjeka i kolica, te ih zaustavlja.

Kakva je uloga sile kojom covjek gura ko-
lica?

U opisanom procesu ubrzavanja i usporavanja
covjeka s kolicima, gotovo da smo i zaboravili na
silu ﬁc i kojom covjek gura kolica, te silu reakcije
ﬁKC“ Pitamo se ¢ime su one zadane, te jesu li stalne
ili promjenljive u navedenim procesima. Iz vlas-
titog iskustva u guranju kolica, svatko moze pos-
vjedociti o ve¢em naporu koji mora uloziti kada zeli
ubrzavati kolica, pogotovo kada su ona napunjena
teskim teretom. Kada pak kolica dosegnu zeljenu
brzinu, dovoljno ih je slabije gurati da se odrzi kons-
tantna brzina. Fizikalno objasnjenje mora dovesti
u vezu silu na neko tijelo s akceleracijom koju to
tijelo dobiva. Ako, dakle, Zelimo razmatrati silu
ﬁéK? moramo usredotociti paznju na kolica koja
imaju svoju masu mg. Na kolica djeluje jos i sila
FZK kojom ih Zemlja nastoji zaustavljati, tako da
je ukupna sila na kolica

ﬁK:ﬁCK+ﬁZK (2.51)
Dijagram sila na kolica kao slobodno tijelo prika-
zan je na slici 2.20d. Ukupna sila daje kolicima
akceleraciju

—

L Fg
aqa = ——

(2.52)
mg

Dakle, sila kojom ¢ovjek gura kolica F% x potrebna
je da bi nastala ukupna sila na kolica F ko ja moze
kolicima mase my dati akceleraciju a.

Razumije se, akceleracija @ u jednadzbi (2.52) je
ona ista kao i u jednadzbi (2.50) za cjelokupni sus-
tav covjeka i kolica. Razlika je samo u tome Sto
u jednadzbi (2.52) usredoto¢ujemo paznju samo na
jedno tijelo mase mx uz odgovarajucu silu Fy nato
tijelo. Iz usporedbi jednadzbi (2.49) i (2.51) slijedi
da vecu akceleraciju mozemo dobiti poveéanjem sile
ﬁZC‘? odnosno sile ﬁé - Drugim rijecima, kada
covjek povecéa silu svojih nogu, pa poraste sila
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F~, poveca se i sila ﬁ@K kojom c¢ovjek gura ko-
lica. Kada covjek s kolicima dosegne zeljenu brzinu,
moze smanjiti silu SVOth nogu, pa se smanji i sila
FZC, a ujedno i sila FC x kojom gura kolica. Kada
sila guranja kolica FC  bostane jednaka po iznosu
sili zaustavljanja kolica F 7K, 18¢ezne ukupna sila
na kolica ﬁK, a time i akceleracija, §to znaci da se
kolica gibaju jednoliko po pravcu. Ako se sile jog
smanje, dolazi do zaustavljanja kolica. Time smo
odgovorili na postavljeno pitanje o promjenljivosti
sile kojom ¢ovjek gura kolica, te o njenoj ulozi u
gibanju kolica.

Korisno je jos dodati Jedno raZJaanenJe u gor-
njem prikazu. Iako se sile F ToR! FCK istodobno
povecavaju ili smanjuju, to ne znaci da su jednake.
Valja uociti da sila F ¢ sudjeluje u akceleraciji cje-
lokupnog sustava koji se sastoji od ¢ovjeka i ko-
lica (jednadzbe (2.49) i (2.50)). S druge strane,
sila ﬁC‘ i sudjeluje samo u akceleraciji kolica (jed-
nadzbe (2.51) i (2.52)). O razlici navedenih dviju
sila mozemo takoder rasudivati ako analiziramo gi-
banje samoga ¢ovjeka. Na njega djeluje jedna od
tih sila ﬁZc, te sila kolica na covjeka FKO (reak-
cija na silu ﬁéK), daju¢i ukupnu silu na covjeka
ﬁc = ﬁzé + ﬁKC" Dijagram sila na ¢ovjeka kao na
slobodno tijelo prikazan je na slici 2.20e. Covjek se
giba ubrzano (ili usporeno) kada se dvije sile koje
na njega djeluju razlikuju po iznosima, te mu je
akceleracija @ = ﬁ(j /me. Jedino u slucaju kada se
covijek giba jednoliko po pravcu znamo da su dvije
sile koje na njega djeluju jednake po iznosu.

Sto je sa silama koje djeluju na Zemlju?

Vratimo se opet na gibanje ¢ovjeka i kolica kao
na sustav dvaju tijela. Vidjeli smo da na gibanje
tog sustava u cjelini utjecu sile kojima Zemlja dje-
luje na njega (jednadzba (2.49) i slika 2.20c). Ako
u razmatranje uklju¢imo i sile na Zemlju koje su
oznacene na slici 2.20b, mozemo sastaviti dijagram
sila kao na slici 2.20f. Na toj slici, ¢ovjek i kolica
su prikazani kao jedna Cestica, a Zemlja kao druga.
Rezultantna sila na ¢ovjeka i kolica je F, i dana je
Jednadzbom (2 49). Na Zemlju djeluje ukupna sila
FZ = FCZ —I—FK 7 = —F prema tre¢em Newtonovu
zakonu. Dakle, c¢ovjek kao pokretljivi ¢imbenik u
procesu gibanja, putem sile svojih miSi¢a, gura no-
gom Zemlju na jednu stranu, a time sebe i kolica
odguruje na drugu stranu. To je bit cjelokupnog
procesa gibanja. Pri tome moramo imati na umu
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da je masa Zemlje ogromna prema masi ¢ovjeka i
kolica tako da sila F'z uzrokuje zanemarivo malenu
akceleraciju Zemlje.

Kamion vuée prikolicu

Vuca nekog tijela po horizontalnoj podlozi je
takoder svakodnevna pojava. Uzmimo kao primjer
obrade slu¢aj u kojemu neki kamion K vuce pri-
kolicu P kao s§to je prikazano na slici 2.21a. Po
uzoru na prethodni slu¢aj, nacrtajmo najprije na
slici 2.21b razdvojena tijela i sile koje na njih dje-
luju, izuzimajuéi pritom sile u vertikalnom smjeru
(gravitacijska sila i normalna sila podloge) jer su
one ionako uravnotezene, te ne pridonose dinamici
horizontalnog gibanja.

Sila kojom kamion vuce prikolicu Fxp i sila
reakcije Fpg povezane su crtkanom linijom koja
oznacava da se radi o paru sila iz tre¢ega Newto-
nova zakona. Pogon dolazi od rada motora u ka-
mionu koji rezultira okretanjem osovine na kojoj se
nalaze kotac¢i kamiona. Na slici 2.21b je prikazano
kao da se pogon prenosi na straznje kotace kami-
ona, no to nije bitno za daljnje razmatranje.

Podrazumijeva se da cesta nije klizava, pa okret-
nje pogonskih kotaca ima za posljedicu pomicanje
kamiona, a time i prikolice koju on vucée. Mozemo
re¢i da kota¢ u dodirnoj tocki s podlogom djeluje
na Zemlju silom ﬁKZ, tj. nastoji odgurnuti Zem-
lju prema "natrag”’. Prema treéem Newtonovu za-
konu, Zemlja uzvraca na kotaé¢ silom reakcije F K-
Potonja sila je ona koja pokreée kamion i prikolicu
prema "naprijed”.

Kotaci prikolice ostvaruju takoder kontakt s pod-
logom, no oni nisu pogonski, pa se njihova vrtnja
ostvaruje uz trenje kotrljanja. Prirodu sile trenja
kod kotrljanja kotaca upoznat ¢emo u sljede¢em
poglavlju 3, a ovdje samo uzimamo u obzir pos-
tojanje te sile. Na slici 2.21b ucrtana je sila Fzp
kojom Zemlja nastoji zaustaviti gibanje prikolice,
te sila reakcije Fpz kojom prikolica nastoji pogur-
nuti Zemlju u smjeru gibanja kamiona i prikolice.
Radi jednostavnosti prikaza, na slici 2.21b ucrtane
su samo sile na prednjim kotac¢ima prikolice, no one
nam predstavljaju ukupne sile trenja kotrljanja na
svim kotacima.

Dijagram sila na sustav kamiona i prikolice pri-
kazan je na slici 2.21c. Mogli bismo ponavljati ko-
rak po korak razmatranje provedeno na prethod-
nom primjeru c¢ovjeka koji gura kolica, te razjas-
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Slika 2.21: (a) Kamion vuée prikolicu na horizon-
talnoj podlozi s trenjem. (b) Formalno rastavljena
tijela s prikazom sila koje djeluju na svako od njih.
Parovi sila akcije i reakcije povezani su crtkanim li-
nijama. (c) Dijagram sila na kamion i prikolicu kao
jedan sustav.

niti uloge pojedinih sila. Prepustamo citatelju da
samostalno nacini takvu analizu i odgovori na sva
pitanja koja pritom moze sam sebi postaviti.

Tegljac vucée brod

Ponekad je potrebno vuéi neki brod na moru zbog
kvara njegovih motora ili drugih razloga. Fizikalni
odnosi su sli¢ni onima iz prethodnog primjera s ka-
mionom i prikolicom. Razlika je u vrsti podloge na
kojoj se tijela nalaze. Teglja¢ i brod su djelomi¢no
uronjeni u morsku vodu. Pogon se ostvaruje radom
motora u tegljacu uslijed ¢ega se okrete osovina
na kojoj je nasaden propeler tegljaca. Njegovom
vrtnjom potiskuje se morska voda prema "natrag”.
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No, morska voda djeluje silom reakcije na propeler
u smjeru prema “naprijed”. Ova sila dovodi do po-
kretanja tegljaca i broda koji on vuce. Postoji i sila
otpora njihovu gibanju, tj. morska voda nastoji za-
ustaviti gibanje plovila. Prema treéem Newtonovu
zakonu, plovila koja se gibaju djeluju na morsku
vodu silom kojom kao da Zele pogurnuti morsku
vodu prema "naprijed”.

Prepustamo ¢citatelju da samostalno nacrta slike
plovila i mora sa svim silama koje se ovdje pojav-
ljuju, te izvede pravilne zakljucke o ulogama tih
sila. MozZemo samo napomenuti da se morska voda
ponaSa malo drukéije od ¢vrste podloge na kojoj
se vozi kamion s prikolicom. U morskoj vodi nas-
taje kovitlanje i lokalno strujanje uslijed okretanja
propelera i proboja pramca broda. Ove procese
mozemo za sada zanemariti.

2.5 Dinamika kruznog
gibanja

U prethodnom poglavlju 1 upoznali smo posebnosti
kruznog gibanja sa stajaliSta kinematike, tj. sa-
moga opisa gibanja. Sada bismo se pozabavili uz-
rocima kruznog gibanja, kako jednolikog tako i ubr-
zanog.

2.5.1 Centripetalna sila

Kruzno gibanje nekog tijela ne moze opstati samo
po sebi. U tome nas poducava prvi Newtonov zakon
koji kaze da samo jednoliko gibanje po pravcu ops-
taje bez djelovanja vanjske sile. Cim se mijenja br-
zina tijela, bilo po iznosu ili po smjeru, mora posto-
jati sila kao uzrok te promjene. Kod kruznog giba-
nja, nuzno se mijenja smjer brzine tijela, a moguce
su situacije u kojima se mijenja i iznos brzine. Raz-
motrimo najprije sluc¢aj jednolikog gibanja tijela po
kruznici, tj. onoga u kojemu se iznos brzine ne mi-
jenja.

Na slici 2.22a prikazano je jednoliko kruzno gi-
banje nekog tijela mase m. Iz kinematickog razma-
tranja u odjeljku 1.5 pokazali smo da takvo gibanje
ima centripetalnu akceleraciju danu jednadzbom
(1.72), te alternativno jednadzbom (1.92). Sada za-
klju¢ujemo, na temelju drugoga Newtonova zakona,
da tijelo mase m moze imati centripetalnu akcele-
raciju d. jedino ako na njega djeluje odgovarajuca
sila u smjeru te akceleracije
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F.
m

—

. (2.53)
Silu koja tijelu daje centripetalnu akceleraciju na-
zivamo centripetalnom silom F,. Ona je takoder
prikazana na slici 2.22a. Porijeklo centripetalne sile
moze biti razli¢ito. Kod kruznog gibanja Mjeseca
oko Zemlje, porijeklo centripetalne sile je u gra-
vitacijskoj sili kojom Zemlja privla¢i Mjesec. Na
slici 2.22a prikazano je tijelo vezano nekom niti za
srediste vrtnje. U tom sluc¢aju, porijeklo centripe-
talne sile nalazimo u napetosti niti kojom ona vuce
tijelo prema sredistu vrtnje.

Slika 2.22: (a) Jednoliko gibanje tijela (Cestice) po
kruznici zahtijeva postojanje centripetalne sile koja
uzrokuje centripetalnu akceleraciju. (b) Ako se nit
prekine u nekom trenutku, nestane centripetalna
sila te se tijelo nastavi gibati po tangenti brzinom
koju je imalo u trenutku prekida niti.
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2.5. DINAMIKA KRUZNOG GIBANJA

Tijekom kruznog gibanja, centripetalna sila F,
mijenja svoj smjer tako da u svakom trenutku vuce
tijelo prema srediStu i daje mu trenutnu akcelera-
ciju d.. Bez stalno prisutne centripetalne sile ne bi
bilo mogucée kruzno gibanje. Ako se tijekom vrtnje
nit u nekome trenutku prekine, nestane centripe-
talna sila a time i uzrok koji stvara centripetalnu
akceleraciju, pa se tijelo nastavi gibati jednoliko po
pravcu onom brzinom koju je imalo u trenutku pre-
kida niti (slika 2.22b).

Poznavajuéi izraze za centripetalnu akceleraciju
koje smo izveli u prethodnom poglavlju 1 (jed-
nadzbe (1.72) i (1.92)), mozemo izraziti centripe-
talnu silu

2
. v 9.

F.=md, = —m—7 = —mw*r

- (2.54)
Za kruzno gibanje tijela koje ima ve¢u masu, mo-
ramo primijeniti veéu centripetalnu silu.  Ako
zelimo da tijelo kruzi ve¢om brzinom, potrebna je
takoder veca centripetalna sila, proporcionalna kva-
dratu brzine. Sto se radijusa kruznice tice, najlakse
je pamtiti zadnji izraz u jednadzbi (2.54)) po ko-
jemu, uz zadanu kutnu brzinu &, nalazimo da nam
je potrebno upotrijebiti to veéu centripetalnu silu
Sto je vedi radijus kruznice po kojoj Zelimo vrtjeti
dano tijelo. Te su nam spoznaje i iskustveno poz-
nate. Sto se tice predzadnjeg izraza u jednadzbi
(2.54)), ako zamislimo promjenu radijusa uz kons-
tantnu obodnu brzinu v, moramo imati na umu da
nuzno moramo promijeniti kutnu brzinu rotacije.
Stoga jednaka obodna brzina na kruznici manjeg
radijusa iziskuje veéu centripetalnu silu.

2.5.2 Moment sile i kutna koli¢ina
gibanja

Razmotrimo sada sluc¢aj u kojemu, pored centripe-
talne sile, djeluje na tijelo i neka tangencijalna sila
,ﬁt, kako to prikazuje slika 2.23a. Prema drugome
Newtonovu zakonu, ova sila uzrokuje akceleraciju
tijela u istome smjeru

L5

at (2.55)

m
pa je nazivamo tangencijalnom akceleracijom. O
tangencijalnoj akceleraciji smo detaljnije govorili u
odjeljku 1.5. Ona mijenja iznos obodne brzine gi-
banja tijela.
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U odjeljku 1.5 obradivali smo i kutne kinematicke
veli¢ine i upoznali neke njihove prednosti pred
obodnim veli¢inama. Ovdje mozemo ponoviti da
promjena iznosa obodne brzine znaé¢i i promjenu
iznosa kutne brzine gibanja tijela, a to znaci da
uz pojavu tangencijalne akceleracije a; ide i pojava
kutne akceleracije @. U jednadzbi (1.90) izrazili
smo tocan odnos izmedu tih veli¢ina d; = & X 7.
Kutna akceleracija @ prikazana je takoder na slici
2.23a kao vektor koji je okomit na ravninu vrtnje.

Moment sile

Imajué¢i u vidu navedenu osobinu kutne akcelera-
cije, mozemo je pokusati dovesti u vezu s nekom
novom vektorskom velicinom, koja bi ukljucivala
tangencijalnu silu, a imala bi uvijek isti smjer oko-
mit na ravninu vrtnje. Poznavajuci pravila vektor-
skog mnozenja iz odjeljka 1.5, nalazimo da rezultat
vektorskog mnozenja 7' s Fyilis a daje uvijek vek-

al

(k)

Slika 2.23: (a) Trenutno stanje u kruznom gibanju.
Naznacena je trenutna centripetalna i tangencijalna
sila, te pripadne akceleracije. (b) Za danu tangen-
cijalnu silu prikazan je odgovarajué¢i moment sile i
kutna akceleracija.
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tor u smjeru kutne akceleracije @. Stoga obje strane
u jednadzbi (2.55) pomnozimo vektorski s 7, tako
da dobijemo

—
— —

7 X at —7r X Ft (256)
m

Vektorsku velicinu s desne strane ove jednadzbe na-

zivamo momentom sile

M =F7xF, (2.57)
Na slici 2.23b ucrtana je trenutna tangencijalna
sila, te odgovaraju¢i moment sile i kutna akcele-
racija.

Napomena: Za tangencijalnu silu je neprijeporno
da djeluje na tijelo, pa se pocetak vektora F,
postavlja simbolicki negdje blizu samoga tijela
kao na slici 2.23b. Moment sile se takoder od-
nosi na tijelo, medutim, uobic¢ajeno je da se
u crtanju vektora M njegov pocetak postavi
blizu sredista kruznice tako da se naglasi tocka
oko koje nastaje rotacija.

Za vektorski produkt na lijevoj strani jednadzbe
(2.56) nalazimo da je po iznosu jednak |7 x @;| =
|7] |d¢| sinw/2.  Uzimajuéi u obzir da je d; =
a x 7 prema jednadzbi (1.90), dobivamo za modul
tangencijalne akceleracije |a;| = |F]|d|sin7/2, uz
sinm/2 = 1. Uvrstavanjem u prethodni izraz slijedi
|7 x @| = r?|d|. Buduéi da 7 x @ ima smjer kao
kutna akceleracija &, mozemo pisati u vektorskoj
formi 7 x @ = r?a. UvrStavanjem ovog izraza u
jednadzbu (2.56) dobivamo konacéno

M
N = — 2.58
a-= (2.58)
gdje je upotrijebljena skalarna veli¢ina
I = mr? (2.59)

koju nazivamo moment tromosti (ili moment iner-
cije) za vrtnju tijela mase m po kruznici radijusa
T.

Dobivena jednadzba (2.58) pokazuje da kutna
akceleracija nastaje kao rezultat djelovanja mo-
menta sile. Ona je po formi ista kao i drugi Newto-
nov zakon, s time da umjesto mase tijela nalazimo
u nazivniku moment tromosti tog tijela.
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Kutna kolicina gibanja

Prisjetimo se da se u izvornoj definiciji drugi
Newtonov zakon odnosi na promjenu koli¢ine gi-
banja dp’ = F'dt. Pouceni iskustvom stecenim u
gornjem razmatranju, uvedimo umjesto vektora p,
koji je kod kruznog gibanja uvijek tangencijalan,
pa mijenja smjer tijekom vremena, novu vektorsku
veli¢inu

—

L=rFxp (2.60)

koju nazivamo kutna kolicina gibanja (ili moment
kolicine gibanja). Prema pravilima vektorskog
mnozenja iz odjeljka 1.5, nalazimo da je vektor L
okomit na ravninu vrtnje, kao Sto je prikazano na
slici 2.24a.

Drugi Newtonov zakon izrazen pomocu
kutnih velicina

U svrhu uzroéno posljedi¢nog povezivanja veli¢ina
LiM , mozemo do¢i na zamisao da jednadzbu za
drugi Newtonov zakon dp = Fdt pomnozimo vek-
torski s 7, te dobijemo 7 X dp = T X Fdt. No,
postavlja se pitanje mozemo li izraz s lijeve strane
identificirati s dE, a izraz s desne strane dovesti u
vezu s M dt, §to bi nam odgovaralo za kruzno giba-
nje. Moramo pritom biti jako oprezni jer promjena
koli¢ine gibanja dp ovisi o ukupnoj sili F=F+ F,
koja trenutno djeluje na tijelo, te nema samo tan-
gencijalnu komponentu.

Stoga krenimo od postupka diferenciranja jed-
nadzbe (2.60) primjenjujuéi matematicko pravilo
za, diferenciranje produkta dL = dF x p+ 7 X dp.
U prvome ¢lanu nalazimo diferencijal di* koji pred-
stavlja infinitezimalni pomak tijela, koji se ostva-
ruje u smjeru tangente na kruznicu. Prema pravilu
vektorskog mnozenja, koje smo naglasili u odjeljku
1.5, vektorski produkt dvaju paralelnih vektora
iStezava, tako da je di x p = 0. Prema tome, ipak
mozemo pisati da je dL = 7 x dp.

Moramo jo$ razmotriti i vektorski produkt 7 x
F=ix (ﬁt + F’;) Buduéi da vektorski produkt
paralelnih vektora isCezava (7 x F, = 0), preostaje
samo 7 x Fy = M. Stoga uistinu vrijedi

dL = Mdt (2.61)

Ova jednadzba ima isti oblik kao i drugi Newto-
nov zakon dp = Fdt s time da u njoj umjesto
sile imamo moment sile, a umjesto koli¢ine gibanja
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imamo kutnu koli¢inu gibanja. Jednadzba (2.61)
nam kaze da promjena kutne koli¢ine gibanja nas-
taje uslijed djelovanja momenta sile u intervalu dt,
te ima isti smjer kao i moment sile. Mozemo reéi da
ona izrazava drugi Newtonov zakon putem kutnih
vektorskih veli¢ina.

=t
=

(¢)

Slika 2.24: (a) Prikaz vektora kutne koli¢ine gibanja
prema jednadzbi (2.60). (b) Djelovanje momenta
sile M tijekom vremenskog intervala dt uzrokuje
promjenu kutne koli¢ine gibanja dL. (c) Kada tan-
gencijalna sila djeluje u suprotnom smjeru od tre-
nutne koli¢ine gibanja p, moment sile M ima supro-
tan smjer od trenutne kutne kutne koli¢ine gibanja
L. Promjena kutne koli¢ine gibanja dL slijedi uvi-
jek smjer momenta sile M.
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Zbog vaznosti i pravilnog razumijevanja odnosa
medu veli¢inama u jednadzbi (2.61), razmotrimo ih
detaljnije na slici 2.24b. U nekome trenutku, tijelo
se vrti odredenom obodnom brzinom ¥, odnosno
ima odredenu koli¢inu gibanja p, te slijedom jed-
nadzbe (2.60) ima odredenu kutnu koli¢inu gibanja
E, koja je prikazana kao vektor na slici 2.24b. Ako
u tome trenutku na tijelo djeluje tangencijalna sila
Fyu smjeru gibanja tijela, onda je moment sile M
usmjeren duz vektora L. Promjena kutne koli¢ine
gibanja dL ima uvijek smjer vektora M pa vidimo
da se kutna kolicina glbanja tljekom vremenskog
intervala dt poveéa od L na L+ dL. Radi se o
ubrzavanju kruznog gibanja tijela.

Na slici 2.24c¢ prikazan je pak slucaj u kojemu
tangencijalna sila ﬁt ima smjer suprotan trenut-
nom gibanju tijela. Ocekujemo da ¢e njeno dje-
lovanje izazvati usporavanje kruznog gibanja. Mo-
ment sile M , te promjena kutne koli¢ine gibanja
dE, usmjereni su sada suprotno od vektora L. Na-
kon vremenskog intervala dt, kutna koli¢ina gibanja
L+ dL ima umanjen iznos u odnosu prema pret-
hodnom vektoru L. Uistinu vidimo u¢inak zaustav-
ljanja kruznog gibanja.

Odnos kutne kolicine gibanja i kutne brzine

Mozemo izvesti jo§ jednu korisnu relaciju za kutnu
koli¢inu gibanja. Polazeéi od definicije u jednadzbi
(2.60), nalazimo da je iznos )E‘ = mr|v]. Uzi-
majuéi u obzir da je || = r|&|, dobivamo da je iz-
nos kutne koli¢ine gibanja I_:’ = mr? |&|. Produkt

mr? prepoznajemo kao moment tromosti I defini-

ran jednadzbom (2.59). Buduéi da su vektori L i &
paralelni, mozemo pisati

L=1I& (2.62)

Ovaj izraz za kutnu koli¢inu gibanja ima istu formu
kao i izraz p = mu, s time da su linearne veli¢ine
zamijenjene kutnima. Kutna koli¢ina gibanja pro-
porcionalna je kutnoj brzini, te ima isti smjer.

Dimenzije i jedinice za mjerenje momenta
sile i kutne kolicine gibanja. Dimenziju za silu
smo ranije utvrdili kao [M LT *2], pa sukladno jed-
nadzbi (2.57) nalazimo da je dimenzija momenta
sile [MLQT*Q], dok je jedinica za mjerenje njutn-
metar (1Nm). Dimenzija za kutnu koli¢inu gibanja
je [MLQT_l], a jedinica za mjerenje lkgm?s~!.



94

2.5.3 Promatranje kruznog gibanja iz
razli¢itih ishodista
Moment sile smo uveli u jednadzbi (2.57) za raz-
matrani sluc¢aj gibanja po kruznici. Naime, tijelo
je bilo vezano za jedan kraj niti, a drugi kraj niti
bio je uévrséen u jednoj nepomicnoj tocki koja je
postala srediste kruznice po kojoj se tijelo moze gi-
bati. Stoga se u¢inak tangencijalne sile F, odnosio
na rotaciju upravo oko te tocke.

Medutim, opcenito se za silu ﬁ, koja djeluje na
neko tijelo, moze definirati moment sile s obzirom
na bilo koju odabranu tocku. Uz istu silu F , dobi-
vaju se razli¢iti momenti sile s obzirom na razlicite
odabrane tocke. Slika 2.25a daje kao primjer dvije
odabrane tocke O’ i O” i prikaz dvaju razlic¢itih mo-
menata sile

W= x F . M =F"xF (2.63)

Vektorsko mnozenje dvaju vektora izvodi se uvi-
jek prema pravilu koje smo upoznali u odjeljku 1.5.
Vektor M’ je okomit na ravninu koju odreduju vek-
tori 7/ i F, a isto vrijedi i za vektor M” u odnosu
na 7" i F. Stoga vektori momenata sile M’ i M” ne
moraju biti medusobno paralelni. Upravo je takav
primjer odabran na slici 2.25a.

Svakome se odmah namece pitanje o tome koji
je moment sile “onaj pravi”. Stovise, ukoliko se ne
moze utvrditi koji bi moment sile bio ”onaj pravi”,
logi¢no je dovesti u pitanje smislenost takvog defini-
ranja momenta sile kao fizikalne veli¢ine koja moze
poprimiti bilo koji iznos i smjer u ovisnosti o izboru
ishodista.

Na ovo ostro pitanje dat ¢emo odgovor u daljnjoj
raspravi. Pokazat ¢éemo da je svaki izbor ishodista
uistinu jednako valjan i smislen jer mozemo sma-
trati da sila F' nastoji u tome trenutku rotirati ti-
jelo upravo oko te odabrane tocke. Takoder ¢emo
vidjeti da se matematicki opis gibanja moze izvesti
s raznim odabirima ishodi§ta, no slozenost opisa
nije uvijek jednaka. Stoga moramo nauciti kako
valja naciniti izbor koji je podoban za rjeSavanje
odredenog problema.

Okrenimo se sada
veli¢inama. Kutnu koli¢inu gibanja (ili mo-
ment koli¢ine gibanja) tijela takoder definiramo s
obzirom na neku odabranu tocku. Kao primjer,
na slici 2.25b nalazimo tijelo mase m koje se
giba brzinom v, te stoga ima koli¢inu gibanja p.

kutnim kinematickim
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Mozemo zamisliti da tijelo u tome trenutku stoji
na obodu kruznice sa sredistem u tocki O, ili
pak na obodu kruZnice sa sredistem u tocki O”.
Drugim rije¢ima, mozemo zamisliti da u tome
trenutku tijelo obilazi oko tocke O', ali isto tako
i da obilazi oko tocke O”. U ovisnosti o izboru
ishodista imamo trenutne kutne koli¢ine gibanja

—

/ =/ —
L'=r"xp ,

L/l:f»//xﬁ

(2.64)

Slika 2.25: (a) Jedna te ista sila F ima razlicite
momente M’ i M” s obzirom na razlicite tocke. (b)
Kutne koli¢ine gibanja L’ i L” su razlicite ukoliko
se odreduju s obzirom na razlicite tocke, iako je
koli¢ina gibanja p"jedna te ista.
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Postavlja se sada pitanje vrijedi li odnos dL =
Mdt za svaki izbor ishodista. Ako ponovo razmo-
trimo izvod jednadzbe (2.61), mozemo uo¢iti da u
njemu nije postavljeno neko ogranic¢enje za izbor
ishodista vektora 7. Vazno je samo da i moment
sile M i kutna koli¢ina gibanja L budu definirani u
odnosu na istu tocku O. Uz taj uvjet, vrijedi uvi-
jek uzroéno posljedi¢ni odnos dL = Mdt kao drugi
Newtonov zakon izrazen putem kutnih veli¢ina.

Konusno njihalo

Da bi se potpuno shvatilo Sto donosi moguénost
izbora raznih tocaka za ishodiste u odnosu na koje
definiramo vektore L i M , potrebno je obraditi neke
konkretne primjere. Razmotrimo ovdje konusno
njihalo prikazano na slici 2.26a. Kruzno gibanje
tijela nastaje kada nit na kojem ono visi otklonimo
od vertikale za neki kut 8, te pogurnemo tijelo u
tangencijalnom smjeru tako da mu dademo odgo-
varajucu obodnu brzinu.
Na tijelo djeluje gravitacijska sila F y pbrema dolje,
a istodobno na njega djeluje i nit silom napetosti T'.
Ove su sile prikazane na slici 2.26a, a na pomo¢nom
je crtezu prikazan njihov vektorski zbroj. Rezul-
tanta predstavlja centripetalnu silu
F.=F,+T (2.65)
Umjesto zajednickog djelovanja dviju sila ﬁg iT,
mozemo uzeti da na tijelo djeluje jedna jedina sila
ﬁc koja prisiljava tijelo na kruzno gibanje.

Napomena: Nastanak centripetalne sile kao re-
zultante nije sluc¢ajnost. Lako je shvatiti da je
gravitacijska sila u cijelosti kompenzirana ver-
tikalnom komponentom sile napetosti. Kada
to ne bi bilo tako, tj. kada bi postojala rezul-
tantna vertikalna sila, tijelo bi imalo vertikalnu
akceleraciju.

Prema jednadzbi (2.54)) iznos centripetalne sile
povezan je s iznosom obodne brzine. Da bi nastalo
kruzno gibanje tijela, potrebno mu je u pocetku
dati upravo taj iznos obodne brzine, Sto se moze
posti¢i uz malo vjeStine i isprobavanja.

Sljedece je pitanje postavljanja ishodista O za
definiranje kutnih veli¢ina i obradu problema gi-
banja. U nacelu bismo mogli odabrati bilo koju
tocku, ¢ak i neku tocku daleko od konusnog nji-
hala, kao ishodiste. Medutim, matematicka obrada
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gibanja mogla bi postati jako slozena tako da se
ne ¢emo upustati u takva razmatranja. Gledajuci
na konusno njihalo, mozemo uociti da postoje dvije
tocke koje se isti¢u kao posebne. Tijelo se giba po
kruznici koja lezi u horizontalnoj ravnini, a srediste
kruznice je u tocki vertikalno ispod objesiSta niti.
Tako u toj toc¢ki nema ni¢eg materijalnog, ona nam
se po simetriji problema namecée kao pogodan iz-
bor za ishodiste. Druga istaknuta tocka kod konus-
nog njihala je objesiste niti, pa bismo i u nju mogli
smjestiti ishodiste. Obradit ¢emo redom oba izbora
za ishodiste, te zatim izvuci zakljucke.

Na slici 2.26b odabrano je ishodiste O u sredistu
kruznice po kojoj se tijelo giba. U svakom trenutku
radijus 7 i sila ﬁc leze na istom pravcu, ali imaju
suprotne smjerove, tj. tvore kut m. Stoga njihov
vektorski produkt iScezava

M=7FxF. =0 (2.66)

Moment centripetalne sile iS¢ezava. Stoga nema

promjene kutne koli¢ine gibanja

dL = Mdt =0 (2.67)

Tijelo ima kutnu koli¢inu gibanja L koja je prika-
zana na slici 2.26b, ali se ona ne mijenja niti po
iznosu niti po smjeru.

Razmotrimo sada drugi izbor prema kojemu je
ishodiste O smjesteno u objesiste niti kao Sto pri-
kazuje slika 2.26c. Vektor 7 se sada proteze duz
niti, te nije na istom pravcu kao sila E. Stoga mo-
ment centripetalne sile s obzirom na ovo ishodiste
O ne iScezava

M=rFxF, #0 (2.68)
Trenutni smjer vektora M je uvijek okomit na rav-
ninu koju tvore vektori 7 i E.. Tijekom vremena
oni rotiraju oko vertikalne osi, pa i vektor M isto
tako rotira.

Postojanje neiSéezavajuéeg momenta sile moglo
bi nas navesti na razmisljanje da uslijed njegova
djelovanja dolazi do obodnog ubrzavanja kruznog
gibanja. No, s druge strane, znamo da se radi o
jednom te istom gibanju, samo §to ga gledamo iz
drugog ishodista nego ranije. Moramo stoga detalj-
nije razjasniti ovaj problem.

Pogledajmo Sto se zbiva s vektorom kutne
koli¢ine gibanja definiranim s obzirom na sadasnje
ishodiste O. Na slici 2.26¢ nacrtana je trenutna
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koli¢ina gibanja p, te pripadna kutna koli¢ina giba-
nja

L=7Fxp (2.69)
Vektor L je okomit na ravninu koju tvore vektori
7 1 p. Ta je ravnina okomita na onu koju tvore
vektori 71 F, (jer su p'i F.) uzajamno okomiti),
pa su kutna koli¢ina gibanja L i moment sile M

POGLAVLJE 2. NEWTONOVI ZAKONI GIBANJA
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Slika 2.26: (a) Konusno njihalo s odgovarajué¢om
tangencijalnom brzinom. Na tijelo djeluje gravita-
cijska sila ﬁg i sila napetosti niti 7. Na pomoénom
crtezu zbrojene su navedene dvije sile i dobivena re-
zultanta Fv.. (b) Postavljanje ishodista O u srediste
kruznice po kojoj se tijelo giba. Moment sile F,
iStezava pa je kutna koli¢ina gibanja L konstantna.
(c) Postavljanje ishodista O u objesiste niti. Sila F,
ima moment M koji u intervalu vremena dt uzro-
kuje promjenu kutne koli¢ine gibanja dL. Pomo¢na
slika prikazuje pogled odozgo s vektorima M idL
u istome smjeru. (d) Boc¢ni pogled u kojemu se
kruzna putanja tijela vidi kao horizontalna crta. Za
razne izbore ishodista na osi rotacije dobiva se uvi-
jek isti iznos komponente L.

takoder okomiti. Upotrijebimo sada izraz

dL = Mdt (2.70)
Promjena kutne koli¢ine gibanja dL ima smjer vek-
tora M, a to zna¢i da je okomita na vektor L.
Na pomoénom su crtezu prikazani zasebno vektori
Li dl_;, te njihov zbroj L +dL koji predstavlja
kutnu koli¢inu gibanja nakon vremenskog intervala
dt. Zbog okomitosti promjene dL na sam vektor
E, ne mijenja se iznos kutne koli¢ine gibanja, nego
se samo mijenja njen smjer. Uzastopni vremenski
intervali dt dovode do rotacije vektora L oko verti-
kalne osi.

Vidimo, dakle, da pojava momenta sile kod oda-
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bira ishodista u objesistu niti ne vodi u nesuglasje s
prethodno utvrdenom ¢injenicom da je promatrano
kruzno gibanje tijela jednoliko, tj. da nema obod-
nog ubrzanja. Dobiveni moment sile mijenja smjer
kutnoj koli¢ini gibanja, ali ne i njen iznos.

Naglasavanje osi rotacije

Osim dvaju gore razmatranih izbora za ishodiste,
mogli bismo proizvoljno odabrati i bilo koju drugu
tocku na vertikalnoj osi konusnog njihala. Rezul-
tat bi uvijek bio slican onome na slici 2.26¢. Vek-
tor kutne koli¢ine gibanja L ostaje konstantan po
iznosu i rotira oko vertikalne osi. To znac¢i da se
njegova projekcija na vertikalnu os ne mijenja ti-
jekom vremena. Takoder zapazamo da je vektor
momenta sile uvijek u ravnini koja je okomita na
vertikalnu os. Iz toga slijedi da njegova projekcija
na vertikalnu os iS¢ezava.

Postavimo koordinatni sustav Oxyz tako da mu
os z bude u smjeru vertikalne osi konusnog nji-
hala. Gornja zapazanja mozemo matematicki za-
pisati kao L, = konst. i M, = 0 tijekom rotacije
konusnog njihala. Ove dvije relacije su medusobno
konzistentne jer ako moment sile nema komponentu
duz osi z, onda se komponenta kutne koli¢ine giba-
nja duz osi z ne moze mijenjati. Zakljucak slijedi
jednostavno iz jednadzbe dL = Mdt koju mozemo
napisati za komponente duz osi z kao dL, = M,dt.

Uvjerili smo se da za dani izbor ishodista na ver-
tikalnoj osi, L, ima konstantnu vrijednost tijekom
rotacije. Usporedimo sada rezultate za razlicite iz-
bore ishodista na vertikalnoj osi. Na slici 2.26d
prikazan je bocni pogled na rotaciju tijela oko osi
z. Kao primjeri ishodista odabrane su tri tocke O,
O’ 1 O”. Smjer gibanja tijela je okomit na ravninu
crtanja i ulazi u nju. Tako je vektor koli¢ine giba-
nja p prikazan simbolom ®. U ovisnosti o izboru
ishodista, vektor kutne koli¢ine gibanja je L =ix Dy
L' = 7' x §, odnosno L = 7" x p. Iznos vektora
kutne koli¢ine gibanja mijenja se s promjenom is-
hodista jer se mijenja udaljenost tijela od ishodista.
Medutim, ujedno se mijenja i smjer vektora kutne
koli¢ine gibanja. Interesantno je pogledati iznos
njegove projekcije na os z

L,=|L

=rp (2.71)

L'Z:‘Z_}" sinf’ =r'psinf’ =rp (2.72)
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L = ‘E” sinf@” =r"psin0” =rp (2.73)

Kao vazan rezultat dobili smo da komponenta L,
ne ovisi o izboru ishodista. Ona ostaje ista kao kada
izaberemo tocku O za ishodiste (slika 2.26d). Zato
se mozemo osloboditi problema izbora ishodista i
naglasiti samo os rotacije, te izrazavati sve kutne
veli¢ine u odnosu na tu os

(2.74)

gdje je w, kutna brzina rotacije oko osi z, a I, =
mr? je moment tromosti za vrtnju tijela oko osi
z. Potrebno je naglasiti da se kod izra¢unavanja
momenta tromosti uvijek uzima okomita udaljenost
tijela od osi rotacije. Takoder uotimo da moment
inercije I nije ni u kom slucaju vektorska veli¢ina, te
se stoga I, ne moze smatrati njegovom projekcijom
na os z. I, je naprosto moment tromosti za vrtnju
tijela oko osi z.

L,=TILuw,

Napomena: U prikazanom primjeru konusnog
njihala tijelo je prikazano u ¢esticnom modelu,
te se smatra da je u cijelosti udaljeno za r od
osi rotacije z. U poglavlju 7 obradivat ¢emo
rotaciju krutog tijela za koje mozemo reci da
se sastoji od mnostva ¢estica unutar nekog vo-
lumena tako da pojedine cestice rotiraju na
razli¢itim udaljenostima od osi z.

2.5.4 Kutne veli¢ine kod jednolikog
gibanja tijela po pravcu

U razmatranju gibanja po pravcu ne bismo isprva
rekli da bi kutne varijable mogle biti korisne, kao
§to je to slucaj kod kruznih gibanja. Tek nas po-
misao na to da se dio pravca moze smatrati lukom
kruznice koja ima beskonacno velik radijus, moze
navesti da ipak pokuSamo primijeniti kutne vari-
jable za opis jednolikog gibanja po pravcu. Slika
2.27a prikazuje tijelo mase m koje se giba stalnom
brzinom . Ishodiste O je proizvoljno izabrano iz-
van pravca. Buduéi da na tijelo ne djeluje nikakva
sila (F' = 0), to nema niti momenta sile (M = 0),
pa nema niti promjene kutne koli¢ine gibanja

dL=Mdt=0 =  L=konst. (2.75)

Kutna koli¢ina gibanja s obzirom na proizvoljno
odabrano ishodisSte ostaje u vremenu konstantna.
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Tako smo ovaj rezultat dobili uvjerljivim mate-
matickim postupkom, ¢ini nam se ipak neobi¢nim
da je za jednoliko gibanje po pravcu kutna koli¢ina
gibanja konstantna bas kao i za jednoliko kruzno
gibanje.

Slika 2.27: (a) Tijelo mase m giba se konstantnom
brzinom ¢. Za promatranje gibanja odabrano je
ishodiste O. (b) U bilo kojem polozaju tijela kutna
koli¢ina gibanja L ostaje konstantna.

Korisno je uvjeriti se izravno u stalnost kutne
koli¢ine gibanja putem crteza na slici 2.27b. Tije-
kom vremena mijenja se vektor polozaja tijela 7 s
obzirom na ishodiste O, dok je vektor koli¢ine gi-
banja konstantan (p' = konst.). Kutnu koli¢inu gi-
banja ra¢unamo prema njenoj definiciji L=Fxp
Vektor 7 uvijek ostaje u ravnini crtnje na slici 2.27b,
a u toj ravnini je i vektor p, pa je kutna koli¢ina
gibanja L u svakom trenutku okomita na ravninu
crtnje i ima smjer ulaska u ravninu (oznaka ®).
Racunajuéi iznos kutne koli¢ine gibanja nalazimo

= / . / " 3 "
Ll =r'psina’=r"psina” =Rp

(2.76)

gdje je R okomita udaljenost ishodista O od pravca
kojim se tijelo giba. O¢ito je da iznos kutne koli¢ine
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gibanja ostaje konstantan kod jednolikog gibanja
tijela po pravcu.

2.5.5 Gibanje tijela pod utjecajem
centralne sile

Pod pojmom centralne sile podrazumijeva se bilo
koja sila na tijelo koja uvijek ima smjer prema ne-
koj tocki. Medu centralne sile svakako ubrajamo
centripetalnu silu kod gibanja tijela po kruznici.
Medutim, u svemiru se javlja i gibanje manjih ne-
beskih tijela po elipsi oko nekog mnogo veceg tijela,
npr. gibanje planeta oko Sunca. Na planet djeluje
sila koja uvijek ima smjer prema Suncu (gravita-
cijska sila), a Sunce se nalazi u jednome od zarista
elipse.

Slika 2.28: Gibanje tijela po elipsi pod utjecajem
sile koja uvijek ima smjer prema jednom zaristu.
Ishodiste O smjeSteno je u navedeno zariste elipse.
Moment sile uvijek iS¢ezava pa je kutna koli¢ina
gibanja L konstantna.

Na slici 2.28 prikazano je gibanje tijela po elipsi.
Ishodiste O je stavljeno u zariSte elipse prema kojoj
je uvijek usmjerena sila koja djeluje na tijelo u giba-
nju. Ova centralna sila mijenja svoj iznos tijekom
ophodnje tijela po elipsi, no to nema utjecaja na
moment sile oko ishodista O. Bududi da je vektor
polozaja tijela 7 uvijek na istom pravcu kao i cen-
tralna sila, njihov vektorski produkt uvijek iS¢ezava
(M =7 x F =0), pa imamo

-

dL=Mdt=0 =  L=konst. (2.77)

Kod gibanja pod utjecajem centralne sile kutna
koli¢ina gibanja ostaje konstantna.



Poglavlje 3

PRIRODA SILA

Vidjeli smo u prethodnome poglavlju kako
Newtonovi zakoni definiraju silu. Svako djelovanje
na neko tijelo, koje moze promijeniti njegovu tre-
nutnu koli¢inu gibanja, nazivamo silom. Pri tome
nam nije bitna priroda tog djelovanja, nego je do-
voljno da postoji ucinak u vidu promjene koli¢ine
gibanja. U primjerima na kojima smo ilustrirali pri-
mjenu Newtonovih zakona, sila je ponekad dolazila
od djelovanja covjekovih misi¢a, ponekad od rada
nekog motora, ili od neceg tre¢eg. U nekim smo
primjerima navodili i postojanje gravitacijske sile.
Bilo koja od tih sila mogla je izvoditi iste ucinke,
bez obzira na njenu prirodu.

U ovome poglavlju zelimo razmotriti upravo pri-
rodu sila. Suvremena fizika nalazi da se golemo
mnostvo raznih sila u prirodi moze izvesti iz jedne
od cetiri osnovne sile. To su gravitacijska, elektro-
magnetska, jaka i slaba sila. Ovdje ¢emo detaljnije
razmatrati gravitacijsku silu, a elektromagnetsku
samo utoliko da bismo mogli objasniti prirodu ne-
kih izvedenih sila. Medu njima su nam posebno
zanimljive meduatomske sile na kojima se temelji
elasti¢na sila i ¢vrstoca, te sila trenja, tj. sile koje su
vazne u svakodnevnom zivotu. U daljnjem razma-
tranju dos§li bismo i do medustani¢nih i fiziologkih
sila na kojima se zasniva sila miSi¢a, dakle upravo
ona koja je izvorno ¢ovjeku posluzila za stvaranje
pojma sile.

3.1 Pregled osnovnih sila
prirode

U covjekovu zivotu zacijelo se kao najvaznija
ukazuje sila njegovih vlastitih miSi¢a koja mu
omogucuje da se pokrete, uzima jelo, nosi razne
predmete i preureduje okolinu prema svojim potre-
bama. Medutim, fizika se ne gradi na subjektivnom
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shvac¢anju vaznosti, nego na uspostavi misaone hi-
jerarhije koja ide od jednostavnijeg ka slozenijem.
Misiéi se sastoje od stanica koje su povezane, tj.
djeluju jedna na drugu, pa otekujemo neku elemen-
tarniju silu na kojoj se temelji djelovanje misi¢a kao
cjeline. Nadalje, stanica je gradena od molekula
koje su opet medusobno povezane, te ocekujemo
postojanje jos elementarnije sile. Postavlja se pi-
tanje koje je medudjelovanje osnovno, tj.
koje se ne moze izvesti iz nekog jos elementarnijeg
medudjelovanja.

ono

Sliéno razmatranje mozemo provesti za razne
druge sile koje susre¢emo u prirodi i opet dola-
zimo do pitanja o elementarnim medudjelovanjima.
Sveobuhvatna analiza svih medudjelovanja, koju su
proveli fizicari tijekom stoljec¢a, pokazala je da pos-
toje Cetiri vrste medudjelovanja, koje nije moguce
svesti na joS elementarnije. Ujedno se iz ova
Cetiri medudjelovanja mogu izvesti sva slozenija
medudjelovanja koja nalazimo u prirodi. Ta ¢etiri
medudjelovanja predstavljaju osnovne sile, koje
¢emo ovdje ukratko opisati.

Gravitacijska sila. Sva tijela pokazuju univer-
zalno svojstvo uzajamnog privlacenja, bez obzira
na njihov kemijski sastav. To je urodeno svojstvo
tvari, koje se ne moze izvesti iz nekog drugog svoj-
stva, pa gravitacijsku silu s pravom smatramo jed-
nom od osnovnih sila prirode. Kao mjera za intenzi-
tet tog svojstva tijela, definira se njegova gravitacij-
ska masa. Dva se tijela uzajamno privlace to vetom
silom §to su im gravitacijske mase vece. Za gravi-
tacijsko privlacenje nije potreban dodir tijela. Ono
djeluje na daljinu, no opada s veéom udaljenoséu
medu tijelima. O tome ¢ée biti govora podrobnije
u sljedec¢em odjeljku 3.2. Ovdje navedimo da gra-
vitacijsko privlacenje postoji i medu tijelima koje
svakodnevno promatramo pred sobom, ali ono je
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po iznosu maleno, pa se ne primje¢uje. Samo Zem-
lja, kao tijelo jako velike gravitacijske mase, privlaci
zamjetljivo sva tijela na svojoj povrsini, §to je bitno
za nas zivot. Zemlja privlac¢i velikom silom Mjesec,
iako je udaljenost medu njima velika, zato Sto je
i gravitacijska masa Mjeseca takoder jako velika.
Opcenito, ucinke gravitacijske sile opazamo u giba-
njima svemirskih tijela koja imaju ogromne gravi-
tacijske mase.

Elektromagnetska sila. Fizikalnim promatra-
njima je ustanovljeno da neke subatomske Cestice,
kao npr. elektroni i protoni, imaju svojstvo uza-
jamnog privlacenja, ili odbijanja. Za objasnjenje
te pojave bilo je potrebno uvesti novu veli¢inu koja
je nazvana elektriéni naboj s time da je postulirano
postojanje dviju vrsti naboja, dogovorno nazvanih
pozitivnim i negativnim nabojem, kojima je svoj-
stvo da se istoimeni naboji odbijaju, a raznoimeni
privlace. To vrijedi za naboje u mirovanju, dok
se izmedu naboja u gibanju javljaju i magnetske
sile, pa se zbirno govori o elektromagnetskoj sili.
Pozitivno nabijena atomska jezgra privla¢i nega-
tivno nabijene elektrone oko sebe putem elektro-
magnetske sile. Izmedu jezgre atoma i elektrona
postoji i gravitacijska sila, no ona je zanemariva
prema elektromagnetskoj sili. Elektromagnetska je
sila temelj medudjelovanja atoma i molekula, Sto
¢emo razradivati u kasnijim odjeljcima 3.3 i 3.4. Za
elektromagnetsku silu takoder tvrdimo da spada u
osnovne sile jer postojanje elektricnog naboja ne
mozemo izvesti iz nekog drugog svojstva tvari.

Jaka sila. U atomskoj jezgri moze biti vedi
broj protona, dakle cestica s pozitivnim elek-
tricnim nabojem, a jezgra se ipak ne raspadne,
iako se istoimeni naboji odbijaju. Odbojnu elek-
tricnu silu unutar atomske jezgre nadvladava po-
sebna privla¢na sila medu protonima i neutronima,
koju nazivamo jakom silom ili nuklearnom silom.
Opcenitije, jaka sila djeluje medu hadronima (gré.
hadros - gust, postojan), Cesticama koje su nera-
skidivo slozene od kvarkova (npr. proton, neutron,
mezoni). Doseg jake sile je jako malen i ne seze iz-
van dimenzija atomske jezgre. Smatra se da je pri-
marno djelovanje jake sile drzanje na okupu kvar-
kova koji sacinjavaju hadrone, a medudjelovanje
hadrona je izvedena vanjska posljedica te sile. Pos-
toje druge vrste elementarnih ¢estica (npr. elek-
tron, neutrino) na koje jaka sila uopée ne djeluje.
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Slaba sila. U nuklearnom procesu poznatom pod
nazivom beta raspad dolazi u radioaktivnoj jezgri
atoma do raspada jednog neutrona na proton i elek-
tron, te ispustanje jo$ jedne elementarne cestice
koja se naziva antineutrino. Alternativno se dogada
da se proton u radioaktivnoj jezgri pretvori u ne-
utron uz ispustanje jednog antielektrona i neutrina.
Ni jaka, ni elektromagnetska sila ne mogu po svojoj
prirodi proizvesti takve vrste pretvorbi neutrona u
proton, i obrnuto. Stoga je bilo potrebno uvesti
jednu dodatnu neovisnu silu, koja je nazvana slaba
sila jer je nekoliko redova velicine slabija od jake
sile. Slaba sila sudjeluje i u procesu fuzije vodika
u deuterij i zatim u helij, koji se odvija u zvijez-
dama. Za razliku od gravitacijske, elektromagnet-
ske i jake sile, slaba sila ne stvara vezana stanja
Cestica na koje djeluje. Slaba sila djeluje na Cestice
koje se nazivaju leptoni (gré. leptos - sitan, la-
gan), a medu njima su najpoznatiji elektron i ne-
utrino. Neutrino je veoma posebna Cestica jer nema
elektriécnog naboja pa je slaba sila jedina kojom
on moze medudjelovati s drugom materijom. To
je medudjelovanje tako slabo da neutrino moze bez
sraza proci kroz cijelu zemaljsku kuglu. Tako i kroz
nase tijelo prolazi svake sekunde na tisuc¢e neutrina
nastalih u nuklearnim reakcijama na Suncu, a da
ipak ne nastane nikakvo biolosko oStecenje.

Povijesni slijed ujedinjavanja sila

Sve do druge polovice 19. stolje¢a smatralo se da
elektricna i magnetska sila imaju zasebne uzroke.
No tada je skotski fizicar J. C. Maxwell teorijski
osmislio njihovu meduovisnost i ujedinio ih tako
da danas govorimo o elektromagnetskoj sili. Ona
potjece od elektricnih naboja u mirovanju (elek-
tri¢na sila) ili gibanju (magnetska sila). Bududéi da
su mirovanje i gibanje relativni pojmovi koji ovise
o izboru referentnog koordinatnog sustava za pro-
matranje naboja, mozemo imati bilo elektri¢nu ili
magnetsku pojavnost, ili pak oboje, pa je oprav-
dano svaku silu koja dolazi od naboja opéenito sma-
trati elektromagnetskom. Posrednik (medijator) u
elektromagnetskoj interakciji je kvant elektromag-
netskog polja nazvan foton.

Otprilike jedno stolje¢e nakon Maxwella, poja-
vila su se teorijska predvidanja moguceg ujedinje-
nja elektromagnetske i slabe sile u elektroslabu in-
terakciju. Kao medijatori ove interakcije pojavljuju
se WT i W~ bozoni, ¢estice veoma velike mase mi-
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rovanja (ekvivalentne energije) koje nose pozitivan,
odnosno negativan naboj, te se putem njih u beta
raspadima neutron pretvara u proton, ili obrnuto.
U nekim se procesima elektroslaba interakcija pre-
nosi putem neutralnog Z bozona koji moze predati
drugoj Cestici koli¢inu gibanja, ali ne moze promi-
jeniti njen naboj. Postojanje Z bozona je prvi put
utvrdeno indirektnim putem na promjeni koli¢ine
gibanja ponekih elektrona izlozenih struji neutrina
(CERN, 1973). Izravno je postojanje W i Z bozona
dokazano u sudarima elementarnih cestica ubrza-
nih akceleratorima do vrlo visokih energija (CERN,
1983). Takvi su ekstremni uvjeti pretpostavljeno
vrijedili i u trenucima jako zgusnute materije ne-
posredno nakon velikog praska (engl. Big Bang) u
stvaranju svemira. U svim uobic¢ajenim uvjetima
svakodnevnog zivota o¢ituju nam se odvojeno elek-
tromagnetska i slaba sila, koje i dalje smatramo
osnovnima.

Teorijski je osmisljeno ujedinjenje elektroslabe i
jake sile u okviru tzv. standardnog modela, koji je
dobio snaznu potvrdu eksperimentalnim dokazima
o postojanju kvarkova. S danasnjim stanjem spoz-
naje, ostaju neke nekonzistentnosti u ujedinjenju
ovih sila s gravitacijskom silom.

Valja jos napomenuti da se jaka i slaba sila ma-
nifestiraju isklju¢ivo u subatomskim sustavima za
koje ne vrijedi klasi¢na nego kvantna fizika. Stoga
i pojam sile u tim procesima ne odgovara onome
koji je postavljen Newtonovom definicijom i njego-
vim zakonima. U ovoj se knjizi ne ¢emo baviti tim
pitanjima.

3.2 Gravitacijska sila

Ljudi se svakodnevno susreéu s tezinom tijela i po-
javom da tijela padaju ako ih se ispusti s neke
Veéina ljudi ¢e reéi da je uzrok tome
privlacenje Zemlje. No, radi se o naucenoj tvrd-
nji, ponavljanoj puno puta tijekom skolovanja, a
ne o spoznaji koja bi proistekla iz samoga zivotnog
iskustva. Na pitanje privlace li se uzajamno dvije
Case postavljene na stol, odgovor vecine ljudi ne bi
bio jako pouzdan. Ovdje ¢emo razmotriti gravita-
cijsku silu kao opce svojstvo tvari i utvrditi njeno
ponasanje na daljinu.

visine.
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3.2.1 Newtonov opci zakon gravitacije

Shvacanje da Zemlja privlaci tijela nije nas-
talo u pradavna vremena kao izraz covjekova
dozivljavanja prirode. Ni ljudi skloni duboku
razmisljanju, kao sto je bio Aristotel, nisu pridavali
Zemlji takvo svojstvo. On je smatrao da je pada-
nje kamena uzrokovano svojstvom koje se nalazi u
samome kamenu, a ne nekim djelovanjem Zemlje,
koja je tu samo kao srediste Svijeta (vidi poglav-
lie 2). Sto se pak ti¢e nebeskih tijela, ona su po
Aristotelovu miSljenju posjedovala drugacija svoj-
stva od zemaljskih tijela, pa su i njihova gibanja
bila drugacija, ali su se odvijala samostalno, bez
utjecaja Zemlje.

Niti Galileo Galilei, koji je u prvoj polovici 17.
stoljeca intenzivno proucavao slobodan pad i giba-
nje kuglica niz kosinu, nije dovodio u pitanje Aris-
totelov nauk po kojemu se tijela sama od sebe gi-
baju prema sredistu Zemlje, ukoliko nisu u takvu
gibanju zaprijecena.

U pogledu gibanja nebeskih tijela, Galilei je bio
strastveni pobornik Kopernikova heliocentri¢nog
sustava. Pritom ga je viSe zanimao opis gibanja ne-
beskih tijela, dok je pitanje o uzrocima tih gibanja
ostavljao za neka kasnija vremena. U jednom od
svojih djela napisao je da nam nacela po kojima se
odvijaju ova gibanja nisu poznata, no potom je us-
tvrdio da nam to i nije tako vazno kao proucavanje
ucinka tih nacela, tj. pravilnosti samih gibanja.

Galileijev suvremenik Johannes Kepler stekao je
posebne zasluge za otkri¢e pravilnosti u gibanjima
planeta i formulirao ih putem triju zakona o kojima
¢e biti detaljnije rije¢i u poglavlju 10. Pored egzak-
tnog istrazivanja, Kepler se upustao u razmisljanja
o mogucéem uzroku gibanja planeta oko Sunca, te
je pripisivao Suncu neku privlaénu moé¢ poput one
koju imaju magneti. Iako je njegovo objasnjenje
bilo pogresno, ostala je ideja da bi ipak od Sunca
moglo dolaziti neko djelovanje na planete i uzroko-
vati njihovo gibanje.

Do pravoga rjeSenja o uzrocima nebeskih gibanja
nije se moglo doéi prije nego $to je ispravno postav-
ljena cijela mehanika, kako zemaljskih tako i nebe-
skih gibanja. Isaac Newton je u drugoj polovici 17.
stoljeca izvrsio preobrazbu fizike time $to je defini-
rao silu kao djelovanje koje moze promijeniti brzinu
tijela (poglavlje 2). Slijedom takve definicije sile, a
svjestan Cinjenice da svako tijelo pri slobodnom pa-
danju mijenja (povecéava) svoju brzinu, Newton je,
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da bi ostao dosljedan svojim zakonima mehanike,
morao ustvrditi da tijekom slobodnog pada djeluje
na tijelo neka sila, iako se tijelo u padanju ne do-
diruje ni sa kojim drugim tijelom. Tako je isprav-
nim postavljanjem mehanike omogucen prvi korak
u rjeSavanju problema slobodnog pada. Utvrdeno
je da uzrok slobodnome padu mora lezati u dje-
lovanju neke sile na tijelo, no bilo je potrebno jos
razjasniti koja bi mogla biti priroda te sile. Sto
se pak tice kruznog gibanja planeta oko Sunca, ili
Mjeseca oko Zemlje, Newtonova je mehanika ukazi-
vala na potrebu postojanja neke sile koja bi mogla
igrati ulogu centripetalne sile. Newtonu se takoder
postavljalo pitanje prirode tih sila.

Prema nekim zapisima,! ideja za cjelovito
rjeSenje zemaljske i nebeske mehanike sinula je
Newtonu jednom prilikom dok je sjedio u vrtu i
razmisljao o nerijeSenim problemima. U jednom
je trenutku opazio pad jabuke sa stabla i pomis-
lio kako bi se moglo raditi o privlacnom djelovanju
Zemlje koje bi se moglo protezati sve do Mjeseca,
te uzrokovati njegovo kruzenje oko Zemlje. Trenu-
tak u kojemu moze nastati ideja u ¢ovjekovu umu
je nepredvidiv i nije nuzno povezan s okolnim zbi-
vanjima. U svakom sluc¢aju, Newton je doSsao na
zamisao kako se uzroci slobodnog pada raznih ti-
jela na Zemlji i kruznog gibanja raznih nebeskih
tijela mogu objediniti ako se pretpostavi postoja-
nje privlacne sile izmedu svih tijela. To je temelj
Newtonova opceg zakona gravitacije.

Newton se nije zadovoljavao samo idejama, nego
je nastojao obraditi ih strogim znanstvenim meto-
dama. Tako je iskoristio veé ranije eksperimentalno
utvrdeni treéi Keplerov zakon kako bi ustanovio na
koji nac¢in privla¢na sila opada s udaljenoséu od
Sunca. Racun je vrlo jednostavan ako se putanje
planeta aproksimiraju s kruznicama. Treé¢i Keple-
rov zakon utvrduje da se kvadrati vremena ophod-
nje planeta odnose kao kubusi njihovih udaljenosti
oko Sunca

T2 T3 : TP =rdors o ird (3.1)

(2 K3

gdje se indeks ¢ odnosi na redni broj planeta. Ovo je
uistinu ¢udesna pravilnost jer vrijedi za sve planete
u Suné¢evu sustavu (Kepler ju je nazvao harmonija

! Newtonov suvremenik Stukeley je zapisao svoj razgovor s
Newtonom u kojemu se veliki znanstvenik prisje¢ao trenutka
i okolnosti nastanka ideje o opéoj gravitaciji. Sli¢nu je pricu
zapisao i Voltaire prema kazivanju Newtonove necakinje.

POGLAVLJE 3. PRIRODA SILA

Svijeta), pa se moglo ocekivati da postoji neki je-
dinstveni princip koji ravna svim tim gibanjima.
Gornje odnose mozemo napisati i na drukéiji nac¢in

2 2 2
h_&_ L _ . _g
743_7,3_ _7.3 - -

1 2 %

— T?=Kr* (3.2)

gdje je K neka konstanta koja je ista za sve planete,
pa u izvedenoj relaciji mozemo izostaviti indeks i.

Newton je bio uvjeren da principi mehanike mo-
raju vrijediti i za gibanja nebeskih tijela, a to znaci
da se i na njih moze primijeniti izraz za centripe-
talnu silu F, = —mw?7 koja prisiljava tijelo mase
m da se giba po kruznici radijusa r. Kutnu brzinu
mozemo izraziti kao w = 27/T jer tijelo obide puni
kut 27 u vremenu T'. Ako se to primijeni na gibanje
planeta oko Sunca, dobivamo za iznos centripetalne
sile

21\ ” 472 1
FC:m<7r> rEmat X (3.3)

Dakle, slijedom Newtonove mehanike i eksperimen-
talno utvrdenog Keplerova zakona, dobiven je uni-
verzalan rezultat. Sila kojom Sunce privla¢i planete
i prisiljava ih na kruzno gibanje opada s kvadratom
udaljenosti planeta od Sunca. To svojstvo privlaéne
sile Sunca predstavlja uzrok ¢udesne pravilnosti iz
tre¢eg Keplerova zakona.?

Pored ovisnosti o radijusu, jednadzba (3.3) po-
kazuje da je za tijelo veée mase m potrebna i veca
centripetalna sila, kako bi ga mogla prisiljavati da
se giba po kruznici danom kutnom brzinom. To
nam je poznato i iz vlastitog iskustva kada pomocu
konopca u ruci vrtimo u krug tijela razli¢itih masa,
pa osjecamo vecéu zategnutost konopca kada je masa
tijela veca. Newton je zakljucio da sila kojom Sunce
privlac¢i planet mora biti ve¢a za planet veée mase
jer jedino tako moze odigrati ulogu potrebne cen-
tripetalne sile. Dovoljno je bilo jos uociti da zbog
simetrije mora postojati i ovisnost privlacne sile o

2Kepler je u svojim slobodnijim razmisljanjima iznosio
pretpostavku da sila koja se §iri od Sunca opada linearno s
udaljenoséu. Nesto kasnije, francuski astronom Bouilleaud i
talijanski astronom Borelli zastupali su misljenje da ta sila
opada s kvadratom udaljenosti jer se prenosi od jedne sferne
plohe na drugu. Istu je pretpostavku iznosio u Newtonovo
doba i engleski fizicar Robert Hooke, no bez ozbiljnijih do-
kaza. Utemeljene dokaze pruzio je tek Newton.
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masi Sunca. Poop¢ivsi ovaj zakljucak na slucaj bilo
koja dva tijela A i B, Newton je utvrdio postojanje
privlacéne sile u iznosu
mam

F=G % (3.4)
gdje je G neka konstanta koju treba odrediti ekspe-
rimentalno. Ova jednadzba izrazava Newtonov opéi
zakon gravitacije. Privlacna sila djeluje na svako od
dvaju tijela, tj. tijelo A privlaci tijelo B, a jedna-
kom silom, ali suprotnoga smjera, tijelo B privlaci
tijelo A. Obje sile djeluju na spojnici dvaju tijela.
Slika 3.1 prikazuje privlaéne sile u slucaju dvaju
sfernih tijela.

Velicina r u jednadzbi (3.4) predstavlja
medusobnu udaljenost tih tijela u slucaju kada ih
mozemo smatrati Cesticama, tj. kada su njihove
dimenzije zanemarive prema medusobnoj udalje-
nosti. U drugim realnim slucajevima, moramo
smatrati da svaka cestica jednog tijela djeluje na
svaku cCesticu drugoga, te moramo naé¢i ukupnu
silu privlacenja. U sljedeéem ¢emo pododjeljku
pokazati da kod homogenih sfernih tijela mozemo
smatrati kao da im je sva masa Kkoncentrirana
u sredistu, pa se za r uzima udaljenost medu
njihovim sredistima. U tom su duhu prikazane
sile na slici 3.1 tako da im se hvatiSta nalaze u
odgovaraju¢im sredistima kugli, tj. kao da se u
tim tockama nalaze cestice s ukupnim masama m 4
imp.

a2

Slika 3.1: Gravitacijske sile izmedu dvaju sfernih
tijela A i B koja imaju homogene raspodjele mase,
pa se hvatista sila nalaze u sredistima tijela.

Provjera s gibanjem Mjeseca

Newton je htio kvantitativno provjeriti svoju zami-
sao prema kojoj bi isti zakon gravitacije vrijedio
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za privlacenje tijela na povrsini Zemlje kao i medu
nebeskim tijelima. Njemu nije bila poznata vrijed-
nost gravitacijske konstante G u jednadzbi (3.4),
kao ni masa Zemlje. No, u njegovo je doba iz as-
tronomskih mjerenja bilo poznato da je udaljenost
od Zemlje do Mjeseca oko 60 puta ve¢a od samoga
radijusa Zemlje. Ako vrijedi opéi zakon gravitacije,
morala bi se privlacna sila Zemlje smanjiti za oko
3600 puta kada se od povrsine Zemlje udaljimo na
oko 60 njenih radijusa.

Primijenjujuéi drugi Newtonov zakon gibanja
(@ = F/m) za bilo koje tijelo mase m, nalazimo
da njegova akceleracija takoder mora biti 3600 puta
manja ako je tijelo izlozeno isto toliko puta manjoj
sili. Za slobodan pad bilo kojeg tijela pri povrsini
Zemlje imamo eksperimentalnu vrijednost od 9,81
ms ™2, §to zna¢i da bi na udaljenosti od 60 radi-
jusa Zemlje tijelo moralo imati malenu akceleraciju
a = 0,00273ms ™2, ukoliko ga pustimo da slobodno
pada prema Zemlji. To vrijedi za svako tijelo, pa i
za Mjesec koji se upravo nalazi na navedenoj uda-
ljenosti.

No, Mjesec ima toliku tangencijalnu brzinu da
izracunata akceleracija predstavlja upravo centripe-
talnu akceleraciju kod njegova kruznog gibanja oko
Zemlje. Zato on ostaje na stalnoj udaljenosti od
Zemlje, a centripetalna akceleracija se moze shva-
titi kao njegovo trenutno padanje prema Zemlji u
odnosu na tangentu po kojoj bi se Mjesec gibao
kada te akceleracije ne bi bilo.

Newton je lako izra¢unao centripetalnu akcelera-
ciju Mjeseca a. = w?r = (27/T)*r uzevéi da je
vrijeme njegove ophodnje oko Zemlje T = 27,3
dana, te radijus kruzne putanje r = 380000km,
prema tadasnjim astronomskim mjerenjima. Dobio
je rezultat a. = 0,00269ms ™2, §to je bilo priblizno
u skladu s predvidanjem iz opceg zakona gravita-
cije. Bio je to ohrabrujuéi rezultat za potvrdu ci-
jele teorije opce gravitacije, no Newton se nije zurio
s njegovim objavljivanjem jer je izveden uz pret-
postavku kruznog gibanja, a znao je da su, prema
prvome Keplerovu zakonu, to¢nije putanje planeta
zapravo elipse. Uz to je trebao dokazati da Zemlja
privlac¢i druga tijela kao da joj je cjelokupna masa
koncentrirana u sredistu, pa je za tijelo na njenoj
povrsini bilo ispravno uzimati kao da je udaljeno od
Zemlje za iznos njena radijusa, $to je prili¢no velika
udaljenost.

Newton je kasnije matematicki dokazao da sila
koja opada s kvadratom udaljenosti moze uzroko-
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vati gibanje tijela po elipsi. Takoder je matematicki
dokazao da za tijela oblika kugle mozemo uzimati
kao da im se Citava masa nalazi u sredistu kugle.
Cjelokupnu teoriju opée gravitacije i na njoj prove-
dene slozene ra¢une objavio je tek nakon 20 godina
istrazivanja u svojoj monumentalnoj knjizi Princi-
pia, gdje su objavljena i njegova tri zakona gibanja
(vidi poglavlje 2).

Gravitacijska masa

Jednadzba (3.3) pociva na drugom Newtonovu za-
konu (ﬁc = md,), gdje masa m predstavlja mjeru
tromosti tijela, tj. svojstva po kojem se tijelo opire
promjeni trenutne brzine. Sto je troma masa ti-
jela veca, potrebna je i veéa centripetalna sila da bi
ga prisiljavala na kruzno gibanje. Za primjenu dru-
goga Newtonova zakona nije vazno koji to ¢imbenik
uzrokuje centripetalnu silu. U njemu ne nalazimo
nikakvu naznaku svojstva privlacenja tijela, nego
samo svojstvo tromosti tijela.

Tek Newtonov zakon gravitacije unosi svojstvo
privlacenja tijela, no ujedno zapazamo da on nista
ne govori o svojstvu tromosti tijela. Mase koje se
pojavljuju u Newtonovu opéem zakonu gravitacije
predstavljaju jedno novo svojstvo materije koje se
bitno razlikuje od svojstva tromosti. Radi se o svoj-
stvu privlacenja drugih tijela za koje je Newton us-
tvrdio da predstavlja opée svojstvo svakog tijela.
Kada se u fizici uvodi neko novo svojstvo, namece
se i potreba uvodenja fizikalne veli¢ine kojom bi
se izrazavao intenzitet tog novog svojstva. Kao
mjeru sposobnosti tijela da privlaci sva druga tijela,
Newton je postavio veli¢inu koju je nazvao gravita-
cyyska masa:

Gravitacijska masa tijela je mjera njegova
svojstva da priviaci sva druga tijela.

Newton je naglasavao da tromost i privlacenje
predstavljaju dva razli¢ita svojstva tijela, no ujedno
je uocio da se kod svih tijela oba svojstva pojavljuju
u uzajamno]j proporcionalnosti, tj. tijelo koje poka-
zuje npr. dvostruko veéu tromost, ujedno privlaci
druga tijela dvostruko jace. Nije bilo nuzno upo-
trijebiti izraz "masa” za veli¢ine koje se odnose na
oba svojstva, no zbog uocene proporcionalnosti kod
sviju tijela, to se pokazalo prakti¢nim.

O odabiru jedinice za tromu masu (1 kg) govorili
smo u prethodnom poglavlju 2. U nacelu bi bilo
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moguce odabrati neku drugu jedinicu za gravitacij-
sku masu, no zbog uocene proporcionalnosti trome i
gravitacijske mase kod sviju tijela, prakti¢no je oda-
brati istu jedinicu (1 kg) i za gravitacijsku masu.
Dakle, uteg nacinjen od legure platine i iridija, koji
se cuva u Medunarodnom uredu za utege i mjere
u Sévresu pokraj Pariza, ima ne samo tromu masu
od 1 kg, nego mu se po definiciji pripisuje i gravi-
tacijska masa od 1 kg.

Jo§ je Newton eksperimentalno ispitivao jedna-
kost trome i gravitacijske mase, a kasnije su to s
ve¢om tocnoscéu izvodili i drugi fizicari. O tome ée
biti detaljnije rije¢i u kasnijem pododjeljku.

Odredivanje gravitacijske konstante

Numericka vrijednost gravitacijske konstante G os-
tala je nepoznata cijelo stolje¢e nakon sto je Newton
objavio opéi zakon gravitacije. Tek krajem 18. sto-
ljeca izveo je engleski fizicar Henry Cavendish mje-
renja pomoc¢u torzijske vage (lat. torquere - okre-
tati, uvijati), kako prikazuje slika 3.2. Na tanku nit
objesena je precka s dvije jednake kuglice na kra-
jevima. Na postolju (nije prikazano na slici 3.2) se
nalaze lezista u koja se mogu smjestiti dvije jednake
velike kugle. Rotiranjem postolja mogu se velike
kugle pribliziti malima. Izmedu velike i male kugle
dolazi do privlacenja prema Newtonovu opéem za-
konu gravitacije. Tako nastaje par sila koji zakreée
precku s malim kuglicama, a time ujedno uvija nit.
Zbog svoje elasti¢nosti, nit se opire uvijanju (detalj-
nije ¢e o torzijskoj elasticnosti biti rijeci u odjeljku
3.3), te se uspostavi ravnoteza na nekom kutu za-
kreta niti. Da bi se taj kut mogao totno izmjeriti,
postavljeno je maleno zrcalo na samu nit. Zraka
svjetlosti iz obliznjeg izvora reflektira se na tom zr-
calu i pada na bazdarenu skalu. Svako uvijanje niti
dovodi do zakretanja zrcala, Sto se vrlo lako uocava
u pomaku svijetle tocke na skali.

Prethodno je potrebno bazdariti torzijsku vagu
tako da se odredi modul torzije niti iz mjerenja
perioda torzijskih oscilacija (oscilacije ¢emo razma-
trati u poglavlju 8). Time postaje poznata ovisnost
kuta zakreta niti o iznosu sila koje na krajevima
precke uzrokuju zakretanje. S utvrdenom silom,
te poznatim masama i izmjerenoj udaljenosti medu
srediStima velike i male kugle, moze se iz jednadzbe
(3.4) odrediti gravitacijska konstanta. Cavendish
je dobio iznos od oko 107! Nm?kg=2. Kasnije su
fizicari usavrsili mjernu metodu i postigli tocnija
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(b)

Slika 3.2: (a) Bo¢ni pogled na torzijsku nit na ko-
joj je objesSena precka s dvije jednake kuglice. Za-
kretanje precke moze se pratiti pomocu svjetlos-
nog snopa koji se reflektira na malenom zrcalu
priévrséenom za nit. (b) Prikaz odozgo u kojem
se vide i velike kugle. Torzijska nit je ovdje oko-
mita na ravninu crtnje i prolazi sredinom precke
koja nosi male kugle.

mjerenja koja daju

G =6,67-10""Nm?kg > (3.5)

Vidimo da je Cavendish uspio to¢no odrediti ne
samo red veli¢ine gravitacijske konstante, §to bi
za prvo povijesno odredivanje tako malene veli¢ine
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predstavljalo ve¢ znacajan uspjeh, nego je ¢ak do-
bio rezultat koji se nalazi unutar faktora 2 od prave
vrijednosti.

Nakon spoznaje o izuzetno malenoj vrijednosti
gravitacijske konstante, mozemo shvatiti zasto se
znacajnija privlacna sila osje¢a samo izmedu onih
tijela od kojih barem jedno ima jako veliku masu.
To je upravo slucaj privlacenja izmedu Zemlje i ne-
kog tijela na njenoj povrsini.

Odredivanje mase Zemlje

Masa Zemlje nije bila poznata u Newtonovo vri-
jeme. Kao s$to smo gore vidjeli, u svojim je
ra¢unima pribjegavao upotrebi omjera u kojima mu
ona nije bila potrebna. Tek nakon §to je utvrden
iznos gravitacijske konstante G, postalo je moguce
odrediti masu Zemlje myz. Zato se svako kasnije
odredivanje gravitacijske konstante, koje su izvodili
fizicari tijekom stoljeca, nazivalo ”vaganje Zemlje”,
iako nije po srijedi nikakva vaga za Zemlju.

Znamo da se slobodan pad bilo kojeg tijela mase
m odvija po drugom Newtonovu zakonu akceleraci-
jom g = Fy/m a eksperimentalno je utvrdeno da je
g=9,8lms™2. Fy je sila kojom Zemlja privlaci to
tijelo, pa primjenom Newtonova zakona opce gra-
vitacije dobivamo

Fy, mg g 7‘%

g—E—Gg = mz="z (3.6)
Radijus Zemlje je bio odredivan jos u anticko doba
iz mjerenja njene zakrivljenosti na povrsini, a kas-
nija su mjerenja bivala sve tocnija. Uvrstavanjem
rz = 6370 km, jednadzba (3.6) daje vrijednost
myz = 5,97 - 10** kg. Uoc¢imo koliko je velika ova
masa u usporedbi s bilo kojim tijelom koje mozemo
susresti u svakodnevnom zivotu. Upravo zbog tako
velike mase Zemlje, njena privla¢na sila prema svim
tijelima na njenoj povrsini ima vidljive ucinke.

Radi usporedbe, dvije ¢ase koje imaju mase od
npr. 0,1 kg postavljene na stol na medusobnoj uda-
ljenosti od npr. 20 cm privlace se gravitacijskom
silom koju lako izracunamo primjenom jednadzbe
(3.4) F = 1,7-107'!N, &to je toliko maleno da u
praksi ne proizvodi vidljive ucinke.

3.2.2 Gravitacijsko polje

Usredoto¢imo paznju na jedno tijelo mase m, koje
smatramo nepomicnim, te na drugo tijelo mase my,
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koje mozemo po volji postavljati na razna mjesta u
okolini prvoga tijela i utvrdivati gravitacijsku silu
kojom ga prvo tijelo privla¢i. Nazovimo ovo drugo
tijelo probnim. Slika 3.3a prikazuje jedan mogudi
polozaj probnog tijela u odnosu prema prvome ti-
jelu. Oba su tijela prikazana u ¢esticnom modelu.
Radi matematicke jednostavnosti postavili smo is-
hodiste u tocku gdje se nalazi prvo tijelo, tako da
vrh vektora 7 odreduje polozaj probnog tijela. Silu
koja djeluje na probno tijelo mozemo izraziti na dva
nacina

Prvi je nacin onaj iz Newtonova opcéeg zakona gra-
vitacije. U njemu nalazimo jedini¢éni vektor 7 koji
je usmjeren prema probnom tijelu, kako prikazuje
slika 3.3a. Predznak minus u jednadzbi (3.7) uka-
zuje na to da je F privlacna sila koja ima suprotan
smjer od 7. U drugoj smo jednakosti istu tu silu
formalno izrazili umnoskom mase probnog tijela i
vektora g. Vektor g je veli¢ina koja ovisi samo o
masi prvoga tijela i udaljenosti od njega. Slika 3.3b
prikazuje opet ista dva tijela, te vektore g i F.
Gornjim smo razmatranjem uveli pojam gravita-
ciyskog polja koje nastaje oko promatranog tijela

g(r) = -G 2 7 (3.8)
Vektor 7 je slobodna varijabla jer mozemo po volji
odabrati bilo koju tocku u prostoru oko promatra-
nog tijela. Smisao funkcije §(7) je u tome da se vek-
tor ¢ mijenja od tocke do tocke u prostoru. Slika
3.3c prikazuje vektore gravitacijskog polja u nekim
proizvoljno odabranim toc¢kama u okolini proma-
tranog tijela. Uoc¢imo da ti vektori uvijek imaju
smjer prema zadanome tijelu, a iznos im opada s
kvadratom udaljenosti od tog tijela.

U ovome nac¢inu razmisljanja, mogli bismo re¢i da
gravitacijsko privlacenje dvaju tijela nastaje tako
§to jedno tijelo stvori gravitacijsko polje u pros-
toru oko sebe, a to gravitacijsko polje onda djeluje
na drugo tijelo. Kod izracunavanja sile valja uzeti
vrijednost gravitacijskog polja upravo u onoj tocki
gdje se nalazi drugo tijelo. To je smisao jednadzbe
(3.7).

Razumije se, gravitacijsko privlacenje dvaju ti-
jela je uzajamno, pa mozemo takoder reéi da i drugo
tijelo stvara svoje gravitacijsko polje, koje pak dje-
luje na prvo tijelo, te tako nastaje privlac¢na sila na
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njega. Uzajamne privlacne sile dvaju tijela pred-
stavljaju par sila iz tre¢ega Newtonova zakona.

Napomena: Gravitacijsko polje jednog tijela dje-
luje na drugo tijelo, ali ne djeluje na ono ti-
jelo koje ga je stvorilo. Razlog tome je onaj
isti zbog kojega tijelo ne moze privlaciti samo
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Slika 3.3: (a) Tijelo mase m djeluje gravitacijskom
silom F na probno tijelo mase my. (b) Tijelo mase
m stvara vektorsku veli¢inu ¢ na mjestu probnog
tijela. (c) Vektori gravitacijskog polja u nekim pro-
izvoljno odabranim tockama oko tijela mase m.
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Pretpostavimo da imamo neko tijelo mase m i
zelimo eksperimentalno ustanoviti koliko je gravi-
tacijsko polje u nekoj tocki okolnog prostora. U tu
svrhu dovedemo neko probno tijelo mase mg u tu
tocku i izmjerimo silu F koja na njega djeluje dok
se nalazi u toj tocki, te izratunamo ¢ = F /myg. To
je trazena vrijednost gravitacijskog polja u odabra-
noj tocki okolnog prostora.

Gravitacijsko polje smo uveli na formalan mate-
maticki naéin, pa se mozemo s pravom pitati ima li
ono neko fizikalno znacenje. Ovo pitanje nije tako
jednostavno kako se moze ¢initi na prvi pogled i
na njega ¢emo se vratiti u poglavlju 11. Za sada
ostanimo na formalizmu koji ¢e nam se pokazati
korisnim u daljnjem razmatranju.

Gaussov zakon za gravitacijsko polje

Matematicki oblik gravitacijskog polja moze nas
dovesti do jednog vaznog rezultata. Na slici 3.4a
prikazano je promatrano tijelo mase m i zamisljena
malena povrSina koja predstavlja dio zamisljene
sferne plohe radijusa r oko tijela. 1z sferne geome-
trije poznat je izraz koji povezuje iznos dijela sferne
plohe Aa s radijusom r i prostornim kutom AS2 koji
ta ploha zatvara

Aa = r2AQ (3.9)

Napomena: Jednadzba (3.9) moze se primijeniti
i na cijelu sfernu plohu, a ne samo na njen dio.
Cijela sferna ploha zatvara puni prostorni kut
Q) = 4, pa se dobiva a = 47?2, §to je poznata
vrijednost za povrsinu kugle.

Matematicki je zgodno svakoj ravnoj povrsini
pripisati jedan vektor kojemu je iznos jednak iznosu
povrsine, a smjer mu je okomit na tu povrsinu. Ako
uzmemo maleni dio sferne povrsine, mozemo sma-
trati da je ona gotovo ravna, te joj pripisujemo vek-
tor Ad kao na slici 3.4a. Sada mozemo izra¢unati
skalarni produkt dvaju vektora

G-Ai=—-G=i - Ai=-GmAQ  (3.10)

E

gdje smo uvazili jednadzbe (3.8) i (3.9), te ¢injenicu
da su vektori 7 i Ad paralelni, pa je 7 - Ad = Aa
prema pravilu skalarnog mnozenja vektora (vidi
odjeljak 1.5).
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Rezultat koji smo dobili na desnoj strani jed-
nadzbe (3.10) ne ovisi o radijusu r. To znaéi da
smo mogli uzeti dio sferne plohe na bilo kojoj uda-
ljenosti od promatranog tijela, te dobiti isti rezul-
tat uz uvjet da odabrane plohe zatvaraju uvijek isti
prostorni kut AQ2. Ova tvrdnja postaje jasnija kada
se zorno predoci na slici 3.4b. Uz isti prostorni kut
AQ, iznos vektora povrsine Ad raste s r? sukladno
jednadzbi (3.9). No, gravitacijsko polje §(7) opada
s r? prema jednadzbi (3.8), tako da skalarni pro-
dukt ostaje neizmijenjen.
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Slika 3.4: (a) Na zamrsenoj sfernoj plohi oko tijela
mase m ucrtan je jedan njen maleni dio predstav-
ljen vektorom Aa. Prikazan je i vektor gravitacij-
skog polja na mjestu ucrtane malene povrsine. (b)
Dijelovi sfernih povrsina koje razapinju isti pros-
torni kut AQ. (c) Bo¢ni pogled na povrsine koje ra-
zapinju isti prostorni kut Af) s time da su nagnute
jedna prema drugoj za kut 6. (d) Presjek zatvorene
plohe proizvoljnog oblika. Dijelovima plohe na ne-
koliko mjesta pripadaju vektori Ad;, a gravitacijsko
polje na tim mjestima predstavljaju vektori g;. (e)
Tijelo mase m nalazi se izvan zatvorene plohe.

Napomena: Vazno je uociti da kod svakog oda-
bira povrSine Ad, uzimamo gravitacijsko po-
lie g(¥) na istome mjestu gdje se nalazi i ta
povrsina, a ne negdje drugdje. Ti su parovi
vektora prikazani na slici 3.4b.

3.4c prikazana je u presjeku jedna povrsina ¢iji je
vektor Ad usmjeren duz jedini¢nog vektora 7, te

neki kut #. Povrsine su odabrane tako da obje
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zatvaraju isti prostorni kut A€Q. Iz slike 3.4c je
jasno da malenu povrsinu Aa’ mozemo projicirati
na povrsinu Aa. Uz uvjet da je prostorni kut AQ
malen, mozemo pisati Aa’cos = Aa (pogreska
postaje zanemariva kada uzmemo dovoljno malen
prostorni kut), pa slijedi

G-Ad' = |G| |Ad'| cosb = |g] |Ad| = §-Ad  (3.11)

Pritom smo uvazili da se obje povrSine nalaze na
istome mjestu, pa upotrebljavamo jedno te isto
gravitacijsko polje § u svim produktima. Ovaj
nam rezultat pokazuje da skalarni produkt vektora
povrsine i gravitacijskog polja ne ovisi o orijentaciji
plohe. Vazan je samo prostorni kut A koji ploha
zatvara.

S ovim spoznajama mozemo oti¢i korak dalje
i razmotriti neku zamisljenu zatvorenu plohu oko
promatranog tijela mase m. Na slici 3.4d prikazan
je presjek proizvoljno odabrane zatvorene plohe.
Mozemo zamisliti da se ona sastoji od mnostva ma-
lenih povrsina Ad; (i = 1,2,...), od kojih su neke
prikazane na slici 3.4d. Uz njih su prikazani vek-
tori g; koji predstavljaju vrijednosti gravitacijskog
polja na mjestima gdje se nalaze pojedine malene
povrsine. Mozemo primijeniti gornja pravila i odre-
diti skalarni produkt vektora g; - Ad; = —G m A€;.
Ako to u¢inimo sa svim malenim povrsinama koje
¢ine cjelokupnu zatvorenu plohu dobivamo

N Gi-Ad=-Gm Y AQ = —4rGm  (3.12)

gdje smo iskoristili jednostavnu ¢injenicu da zbroj
svih prostornih kutova A€); mora dati puni pros-
torni kut 47w. Malene povrSine svojom ukupnoséu
aproksimiraju zatvorenu plohu. Aproksimacija je
to bolja, Sto su povrSine sitnije, a ima ih zato
viSe. U grani¢cnom slucaju dobivamo infinitezi-
malne povrsine dd, a gornja suma prelazi u integral

7{@ di = —47Gm (m unutar plohe) (3.13)

gdje kruzi¢ na znaku integrala naglasava da se radi
o integralu po zatvorenoj plohi. Jednadzba (3.13)
predstavlja Gaussov zakon za gravitacijsko polje.
Zmnacajno je da rezultat integrala ne ovisi o nepravil-
nosti zatvorene plohe po kojoj se integrira. U prvi
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nam se mah to moze ¢initi ¢udnim, no pomnijim
razmisljanjem mozemo se lako uvjeriti u ispravnost
ovoga rezultata. Naime, gledajuéi iz tocke u kojoj
se nalazi tijelo mase m, svaka zatvorena ploha oko
toga tijela neminovno zatvara cjelokupan prostorni
kut 47, bas kao i neka zamisljena sferna ploha oko
istoga tijela.

Napomena: Primijetimo da su vektori malenih
povr§ina Ad; na slici 3.4d uvijek usmjereni
tako da izlaze iz volumena koji je obuhvacéen
zami§ljenom zatvorenom plohom.

Rezultat integrala u jednadzbi (3.13) ovisi o masi
m tijela koje se nalazi negdje unutar zamisljene
zatvorene plohe. Sto je manja masa tijela, ma-
nji je i rezultat trazenog integrala. Iz toga lako
zaklju¢ujemo da, ukoliko unutar zamisljene zatvo-
rene plohe uopcée nema tijela, trazeni integral mora
iScezavati.

y{@ dd =0 (nema tijela unutar plohe) (3.14)

Tijelo koje bi se eventualno nalazilo negdje u
blizini, ali izvan te zatvorene plohe, ne utjece
na ishod integrala. Takav sluc¢aj prikazuje slika
3.4e. PokuSajmo razumjeti zasto trazeni integral
iS¢ezava u ovome slucaju. ISCezavanje tog integrala
niposto ne znaci da gravitacijskog polja uopée nema
na mjestima gdje se nalazi zami§ljena zatvorena
povrsina. Naime, tijelo stvara gravitacijsko polje u
svim tockama okolnog prostora, dakle i na svakom
malenom dijelu zatvorene plohe. Na slici 3.4e oda-
bran je neki prostorni kut A2. Vidimo da sada isti
prostorni kut zatvaraju dvije malene povrsine koje
su dijelovi ukupne zatvorene plohe. Pripadni vek-
tori Ad’ i Ad” usmjereni su uvijek tako kao da iz-
laze iz volumena obuhvaéenog zatvorenom plohom.
Stoga imamo g’ - Ad’ = —g"” - Ad”. Kod zbrajanja,
oni se ponistavaju g’ - Ad’+g” - Aa” = 0. Isto
vrijedi za sve druge parove u prostornim kutovima
koji gledaju prema zatvorenoj plohi. To je razlog
zasto trazeni integral u ovome slucaju iscezava.

Princip superpozicije

Do sada smo razmatrali slu¢ajeve kod kojih je pos-
tojalo samo jedno tijelo koje stvara gravitacijsko
polje. U realnim situacijama imamo viSe tijela koja
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su nekako rasporedena u prostoru. Slika 3.5a pri-
kazuje slucaj s tri tijela A, B i C. Svako od njih
stvara gravitacijsko polje u svim okolnim tockama.
Na slici 3.5a odabrana je proizvoljno jedna tocka i
prikazana su gravitacijska polja ga, gg i gc koja u
toj tocki nastaju uslijed pojedinih tijela.

U prirodi vrijedi zakonitost prema kojoj je svako
gravitacijsko polje neovisno o postojanju drugog ti-
jela i gravitacijskog polja koje ono stvara, pa se
gravitacijska polja na nekom mjestu vektorski zbra-
jaju. To je princip superpozicije.

Uvazavajuéi princip superpozicije, slika 3.5a pri-
kazuje takoder ukupno gravitacijsko polje § = ga +
gp + gco koje nastaje od sva tri tijela zajedno.
Mozemo primijetiti da ukupno gravitacijsko polje
ne mora biti usmjereno prema nekom od triju ti-
jela, nego onako kako se dobije vektorskim zbrojem
izvornih doprinosa. Isti bismo postupak mogli po-
noviti za bilo koju to¢ku promatranja u prostoru u
kojemu se nalaze zadana tijela.

Da bi pojam ukupnog gravitacijskog polja pos-
tao jo$ jasniji, prisjetimo se mogucnosti da u tocku
promatranja postavimo probno tijelo mase my. Sila
kojom sva tri tijela A, B i C zajedno privlace
probno tijelo iznosi F = mog. Slika 3.5b prika-
zuje probno tijelo i silu F koja na njega djeluje.
Ona ima smjer ukupnog gravitacijskog polja g, tj.
ne mora biti usmjerena prema nekom od tijela A,
Bili C.

Gravitacijsko polje sferne raspodjele mase

Spomenuli smo da je Newton u pocetku samo pret-
postavljao da tijelo oblika kugle, kao $to je Zem-
lja, privlaci druga tijela tako kao da je sva njegova
masa koncentrirana u sredistu kugle. Ta mu je pret-
postavka bila potrebna da bi mogao uspjesno iz-
vesti svoj argument s omjerom gravitacijske sile na
povrsini Zemlje prema onoj koja nastaje na udalje-
nosti Mjeseca. Kasnije je Newton uspio primjenom
integralnog rac¢una, kojeg je sam izumio, dokazati
navedenu pretpostavku. Ovdje ¢emo istu stvar do-
kazati na jednostavniji na¢in primjenom Gaussova
zakona za gravitacijsko polje.

Na slici 3.6a prikazano je tijelo u obliku kugle ra-
dijusa R i ukupne mase m. Pretpostavljamo da
je tijelo homogeno, tj. da ima jednoliku raspo-
djelu mase. Na slici 3.6a postavljeno je ishodiste u
srediSte kugle i odabrana je proizvoljno jedna tocka
na udaljenosti r izvan kugle (r > R). PokuSajmo
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Slika 3.5: (a) Svako od triju tijela neovisno stvara
svoje gravitacijsko polje u proizvoljno odabranoj
tocki promatranja. Ukupno gravitacijsko polje
predstavlja vektorski zbroj pojedinih doprinosa.
(b) Postavljanjem probnog tijela mase mg u tocku
promatranja javlja se sila F koja na njega djeluje.

odrediti gravitacijsko polje u toj tocki. Kuglu
mozemo zamisliti kao skup ¢estica malenih masa
jednoliko rasporedenih u njenu volumenu. Svaka
od tih ¢estica stvara svoje gravitacijsko polje u pro-
matranoj tocki izvan kugle. Prema principu super-
pozicije, o kojemu smo gore raspravljali, ukupno
gravitacijsko polje je vektorski zbroj tih doprinosa.

Odredimo najprije smjer ukupnog gravitacijskog
polja. U tu se svrhu mozemo posluziti argumentom
simetrije, kao Sto se to u fizici ¢esto radi. Na slici
3.6a povucena je crtkana linija koja prolazi kroz
centar kugle i kroz odabranu tocku promatranja iz-
van kugle. Gledajuéi iz tocke promatranja na ku-
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glu, mozemo ustanoviti da se s jedne i druge strane
od crtkane linije nalazi jednaka koli¢ina mase i jed-
nako je rasporedena u obliku polukugle. Ocito je
da ukupno gravitacijsko polje, koje stvara kugla,
ne moze biti otklonjeno od linije simetrije niti na
jednu stranu, jer nema razloga zasto bi jedna strana
"prevagnula” nad drugom. Dakle, gravitacijsko po-
lje mora, zbog razloga simetrije, biti usmjereno duz
crtkane linije, kao §to je i prikazano na slici 3.6a.
Opisani argument simetrije mogao bi se primi-
jeniti i u slucaju izbora bilo koje druge tocke pro-
matranja izvan kugle. Gravitacijsko polje u nekoj
tocki uvijek ima smjer prema sredistu kugle. Na
slici 3.6b prikazana je zamisljena sferna ploha ra-
dijusa r. Ona je podijeljena na mnosStvo malenih
povrsina s pripadnim vektorima Ad; koji imaju ra-
dijalan smjer, suprotno od pripadnog gravitacijskog

5
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Slika 3.6: (a) Homogena kugla mase m i radijusa R
(prikaz u presjeku). Vektor gravitacijskog polja u
tocki izvan kugle. (b) Zamisljena sferna ploha (crt-
kana linija) koja prolazi kroz odabranu tocku pro-
matranja izvan kugle. Prikazani su vektori gravita-
cijskog polja u nekim tockama na zamisljenoj sfer-
noj plohi i vektori malenih dijelova sferne povrsine
oko tih tocaka. (c) Odabir zamisljene sferne plohe
za tocku promatranja unutar kugle. (d) Ovisnost
iznosa gravitacijskog polja o udaljenosti od sredista
kugle.

polja g;. Stoga je za svaku povrsinu

G- AG; = —g Aa; = —g 2 AQ; (3.15)

gdje je uvazena simetrija kugle i sferne plohe iz koje
zakljuCujemo da gravitacijsko polje ima isti iznos u
svim tockama na sfernoj plohi, tj. |g;| = g za svaki
i.

Zamislimo da poveavamo broj malenih povrsina,
¢ime se one smanjuju po iznosu, te postaju infini-
tezimalne vektorske veli¢ine da. Tada mozemo pri-
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mijeniti Gaussov zakon za gravitacijsko polje (jed-
nadzba (3.13))

fﬁ-d&':—élﬂGm (3.16)
gdje je m ukupna masa kugle. Integral s lijeve
strane mozemo zasebno izracunati

fﬁ-dd’:—gﬂ%dﬂ:—llwgﬂ

Ovdje smo sukladno jednadzbi (3.15) uvazili da je
G-da = —gr?dS), te da se integriranjem (zbraja-
njem) svih infinitezimalnih prostornih kutova df2
dobiva puni prostorni kut 47. Uvrstavanjem do-
bivenog rezultata u jednadzbu (3.16), dobivamo
kona¢no

(3.17)

G
—Argri=—4nGm = g= m

2 (3.18)
Dobiveno gravitacijsko polje ima istu vrijednost kao
da se cijela masa m nalazi na udaljenosti r od pro-
matrane tocke, a to znaci kao da se nalazi u sredistu
kugle. Dokaz je time zavrsen.

Mozemo jo$ dopuniti nasu znatizelju pitanjem
postoji li gravitacijsko polje i unutar kugle. Na
slici 3.6c odabrana je neka tocka promatranja na
udaljenosti r, koja je manja od kuglinog radijusa R
(r < R). Postupamo kao i u prethodnom slucaju,
te povlac¢imo crtkanu liniju simetrije koja prolazi
kroz promatranu tocku i srediste kugle. Ako postoji
gravitacijsko polje u tocki unutar kugle, ono o¢ito
mora lezati na crtkanoj liniji. Pretpostavimo da
ono uistinu postoji, te da ima smjer prema sredistu
kugle. Da bismo odredili iznos g tog gravitacijskog
polja, uvedimo zamisljenu sfernu plohu na kojoj lezi
i tocka promatranja, te primijenimo Gaussov zakon
za gravitacijsko polje

%g’- dad = —4m G 'my, (3.19)
gdje je m, samo onaj dio mase kugle koji se na-
lazi uwnutar zamiSljene plohe po kojoj obavljamo
integraciju. Ostatak mase kugle nalazi se izvan za-
tvorene plohe i ne daje doprinos u integraciji (jed-
nadzba (3.14)).

Integral s lijeve strane jednadzbe (3.19)
racunamo na isti na¢in kao §to smo to ucinili
u jednadzbi (3.17). S druge strane, za masu



112

unutar zatvorene plohe mozemo pisati m, = p Vi,
gdje je volumen unutar zamisljene sferne plohe
V,, = 4nr3/3. Uvrstavanjem rezultata u jednadzbu
(3.19) dobivamo

47 13

g= 4% Gpr
(3.20)

Dobiveni iznos gravitacijskog polja unutar kugle
ovisi linearno o udaljenosti od sredista kugle. Gra-
vitacijsko polje iS¢ezava jedino u samome sredistu
kugle. To je rezultat koji smo mogli predvidjeti i
uvidom u simetriju problema. Naime, nemoguce je
postojanje vektora gravitacijskog polja u sredistu
kugle jer se ne moze istaknuti preferirani smjer u
kojem bi taj vektor trebao biti postavljen, a to znaci
da on mora iS¢ezavati. Argument mozemo izraziti
i na drugi na¢in. Skrenimo paznju na cesticu u sa-
mome sredistu kugle. Ona nam moze igrati ulogu
probnog tijela. Nju privlace sve druge Cestice koje
tvore kuglu prema opéem zakonu gravitacije, no
njihovo je privlac¢enje jednako na sve strane zbog
simetrije kugle. Stoga se vektorski zbroj tih sila
ponistava.

Ako pak skrenemo paznju na neku cesticu kugle
koja se nalazi na udaljenosti r od sredista kugle,
ostale cestice kugle je ne privlace jednako na sve
strane. U vektorskom zbroju nastane sila prema
sredistu kugle. Ova rezultantna sila je to veta Sto
je Cestica dalje od sredista kugle.

Ovisnost gravitacijskog polja o udaljenosti od
sredis§ta kugle prikazana u potpunosti na slici 3.6d.
Jasno se uocava linearan porast funkcije g(r) za
r < R (jednadzba (3.20)), te opadanje s kvadra-
tom udaljenosti za r > R (jednadzba (3.18)). Na
samoj povrsini kugle izjednacene su dvije krivulje.
U to se lako uvjeriti ako u jednadzbu (3.20) uvr-
stimo 7 = R, te p = m/V = m/ (47 R3/3). Dobiva
se rezultat ¢ = G m/R?, kao §to se ocekuje i iz
jednadzbe (3.18) za r = R.

—Argr?=—4nGp

3.2.3 Gravitacijska sila blizu povrsine
Zemlje

U naSem svakida$njem zivotu najviSe se susre¢emo
s gravitacijskom silom na tijela blizu povrsine Zem-
lje. Pojmovi ”blizu” i ”daleko” su relativni, pa mo-
ramo navesti s ¢ime usporedujemo zadanu udalje-
nost. Oznacimo s h visinu tijela, tj. njegovu uda-
ljenost od povrSine Zemlje. Kada govorimo da je
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tijelo blizu povrsine Zemlje, onda zapravo mislimo
da je velicina h mnogo manja od radijusa Zemlje
rz. Ukupnu udaljenost tijela od sredista Zemlje
mozemo napisati u obliku » = rz + h, pa dobivamo
ovisnost gravitacijskog polja o visini iznad povrsine
Zemlje

myz _ my 1
rz? (L+h/rz)?

myz h
~G—= (1—2— 3.21
1z ( TZ) (3.21)

gdje je aproksimacija valjana jer pretpostavljamo
da je h/rz malena velicina, tj. (h/rz) << 1.
Vidimo da g(h) ima gotovo konstantnu vrijednost
g=0G m—ZQ =9,81 ms™? (3.22)
rz
gdje numericku vrijednost dobivamo nakon
uvrStavanja poznatih iznosa za masu i radijus
Zemlje.

Ova aproksimacija vrijedi za sve slucajeve iz
svakidaSnjeg Zivota na Zemlji. Vrijednost g se
prakticki ne mijenja od podnozja do najviSeg kata
nebodera koji moze biti visok i nekoliko stotina
metara. Stovige, u avionima koji lete standardno
na koridorima na visini od oko h = 10 km imamo
takoder prakticki istu vrijednost za g bududi da je i
ta visina jako malena u usporedbi s rz = 6370 km.
Gledajuéi iz Svemira, avioni lete relativno blizu
povrsine Zemlje.

Sila teze i tezina
Kada se neko tijelo mase m nalazi u gravitacijskom
polju blizu povrsine Zemlje, na njega djeluje sila

—

Fo=mg (3.23)

gdje je |G| = g, prema jednadzbi (3.22), a smjer
vektora ¢ je vertikalno prema dolje. Dobivena sila
predstavlja privla¢no djelovanje Zemlje na to tijelo.

U starijim se hrvatskim udzbenicima fizike
uvrijezio izraz sila teZe, koji sugerira da zbog nje
tijelo tezi prema dolje. Ako je tijelo slobodno,
sila ﬁg ¢e ga ubrzavati prema dolje akceleracijom
g = Fy/m u skladu s drugim Newtonovim zako-
nom.

No, ako tijelo polozimo na neku horizontalnu
podlogu, ono ¢e mirovati. Na tijelo tada djeluje
i podloga normalnom silom N prema gore tako da
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ukupna sila na tijelo iS¢ezava (F; +N =0). U
praksi je cesto vazno re¢i kolikom silom tijelo dje-
luje na podlogu. U tu je svrhu bio uveden pojam
teZine koji i danas nalazimo u nekim hrvatskim
udzbenicima. Oznac¢imo li tu silu simbolom ﬁt, sli-
jedi prema treéem Newtonovu zakonu da je

—

F,=—-N (3.24)

Slika 3.7a prikazuje tijelo na horizontalnoj pod-
lozi i sile koje razmatramo. U tom je slucaju
F, = F, (3.25)

Jednakost tih sila ne znaci da se radi o istoj sili.
Naprotiv, jedna od njih djeluje na podlogu, a druga
na tijelo. Ni priroda tih sila nije ista. ﬁg je gravita-
cijska sila, dok se priroda sile F, nalazi u svojstvu
elasti¢nosti, kao Sto ¢emo detaljnije razmatrati kas-
nije u ovome poglavlju.

U primjeni ovako postavljenog pojma tezine na
neke druge slucajeve pojavljivale su se nedoumice.
Tako npr. mozemo zamisliti da je tijelo uronjeno u
posudu s vodom kako prikazuje slika 3.7b. Sila ﬁg
ostaje neizmijenjena, ali na tijelo dodatno djeluje
sila uzgona F,. Sila kojom tijelo djeluje na dno
posude je time smanjena, pa se postavlja dilema
treba li tu silu ipak nazivati tezinom ili ne. Ako se
ostane pri istom nazivu, znacilo bi to da je tezina
tijela promjenljiva veli¢ina u ovisnosti o uvjetima u
kojima se tijelo nalazi. Stoga se Cesto pribjegavalo
nazivu ”prividna tezina”, koji pak podrazumijeva
da postoji i ”prava tezina”, koja bi bila ona iz jed-
nadzbe (3.25).

Novija medunarodno prihva¢ena definicija tezine
kaze da je to velicina koju dobijemo mnozenjem
mase tijela i akceleracije koju to tijelo ima u slo-
bodnom padu (bez otpora zraka ili drugog fluida),
koji se promatra iz odabranog referentnog sustava

Fy = m, (3.26)

Ako se slobodan pad promatra sa Zemlje, akcelera-
cija d,s u tome referentnom sustavu iznosi upravo g,
pa je tezina jednaka sili u izrazu (3.23). Medutim,
ako se promatranje slobodnog pada istoga tijela
obavlja u neinercijalnom sustavu koji se ubrzano
podize uvis u odnosu prema Zemlji (npr.u dizalu)
izmjerena akceleracija d@.s bit ¢e veta od g, pa ée
i tezina tijela u takvu referentnom sustavu imati
veéu vrijednost. Nasuprot tome, tezina tijela bit
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¢e manja u referentnom sustavu koji ubrzano pro-
pada. Tako se postize beztezinsko stanje proma-
tranjem slobodnog pada tijela iz neinercijalnog re-
ferentnog sustava koji zajedno s tijelom propada
prema Zemlji. Tezina tijela je, dakle, veli¢ina koja
ovisi o referentnom sustavu odabranom za proma-
tranje slobodnog pada tijela.

U ovoj ¢emo knjizi izbjegavati uporabu naziva
tezina, jer nije osobito koristan, a moze izazvati ne-
doumice. Za silu ﬁg upotrebljavat ¢emo izraz gra-
vitacijska sila, a o sili kojom tijelo djeluje na hori-
zontalnu podlogu kada je na nju polozeno govorit
¢emo u tom smislu opisno.

—

N

1

7T 7777 7/

—

e

AR Eddrs

(o)

VA a VA A VNN
-2

« T

(b)

Slika 3.7: (a) Tijelo djeluje na horizontalnu podlogu
silom F}, koja je jednaka sili ﬁg. (b) Kada je tijelo
uronjeno u vodu, djeluje na njega i sila uzgona ﬁu,
pa se smanji sila kojom tijelo djeluje na dno posude.
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3.2.4 Jednakost trome i gravitacijske
mase

Ve¢ kod uvodenja Newtonova opéeg zakona gravi-
tacije naveli smo da su gravitacijska i troma masa
jednake, te stoga rabimo istu jedinicu (1 kg) za nji-
hovo mjerenje. Pitanju jednakosti trome i gravita-
cijske mase vrijedi posvetiti jo§ neSto paznje.

Troma i gravitacijska masa predstavljaju mjere
za dva razlic¢ita svojstva tijela. Mozemo to raspra-
viti na sluc¢aju slobodnog pada tijela blizu povrsine
Zemlje. Ispusteno tijelo pada jednoliko ubrzano ak-
celeracijom

my m(9)
r G my m
a=—2% = Z (3.27)
m® m® ry 2 m®

gdje smo s m9 oznacili gravitacijsku, a s m®
tromu masu jednog te istog tijela. Akceleraciju
odredujemo primjenom drugoga Newtonova zakona
kao omjer sile F; koja djeluje na tijelo i trome mase
m® tog tijela. Sila na tijelo nastaje zbog uzajamne
privlacnosti Zemlje i tijela, §to je odredeno Newto-
novim opéim zakonom gravitacije u kojem se po-
javljuju gravitacijske mase Zemlje i tijela.

Rezultat koji smo dobili za akceleraciju a slo-
bodnog pada ovisi o masi i radijusu Zemlje, ali i
0 omjeru m(g)/m(t) koji se odnosi na tijelo koje
pada. Kada bi taj omjer bio razli¢it od tijela do ti-
jela, moralo bi se opaziti da ona padaju s razli¢itim
akceleracijama. Stoga je usporedno mjerenje slo-
bodnog pada razlic¢itih tijela od presudne vaznosti
za utvrdivanje odnosa trome i gravitacijske mase
kao temeljnog svojstva prirode.

Galileo Galilei je utvrdio da nema zamjetne raz-
like u padanju tezih i laksih tijela. Iznimku su ¢inila
vrlo lagana tijela poput perja kod kojih otpor zraka
bitno utjece na njihovo gibanje. U Newtonovo doba
bile su veé¢ izumljene vakuumske sisaljke, te je bilo
moguce dokazati da u cijevi, iz koje je isisan zrak,
kuglica od neke ¢vrste tvari i lagano perce padaju
s nezamjetnom razlikom. No, Newton se nije za-
dovoljio tocnos¢éu koja se moze posti¢i u slobod-
nom padu koji se odvija u relativno kratkom vre-
menu. Zato je osmislio i izvodio pokuse s njihalima
koja su imala jednake duljine niti, te kuglice jed-
nakih veli¢ina, ali od razli¢itih tvari, tako da im
mase budu razli¢ite. Najvecu razliku u masama
je postigao s jednom kuglicom od drveta a dru-
gom od zlata. Jednakost perioda njihanja dviju
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kuglica ukazuje na to da kuglica veée gravitacijske
mase (teza kuglica) ima proporcionalno veé¢u tromu
masu, tj. da je omjer m(g)/m(t) jednak za svaku ku-
glicu. Newton je utvrdio da ova jednakost vrijedi
do na eksperimentalnu relativou pogresku koja je
mogla iznositi svega 1073.

Ovo prirodno svojstvo proporcionalnosti gravi-
tacijske i trome mase za razna tijela provjeravali
su i drugi fizicari nakon Newtona primjenjujuéi
slozenije metode i postizali suglasnost uz sve veéu
preciznost. Madarski fizicar E6tvos konstruirao
je posebnu metodu kojom je postigao ogromnu
tocnost tako da se relativna pogreska smanjila na
samo 107Y. Stoga se u fizici smatra da je omjer
m(g)/m(t) striktno jednak za sva tijela u prirodi, te
se ova Cinjenica uzima kao jedno od temeljnih svoj-
stava prirode. Slobodnim dogovorom uzeto je da se
za mjerenje gravitacijske i trome mase upotrebljava
ista jedinica, tj. onaj uteg od platine i iridija koji
se kao pramjera ¢uva u Medunarodnom uredu za
utege i mjere u Sévresu pokraj Pariza. Time omjer
m(g)/m(t) postaje jednak jedinici za taj uteg, a time
i za sva druga tijela, tj. gravitacijska masa bilo ko-
jeg tijela tocno je jednaka njegovoj tromoj masi.

3.3 Elasti¢na sila

Do sada smo razmatrali slucajeve u kojima se zbog
djelovanja neke sile na kruto tijelo mijenja nje-
gova trenutna brzina. Ukoliko na tijelo djeluje vise
sila, moramo ih vektorski zbrojiti, tj. naéi rezul-
tantnu silu o kojoj tada ovisi promjena brzine ti-
jela. Razmotrimo sada slucaj tijela koje miruje, te
na njega poc¢nu istodobno djelovati dvije sile jed-
nakih iznosa i suprotnoga smjera s hvatistima na
suprotnim stranama povrsine tijela. Rezultantna
sila ocito izcezava, te ¢e tijelo ostati u stanju miro-
vanja. Dakle, ne dolazi do promjene brzine tijela,
ali nastaje jedna druga pojava. Tijelo se deformira.
Pritom se javljaju unutarnje sile kojima se tijelo
protivi deformiranju. U ovome ¢emo odjeljku de-
taljnije izuciti nastanak deformacije tijela u nekim
jednostavnim slu¢ajevima i objasniti prirodu unu-
tarnjih sila deformiranog tijela.

3.3.1 Ravnoteza i deformacija u
modelnom sustavu atoma

Razmotrimo uvodno jednu dvoatomnu molekulu,
simboli¢ki prikazanu na slici 3.8a. Ako molekula


mihaelgrbic
Highlight

mihaelgrbic
Highlight


3.3. ELASTICNA SILA

nije izlozena vanjskim utjecajima, jezgre atoma su
razmaknute toliko koliko odgovara unutarnjoj rav-
notezi sila. Naime, atomske jezgre su elektricki po-
zitivno nabijene, pa izmedu njih postoji odbojna
sila jer se istoimeni naboji odbijaju. Kada bi to
bile jedine unutarnje sile, atomi bi se razisli, pa
molekula ne bi mogla ni postojati kao stabilna
struktura. Medutim, negativno nabijeni elektroni
privlace obje jezgre, pa njihovo djelovanje nastoji
pribliziti jezgre jednu drugoj. Drugim rije¢ima, od-
bojnoj sili suprotstavlja se privlacna, te se rav-
noteza sila uspostavi kod neke udaljenosti medu
jezgrama.

Napomena: Navedeni opis predstavlja klasi¢nu
sliku atoma i molekula. Za toc¢niji opis po-
trebna je kvantna mehanika, koja se ué¢i kas-
nije tijekom studija. Za sada$nju raspravu o
ravnoteznom stanju i deformaciji dovoljno je
zadrzati se na klasi¢nom opisu.

Zamislimo sada da na jedan od atoma u mole-
kuli djeluje vanjska sila F, kao §to to prikazuje slika
3.8b. Molekula ¢e se ponasati kao jedno tijelo, te ¢e
sukladno drugome Newtonovu zakonu imati akcele-
raciju d = F;,/m, gdje je m ukupna masa molekule.
No, ako zamislimo da na jedan od atoma u mole-
kuli djeluje vanjska sila ﬁvl, a na drugi sila ﬁvll, S
time da su ove sile jednake po iznosu ali suprot-
noga smjera, te da leze na istome pravcu nositelju
kao na slici 3.8c, ukupna vanjska sila na molekulu
ée iScezavati (ﬁv =F, +F = 0), pa molekula ne
moze imati akceleraciju. Na slici 3.8c ona je pri-
kazana u stanju mirovanja u nekom inercijalnom
sustavu.

Ipak, par vanjskih sila F, i F) ne ostaje bez
ucinka na molekulu. Pod njihovim djelovanjem
atomi krenu na suprotne strane. No, u tome pro-
cesu mijenjaju se unutarnje sile molekule. Na-
ime, udaljavanjem jezgri, oslabi odbojna sila medu
njima, dok se sila kojom elektroni privlace jezgre
bitno ne smanjuje, jer se elektroni malo drukcije
rasporede oko jezgara.
privlacne sile prevladaju nad odbojnima, Sto rezul-
tira pojavom para unutarnjih sila FL’ i ﬁu//, kako
prikazuje slika 3.8c. Prema tre¢emu Newtonovu za-
konu mora uvijek biti F, = —F,. Iznos tih sila
ovisi o poveéanju razmaka medu jezgrama atoma u
molekuli. Jezgre atoma se razmaknu upravo toliko
da unutarnja sila postane po iznosu jednaka vanj-
skoj. Tada je svaki atom doSao u novo ravnotezno

To zna¢i da unutarnje
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stanje jer je ukupna sila na njega opet jednaka nuli

(F, + F, =0, te F, + F, = 0). Mozemo reéi

()

(<)

Slika 3.8: (a) Dvoatomna molekula u ravnoteznom
stanju. Elektronski oblak oko jezgri prikazan je
simbolicki zatvorenom krivuljom. (b) Ako na jedan
od atoma djeluje vanjska sila (zamisljena situacija),
molekula kao cjelina dobiva akceleraciju. (c) Ako
na atome djeluju dvije vanjske sile jednakih iznosa
ali suprotnih smjerova, molekula ne dobiva akcele-
raciju ve¢ se deformira (rasteze). Pritom nastaju
unutarnje sile koje uspostave novo ravnotezno sta-
nje molekule.
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da je djelovanje para vanjskih sila dovelo do de-
formacije molekule. Ako primijenimo veée vanjske
sile na molekulu, njena ¢e deformacija biti veca, tj.
novo ravnotezno stanje ¢e se uspostaviti kod veceg
razmaka izmedu jezgara atoma.

Napomena: Vazno je razluciti uzrok i posljedicu.
Vanjske sile ovdje predstavljaju uzrok defor-
macije molekule. Pretpostavljamo da u tom
zamiSljenom eksperimentu vanjski ¢imbenik
moze po svojoj volji mijenjati iznos vanjskih
sila. S druge strane, pojava unutarnjih sila u
molekuli predstavlja fizikalnu posljedicu. Iznos
unutarnjih sila uvijek se prilagodi vanjskim si-
lama tako da nastane ravnoteza.

Deformaciju molekule mogli bismo izvesti i
zamisljenim eksperimentom u kojemu vanjskim si-
lama stis¢éemo molekulu tako da se jezgre atoma
priblize. Odbojne bi sile medu jezgrama tada prev-
ladale nad privlacnim silama elektrona prema jez-
grama, te bi rezultantne unutarnje sile u molekuli
postale odbojne. Kona¢no bi se uspostavilo novo
ravnotezno stanje sa smanjenim razmakom izmedu
jezgara atoma.

Mozemo sada razmotriti niz atoma, koji tvore
neku zamisljenu linearnu molekulu, kao Sto sim-
bolicki prikazuje slika 3.9a. Razmak medu jez-
grama susjednih atoma odreden je ravnotezom unu-
tarnjih odbojnih i privlacnih sila. To znaéci da je
vektorski zbroj svih sila na pojedini atom, koje
dolaze od susjednih atoma, jednak nuli. Ako u
zami$ljenom pokusu pocnu djelovati vanjske sile F,
i F;,” na krajnje atome u molekuli, dolazi do razmi-
canja svih atoma u nizu dok se ne uspostavi nova
Slicno kao kod dvoatomne molekule,
nastaju unutarnje sile E, i F, prikazane na slici
3.9b. Bitno je uociti da su sve te sile po iznosu jed-
nake (|F,| = |F,| = |E,'| = |F,]), jer je to uvjet
ravnoteze.

Nastalu situaciju mozemo interpretirati na
sljede¢i na¢in. Na lijevome kraju djeluje vanjska
sila FU/, a kao posljedica deformacije javljaju se sile
E) koje djeluju na svaki atom u nizu do krajnjeg
desnog atoma. Mogli bismo slobodnije re¢i da se
djelovanje vanjske sile F, proteze od lijevog do des-
nog kraja molekule, uvijek u istom iznosu i smjeru.
Isto tako, vanjska sila E) uzrokuje sile F, na sve
atome u nizu, te se moze reé¢i da se njeno djelovanje
proteze od desnog do lijevog kraja molekule, uvijek
u istom iznosu i smjeru. Kazemo da je u molekuli

ravnoteza.
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Slika 3.9: (a) Niz atoma u zamiSljenoj linear-
noj molekuli. Zatvorena krivulja predstavlja sim-
bolicki ovojnicu elektronskog oblaka u molekuli.
(b) Na krajnje atome mlekule djeluju dvije vanj-
ske sile jednakih iznosa ali suprotnih smjerova.
Molekula se deformira (rastegne) i tako nastanu
unutarnje sile koje uspostave novo ravnotezno sta-
nje. (c¢) Zamisljena podjela molekule na dva dijela,
uvjetno nazvana ”lijevi” (L) i "desni” (D) dio. Na
zamisljenoj razdjelnici prikazane su sile kojima je-
dan dio djeluje na drugi.

nastala napetost koja se proteze od jednog do dru-
gog kraja.

Uvedimo jo§ jedan pogled na ovu fizikalnu po-
javu. Nacinimo zamisljenu podjelu molekule na dva
proizvoljna dijela, koja mozemo uvjetno nazvati ”li-
jevim” 1 ”desnim” dijelom (slika 3.9¢). Mozemo re¢i
da ”lijevi” dio djeluje na ”desni” silom ﬁLD, dok
”desni” dio djeluje na ”lijevi” silom Fpr. Prema
tre¢em Newtonovu zakonu mora biti ﬁD L= —ﬁL D-
Usporedbom s prethodnom anahzom uvidamo da j 2 je
sila FDL zapravo jednaka sili Fu, a time i sili F
Mogli bismo, stoga, promatrati samo ”lijevi” le
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molekule. Za njegovu deformaciju (rastegnutost)
je svejedno da li se na njega nastavlja ”desni” niz
atoma na ¢ijemu kraju djeluje sila F;,", ili takva sila
djeluje izravno na zadnji atom ”lijevog” dijela mo-
lekule. Stoga zaklju¢ujemo da u ”lijevome” dijelu
molekule nastaje jednaka napetost, neovisno o tome
djeluje li na njega izravno sila F’v”, ili ona djeluje po-
sredno preko ”desnoga” dijela molekule. Opéenito,
napetost ne ovisi o prirodnoj duljini elasti¢nog sus-
tava nego samo o vanjskim silama F, i F;,” kojima
je sustav izlozen.

Sto se tice produljenja molekule, ono je jednako
umnosku produljenja pojedinog razmaka susjednih
atoma i broja meduatomskih razmaka u nizu. Dru-
gim rije¢ima, molekula koja je inace dulja, pro-
porcionalno ¢e se vise produljiti uz djelovanje istih
vanjskih sila. To se zorno moze vidjeti na slici 3.9c
promatrajuéi bilo samo ”lijevi”, ili samo ”desni”
dio, ili pak cijelu molekulu.

Pojam elasticnosti

Na gornjim smo primjerima vidjeli da par vanj-
skih sila ﬁv/ i ﬁvﬁ moze deformirati molekularni sus-
tav. Ako uklonimo vanjske sile, molekularni se sus-
tav vrati u prvobitno (nedeformirano) ravnotezno
stanje. To se naziva svojstvom elasticnosti. U
sljede¢em ¢emo pododjeljku vidjeti da realna tijela
imaju svojstvo elasti¢cnosti kod manjih deformacija,
ali kod veéih deformacija nastupa plasticnost, tj.
ponasanje tijela u kojemu se ne ostvaruje njegov
potpuni povratak u prvobitno stanje.

Priroda elastiéne sile

Povratak elasticnog tijela u prvobitno nedeformi-
rano stanje odvija se pod utjecajem unutarnjih sila
E, i F) , koje se zbog toga mogu nazvatl elasticne
sile, te ih mozemo oznacavati kao Fel i ﬁel .

Na primjerima molekularnih sustava vidjeli smo
da sve sile medu atomima dolaze od privlacenja i
odbijanja elektricnih naboja Sto ih nose atomske
jezgre i elektroni. Isto vrijedi i za bilo koje drugo
tijelo. Prema tome, priroda elasti¢ne sile izvedena
je iz elektromagnetske sile kao jedne od cetiri os-
novne sile u prirodi (v. odjeljak 3.1).

Napomena: Moramo izbjegavati pomisao da se
susjedni atomi ”dodiruju”, te da bi moglo do¢i
do izravnog guranja ukoliko jednog od njih
pomicemo. Atomske jezgre i elektroni su sitne
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cestice koje se medusobno ne dodiruju, veé
izmedu njih djeluje elektromagnetska sila na
daljinu. Pojam ”dodira” spada u makroskop-
sku sliku koja zanemaruje atomsku strukturu
tvari.

3.3.2 Istezanje elasti¢nog Stapa ili niti

Na slici 3.10a prikazan je Stap, proizvoljne duljine
L i poprecnog presjeka S, izraden od nekog mate-
rijala. To je makroskopska slika u kojoj se Stap do-
imlje kao kontinuum. U mikroskopskoj slici, Stap
se sastoji od golemog mnoStva atoma koji tvore
trodimenzionalnu strukturu. Tako slika 3.10a pri-
kazuje uve¢ani dio plohe na kraju Stapa na kojoj
su simbolicki prikazani atomi rasporedeni u dvodi-
menzionalnu mrezu. Mozemo zamisliti da se cijeli
Stap sastoji od takvih atomskih ravnina koje se nizu
jedna do druge duz linije Stapa. Razmak izmedu
jezgara susjednih atoma, bilo u ravnini poprecnog
presjeka, ili duz linije Stapa, odreden je ravnotezom
privlacnih i odbojnih sila prema istome principu
kao i u modelnom jednodimenzionalnom molekular-
nom sustavu opisanom u prethodnom pOdOdJGL]ku

Ako na Stap djeluje par vanjskih sila F, i E) ,
jednakih iznosa i suprotnih smjerova s hvatistima
na suprotnim krajevima Stapa, svi uzduzni atomski
razmaci se malo povecaju, pa se i cijeli Stap produ-
1ji za neki iznos AL, kao Sto prikazuje slika 3.10b.
Produljenje AL je proporcionalno broju atomskih
razmaka od jednog do drugog kraja Stapa, a to
znaci samoj duljini L nedeformiranog Stapa. Dru-
gim rijeCima, Stap vece duljine L razvlaci se za veci
iznos AL, uz djelovanje istog para vanjskih sila.
Ako nac¢inimo omjer

(3.28)

7 = relativna vla¢na deformacija

dobili smo velicinu koja ne ovisi o tome koliko
dugacak Stap uzmemo, nego samo ovisi o iz-
nosu para vanjskih sila koje su izvele deformaciju.
Uoc¢imo da se veli¢ine u brojniku i u nazivniku jed-
nadzbe (3.28) mjere u istim jedinicama (metrima),
pa je relativna vlaéna deformacija (engl. tensile
strain) bezdimenzionalan broj.

Ako Zelimo matematickim izrazom povezati rela-
tivnu vlaénu deformaciju sa iznosom vanjskih sila,
moramo uzeti u obzir i debljinu Stapa. Sigurno je
da ¢e za deblji stap biti potreban veéi iznos vanj-
skih sila, nego Sto je to potrebno za tanji Stap da bi
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se ostvarila ista relativna vla¢na deformacija. Zato
je korisno definirati novu veli¢inu

F

?J‘ = vla¢no naprezanje (3.29)
gdje indeks 1 oznacava da je sila okomita na po-
precni presjek S Stapa. Naprezanje se definira kao
skalarna veli¢ina, tj. F'| predstavlja samo iznos sile.
Na slici 3.10b su vanjske sile ﬁv/ i ﬁv// okomite na
poprecni presjek Stapa, pa njihov iznos predstavlja
F| u jednadzbi (3.29). Mozemo reéi da je vlacno
naprezanje (engl. tensile stress) jednako sili po je-
dinici povrsine poprecnog presjeka Stapa, koja dje-
luje okomito na taj poprecni presjek. Vlacno na-
prezanje se mjeri u njutnima po metru kvadratnom
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Slika 3.10: (a) Stap duljine L i poprecnog presjeka
S. Simbolicki je prikazana uvecana slika malenog
dijela na kraju stapa. (b) Produljenje stapa usli-
jed djelovanja dviju vanjskih sila jednakih iznosa
ali suprotnih smjerova. (c) Pojavom elasti¢nih sila
u deformiranom Stapu nastaje novo ravnotezno sta-
nje.

POGLAVLJE 3. PRIRODA SILA

(Nm~2).

Ako poveéavamo vla¢no naprezanje, raste i rela-
tivna vlacna deformacija Stapa. Iznos deformacije
ovisi i o materijalu od kojeg je na¢injen stap. Kod
manjih deformacija postoji linearna ovisnost

= (3.30)

gdje je Y konstanta koja se naziva Youngov mo-
dul elasticnosti, a ovisi o vrsti materijala od ko-
jega je Stap nacinjen. Jednadzba (3.30) nam kaze
da relativna vla¢na deformacija nastaje uslijed dje-
lovanja vlacnog naprezanja, te da izmedu dviju
veli¢ina postoji proporcionalnost, a koeficijent pro-
porcionalnosti (1/Y") ovisi o vrsti materijala.

Budu¢i da je AL/L bezdimenzionalan broj, a
F| /S se mjeri u Nm~2, to se i Youngov modul
elasticnosti Y mjeri u Nm~2. Kao primjer na-
vedimo da je za celik Y = 2 10" Nm=2. To
znaci da se celicni Stap duljine 1 m produlji za 1
mm (AL/L = 1073, odnosno jedan promil) ako je
izlozen vla¢nom naprezanju od 2 108 Nm~—2. Ako
Stap ima popreéni presjek od 1 cm? (1074 m?), onda
se radi o vlaénoj sili od 2 10* N, §to je prilicno ve-
lika sila (odgovara tezini tijela koje ima masu oko
dvije tone). No, ako se Stap svodi na celi¢nu zicu
poprecnog presjeka od 1 mm?, dovoljna je sila od
2 10% N, koju ostvarujemo ako na zicu objesimo
uteg mase oko 20 kg.

Za usporedbu, Youngov modul elasti¢nosti za
aluminij, bakar, ili staklo manji je nekoliko puta od
onoga za celik, dok je za drvo manji za red veliCine,
a za plastiku i dva reda velicine. To znac¢i da se
Stapovi izradeni od tih materijala lakse izvlace.

U gornjem smo razmatranju podrazumijevali da
se Stap ponasa kao elasti¢no tijelo, tj. da se nakon
uklanjanja vanjskih sila Stap vraca u prvobitno ne-
deformirano stanje. Slika 3.10c prikazuje par vanj-
skih sila FL’ i ﬁvﬁ koje su uzrokovale deformaciju
Stapa, ali i par unutarnjih sila koje nastoje vratiti
Stap u nedeformirano stanje, a nazivamo ih jos i
elastiénim silama, pa ih oznac¢avamo kao F‘;{ i ﬁelﬁ.
Sve je to analogno pojavama u modelnom mole-
kularnom sustavu, kako je opisano u prethodnome
pododjeljku. Priroda elastic¢ne sile u deformiranom
Stapu lezi u meduatomskim silama, a one su izve-
dene iz osnovne elektromagnetske sile medu elek-
tricnim nabojima.
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Plasti¢cna deformacija i kidanje

Svakome je poznato da kod dovoljno velikog
vla¢nog naprezanja nekog Stapa ili zice, odnosno
niti, dolazi do pucanja. Mjerenja izvedena na me-
talnim zicama pokazala su da pucanju prethodi
slozeniji proces, koji je graficki prikazan na slici
3.11a. Svaka tocka na tom grafu predstavlja jedno
stanje Stapa, tj. povezuje primijenjeno vla¢no na-
prezanje s nastalom relativnom vla¢nom deforma-
cijom.

Kod pocetnog poveéavanja vlacnog naprezanja,
opaza se linearan rast relativne vlacne deformacije.
To je podruéje u kojemu vrijedi jednadzba (3.30),
a ono se proteze samo toliko dok relativna vlacna
deformacija ne dosegne vrijednost od oko 5 1073
(pet promila). Kraj linearnog podruéja je oznacen
tockom A na slici 3.11a, .

Za nesto vece vlaéno naprezanje, nastupa brzi
nelinearan porast relativne vlacne deformacije. U
ovome nelinearnom podrucju, koje se na slici 3.11a
proteze do tocke B, kao i u onome prethodnom line-
arnom, metalna zica se ponasa kao elasti¢no tijelo.
To znaci da relativna vla¢na deformacija potpuno
iS¢ezava kada se ukloni vanjsko vla¢no naprezanje.
Kazemo da su promjene stanja metalne zice rever-
zibilne (povratljive). Kod stezanja Zice, njena sta-
nja se mijenjaju slijedom iste krivulje natrag do
ishodista na slici 3.11a.

Ako se vlactno naprezanje poveca iznad granice
elasti¢nosti, nastaje plasticna deformacija. Za nju
je karakteristicno da se krivulja stezanja razlikuje
od prvotne krivulje rastezanja, kao Sto to prika-
zuje slika 3.11a. Naime, naknadnim smanjivanjem
vanjskoga vla¢nog naprezanja, smanjuje se i rela-
tivna vla¢na deformacija, ali ne u onome iznosu kao
u prethodnome procesu rastezanja zice. Povratna
krivulja ne zavrsava u ishodistu na slici 3.11a, sto
znaci da, ¢ak i kada potpuno iS¢ezne vanjsko vlaéno
naprezanje, zica ostane trajno izduzena za neki iz-
nos.

Plastiéno ponasanje mozemo lako razumjeti na
atomskoj razini. Dok se primijenjeno vla¢no na-
prezanje kre¢e unutar granica elasti¢nosti, svaki
atom zadrzava svoje mjesto u atomskoj resetki, a
samo se razmaci izmedu susjednih atoma duz zice
malo povecaju. Medutim, kada vla¢no napreza-
nje prijede odredeni iznos, neki se atomi pomaknu
(proklizu) u nove polozaje duz zice, tako da se zica
produlji na racun smanjenja svoje debljine. Kada
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se nakon toga smanjuje vanjsko vla¢no napreza-
nje, smanjuju se i razmaci izmedu susjednih atoma
duz Zice, ali se oni atomi, koji su otklizali u nove
polozaje duz zice, viSe ne vrac¢aju u svoje prvobitne
polozaje. Stoga metalna zica ostaje trajno dulja, te
malo tanja.

Plasti¢na deformacija moze dosegnuti svoj mak-
simalni iznos uz odredeno vanjsko vlacno napreza-
nje, kako prikazuje tocka C na slici 3.11a. Kod
neznatnog prekoracCenja tog grani¢nog vla¢nog na-
prezanja, ne moze se viSe uspostaviti ravnoteza s
unutarnjim silama, te nastaje nepovratno rasteza-
nje do konac¢nog kidanja metalne Zzice.
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Slika 3.11: (a) Povecanjem naprezanja deformacija
se poveCava linearno do granice A, a zatim neli-
nearno do granice B. Unutar tih granica povra-
tak u nerastegnuto stanje odvija se po istoj krivu-
lji (elasti¢no). Iznad granice B povratak se odvija
po drugoj krivulji i zavrSava u trajno rastegnutom
stanju (plasti¢nost). Dolaskom do tocke C' nastupa
daljnje nepovratno rastezanje i kidanje niti. (b) De-
formacija gumene niti uz pojavu histereze pri po-
vratku u nedeformirano stanje.
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Vla¢na napetost kod koje dolazi do kidanja iz-
nosi za celik oko 5 10® Nm™2, a moze biti i veéa
za posebne vrste celika. Uoc¢imo da se radi o neko-
liko puta veéoj vlacnoj napetosti od one koju smo
u gornjem primjeru naveli za elastiCno rastezanje
celicnog stapa (ili zice) duljine 1 m za iznos od 1
mm.

Za gumenu nit proces rastezanja i ponovnog ste-
zanja je drukéiji nego za metalnu zicu i prikazan je
na slici 3.11b. Gumena nit se moze vratiti u pr-
vobitno nedeformirano stanje (ishodisna tocka kri-
vulje na slici 3.11b), ali kod smanjivanja vanjskog
vlaénog naprezanja, nit prolazi kroz druga stanja
nego kod prethodnog rastezanja. To je pojava
elastiéne histereze koja se graficki ocituje u zatvo-
renoj petlji na slici 3.11b.

Napetost konopca ili niti

U praksi se ¢esto dogada da se sluzimo konopcem,
ili nekom niti, za vucu tijela. Vanjski ¢imbenik
(npr. covjek ili neki stroj) djeluje silom F, na je-
dan kraj konopca, a drugi kraj konopca je vezan
za tijelo. Intuitivno nam je jasno da se vanjska
sila F;, prenosi putem konopca na tijelo. No, sada
mozemo dati malo detaljnije objasnjenje. Konopac
se ponasa kao elasticno tijelo za koje vrijedi cjelo-
kupni gornji opis. Vanjski ¢imbenik s jedne strane i
tijelo s druge strane djeluju na konopac parom sila
prikazanim na slici 3.12a. Uslijed njihova djelova-
nja, konopac se malo rastegne, tj, nastane vla¢na
deformacija. Ravnotezno stanje u produljenom ko-
nopcu nastane zbog pojave unutarnjih sila, koje se
suprotstavljaju deformaciji. Unutarnje sile smo u
gornjem razmatranju na slici 3.10c oznacavali kao
elasticne sile ﬁell i ﬁez//, no kod konopca koji sluzi za
vucu, ili za ovjes nekog tljela upotrebljava se naziv
napetost i oznacava se kao T’ [ iT" na slici 3.12a.

Napomena: Za funkciju konopca, ili niti, nije
bitna njihova vla¢na deformacija. Zato se ne
razmatra vlaéno naprezanje F'| /S, tj. sila po
jedinici popre¢nog presjeka konopca, nego cje-
lovita sila napetosti T' (engl. tension).

Napetost se u konopcu proteze od jednog kraja
do drugog, kao i u slu¢aju modelnog molekularnog
sustava koji smo razmatrali u prethodnome podo-
djeljku. Konopac ne mora biti ispruzen, ve¢ moze
biti savijen preko koloture kao u primjeru s Atwo-
odovim padostrojem razmatranim u odjeljku 2.4.
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Slika 3.12: (a) Konopac na koji djeluju dvije vanj-
ske sile jednakih iznosa ali suprotnih smjerova. U
konopcu se javljaju unutarnje sile, takoder jednakih
iznosa i suprotnih smjerova, koje predstavljaju na-
petost konopca. (b) U konopcu prebacenom preko
koloture sile napetosti slijede oblik konopca u sva-
kome njegovu dijelu.

Sile napetosti slijede liniju konopca, bez obzira na
njegovu zavijenost oko postavljenih kolotura ili stu-
pova. Na bilo kojem poprecnom presjeku konopca
mozemo reé¢i da postoje sile T'i f,/, koje su tan-
gencijalne na konopac u toj tocki, kako prikazuje
slika 3.12b. Silom T'' djeluje jedna strana konopca
na drugu a druga strana konopca djeluje na prvu
silom T' . Razumije se, takve sile djeluju i na kra-
jevima konopca na tijela za koja je konopac vezan.

3.3.3 Deformacija opterec¢ene podloge
i normalna sila

Kada neko tijelo lezi na podlozi i tako miruje, mo-
ramo prema drugome Newtonovu zakonu zakljuciti
da ukupna sila na to tijelo is¢ezava. Situacija je
prikazana na slici 3.13a. Sa stajalista podloge, sila
kojom tijelo djeluje na nju, ima ulogu vanjske sile
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ﬁv, pa je tako i oznacavamo na slici 3.13a.

Mozemo ocekivati da ée podloga reagirati kao
elasti¢no tijelo, tj. da ¢e u njoj nastati unutarnje
sile koje se protive deformaciji podloge. Slika 3.13a
simboli¢no prikazuje uveéani rub tijela i podlogu na
kojoj tijelo lezi. Mozemo pratiti najgornji atomski
sloj podloge. On je deformiran tako da je uleg-
nut ispod tijela. Razmaci susjednih bo¢nih atoma
u tom sloju povecani su tamo gdje se atomski sloj
najstrmije ugiba, tj. ispod krajeva tijela. Zbog
toga se javljaju unutarnje sile koje nastoje smanjiti
meduatomske bo¢ne razmake u sloju i time ispraviti
deformaciju (ulegnuée) atomskog sloja. Smjer tih
sila je duz spojnice razmaknutih atoma, tj. duz str-
mine ugibanja, tako da one imaju vertikalnu kom-
ponentu. Ocito je da te vertikalne komponente sila
nastoje podignuti ulegnuti dio atomskog sloja pod-
loge, a time i tijelo koje je na njega polozeno.

No, vecinski doprinos ukupnoj sili podloge na
polozeno tijelo dolazi od dijela atomskog sloja pod-
loge izravno ispod tijela. Na uveé¢anoj slici mozemo
uociti da su vertikalni razmaci medu atomskim slo-
jevima ispod tijela smanjeni, pa se javljaju unutar-
nje sile koje se tome protive. Svaki atomski sloj
podloge ispod tijela djeluje na atomski sloj iznad
sebe silom prema gore, a ovaj isto tako na jos visi
sloj, te konacno najgornji sloj djeluje na polozeno
tijelo. Tako nastaje ukupna sila kojom deformirana
podloga djeluje na tijelo. Nazivamo je normalnom
stlom 1 oznatavamo je simbolom N , kao na slici
3.13a.

Razmatranje deformacije podloge mozemo za-
kljuciti jos jednim zapazanjem. Ulegnuce atomskih
slojeva podloge, koji se nalaze ispod polozenog ti-
jela, sve je manje i manje Sto se ide viSe u dubinu
podloge, ali se horizontalni raspon ulegnutog di-
jela atomskog sloja §iri sve dalje od dimenzije tijela.
Ujedno se smanjuje vertikalna stisnutost susjednih
atomskih slojeva podloge ispod tijela. Prvi slojevi
tik ispod lezista tijela najviSe su stisnuti, dok se
stanje u dubini podloge priblizava normalnom raz-
maku atomskih slojeva kod neoptereéene podloge.
Simboli¢no je to prikazano na slici 3.13b.

Objasnjenje ovakvog ponasanja podloge je vrlo
jednostavno. Najgornji atomski sloj, tik ispod
poloZenog tijela, mora djelovati na polozeno tijelo
ukupnom normalnom silom N prema gore. Is-
tom ukupnom silom prema gore mora djelovati
svaki nizi atomski sloj na onaj iznad njega. Kako
se horizontalni raspon ulegnutog dijela atomskog
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Slika 3.13: (a) Tijelo polozeno na horizontalnu pod-
logu djeluje na nju silom F,. Uvetane slike sim-
bolicki prikazuju deformirane atomske slojeve. (b)
Ulegnuce atomskih slojeva §iri se u dubini podloge.
(¢) U tankoj podlozi deformacija atomskih slojeva
ne moze biti lokalizirana samo ispod tijela, nego se
proteze od jednog potpornja do drugog.

sloja povecava silaskom u dubinu podloge (slika
3.13b), ukupna sila se moze raspodijeliti na veéi
broj atoma, tj. dovoljna je manja sila po atomu. To
se pak postize time §to se razmak izmedu susjednih
atomskih ravnina priblizava normalnom razmaku
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kakav postoji kod neopterecene podloge.

1z cjelokupnog gornjeg prikaza mozemo zakljuciti
da je normalna sila podloge varijabilna, tj. da se
prilagoduje sili kojom tijelo pritiS¢e podlogu. Kada
podloga nije opteretena, nema ni normalne sile.
Kako se povetava optereéenje na podlogu, raste i
normalna sila koju ona stvara.

Spomenimo i primjer iz odjeljka 2.2 (slika 2.7a) s
covjekom koji rukom upire u zid. Na tada postav-
ljeno pitanje o tome kako nezivi zid moze mijenjati
silu kojom djeluje na ¢ovjekovu ruku, mozemo sada
odgovoriti da se radi o lokalnoj deformaciji atom-
skih slojeva na povrsini zida. Ta je deformacija
nevidljiva za ¢ovjekovo oko, ali ona ipak postoji.
Stoga se javlja normalna sila zida na ¢ovjekovu
ruku, koja po iznosu odgovara upravo sili kojom
covjek upire u zid.

U svakom slucaju, normalna sila je posljedica
unutarnjih meduatomskih sila, pa je i ona izvedena
sila koja se temelji na elektromagnetskoj sili kao
jednoj od osnovnih sila u prirodi.

3.3.4 Elasticno smicanje slojeva

Razmotrimo sada tijelo na koje djeluje par sila jed-
nakih iznosa i suprotnih smjerova, ali ne leze na
istom pravcu nositelju, nego na dvama paralelnim
razmaknutim pravcima, kako prikazuje slika 3.14a.
Sila F, ima hvatiste na donjoj plohi prikazanog ti-
jela i djeluje paralelno s tom plohom, kao da je
nastoji pomaknuti u odredenu stranu. Sila ﬁb na
slican nac¢in djeluje na gornju plohu tijela, ali je nas-
toji pomaknuti na suprotnu stranu od donje plohe.
Nije tesko zakljuciti iz svakodnevnog iskustva da
bi u takvoj situaciji doslo do zakretanja (rotacije)
tijela.

U poglavlju 7 detaljnije ¢emo se baviti rotacijom
krutog tijela. Ovdje samo navedimo da par sila F,
i ﬁb, koje djeluju na razmaknutim paralelnim prav-
cima, stvaraju moment sile Mab, koji je okomit na
ravninu u kojoj leze obje sile, Sto znaci da je okomit
na ravninu crtanja na slici 3.14a. Oko te osi nas-
tala bi rotacija tijela nekom kutnom akceleracijom
(v. odjeljak 2.5).

Ako zelimo izbjeéi rotaciju tijela, mozemo na ti-
jelo djelovati jos jednim parom sila koji stvara su-
protan moment sile, tj. nastoji zakrenuti tijelo u
suprotnom smjeru. Situacija je prikazana na slici
3.14b. Pored para sila F, i ﬁb, djelujemo na ti-
jelo i parom sila ﬁc i ﬁd koje imaju hvatista na
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bocnim plohama i djeluju paralelno s tim plohama,
ali na suprotne strane. Potonji par sila stvara mo-
ment sile Mcd, koji je jednak po iznosu, ali suprot-
nog smjera od M. Ukupni moment sile iScezava
(Mab + My = 0), Sto je uvjet da tijelo ne dobiva
kutnu akceleraciju. Na slici 3.14b tijelo ne rotira u
odabranom inercijalnom sustavu.
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Slika 3.14: (a) Tijelo na koje djeluje par vanjskih
sila duz nasuprotnih ploha pocelo bi se zakretati.
(b) Dva para sila stvaraju momente sila jednakih
iznosa ali suprotnih smjerova. Tijelo ne rotira, ali
se deformira. (c) Simbolicki prikaz smicanja atom-
skih slojeva. Na svaki atomski sloj djeluju silama
susjedni slojevi tako da se uspostavi ravnoteza u de-
formiranom stanju. (d) Prikaz parametara za ana-
lizu posmicne deformacije. (e) Ista deformacija ti-
jela moze se alternativno prikazati kao da je nastala
vertikalnim smicanjem atomskih slojeva.

Ipak, djelovanje dvaju momenata sila jednakih
iznosa i suprotnih smjerova, ne ostaje bez ucinka
na tijelo. Ono se deformira kako prikazuje slika
3.14b. Ova se deformacija bitno razlikuje od isteza-
nja ili stiskanja, koje smo obradivali u prethodnim
pododjeljcima. Da bismo je razumjeli, moramo po-
gledati uvecanu sliku 3.14c na kojoj su simbolicki
prikazani atomski slojevi tijela. Kod deformiranog
tijela, susjedni atomski slojevi su pomaknuti para-
lelno jedan prema drugome. To se naziva smicanje
(engl. shear) slojeva, odnosno posmicna deforma-
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cija.

Na slici 3.14c prikazana je vanjska sila F, koja
djeluje na najgornji atomski sloj. No, atomi iz
sljedeceg sloja djeluju silama na gornje atome i nas-
toje ih vratiti u prvobitne polozaje. To djelovanje
predstavlja unutarnju silu F, na cjelokupni gornji
atomski sloj. Atomi iz gornjeg sloja djeluju pak na
atome iz donjeg sloja tako da ih nastoje povuéi u
za sobom u stranu, $to predstavlja silu F, na cje-
lokupni donji atomski sloj. Ovakve unutarnje sile
se javljaju i kod svih drugih atomskih slojeva, od
najgornjeg do najdonjeg. Na najdonji sloj djeluje
zavrsno vanjska sila E,.

Napomena: U deformaciji se postize novo rav-
notezno stanje, sto znac¢i da ukupna sila na
svaki pojedini atomski sloj iS¢ezava. Tako na
najgornji atomskl SIOJ djeluje vanjska sila Fb
i unutarnja s11a F koja dolazi od sloja ispod
njega, te je Fb + F,, =0. Na bilo koji nizi sloj
dJeluJe sﬂa F, koja dolazi od sloja ispod njega
i sila F kOJa d01a21 od sloja iznad njega, te
vrijedi F, + E, =0.

Makroskopski  opis  posmicne deformacije
mozemo pratiti na slici 3.14d. Vanjsku silu Z*:"b
oznacili smo simbolom F’]‘ kako bismo naglasili
da ona djeluje paralelno s gornjom plohom. Za
nastanak posmicne deformacije bitan je iznos
sile na jedinicu povrsine F /S, Sto se naziva
smicajuce naprezanje. Deformaciju tijela mjerimo
iznosom posmaka Az gornje plohe u odnosu na
njen prvobitni polozaj. Iz slike 3.14d vidljivo
je da ée posmak Ax biti veéi ako je visina v
tijela veéa. Stoga se definira relativna posmicna
deformacija omjerom Ax/v.
relativne posmicne deformacije vrijedi linearna
ovisnost

Za malene iznose

Az 1 F
v ZS
gdje je Z modul elasti¢nog smicanja. Kao primjer,
mozemo navesti da je za celik Z = 7,5 10'Y Nm—2,
Sto je oko tri puta manje od Youngova modula
elasti¢nosti Y, koji smo gore navodili za istezanje
celi¢ne Sipke.

Relativnu posmiénu deformaciju mozemo jos iz-
raziti i pomoc¢u kuta 6 koji je obiljezen na slici
3.14d. Vidimo da je Az/v = tg 0. Za malene ku-
tove vrijedi aproksimacija tg 6 ~ 6, pa i jednadzbu
(3.31) mozemo napisati kao

(3.31)
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Na slici 3.14c¢ cjelokupna deformacija tijela je in-
terpretirana kao smicanje horizontalnih atomskih
slojeva od najdonjeg do najgornjeg. Zato je na slici
3.14d prikazana samo horizontalna sila na gornju
plohu povrsine S. Medutim, tu istu deformaciju
tijela mogli bismo jednakopravno interpretirati kao
smicanje vertikalnih atomskih slojeva od lijevog do
desnog kao na slici 3.14e. U tome slucaju isticemo
ulogu sile Ff na bo¢nu plohu povrsine S*. Mo-
ramo uociti da je deformirano tijelo na slici 3.14e
identi¢no onome na slici 3.14d, ali je prikazano za-
krenuto za kut 6.

0 (3.32)

Torzija elastiéne Sipke ili niti

Vazan primjer smicanja atomskih slojeva nala-
zimo kod torzije (lat. torquere - okretati, uvijati)
elasti¢ne Sipke ili niti. Slika 3.15a prikazuje Sipku
u nedeformiranom stanju, kojoj je uzduz ucrtana
jedna linija kao oznaka za kasnije pracenje defor-
macije. Ako na donji kraj Sipke djelujemo parom
sila F;l/ i F’Zl koje stvaraju moment sile Ma duz
osi Sipke prema dolje, a na gornji kraj Sipke isto-
dobno djelujemo parom sila FZ i F};/ koje stvaraju
moment sile Mb duz osi Sipke prema dolje, nastaje
torzija Sipke. Na slici 3.15b vidi se uzduzna crta
koja pokazuje kako se Sipka deformirala.

Smicanje atomskih slojeva iz poprec¢nog presjeka
Sipke mozemo pratiti simbolicki na slici 3.15c. Pri-
kazana su dva jednaka kruzna isjecka iz atomskih
slojeva koji leze jedan povrh drugoga. Smicanje je
najveée za atome na obodu, te se smanjuje prema
sredi$njoj osi Sipke oko koje nastaje torzija. Isto
vrijedi za cijeli krug atomskog sloja. Jasno je da
se kod relativnog zakreta jednog atomskog sloja
prema drugome javljaju unutarnje sile koje nastoje
povratiti sustav u prvobitno nedeformirano stanje.
Te sile djeluju tangencijalno na kruznicu oko osi
torzije, te stvaraju moment sile. Kod torzije se
uspostavi novo ravnotezno stanje izmedu vanjskog
momenta sile i momenta unutarnjih sila.

Za prakticne potrebe vazno je upoznati odnos
izmedu momenta vanjske sile i kuta torzije neke
elasti¢ne Sipke. Slika 3.15b prikazuje kut torzije ¢
za koji se zakrene donja baza Sipke u odnosu na
gornju. Ako je radijus Sipke R, obiljezena tocka
na obodu donje baze zakrene se za luk s = R ¢.

POGLAVLJE 3. PRIRODA SILA

Bocéno od te linije zamislimo kruzne isjecke Sipke
kako prikazuje uvec¢ano slika 3.15d. Posmicna de-
formacija stvara kut nagiba 6 prema vertikali na
vanjskoj plohi Sipke. Ako je debljina isjecka duz
vertikalne osi jednaka Al, a posmak donje stranice
prema gornjoj iznosi As, onda je tg 0 ~ 6 = As/Al.
Iz tog odnosa slijedi da je As = 6 Al. Ako zbro-
jimo zakrete svih isjecaka od gornje do donje baze
Sipke, dobijemo ukupni luk zakreta s = 6 [, gdje je
l duljina sipke. Izveli smo, dakle, jednakost

Ro=01 (3.33)

Postavlja se pitanje koliki je potreban moment
sile da se postigne neki zadani kut torzije ¢ za danu
elasticnu Sipku. U tu svrhu razmotrimo smicanje
jednog pojasa na kruznom isjecku prikazanom na
slici 3.15d. Pojas se nalazi na udaljenosti r od osi
rotacije, tako da za njega relativna posmi¢na defor-
macija iznosi

”
v=—=20 3.34

: (334

Naime, posmi¢ne deformacije nema (v = 0) za

pojas tik uz os torzije (r = 0), dok za pojas uz
povrsinu Sipke (r = R) deformacija doseze maksi-
malni iznos 6, koji je zadan relacijom (3.33). Na
pojas mozemo primijeniti opéi izraz za elasti¢nu
torziju iz jednadzbe (3.32)

1 dFy, 1 dF
g LA _ 1 dF

T Z dS  Z (rdy)dr (3.35)

gdje je dy vrsni kut kruznog isjecka, tako da je
povrsina pojasa na udaljenosti r od osi torzije d.S =
(r d) dr. Na gornju i donju plohu pojasa djeluje
par sila, a iznos svake od njih smo oznacili s dFj.

Iz jednadzbi (3.34) i (3.35) slijedi da je za zadanu
deformaciju promatranog pojasa potrebno da iznos
paralelne sile bude

1
dF| = 20 7 r* dr dyp (3.36)
Moment te sile oko osi torzije iznosi
1
dM = r dF), :Z@EF’ dr dy (3.37)

Sada mozemo lako izracunati ukupni moment sile
za zadanu torziju tako da zbrojimo momente sila
dM za sve pojase u kruznome isjecku, a zatim za
sve isjecke koji ¢ine puni krug
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1 R 27 T
M:/dM:ZH/ r3dr/ dp=—=Z0R?
R J, 0 2
(3.38)

Kut torzije ¢ za Sipku duljine [, radijusa R i mo-
dula elastiénog smicanja Z, dobivamo iz jednadzbi
(3.33) 1 (3.38)

21
Y= w7 R*
Kut torzije elasti¢ne Sipke raste linearno s primije-

(3.39)

M,
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(4)

Slika 3.15: (a) Sipka cilindricnog oblika prije
pocetka djelovanja parova sila na suprotnim kraje-
vima. Ucrtana je uzduzna linija kao pokazatelj ne-
deformiranog stanja sSipke. (b) Djelovanjem dvaju
momenata sila jednakih iznosa ali suprotnih smje-
rova, dolazi do uvijanja Sipke §to se uocava na zavi-
nutosti prethodno ucrtane linije. Kut ¢ predstav-
lja ukupni zakret jedne baze Sipke prema drugoj.
(c) Uvedani prikaz zamisljenog isjecka Sipke koji
je dozivio deformaciju smicanja donjeg sloja prema
gornjemu. Uocava se kut 6 izmedu vertikale i no-
vog smjera boé¢ne linije na kraju isjecka. (d) Isjecak
Sipke na kojem je ucrtan zamisljeni pojas debljine
dr na udaljenosti r od vrha isjecka. Na gornju i do-
nju horizontalnu plohu tog pojasa djeluju sile dF),
na suprotne strane, uzrokujuéi deformaciju smica-
nja pojasa. Bocne linije pojasa otklonjene su od
vertikale za kut 9.
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njenim momentom sile. Za dani moment sile, kut
torzije je veli za Sipku vece duljine, a znatno se
smanjuje s poveCanjem njene debljine. Samo za
jako tanku i dugacku nit dobivamo znacajan kut
torzije uz maleni moment sile. Ovo svojstvo se rabi
kod osjetljivih torzijskih instrumenata. O jednom
primjeru je bilo rije¢i u pododjeljku 3.2.1 gdje je
opisan znameniti Cavendishov pokus.

3.3.5 [Elasticnost opruge

Opruge imaju 8&iroku primjenu u praksi, pa
je korisno detaljnije upoznati njihovo svojstvo
elasticnosti. Na slici 3.16a prikazana je jedna
opruga u svom prirodnom stanju, te u deformi-
ranom stanju kada je rastegnuta uslijed djelova-
nja para vanjskih sila F, i F,. Ova deforma-
cija je naizgled sli¢na istezanju elasti¢nog Stapa ili
niti, pa bi se moglo pomisliti da je povezana s Yo-
ungovim modulom elasti¢nosti kako je to opisano
u pododjeljku 3.3.2. Medutim, pazljivije razma-
tranje ove deformacije na primjeru jednog zavoja
opruge, koji je prikazan uvecano na slici 3.16b,
postaje jasno da se radi o smicanju atomskih slo-
jeva, a ne o povetavanju razmaka medu slojevima.
Naime, kada bismo pratili poprec¢ne presjeke zice
od pocetka do kraja jednog zavoja, ustanovili bi-
smo da se u procesu deformacije oni razmic¢u pa-
ralelno jedan drugome u smjeru osi opruge. To
se postize tako da se uzastopce svaki atomski sloj
u poprec¢nom presjeku posmakne prema prethod-
nome sloju za neki maleni iznos.

Mozemo reé¢i da vanjske sile djeluju na krajnje
poprecne presjeke opruge i to paralelno s njima,
tako da njihov iznos mozemo oznaciti kao Fj|. Po-
smicno naprezanje je Fj|/S, gdje je S poprecni pre-
sjek zice od koje je nainjena opruga. Smicanje slo-
jeva se odvija na cijeloj duljini savijene zice. Ako
opruga ima N zavoja, a njen radijus je R, duljina
zice je priblizno 2w R N. Ako se dva krajnja po-
pre¢na presjeka opruge razmaknu u deformaciji za
Al, onda to predstavlja ukupni posmak, pa mozemo
primijeniti jednadzbu (3.31) s time da zamislimo
kao da je zica koja ¢ini oprugu razmotana, te svo-
jom duljinom 27 R N predstavlja ono §to je na slici
3.14d oznaceno kao visina v tijela. Tako dobivamo

Al 1 F
2rRN Z S

Za dani iznos sile F)j, opruga se produlji za

(3.40)
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27m RN
~zs5 1
Vidimo da se opruga produlji vise ako ima vedéi ra-
dijus R i vedi broj N zavoja, te ako je na¢injena od
tanje zice (manji S). Opruge su obi¢no nacinjene
od celika, tako da je modul smicanja Z zadan.

Al = (3.41)

Hookeov zakon elasti¢nosti

Neka je opruga jednim krajem pri¢vrséena za ne-
pomié¢ni zid, dok je njen drugi kraj slobodan, kako
prikazuje slika 3.16¢c. Primjenom vanjske sile F, na
slobodan kraj opruge mozemo izvrsiti njegov po-
mak za vektor @ u smjeru vanjske sile. Pritom se
javlja elasti¢na sila opruge

—

F,=—-Ki (3.42)

gdje predznak minus ukazuje na to da elasti¢na sila
ima suprotan smjer od vektora pomaka .

Napomena: Na slici 3.16¢ nije prikazana sila ko-
jom nepomicni zid djeluje na oprugu, no ne
smijemo zaboraviti da ta sila nuzno postoji.
Ona je jednaka po iznosu i suprotnoga smjera
od vanjske sile F, koja djeluje na slobodnom
kraju opruge. Isto tako se javlja i elastic¢na sila
opruge koja je jednaka po iznosu i suprotnoga
smjera od sile iz jednadzbe (3.42), ali nije pri-
kazana na slici 3.16c¢.

5T
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Slika 3.16: (a) Opruga se rastegne uslijed djelova-
nja dviju vanjskih sila jednakih iznosa ali suprot-
nih smjerova. (b) Uvecéani prikaz jednog zavoja
opruge. Na svaki od njegovih krajnjih poprecnih
presjeka djeluju plosne sile koje ih razmicu duz
smjera osi opruge. Duz zavoja nastaje deformacija
smicanja susjednih atomskih slojeva u poprecnim
presjecima. (c) Djelovanjem vanjske sile opruga se
produlji, a u njoj nastaje unutarnja elasti¢na sila
koja se toj deformaciji protivi. Vrijedi Hookeov za-
kon elasti¢nosti. (d) Ravnotezna stanja opruge u
razli¢itim uvjetima.

Linearnu ovisnost rastezanja opruge i elasti¢ne
sile koja se pritom javlja ustanovio je Robert Hooke
u drugoj polovici 17. stoljeta, pa se po njemu ona
naziva Hookeov zakon. Veli¢ina K se obi¢no naziva
konstanta opruge. U Hookeovo doba nije bila poz-
nata atomska struktura tvari i mikroskopska slika
deformacije, no danas mozemo usporedbom s jed-
nadzbom (3.41) utvrditi da je K = Z S/(27 R N).
Opruga ima vec¢u konstantu K ako je izradena od
deblje zice (veé S). S druge strane, njena kons-
tanta je manja ako zavoji imaju vedi radijus R, te
ako ima veéi broj N zavoja.
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Tijelo objeSeno na oprugu

Neka je opruga ucvrS¢ena jednim krajem na ne-
pomiéni strop a na njenom slobodnom kraju je
objeseno tijelo mase m, kako prikazuje slika 3.16d.
Na tijelo djeluje gravitacijska sila ﬁg prema dolje.
Opruga se rastegne tako da se slobodan kraj po-
makne za @(©) prema dolje, te se pojavi elasti¢na
sila }i(lo) = — K kojom opruga djeluje na tijelo
prema gore. Ravnotezno stanje se uspostavi kod
takvog produljenja opruge @@ da ukupna sila na
tijelo iscezava (F, + ﬁe(lo) =0).

Ako na tijelo djelujemo dodatnom vanjskom si-
lom F duz smjera opruge, do¢i ¢e do dodatnog po-
maka i, te pojave dodatne elasti¢ne sile ﬁel, §to
je sve prikazano na slici 3.16d. Za ukupni pomak i
elasti¢nu silu mora takoder vrijediti Hookeov zakon

FO 4 By = —K(@@ + @)

el

(3.43)

Uvazavajuéi Cinjenicu da je ﬁe(;)) = —Kud®, lako
uvidamo da i za dodatne veli¢ine zasebno vrijedi
isti odnos iz Hookeova zakona ﬁel = —Ku. To je
posljedica linearnosti odnosa u Hookeovu zakonu.
Mozemo, dakle, usredotoc¢iti paznju samo na
dodatni pomak %, odnosno raCunati kao da je
pocetno ravnotezno stanje ono u kojemu tijelo mi-
ruje objeSeno na donji kraj opruge. Ako vanjska sila
F djeluje prema dolje, pomak i je takoder prema
dolje, tj. opruga se rasteze. Elasti¢na sila ﬁel ima
smjer prema gore, tako da nastoji vratiti oprugu
u prvobitno ravnotezno stanje. U slucaju kada bi
vanjska sila F djelovala prema gore, imao bi i po-
mak 4 isti smjer, pa bi se opruga stezala u odnosu
na prethodno ravnotezno stanje. Elasti¢na sila ﬁel

imala bi tada smjer prema dolje (suprotno od F e(lo )).

Spajanje opruga u seriju

Neka su nam na raspolaganju dvije razli¢ite opruge
sa konstantama K; i K. Mozemo ih upotrijebiti
zajedno tako da ih povezemo u seriju, te razmo-
trimo svojstva nastale cjeline.

Slika 3.17a prikazuje serijski spojene opruge s
time da je prva opruga ucvrSéena jednim krajem
na nepomicni zid, a na kraju druge opruge djeluje
neka vanjska sila F koja uzrokuje ukupno produlje-
nje opruga za ¥ = ; 1 U2. Stoga se javlja elasti¢na
sila F; koja nastoji stegnuti opruge na prvobitnu
ravnoteznu duljinu. Razumije se, i nepomic¢ni zid
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djeluje na opruge vanjskom silom, no ona nije pri-
kazana na slici 3.17a. Isto tako nije prikazana ni
druga elasti¢na sila koja djeluje u paru s prvom i
steze opruge.

Za daljnju analizu bitno je uociti da je kod serij-
skog spoja dviju opruga elasti¢na sila F, jednaka za
obje opruge, bez obzira na njihovu razli¢itost. Na-
ime, elasti¢na sila se pojavljuje kao napetost koja se
nuzno proteze od jednog do drugog kraja bilo koje
rastegnute elasti¢ne konstrukcije. Ovo je opéenita
tvrdnja koja slijedi iz uvjeta ravnoteze, tj. ¢injenice
da na bilo koji djeli¢ rastegnute elasti¢ne konstruk-
cije djeluju dvije sile jednakih iznosa i suprotnih
smjerova, a dolaze od ostatka konstrukcije s jedne
i druge strane promatranog djelica. Uvazavajuci
jos i tre¢i Newtonov zakon, lako mozemo doka-
zati tvrdnju o kontinuitetu napetosti duz rasteg-
nute elasti¢ne konstrukcije.

Provedimo na ovome konkretnom slucaju deta-
ljan dokaz o jednakosti elasti¢ne sile I:"el u dvjema
razli¢itim oprugama spojenim u seriju. Razmo-
trimo najprije drugu oprugu. Na nju djeluje vanj-
skasila F s jedne strane, te sila koja dolazi od prve
opruge i ima takoder ulogu vanjske sile prema dru-
goj opruzi, te nuzno mora biti jednaka —F da bi
druga opruga bila u ravnotezi. No, prema treem
Newtonovu zakonu, druga opruga nuzno djeluje na
prvu silom reakcije —(—ﬁ). Time smo zapravo ut-
vrdili da na prvu oprugu djeluje sila F’, te se i u
njoj mora pojaviti ista elasti¢na sila kao i u drugoj
opruzi.

Zbog razli¢itosti opruga, njihova produljenja ne
¢e biti jednaka uz istu elasti¢nu silu. Zato piSemo

U = ——1 el (3.44)
Uy = —— .

Interesira nas ukupno produljenje dviju opruga spo-
jenih u seriju, pa zbrajanjem gornjih jednadzbi do-
bivamo

1 1. 5

T L -

up + U2 (K1+K2) el

Sada mozemo reé¢i da bismo dvije opruge spojene

u seriju mogli zamijeniti jednom jedinom oprugom
kojoj bi konstanta K bila odredena relacijom

(3.46)

=t 4
e (3.47)
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Slika 3.17: (a) Spajanje opruga u seriju. Kod raste-
zanja cijelog sustava nastaje jedna te ista elasti¢na
sila duz njega. (b) Spajanje opruga u paralelu.
Opruge se rastegnu za jednak iznos, ali elasti¢ne
sile u njima mogu biti razlicite.

Zamjenska opruga bi uz isto ukupno produljenje
il = Uy + Us proizvela jednaku elasti¢nu silu F,.

Kao poseban primjer navedimo jos da kod spa-
janja u seriju dviju jednakih opruga, koje imaju
konstantu K, dobivamo ekvivalent jedne opruge
koja ima konstantu K /2, tj. upola je slabija od
pojedinacne opruge. Obrazlozenje je jednostavno i
uvjerljivo ako uo¢imo da se kod spoja u seriju svaka
opruga produlji, te nastane dvostruko produljenje u
odnosu prema onome kada je uklju¢ena samo jedna
opruga uz istu vanjsku silu.

Spajanje opruga u paralelu

Razmotrimo sada spajanje dviju razli¢itih opruga
u paralelu. Ono $to je kod paralelnog spoja za-
jednicko objema oprugama jest njihovo produljenje
i. To je lako uoéljivo na slici 3.17b i ne treba se po-
sebno dokazivati. Zbog razli¢itosti opruga, u svakoj
od njih ée, uz isto produljenje, nastati unutarnja
elasti¢na sila drugacijeg iznosa
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Fla=-K i (3.48)
P =—Koii (3.49)

Kod paralelnog spoja moramo zbrojiti elastic¢ne sile
dviju opruga jer se njihovom rezultantom postize
ravnoteza prema vanjskoj sili F' koja je prikazana
na slici 3.16g. Stoga piSemo

Firo+Foq =

—(Kl + KQ) U (350)

Ocito je da bismo dvije opruge spojene u paralelu
mogli zamijeniti jednom jedinom oprugom, koja bi
imala konstantu K odredenu prema relaciji

K=K+ Ky (3.51)

Kod spajanja opruga u paralelu, zbrajaju se nji-
hove konstante, tj. dobivamo ekvivalent jedne jace
opruge. Elasti¢na sila u ekv1valentn0J zamJenskOJ
opruzi jednaka je zbroju Fel = F1 ol + FQ ol

Dodajmo ovome razmatranju jos jedan pogled na
danu situaciju. Mogli bismo smatrati kao da se
vanjska sila ﬁ koja djeluje na dvije paralelno spo-
Jene opruge, formalno dijeli na dvije vanjske sile
F =F +F od kojih svaka djeluje na odgova-
raju¢u oprugu. Razdioba sila je takva da se zado-
VOlji ﬁl el = —ﬁl i ﬁQel = —ﬁg.

Dinamometar

Na bazi elasti¢ne opruge moze se konstruirati dina-
mometar kao jednostavan uredaj za mjerenje sile.
Na slici 3.18a prikazan je princip konstrukcije dina-
mometra. Glavni element dinamometra ¢ini jedna
opruga. Ona je smjeStena u dvama Supljim cilin-
drima koji su malcice razli¢itih radijusa tako da je-
dan moze ulaziti unutar drugoga. Krajevi opruge
su uévrséeni na nasuprotne cilindre s unutrasnje
strane tako da se izvlacenjem cilindara jednog iz
drugog rasteze sama opruga.

Dinamometar mora biti prethodno baZdaren. To
znac¢i da se primjenjuje poznata vanjska sila i ucr-
tava na vanjskoj stijenci uzeg cilindra do koje mjere
se izvukao iz Sireg cilindra. Primjer je prikazan na
slici 3.18b.

Logi¢tno je postaviti pitanje kako bismo mogli
neovisno utvrditi iznos sile koja bi nam zatim
posluzila za bazdarenje dinamometra. Sigurno je
da bismo neki novi dinamometar mogli bazdariti
pomocu nekog ranije bazdarenog dinamometra, no
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Slika 3.18: (a) Prikaz dinamometra u presjeku. (b)
Dinamometar je jednim krajem pri¢vrSéen o ne-
pomiéni zid, a na drugi kraj djeluje neka vanjska
sila. Simboli¢ki su prikazane oznake bazdarenog
dinamometra. (c) Nacelna moguénost bazdarenja
dinamometra uz primjenu drugoga Newtonova za-
kona.

to nas ipak vodi na principijelno pitanje kako oba-
viti bazdarenje prvoga dinamometra. Sjetimo se
da je sila definirana pomoc¢u Newtonovih zakona, te
da se u njima ne spominje dinamometar ni elasti¢na
deformacija opruge. Sukladno drugome Newtonovu
zakonu, silu mozemo mjeriti tako §to izmjerimo ak-
celeraciju tijela poznate mase na koje djeluje ta sila.

Na slici 3.18¢ prikazana je nacelna moguénost
takvog bazdarenja dinamometra. Dinamometar je
jednim krajem uévrSéen na nepomi¢ni zid, a na
drugome njegovu kraju je vezano tijelo poznate
mase m. Zamislimo idealne uvjete u kojima ti-
jelo moze klizati na horizontalnoj, savrseno glatkoj
povrsini bez trenja. Ako dinamometar najprije ras-
tegnemo povlacenjem tijela pomoc¢u vanjske sile, a
zatim tijelo pustimo, ono ¢e se gibati pod utjeca-
jem elasticne sile F,. Ako uspijemo izmjeriti ak-
celeraciju @ tijela u trenutku kada je dinamometar
rastegnut za neki pomak @, mozemo utvrditi da je
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tada na tijelo djelovala sila

—

Ey=mad (3.52)

To je temelj za bazdarenje. Produljenju dinamome-
tra za iznos |i| odgovara sila iznosa | Fy|. Ako mje-
renje akceleracije izvodimo kod razli¢itih pomaka i,
dobit ¢emo pripadajuée vrijednosti elasti¢ne sile, pa
mozemo ucrtati cijelu skalu na dinamometru.

Ova rasprava ima viSe nacelno, nego prakti¢no
znacenje. Bitno je uociti da ne mozemo putem di-
namometra provjeriti valjanost drugoga Newtonova
zakona. Naime, ako smo dinamometar bazdarili
uz pretpostavku valjanosti drugoga Newtonova za-
kona, nije onda logi¢no da se tako bazdareni di-
namometar upotrijebi za provjeravanje toga istoga
zakona. Prisjetimo se da smo to veé istaknuli povo-
dom rasprave o Newtonovim zakonima u odjeljku
2.2.

3.3.6 Opca teorija elasticnosti

U dosada$njim smo razmatranjima upoznali samo
jednostavne slucajeve elasti¢nih deformacija, koji se
svode na istezanje ili smicanje atomskih slojeva. U
prvome slucaju, elasti¢nost tijela je izrazena putem
Youngova modula Y, a u drugome je vazan mo-
dul elasticnog smicanja Z. Medutim, naprezanje
elasticnog tijela moze biti slozenije, tj. sile mogu
djelovati na tijelo tako da dolazi istodobno do is-
tezanja i do smicanja atomskih slojeva. Tada je i
deformacija tijela slozenija, a svojstvo elasti¢nosti
tijela ne mozemo izraziti samo jednim parame-
trom. U takvim se slu¢ajevima primjenjuje opca te-
orija elasti¢nosti kojom se mogu rjeSavati slucajevi
naprezanja i deformacija raznih konstrukcija u
gradevinarstvu, strojarstvu, brodogradnji, zrako-
plovnoj tehnici, itd. Ovdje ¢emo iznijeti samo neke
naznake opée teorije elasti¢nosti, koja je inace jako
slozena.

U opcoj teoriji elasti¢nosti polazi se od proma-
tranja naprezanja i deformacije jednog zamisljenog
djelica u unutrasnjosti elasti¢nog tijela. Napreza-
nje tog djelica tijela uzrokuju okolni dijelovi tijela
koji su u kontaktu s promatranim djelicem. Razu-
mije se, ti okolni dijelovi tijela su takoder izlozeni
naprezanju uslijed kontakata sa svojim susjedima,
a sve zapravo potice od djelovanja vanjskih sila
na nekim mjestima na povrsini tijela. Napreza-
nje i deformacija postaju tenzorske veli¢ine za koje
valja postaviti uvjete ravnoteze i kontinuiteta na
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zamisljenim prerezima unutar tijela. Analiticko je
rjeSenje mogucée samo za jednostavnije oblike ti-
jela (npr. grede, ploce), dok se u ostalim realnim
slu¢ajevima primjenjuju kompjuterski programi za
nalazenje numerickih rjesenja koja daju naprezanje
i deformacije u svakoj tocki konstrukcije.

3.4 Sila trenja

Trenje je iskustveno poznata pojava o kojoj ovisi
na§ svakodnevni zivot. Primjerice, bez trenja na
podlozi ne bismo se mogli kretati. Trenje smo uzi-
mali u obzir u raspravama o Newtonovim zakonima
u odjeljku 2.2, ali nismo ulazili u raspravu o pri-
rodi tog medudjelovanja, sto namjeravamo uéiniti
upravo u ovome odjeljku.

3.4.1 Otpor proklizavanju

Poé¢nimo raspravu s razmatranjem tijela koje lezi na
nekoj horizontalnoj podlozi, te na njega krenemo
djelovati nekom horizontalnom vanjskom silom F
nastojei ga pomaknuti iz stanja mirovanja. Iz sva-
kodnevnoga iskustva s pomicanjem raznih tijela po
nekim podlogama, znamo da se tijelo ne¢e pomak-
nuti ako na njega djelujemo premalenom silom. Tek
kada dovoljno poveéamo silu kojom djelujemo na
tijelo, ono se pomakne. Moramo za ovu pojavu
dati fizikalno objasnjenje utemeljeno na Newtono-
vim zakonima.

Slika 3.19a prikazuje niz situacija u kojima na ti-
jelo djelujemo sve ve¢om i ve¢om vanjskom silom ﬁ,
a ono ipak miruje u inercijalnom sustavu. Iz prvoga
Newtonova zakona znamo da je ustrajno mirovanje
tijela moguce samo u slucajevima kada na tijelo ne
djeluje nikakva sila, ili pak ako vektorski zbroj svih
sila (ukupna sila) na tijelo is¢ezava. Stoga u ovome
slu¢aju moramo zakljuciti da sila F ne moze biti
jedina sila koja djeluje na tijelo, tj. na njega nuzno
djeluje jos jedna sila, iako u prvi mah ne razabi-
remo otkud ona potjece. Oznacimo tu silu kao F s
te napiSimo uvjet mirovanja tijela

Fp=F+F=0 = F=-F (3.53)
Sila F, jednaka je po iznosu i suprotnog je smjera
od vanjske sile F', pa je tako i prikazana na slici
3.19a. Sila Fj nije unaprijed zadana time §to je

tijelo polozeno na podlogu. Ako nema vanjske sile
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F , nema ni sile F.. Kako raste iznos vanjske sile F ,
nuzno raste i iznos sile ]38, tako da bi tijelo moglo
ostati u stanju mirovanja.

U fizikalnoj literaturi je uobic¢ajeno nazivati F,
silom statickog trenja. Ovo je ponekad zbunjujudéi
izraz jer se sila F, javlja dok joS nema relativ-
nog gibanja tijela prema podlozi, pa nema ni tre-
nja. Stoga bi je bilo prikladnije nazivati silom ot-
pora proklizavanju, no zbog izbjegavanja zbrke u
koristenju druge literature, ostat ¢emo kod izraza
7sila statickog trenja” kao uvrijezenog naziva.

Prirodu sile F; mozemo ob jasniti mikroskopskim
uvidom u dodirne plohe tijela i podloge, te razma-
tranjem atomske, odnosno molekularne strukture
tvari. Razmotrimo najprije idealiziran slucaj glat-
kih povrsina tijela i podloge kako prikazuje slika
3.19b. Iako izmedu dodirnih atomskih slojeva tijela
i podloge ne postoje onako ¢vrste atomske veze kao
kod slojeva u dubini tijela, odnosno podloge, ipak
postoje slabije vrste veza, najcéeSée na bazi polar-
nosti molekula. Vanjska sila F djeluje na cijelo ti-
jelo, no analizu mozemo pojednostavniti ako zamis-
limo da ona djeluje izravno na donji atomski sloj. U

L@:’%

=

—>
:@77
b ik - s 7 e 7Y s s s

()

b el

ot

-
b4

—
k
<

=3

.
1 \I ~t
,// ﬁILLG' . >
L0y ptel s s LS /’/”’/" --
T T T '

podtome-
()

131

l—\r P ?
— — — ﬁ,
EW J// //') I: F.iwmx

-
VN il e e

()

T (Ryele) _,
F

E v

_'—/'g////'/// s’ sl
—'—_—“9

E (paau%&)

()

Slika 3.19: (a) Tijelo polozeno na ravnu horizon-
talnu podlogu miruje ¢ak i ako na njega djeluje neka
(ne prevelika) vanjska sila F'. Razlog lezi u istodob-
noj pojavi sile statickog trenja Fs. (b) Simbolicki
prikaz atomskih slojeva tijela i podloge u dodiru.
Uslijed vanjske sile F donji atomski sloj tijela po-
smakne se u odnosu prema gornjem atomskom sloju
podloge, te se medu slojevima pojavi elasti¢na sila
F, kojom se uspostavi novo stanje ravnoteze. (c)
Uslijed hrapavosti povrsina tijela i podloge, dodir
ploha se ostvaruje na malenim dijelovima ukupne
povrsine. (d) Maksimalna sila statickog trenja ne
ovisi o veli¢ini plohe kojom neko tijelo lezi na pod-
lozi. (e) Sila statickog trenja djeluje uzajamno
izmedu tijela i podloge sukladno tre¢emu Newto-
novu zakonu (I:"s = —ﬁTp).

ovisnosti o iznosu te sile, donji atomski sloj tijela se
malo posmakne u odnosu na susjedni gornji atom-
ski sloj podloge. Smicanje atomskih slojeva uvijek
izaziva pojavu unutarnjih sila. Tako gornji atom-
ski sloj podloge djeluje na donji atomski sloj tijela
unutarnjom bllOm kOJu u ovome slucaJu mozemo
smatrati silom Fs. Sto j je vanjska sila F Veca raste
i opisana deformacija posmaka, pa i sila Fs7 tako
da se uvijek uspostavi novo stanje ravnoteze prema
jednadzbi (3.53). Tijelo ostaje u svome stanju mi-
rovanja na podlozi.
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Medutim, daljnjim porastom vanjske sile dola-
zimo do neke grani¢ne vrijednosti sile ﬁs mae kada
nastupi kidanje veza izmedu dodirnih atomskih slo-
jeva tijela i podloge, te se tijelo po¢ne gibati. Iznos
ove maksimalne sile statickog trenja ovisi o iznosu
sile kojom tijelo djeluje okomito na podlogu, od-
nosno sili reakcije kojom podloga djeluje uzvratno
na tijelo, $to smo nazvali normalnom silom N. Na-
ime, Sto je iznos normalne sile vedi, viSe se pri-
blize atomski slojevi tijela i podloge, te su vece sile
izmedu njih.

Dodajmo jos da u praksi uvijek postoje sitne
neravnine dviju ploha, tako da se kontakt ostva-
ruje samo na mjestima pojedinih izbocina, kako
to simbolicki pokazuje slika 3.19c. Dodirni dio
povrdine obi¢éno iznosi svega 107% od ukupne ne-
ravne povrsine. Sto je veé iznos normalne sile N,
dodirujuce izbocine se vise deformiraju (spljoséuju)
tako da efektivna dodirna ploha raste. Time raste
1 iznos sile F’s ma-

Brojnim eksperimentima utvrdena je priblizno
linearna ovisnost izmedu iznosa maksimalne sile
statickog trenja i iznosa normalne sile, pa se moze
pisati

Fsmaz = ps N (3.54)

gdje je us koeficijent statickog trenja koji ovisi o vr-
sti tvari i podloge. Buduéi da obje velicine Fj 4z i
N imaju dimenziju sile, koeficijent statickog trenja
s je bezdimenzionalan broj. Njegova vrijednost
je manja od jedinice (najcesée oko 0,5-0,7), te je
iznos maksimalne sile statickog trenja manji od iz-
nosa normalne sile. U nekim slucajevima, kao npr.
za tijelo na glatkom ledu, ps je mnogo manji od
jedinice (oko 0,1), te je lako pokrenuti tijelo.

Owvisi li staticko trenje o wveli¢ini dodirne
plohe tijela i podloge?

U jednadzbi (3.54) ne pojavljuje se veli¢ina do-
dirne plohe tijela i podloge. Na prvi pogled nam
se to ¢ini neobi¢nim jer intuitivno o¢ekujemo da bi
veé¢a ploha trebala dovesti do pove¢anog trenja uz
istu normalnu silu. Medutim eksperimenti poka-
zuju da je za isto tijelo, polozeno razli¢itim svojim
plohama na podlogu (npr. kao na slici 3.19d), po-
trebna uvijek jednaka vanjska sila da bi ga pokre-
nula iz stanja mirovanja, tj. da je sila Fj 4, uvijek
jednaka za to tijelo, bez obzira na veli¢inu odabrane
dodirne plohe s podlogom. Razumije se, normalna

POGLAVLJE 3. PRIRODA SILA

sila N je u svim tim slucajevima ista jer je jednaka
po iznosu tezini tijela.

Objasnjenje ovog eksperimentalnog opazanja je
jednostavno ako se prisjetimo atomskih slojeva na
granici tijela i podloge. Ako je dodirna ploha ma-
nja, pove¢ava se deformacija atomskih slojeva jer
se ista normalna sila N rasporedi na manji broj
atoma. Vrijedi i obrat s ve¢éom dodirnom plohom i
manjom deformacijom atomskih slojeva zbog veceg
broja uklju¢enih atoma. Napomenimo jos da sli¢no
objasnjenje vrijedi i kod usporedbe savrseno glatkih
i ponesto hrapavih povrsina kod kojih je efektivna
dodirna povrsina reducirana na izbocine.

Je li staticko trenje izmedu tijela © podloge
uzajamno?

U prethodnom smo razmatranju obracali paznju
samo na tijelo, te biljezili sile koje na njega djeluju.
Medutim, prema treéemu Newtonovu zakonu mora
za svaku silu postojati i reakcija. U mikroskopskom
razmatranju nalazimo da se kod smicanja atomskih
slojeva mora pojaviti i sila kojom donji atomski sloj
tijela djeluje na gornji atomski sloj podloge. Ona
predstavlja silu kojom tijelo (T") djeluje na podlogu
(P), pa je na slici 3.19¢ oznacavamo kao Frp. Za-
cijelo i silu Frp mozemo smatrati silom statickog
trenja, samo $to ona djeluje na podlogu, dok sila
F, djeluje na tijelo. Trenje je uvijek uzajamno dje-
lovanje, tj. koliko tijelo djeluje na podlogu, toliko i
podloga djeluje na tijelo sukladno tre¢emu Newto-
novu zakonu.

Mozemo jo$ uociti da je sila Frp potpuno jed-
naka po iznosu i smjeru vanjskoj sili ﬁ, te izgleda
kao da se djelovanje vanjske sile prenosi preko ne-
pomic¢nog tijela na podlogu. Naime, dok se tijelo ne
pomice po podlozi, mozemo smatrati kao da tijelo
i podloga ¢ine jednu cjelinu na koju djeluje vanjska
sila F. Ona se poput elasti¢nog naprezanja prenosi
s tijela na podlogu.

Napomena: Obitno smatramo da je podloga ne-
kako vezana za povrsinu Zemlje, pa vanjska sila
F djeluje zapravo na cijeli sustav tijela, pod-
loge i Zemlje. Zbog ogromne mase Zemlje, ak-
celeracija tog sustava ostaje zanemariva.

Odrzavanje tijela na kosini

Na slici 3.20a prikazano je tijelo na kosini koja ¢ini
kut 6 s horizontalom. Sila F; kojom Zemlja privlaci
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tijelo nije u ovome slucaju okomita na podlogu na
kojoj se tijelo nalazi. Analiza problema se moze
izvesti analogno prethodno obradenome sluc¢aju ti-
jela na horizontalnoj podlozi ako uo¢imo da silu
F"g mozemo rastaviti na dvije komponente, jednu
okomitu na plohu kosine ﬁg 1 i drugu paralelnu s
kosinom F’qu. Podloga djeluje na tijelo normalnom

silom N tako da nastane ravnoteza u smjeru oko-
mitom na plohu kosine (ﬁgj_ + N = 0). Druga
komponenta gravitacijske sile Fg|| ima istu ulogu
kao vanjska sila Fu slucaju tijela na horizontalnoj
podlozi. Ona nastoji pomaknuti tijelo duz smjera
kosine. No, prvi uc¢inak je pojava smicanja dodir-
nih atomskih slojeva tijela i kosine, tako da nastane
sila statickog trenja F.uz koju je mogucéa ravnoteza
ﬁg|| —i—ﬁs = 0 duz smjera kosine. Tijelo stoga miruje
na kosini.

Zamislimo da se nagib kosine mijenja
poveéavanjem kuta 6. Komponenta gravita-
cijske sile koja je okomita na plohu kosine ﬁg n
smanjuje se po iznosu. Time se smanjuje i sila
kojom tijelo djeluje okomito na podlogu, pa i
reakcija podloge u obliku normalne sile N , tako da
okomito na plohu kosine uvijek imamo ravnotezno
stanje (ﬁgL + N = 0). Komponenta gravitacijske
sile duz kosine ﬁg‘| raste po iznosu, tako da se

povecava i sila statickog trenja F, sve dok njen
iznos ne postigne maksimalnu mogucéu vrijednost
Fs maz- Tada nastupa granicéni slucaj proklizavanja
tijela niz kosinu.

Oznac¢imo s 0,,,, maksimalan kut kosine do ko-
jega tijelo ostaje na kosini u stanju mirovanja, tj.
kada je ispunjen uvjet ravnoteze ﬁg” + ﬁs maz = 0,
odnosno u iznosima sila Fy = Fsmaa- Prema slici
3.20b nalazimo da paralelna komponenta gravita-
cijske sile iznosi Fy = Fysin Onaz- Maksimalna sila
statickog trenja dana je uvijek jednadzbom (3.54),
gdje normalna sila za ovaj sluc¢aj poprima iznos
N = Fyco80pqz. Stoga uvjet ravnoteze za iznose
sila duz kosine mozemo napisati

Fysin b0z = fus Fy cos Opman (3.55)

Vidimo da se gravitacijska sila F; moze pokratiti,
tj. uvjet ravnoteze ne ovisi o tezini, odnosno masi
tijela. Jednadzbu (3.55) mozemo napisati u jednos-
tavnijem obliku

tg Omax = fls (3.56)
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(k)

Slika 3.20: (a) Tijelo miruje na kosini manjeg na-
giba. (b) Kod kriti¢nog kuta kosine, sila statickog
trenja dosize svoju maksimalnu vrijednost, te na-
kon toga dolazi do proklizavanja.

Maksimalan kut kosine do kojega tijelo ostaje na
kosini u stanju mirovanja ovisi samo o koeficijentu
statickog trenja us, koji pak ovisi o tvarima od ko-
jih su nacinjeni tijelo i podloga kosine. Jednadzbu
(3.56), uz opisani postupak podizanja nagiba ko-
sine, mozemo iskoristiti kao pogodnu metodu za
odredivanje koeficijenta statickog trenja za oda-
brane tvari.

Ovdje je poucno spomenuti primjer automobila
na strmoj cesti. Za gumu na suhom asfaltu vri-
jedi priblizno us ~ 1. Ako su sva cetiri kotaca
ukocena, automobil moze mirovati na cesti mak-
simalnog nagiba 0,4, =~ 45°. Medutim, to je
krajnje opasna situacija. Ako Zelimo pokrenuti
automobil na uobicajen nacin, moramo otpustiti
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papucicu kvacila kojim prenosimo rad motora na
pogonsku osovinu, te istodobno otpustiti ko¢nicu
koja zadrzava sva cetiri kotac¢a. Problem nastaje
zbog toga Sto veéina automobila ima pogon samo na
jednome paru kotaca, pa se sila Fj 4, svede samo
na te kotace. Ako uzmemo da na jedan par kotaca
otpada otprilike polovica ukupne normalne sile, tj.
(Fy/2) cos Omaz, slijedi uvjet tg Omax = /2, Sto
daje manju vrijednost za maksimalni nagib ceste
na kojoj je moguce gibanje automobila. Uo¢imo da
moguénost gibanja nije ovdje ograni¢ena snagom
motora, nego koeficijentom statickog trenja gume i
asfalta.

Otpor proklizavanju kod hodanja

Otpor proklizavanju, koji smo nazvali statickom si-
lom trenja, ima presudnu ulogu u svakodnevnome
kretanju covijeka. Slika 3.21a prikazuje ¢ovjeka koji
koraca po ravnoj podlozi. Moramo objasniti zasto
u ovome slucaju govorimo o statickoj sili trenja,
iako ¢ovjek ne miruje. Naime, kretanje covjeka po
podlozi nije isto kao i vuca nekog tijela uslijed djelo-
vanja vanjske sile na to tijelo. Covjek nije kruto ti-
jelo. Naprotiv, djelovanjem vlastitih miSi¢a ¢ovjek
moze micati ruke i noge, ugibati ih i ispruziti kada
to zeli. Drugim rije¢ima, covjek je tijelo koje moze
mijenjati svoj oblik djelovanjem unutarnjih sila.

Pokretanjem noge koja trenutno upire u podlogu
(slika 3.21a), ¢ovjekovo stopalo se pomice relativno
prema glavnini tijela. Kada bi podloga bila jako kli-
zava, stopalo bi otklizalo unatrag, dok se glavnina
covjekova tijela ne bi pomaknula. Kretanje covjeka
bilo bi tada nemoguée. Na naSu srec¢u, svakod-
nevno se uglavnom nalazimo u normalnim okolnos-
tima gdje, zahvaljujudi statickoj sili trenja, ne do-
lazi do proklizavanja stopala po podlozi. Fizikalnu
situaciju mozemo analizirati tako da smatramo kao
da na samo stopalo (u dodiru s podlogom) djeluje
sila gornjeg dljela noge koja nastoji izvesti pokret.
To je sila F' koja nastoji gurnutl stopalo. Sa sta-
jalista covjeka u cjelini, sila F' predstavlja jednu od
unutarngih sila ¢ovjekova tijela koju stvaraju misic¢i
noge. Unutarnje sile bilo kojeg sustava uvijek se
javljaju u paru s jednakim iznosima i suprotnim
smjerovima. Tako mozemo reé¢i da drugi kraj po-
kretne noge djeluje na glavninu ¢ovjekova tijela si-
lom F'

Za obJaanenJe gibanja covjeka dOVOL]IlO je anali-
zirati horizontalne komponente sila F'iF" , tj. sile
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Fi F"p oznacene na slici 3.21a. Dakle, sila F dje-
luje na stopalo nastoje¢i ga gurnuti unatrag. Sada
mozZemo primijeniti sve ono Sto smo prethodno
objasnjavali kod otpora proklizavanju tijela na pod-
lozi. Stopalo miruje u odnosu na podlogu zato jer
na njega djeluje i sila statickog trenja F, u su-
protnu stranu (u desnu stranu na slici 3.21a), tako
da ukupna sila na stopalo iS¢ezava (ﬁ + ﬁs =0).

S druge pak strane, sila 1*:';, je jedina (hori-
zontalna) sila koja djeluje na pokretanje glav-
nine ¢ovjekova tijela. Kao §to vidimo, potpuno
objasnjenje kretanja covjeka po podlozi nije tako
jednostavno kako se moglo u prvi mah pomisliti.
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Slika 3.21: (a) Covjek u pokretu na horizontalnoj
podlozi s trenjem. Djelovanjem vlastitih misic¢a
covjek stvara unutarnje sile F'iF". Slika na-
glasava samo horizontalne komponente tih sila u
svrhu objasnjenja pokretanja covjeka. (b) Automo-
bil u voznji na cesti. Na dio gume kOJl je u dodiru s
tlom djeluje ostatak kotaca silom F i tlo silom F.
(c¢) Uvecani prikaz kotaca na koji djeluje pogonska
osovina momentom sﬂe M koji je ekvivalentan dje-
lovanju para sila Fi F Dva pomo¢na crteza prika-
zuju ekvivalentne izracune momenta sile za razli¢ite
izbore ishodista. (d) Automobil u koc¢enju. Kocnice
djeluju momentom sile M}, na kotace. (¢) Moment
sile My, ekvivalentan je djelovanju para sila F.iFy.
Automobilska guma djeluje na asfalt silom Z*:"a, dok
asfalt djeluje na dodirni dio gume silom statickog
trenja F, s

Otpor proklizavanju kod voznje automobila

Razmotrimo sada problem akceleracije automobila
na cesti. I u ovome je slu¢aju vazna sila statickog
trenja, iako automobil ne miruje nego se giba. Slika
3.21b prikazuje poblize ovu situaciju. Automobilski
motor putem prijenosnog mehanizma pokrece vrt-
nju pogonske osovine na kojoj su ucvrséeni kotaci.
Ako paznju usmjerimo na dio automobilske gume
koji je u dodiru s tlom, mozemo smatrati kao da
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na taj djeli¢ gume djeluje ostatak kotaca silom F
prema natrag (u lijevu stranu na slici 3.21b). Kada
bi cesta bila jako klizava, taj bi dio automobilske
gume proklizao po cesti, a isto bi se dogodilo uzas-
topno i s ostalim dijelovima automobilske gume
kako bi redom dolazili u dodir s tlom. Drugim
rije¢ima, automobilska bi se guma okretala, dok bi
sam automobil stajao na mjestu, tj. voznja bi bila
nemoguca.

Medutim, u normalnim okolnostima, tlo djeluje
na dodirni dio automobilske gume silom statickog
trenja F, prema naprijed (u desnu stranu na slici
3.21b), tako da ukupna sila na dodirni dio auto-
mobilske gume iSCezava, te ona trenutno ostaje u
stanju mirovanja u odnosu prema cesti. Kotac se
zbog djelovanja automobilskog motora ipak nastoji
zakrenuti, a to se moze ostvariti jedino tako da se
sama pogonska osovina pomakne prema naprijed.

Gornji je zakljucak korisno provjeriti malo
strozim teorijskim razmatranjem problema. Ro-
taciju pogonske osovine uzrokuje moment sile M ,
oznacen na slici 3.21c, koji nastaje zbog rada auto-
mobilskog motora, te ga smatrajmo za trenutak za-
danim. Na slici 3.21c prikazan je takoder par sila F
i ﬁp, koji predstavlja ekvivalentan nacin izrazavanja
zadanog momenta sile M. U to se mozemo uvjeriti
kroz razmatranje sljede¢ih dvaju slucajeva. Kada
bi automobil bio podignut nekom dizalicom uvis,
osovina kotaca bi mirovala, a kotaC¢ bi se mogao
slobodno vrtjeti bez trenja. U tome bismo slucaju
moment sile M racunali tako da ishodiste stavimo
u srediste kotaca (pomoéni crtez na slici 3.21c) kao
nepomicnu tocku, te od ishodista povuc¢emo vektor
7 do hvatista sile F na donjoj tocki kotaca. Mo-
ment sile M = 7 x F bi tada uzrokovao ubrzava-
nje vrtnje (kutnu akceleraciju) kotaca. U slucaju
voznje automobila po cesti, nepomic¢nu tocku pred-
stavlja trenutno mjesto dodira automobilske gume
sa tlom, pa je mjerodavno rac¢unati moment sile u
odnosu na tu tocku. Iz nje povuc¢emo vektor 7, do
pogonske osovine, pa zadani moment sile postizemo
smatrajuéi kao da na pogonsku osovinu djeluje sila
ﬁp kako je prikazano u drugom pomocénom crtezu
na slici 3.21c, tj. M = Tp X ﬁp. Sila Fp mora po
iznosu biti jednaka sili F da bi se u oba izracuna
dobio isti zadani moment sile M. Buduéi da je po-
gonska osovina uévrséena za karoseriju automobila,
to se i sila ﬁp (pokretacka sila) prenosi na auto-
mobil u cjelini. Time mozemo fizikalno obrazloziti
nastanak akceleracije automobila na cesti.
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Koliku  maksimalnu akceleraciju moZe
postici automobil?

Ocito je da snazniji motor moze dati ve¢i moment
sile M na kotace. Medutim, postoji ogranic¢enje u
iznosu staticke sile trenja Fg ez = ps N. Ako iz-
nos sile F prijede ovu vrijednost, nastane prokliza-
vanje gume, te se kota¢ ubrzano vrti i nema vise
sile ﬁp koja bi ubrzavala automobil. Dakle, mak-
simalni iznos sile koja ubrzava automobil moze iz-
nositi £, = ps N. Za gumu na suhom asfaltu je
s ~ 1, dok za normalnu silu na pogonske kotace
(samo jedan par) mozemo uzeti N ~ mg/2, gdje je
m masa automobila. Iz drugoga Newtonova zakona
slijedi da je maksimalna akceleracija automobila
ogranicena na a = F,/m = g/2. Lako je izracunati
da bi uz ovoliku akceleraciju (oko 5 ms~2) auto-
mobil mogao, krecudi iz stanja mirovanja, postiéi
brzinu od 100 km/h za svega 5,6 s. Dobro je poz-
nato da vec¢ina osobnih automobila postize brzinu
od 100 km/h za 9-11 s, §to zna¢i da ogranicenje za
vece ubrzanje njihove mase lezi u ograni¢enoj snazi
automobilskoga motora. Jedino trkaé¢i automobili
imaju dovoljno snazan motor, a uz to i relativno
malenu masu, tako da bi s lako¢om mogli postiéi
brzinu od 100 km/h za 5,6 s. Stovise, ovi automo-
bili postizu navedenu brzinu i za kracée vrijeme (oko
3 s) ali uz uporabu posebnih guma koje se pret-
hodno ugrijavaju tako da se lagano lijepe uz trkaéu
pistu, odnosno postizu veéi koeficijent statickog tre-

nja (j1s ~ 2).

Sto se zbiva kod kocenja u voznji automo-
bila?

Kada stisnemo koc¢nice prilikom voznje automo-
bila, unutarnjim mehanizmom usporavamo vrtnju
kotaca. Ako je cesta suha i nema proklizava-
nja automobilske gume po njoj, usporavanje vrt-
nje kotaca znaci ujedno i usporavanje gibanja auto-
mobila. Slika 3.21d prikazuje automobil u ko¢enju
na prednjim i straznjim kotac¢ima. Mehanizam za
kocenje stvara zapravo moment sile kocenja M;, ko ji
smanjuje brzinu vrtnje kotaca. Taj moment sile
kocenja mozemo ekvivalentno prikazati parom sila
ﬁk' i F'k” kako je to u¢injeno na uvecanoj slici 3.21e.

Obratimo paznju najprije na silu Ey kojom me-
hanizam za kocenje djeluje na donju tocku auto-
mobilske gume. Ako nema proklizavanja gume po
cesti, javlja se staticko trenje. Naime, automobilska
guma djeluje na asfalt silom ﬁa, koja je jednaka sili
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ﬁk//, a asfalt djeluje na automobilsku gumu silom
reakcije ]35 = —ﬁa, sukladno tre¢emu Newtonovu
zakonu. Prema tome, ukupna sila na donju tocku
automobilske gume dolazi od mehanizma za kocenje
i od djelovanja asfalta, te iznosi Z*:"k” + F, = 0, tj.
1scezava Na pogonsku osovinu djeluje pak samo
sila Fk u smjeru suprotnom trenutnoj brzini auto-
mobila. Buduéi da je pogonska osovina uévrséena
za, karoseriju, sila I:"k, zaustavlja gibanje automo-
bila.

Suvremeni automobili ve¢inom imaju ugraden
sustav ABS (engl. Anti-lock Braking System) koji
regulira kocenje i povecava sigurnost. Ako se neki
od kotaca nade na klizavom dijelu ceste, onda nes-
tane (ili se bitno smanji) sila F, na donju tocku
kotaca, te ga snazna sila koCenja F . brzo zaustavlja
u vrtnji. Kota¢ tada klizi po dijelu ceste i ne prido-
nosi zaustavljanju automobila kao Sto to ¢ine drugi
kotaci. Uslijed toga dolazi do zanoSenja automobila
u stranu, Sto predstavlja opasnost za voznju. Da bi
se to izbjeglo, sustav ABS ima senzore koji na sva-
kome kotacu prate brzinu okretanja i ¢im kontrolni
procesor ustanovi da se neki od kotaca ne okreée
jednakom brzinom kao i ostali, trenutno otpusti hi-
draulicke koc¢nice na svim kotac¢ima. To je dovoljno
da se na ¢as pocne normalno okretati i kotac¢ na kli-
zavom dijelu ceste, a zatim regulacija sustava ABS
opet uspostavi kocenje na sva Cetiri kotaca. Prema
potrebi, prekidanje i uspostava kocenja se ponav-
lja vise puta i to vrlo brzo (¢ak nekoliko puta u
sekundi). Time se osigurava da automobil zadrzi
smjer gibanja i kod ko¢enja u nepovoljnim uvjetima
na klizavoj cesti. Osim toga, ABS je efikasniji u
smanjivanju brzine automobila jer umjesto klizanja
gume uspostavlja u veé¢oj mjeri kocenje statickom
silom trenja. Postoje i novije, te slozenije verzije
sustava kocenja.

3.4.2 Trenje kod klizanja

Sila statickog trenja opisana u prethodnome podo-
dJeljku moze dosegnuti neku maksimalnu VI‘lJGdHOSt
Fs mmaw za dano tijelo 1 podlogu. Ako vanjska sila F
nadmasi tu vrijednost, dode do proklizavanja tijela
po podlozi. U prvi mah, mogli bismo zakljuciti da
pritom dolazi do potpunog raskidanja veza izmedu
atomskih slojeva tijela i podloge, te da bi se za-
tim tijelo moglo gibati po podlozi sasvim slobodno.
No, iz iskustva znamo da guranje tijela po nekoj
podlozi ne ide bez otpora. Uistinu, cak i kada se
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tijelo pokrene na podlozi, opstaje sila kojom pod-
loga nastoji zaustaviti gibanje tijela, a nazivamo je
stlom trenja ﬁtr. Vazno je uociti da sila trenja na
tijelo ima smjer koji je uvijek suprotan trenutnoj
brzini tijela koje klizi po podlozi.

Da trenje kao pojavu uistinu moramo smatrati
silom, tj. da ono odgovara definiciji sile u smislu
Newtonovih zakona, mozemo ustanoviti jednostav-
nim pokusom. Tijelu na podlozi dademo na neki
nacin odredenu brzinu, a zatim ga pustimo. Iz is-
kustva nam je poznato da ¢e se brzina tijela smanji-
vati dok ono kona¢no ne stane, kao Sto to prikazuje
slika 3.22a. Cim se brzina tijela mijenja u nekom
inercijalnom sustavu, moramo zakljuc¢iti da na to
tijelo djeluje neka rezultantna sila, a ona je na slici
3.22a prikazana kao sila P_’;r.

Priroda sile trenja nije jednostavna i zadire u Sire
podruéje fizike. Ovdje ¢emo dati pojednostavljenu
sliku o procesima koji dovode do makroskopske sile
trenja izmedu dviju povrSina. Prisjetimo se opisa
sitnih izboc¢ina na nesavrSenim povrSinama tijela
i podloge o kojima je bilo govora u prethodnome
pododjeljku. Mozemo zamisliti da se, u slucaju
kada se tijelo giba, vrhovi izbo¢ina na dnu tijela
stalno sudaraju s vrhovima izboé¢ina na povrsini
podloge. Pri svakome sudaru nastaje trenutna de-
formacija vrhova, koja se zatim ispravlja nakon pro-
laska jednog vrha preko drugoga. Taj ogroman broj
sitnih sudara djeluje kao mehanizam zaustavljanja
gibanja tijela, pa ga mozemo ekvivalentno izraziti
pomocu jedne makroskopske sile F’tr, koja je uvijek
suprotna trenutnome smjeru gibanja tijela.

Cak i kada su povrsine tijela i podloge idealno
glatke, mozemo ocekivati silu trenja jer dodirni
atomski slojevi tijela i podloge uvijek zadrzavaju
neko privla¢no medudjelovanje. Kako se tijelo
pomice, neki atomi podloge gube kontakt s tijelom,
ali zato neki novi atomi podloge stupaju u kon-
takt s atomima tijela. Tako se zajedno s tijelom
premijesta i segment u kojemu dolazi do prolaznog
smicanja atomskih slojeva, pa i pojave sile ﬁtr koja
nastoji zaustaviti gibanje tijela.

Eksperimentalno je utvrdeno da se sila trenja E,
ne mijenja s brzinom klizanja tijela po podlozi. U
tome Je velika razlika 1zmedu nje i sile statickog
trenja F.. Dok iznos sile Fy raste kod povecavanja
vanjske sile F sve do maksimalne vrijednosti Fs mas
sila trenja Fy, ostaje priblizno konstantna kada se
tijelo jednom pokrenulo. Graficki prikaz ovisnosti
tih sila o vanjskoj sili dan je kvalitativno na slici
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Slika 3.22: (a) Trenje prepoznajemo kao silu jer ono
mijenja brzinu tijela. (b) Iznos sile statickog trenja
Fs mijenja se s iznosom vanjske sile F' koja nastoji
pokrenuti tijelo. Kada vanjska sila nadvlada maksi-
malnu silu statickog trenja Fj 4., nastaje gibanje
tijela u kojemu se javlja nesto manja sila trenja Fj,..

3.22b. Sila trenja F mesto je manja od maksi-
malne sile statickog trenja F .4, 1 dana je priblizno
izrazom

Ftr = Utr N (357)

gdje pgr predstavlja koeficijent trenja, koji ovisi o
vrsti materijala od kojih su nacinjeni tijelo i pod-
loga, a N je iznos normalne sile.

Korisno je upamtiti priblizne vrijednosti koefici-
jenta trenja u nekim tipi¢nim slucajevima. Za Kkli-
zanje metalnih tijela po glatkome ledu, koeficijent
trenja je mnogo manji od jedinice (uy, =~ 0,1). Kod
trenja suhih glatkih povrsina za veéinu tvari (metal,
drvo, plastika, staklo) koeficijent trenja se kreée oko
vrijednosti 0,5. Za gumu na suhom asfaltu je ko-
eficijent trenja nesto manji od jedinice (g =~ 0, 8).

Lako je na temelju drugoga Newtonova zakona
ustanoviti kakvo gibanje tijela moze nastupiti kod
iitodobnog djelovanja vanjske sile F i sile trenja
Ftr-

Uzmimo da vanjska sila djeluje u smjeru trenut-
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nog gibanja tijela. Ako je iznos Vanjske sile F' Vec1
od iznosa sile trenja Ftr, ukupna sila Fuk =F+ Ftr
ima smjer vanjske sile, odnosno trenutne brzine ti-
jela, pa se iznos brzine tijela povecava. Kada je
iznos vanjske sile to¢no jednak iznosu sile trenja,
ukupna sila na tijelo iS¢ezava, pa se ono giba kons-
tantnom brzinom. To je ¢est slucaj u praksi kada
guramo ili vu¢emo neko tijelo po podlozi. Ako pak
vanjska sila postane manja od sile trenja, ukupna ¢e
sila na tijelo imati smjer suprotan trenutnoj brzini
tijela, te ¢e ono smanjivati svoju brzinu.

3.4.3 Trenje kod kotrljanja

Kotrljanje je u praksi vrlo korisno kada zelimo uma-
njiti trenje u svrhu transporta nekog tereta. Pos-
tavlja se pitanje postoji li neka sila koju mozemo
identificirati kao trenje kod kotrljanja. Svakome je
poznato da se kugla, koju zakotrljamo po ravnoj
horizontalnoj podlozi, uvijek usporava i kona¢no
zaustavi. Prema drugome Newtonovu zakonu, pro-
mjenu brzine tijela moramo pripisati djelovanju
neke sile na to tijelo. Sasvim je prikladno da je
nazovemo sila trenja kod kotrljanja. Priroda sile
F;T kot je takoder slozena i njeno objasnjenje zahti-
jeva poznavanje neravnoteznih procesa u termodi-
namici, koji se izuCavaju kasnije tijekom studija fi-
zike. Ovdje mozemo iznijeti samo pojednostavljenu
sliku i tvrdnje iz podrucja termodinamike koje mo-
ramo za sada primiti bez posebnog dokazivanja.
Da bismo bolje shvatili sto se dogada kod kotr-
ljanja, korisno je najprije utvrditi postoji li makar
idealizirani sluc¢aj kod kojega se ne bi pojavila sila
trenja kotrljanja. Razmotrimo u tu svrhu kotrljanje
pravilnog valjka (kotaca) na glatkoj horizontalnoj
podlozi (slika 3.23a), uz to da su oboje nacinjeni od
savrSeno elasticnih materijala. Zbog tezine valjka
dolazi do elasti¢ne deformacije na mjestu dodira
valjka i podloge, koja mozda nije vidljiva prostim
okom, ali ipak postoji, te je na slici 3.23a prikazana
u jako uve¢anom myjerilu na pomoénom crtezu. De-
formacija se sastoji u laganom ulegnuéu podloge
i malenoj spljoStenosti valjka na mjestu dodira s
podlogom. Na atomskoj razini, dolazi do lokal-
nog stiskanja atomskih slojeva pri povrsini valjka
i podloge. U procesu kotrljanja, valjak se zakrece
i time dolazi do stiskanja atomskih slojeva pod-
loge na mjestu na koje valjak upravo nailazi (tik
ispred valjka), a stis¢e se i dio valjka koji se kod
rotacije spusta na podlogu. Za ova stiskanja po-
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Slika 3.23: (a) Kotrljanje valjka (kotaca) na glat-
koj horizontalnoj podlozi. Pomoéni crtez prikazuje
uvec¢anu sliku dijela na kojemu se dodiruju kotac
i podloga. (b) Ispravno postavljanje hvatista sile
trenja kotrljanja.

trebno je djelovanje sile, a ona dolazi od tezine
valjka i njegova gibanja. Prema tre¢emu Newto-
novu zakonu, atomski slojevi koji se stiséu djeluju
silom reakcije na valjak, a ta sila djeluje tako da
pokusava zaustaviti kotrljanje valjka, tj. daljnje
stiskanje atomskih slojeva. Medutim, valja uzeti u
obzir da valjak u kotrljanju napusta dodir s drugim
dijelom podloge (tik iza valjka). Pritom se razmaci
izmedu atomskih slojeva povecavaju vracajuéi se u
prvobitno nedeformirano stanje. Razmicanje atom-
skih slojeva nastaje uslijed djelovanja unutarnjih
elasti¢nih sila, a rezultat je sila koja podize uvis
straznji dio kotaca, odnosno potic¢e njegovo kotr-
ljanje. Ukupno uzevsi, djelovanje sila na prednjoj
i straznjoj strani dodirujué¢eg dijela valjka i pod-
loge, uzajamno poniStavaju svoje uc¢inke na gibanje
valjka. Stoga bi se u takvim idealiziranim uvjetima
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valjak mogao kotrljati bez zaustavljanja, tj. ne bi
bilo sile trenja kotrljanja.

Umjesto idealiziranih uvjeta, uvijek u praksi na-
lazimo tijela koja nisu savrseno elasti¢na i kod kojih
se proces naglog deformiranja ne odvija jednako kao
kasniji povratak u nedeformirano stanje. Naime,
atomski slojevi na mjestu koje valjak u svojemu ko-
trljanju upravo napusta (tik iza valjka), ne isprav-
ljaju svoju deformaciju (stisnutost) dovoljno brzo,
te djeluju na valjak manjom potisnom silom nego
Sto je sila kojom valjak mora djelovati da bi defor-
mirao (stiskao) atomske slojeve na mjestu na koje
upravo nailazi (tik ispred valjka). Ukupni uc¢inak
tih mikroskopskih procesa je usporavanje gibanja
valjka, pa ih mozemo ekvivalentno predstaviti je-
dom makroskopskom silom koja djeluje suprotno
trenutnom smjeru gibanja cijelog valjka, a nazi-
vamo je silom trenja kod kotrljanja.

Postavlja se pitanje gdje je ispravno postaviti
hvatiste sile F}T kot kKod crtanja slike s kotrljajuéim
valjkom. Vidjeli smo da se procesi koji dovode do
zaustavljanja kotrljanja odvijaju na mjestu kon-
takta valjka i podloge, no bilo bi pogresno sta-
viti hvatiste sile F;T kot Na to mjesto. Naime, ko-
trljanje se ne ostvaruje kao klizanje jedne dodirne
povrsine po drugoj, pa sila F’tr kot Na mjestu do-
dira ne bi imala u¢inka na zaustavljanje kotrljanja.
Sila ﬁtT kot ima ucinak smanjivanja brzine kojom se
pomice os valjka, pa je jedino ispravno zamisliti da
se njeno hvatiste nalazi u centru mase valjka kako
to prikazuje slika 3.23b. Smjer sile F‘tr kot je uvijek
suprotan trenutnome smjeru gibanja tjela koje se
kotrlja.

Za iznos sile trenja kotrljanja vrijedi priblizno
empirijska relacija

Ft’/‘ kot = Mk N (358)

gdje je N je iznos normalne sile, a u; predstavlja
koeficijent trenja kotrljanja, koji ovisi o vrsti mate-
rijala od kojih su nacinjeni tijelo i podloga.

Za vrlo elasti¢ne materijale, kao $to je npr. celik,
imamo izuzetno malen koeficijent trenja kotrljanja
e ~ 21073, sto je ¢ak tristo puta manje od ko-
eficijenta trenja us kod klizanja celika na celiku.
Iz ovog podatka vidimo koliko je efekt kotrljanja
koristan u transportu robe. Razumljivo je da se
zeljeznicke tracnice i kota¢i vagona izraduju od
Celika kako bi se postigao maleni koeficijent trenja
kotrljanja i usStede energije.

139

Mozemo se jos osvrnuti i na gibanje automobila
kod kojega imamo kotrljanje kotaca s automobil-
skim gumama. Ako automobil dovedemo do neke
brzine na ravnoj cesti i iskljuéimo pogon motora,
automobil ¢e se usporavati zbog triju uzroka. Prvi
je u otporu zraka kroz koji se automobil giba. Taj
otpor raste s brzinom gibanja automobila (detalj-
nije u sljede¢em pododjeljku). Drugi uzrok mozemo
potraziti u trenju koje uvijek postoji u osovini
kotaca, no ono je obi¢no jako maleno. Treéi je
uzrok u trenju kotrljanja automobilskih kotaca na
cesti. Automobilske gume su uslijed tezine automo-
bila spljosStene na mjestu dodira s podlogom, §to je
vidljivo prostim okom ¢ak i kada su gume dobro
napumpane. Zbog toga je koeficijent trenja kotr-
ljanja automobilske gume na asfaltu jy; ~ 2 1072,
§to je cak deset puta vece od slucaja sa zeljeznickim
kota¢ima na trac¢nicama, pa je kamionski transport
manje ekonomican od zeljeznickoga, barem Sto se
tice troskova za energente.

3.4.4 Otpor gibanju kroz fluid

Gibanje tijela kroz fluid (plin ili tekuéina) je sva-
kodnevna pojava. Kod svakog brzeg gibanja tijela
kroz zrak primjec¢uje se otpor gibanju, dakle pojava
sile koja je suprotna trenutnoj brzini tijela. Kod gi-
banja kroz tekuéinu (npr. vodu), sila zaustavljanja
je znacajna i kod relativno malenih brzina gibanja
tijela. Ovdje ne ¢emo detaljnije ulaziti u prirodu
ove sile, nego samo spominjemo da ona proizlazi iz
molekularnih interakcija. Jednostavniji modeli za
obradu cijelog procesa polaze od proucavanja gi-
banja slojeva fluida, §to ¢e uvodno biti izlozeno u
poglavlju 9, a detaljnije se teorijski obraduje u po-
dru¢ju hidrodinamike. Ovdje ¢emo navesti samo
jednostavne empirijske zakonitosti.

Otpor kod malenih brzina gibanja tijela kroz
fluid

Kod malenih brzina gibanja nekog tijela kroz fluid
utvrdeno je empirijski da je sila otpora tome giba-
nju proporcionalna brzini, tj. da priblizno vrijedi
relacija

Fp=Fkv (3.59)

gdje je v iznos brzine tijela a k je konstanta koja
ovisi o obliku i veli¢ini tijela i svojstvima fluida.


mihaelgrbic
Highlight


140

Gibanje tijela mase m pod utjecajem neke vanj-
ske sile F nije jednako u fluidu kao §to bi bilo u
idealiziranim uvjetima u vakuumu. Kod pokreta-
nja tijela iz stanja mirovanja, njegova akceleracija
je a= =F /m, no ¢im tljelo stekne neku brzinu na
nJega djeluje ukupna sila Fug =F+ Ffl Budu(:1
da Ffl ima suprotan smjer od vanjske sile F,
nos ukupne sile se smanjuje, pa time i akceleracua
postaje manja. Drugim rije¢ima, tijelo se i dalje
ubrzava, ali uz sve manju i manju akceleraciju. Br-
zina tezi prema granicnoj vrijednosti vy kod koje je
ispunjen uvjet

. e F
Fuk:F-f-Ffl:O — Ug:E

(3.60)

Kao primjer ovakva gibanja mozemo navesti
ispustanje kamena tik ispod povrSine mirne vode
(mora ili jezera) i promatranje njegova tonjenja
(slika 3.24a). Na kamen djeluje gravitacijska sila
Fg prema dolje, ali i sila uzgona F, prema gore
(detaljnije o sili uzgona u poglavlju 9). Ukupna sila
na kamen iznosi F = F’g + ﬁu, te ima smjer prema
dolje. Ta sila daje kamenu mase m pocetnu akce-
leraciju @y = F /m, tj. akceleraciju kojom zapocne
njegovo tonjenje.

Kako kamen pocne tonuti, tj. stjece brzinu, po-
javljuje se sila otpora fluida ﬁfl koja djeluje prema
gore, tako da se mijenja ukupna sila Fg=F+ ﬁfl
koja djeluje na kamen. Prema drugome Newtonovu
zakonu, dobivamo da je iznos akceleracije kamena

Fu, F—k
a="% = ! (3.61)
m m

Ova jednadzba sadrzi cjelokupnu informaciju o
gibanju kamena jer je ona iskaz drugoga Newtonova
zakona. Medutim, nama je prikladnije imati vre-
menske ovisnosti pojedinih kinematickih veli¢ina
(put, brzina i akceleracija), a to zna¢i da mo-
ramo dobiti rjesenja iz jednadzbe (3.61). Odmah
mozemo uocCiti da se u toj jednoj jednadzbi na-
laze dvije nepoznanice (brzina i akceleracija), pa
njeno algebarsko rjeSavanje nije moguée. No, pos-
toji dobro poznata veza izmedu promjene brzine
i akceleracije (dv = adt) koju mozemo iskoristiti
kao drugu jednadzbu. Stoga diferenciramo lijevu i
desnu stranu jednadzbe (3.61), te dobivamo

k k

da = ——dv = ——adt (3.62)
m m

POGLAVLJE 3. PRIRODA SILA

Dobili smo diferencijalnu jednadzbu koja sadrzi
samo akceleraciju i vrijeme kao varijable. Mozemo
sada odvojiti varijablu a na lijevu, a vrijeme ¢ na
desnu stranu jednadzbe, te integrirati od pocetnog
stanja u t = 0, kada akceleracija iznosi ag, do nekog
proizvoljnog trenutka ¢ s akceleracijom a

da kP o — m =k 56
m

ap @ m J ag

Konacno rjeSenje za vremensku ovisnost akcelera-
cije glasi
a(t) = age /M1 (3.64)

AXkceleracija eksponencijalno opada od pocetne vri-
jednosti ag prema nuli. Graficki prikaz dan je na

7S S 7 s o r 7

Y

(k)
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Slika 3.24: (a) Gibanje kamena koji je ispuSten
tik ispod povrSine vode. Dijagram sila na kamen
prikazan je na pomoénom crtezu. (b) Akcelera-
cija kamena koji tone opada od pocetne vrijednosti
prema nuli. (¢) Brzina kamena raste od nule i pri-
blizava se grani¢noj vrijednosti. (d) Put koji kamen
prevaljuje od povrsine vode u dubinu. Ovisnost
s(t) postane priblizno linearna kada brzina kamena
prakticki dosegne grani¢nu vrijednost.

slici 3.24b. Akceleracija nikada ne postane to¢no
jednaka nuli, ali postane zanemarivo malena nakon
isteka vremena t kada je postignuta nejednakost
(k/m)t >> 1. Drugim rije¢ima, kamen zapravo
nastavlja tonuti sve brze, ali naglost povetavanja
brzine se smanjuje i tezi prema nuli. Kona¢no iz-
gleda kao da se brzina tonjenja ne povecava, tj. kao
da kamen tone stalnom (grani¢nom) brzinom.
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Toénu vremensku ovisnost brzine mozemo sada
lako dobiti daljnjim postupkom integriranja

v(t) —v(0) = /Dta(t)dt = /t age” R/t qt

0

= —ao%(ef(k/m)t —1)

(3.65)
Uzimajuéi u obzir da je pocetna brzina v(0) = 0,
te izraze za poCetnu akceleraciju ag = F/m, te
grani¢nu brzinu v, = F'/k, mozemo pisati

v(t) = vy(1 — e~ */m)ty (3.66)

Drugi ¢lan u zagradi jednak je jedinici za t = 0,
a eksponencijalno trne kako vrijeme tece. Stoga
brzina raste od nule i eksponencijalno se priblizava
granicnoj vrijednosti vy. Graficki prikaz vremenske
ovisnosti brzine dan je na slici 3.24c.

Vremensku ovisnost prevaljenog puta kamena
koji tone takoder mozemo dobiti integriranjem

s(t) — s(0) = /Ot v(t)dt = vyt + ug%(e*k/mﬁ —-1)

(3.67)
Nakon dovoljno dugog vremena, eksponencijalni
¢lan prakticki utrne (postane zanemariv prema je-
dinici), te samo prvi ¢lan ostane kao vremenski pro-
mjenljiv. Kamen tada tone prakticki jednolikom
brzinom vy, $to se vidi na grafickom prikazu krivu-
lje s(t) (slika 3.24d), koja nakon veleg isteka vre-
mena prelazi u pravac nagiba v,.

Napomena: Jednadzbu (3.61) mogli bismo rijesiti
i tako da akceleraciju a na lijevoj strani zami-
jenimo ekvivalentnim izrazom dv/dt, te dobi-
jemo jednadzbu koja sadrzi samo brzinu i vri-
jeme. Prepustamo citatelju ove knjige da je
rijesi i dobije izraz za v(t) koji je identican jed-
nadzbi (3.66), a zatim i vremenske ovisnosti
akceleracije a(t) i prevaljenog puta s(t).

Otpor gibanju tijela velikim brzinama kroz
zrak

Kod gibanja u zraku, tijelo moze postici velike br-
zine gibanja. To se svakodnevno dogada npr. kod
slobodnog pada tijela ili u voznji automobila na
autocesti. Empirijski je utvrdeno da kod velikih
brzina sila otpora raste kvadrati¢no s brzinom gi-
banja tijela
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Fy = Dv? (3.68)

gdje je D konstanta koja ovisi i obliku i veli¢ini ti-
jela, a priblizno se moze uzeti da je proporcionalna
najveéem presjeku tijela okomitom na smjer giba-
nja.

Najzanimljivije je razmotriti skok padobranca
iz aviona. Sila kojom ga privlac¢i Zemlja iznosi
Fy = mg, gdje je m masa covjeka. Uzgon u zraku
mozemo zanemariti (v. poglavlje 9), pa se graniéna
brzina postize kada je ispunjen uvjet

mg = D v? = vg = % (3.69)
Neposredno nakon skoka iz aviona, padobranac slo-
bodno pada bez otvorenog padobrana. U tome
slucaju, konstanta D ima priblizno vrijednost
0,2 kg/m. Ako je njegova masa oko 75 kg, dobiva
se vy ~ 60 ms~!, §to je poprilicno velika brzina
(oko 216 km/h). Pad na tlo uz toliku brzinu bio bi
smrtonosan, te padobranac otvara padobran koji
ima oko sto puta veéi poprecni presjek okomito na
smjer padanja nego §to ga ima sam covjek. Kons-
tanta D se uz otvoreni padobran poveéa oko sto
puta, pa se granic¢na brzina smanji oko deset puta.
Pri spustanju na tlo, padobranac ima brzinu od oko
6 ms~!, §to je jos uvijek znacajna brzina koja od-
govara slobodnom skoku s visine od oko 1,8 m. Po-
jedini Sportski i rekreacijski padobrani mogu imati
znatno vec¢i poprec¢ni presjek, dok vojni desantni
padobrani mogu biti manji ako su namijenjeni za
brze slijetanje i smanjivanje nezeljenih uc¢inaka ne-
prijateljske paljbe.

Navedimo jo§ i primjer brze voznje automobila
na autocesti. Zanimljivo je odrediti brzinu kod koje
otpor zraka predstavlja silu jednaku onoj od trenja
kotrljanja

D v? = N (3.70)

gdje je N = mg, a m masa automobila. Za auto-
mobilsku gumu na asfaltu je koeficijent trenja ko-
trljanja ur ~ 2 1072, a konstanta D za automo-
bil Sirine oko 1,6 m i visine oko 1,4 m iznosi oko
0,6 kgm~!. Neka je masa automobila i vozac¢a oko
1500 kg, pa dobivamo brzinu od oko 22 ms~! (oko
80 km/h). Kod manjih brzina prevladava trenje
kotrljanja, dok kod brzina uobicajenih na autoces-
tama prevladava otpor zraka.

POGLAVLJE 3. PRIRODA SILA



Poglavlje 4

REFERENTNI SUSTAVI

Za opisivanje raznih gibanja koja smo razmatrali
u prethodnim poglavljima, bilo je potrebno naj-
prije odrediti neku to¢ku kao ishodiste O koordinat-
nog sustava u odnosu prema kojemu smo odredivali
polozaje tijela u pojedinim vremenskim trenucima.
No, gibanje je relativan pojam jer polozaje istoga
tijela mozemo odredivati i u odnosu prema nekoj
drugoj tocki o} koja se u vremenu pomice rela-
tivno prema tocki O. U potonjem ¢e slucaju gi-
banje tijela izgledati sasvim drugacije. U ovome
¢emo poglavlju razraditi relativnost gibanja i utvr-
diti kako mozemo matematicki povezati kineticke
veli¢ine (polozaj, brzina i akceleracija) koje su mje-
rene u odnosu na dva razli¢ita koordinatna sustava.

Osobito je vazno pitanje odnosa sile i gibanja ti-
jela promatranog u nekom koordinatnom sustavu.
Utvrdit ¢emo da je nuzno razlikovati dvije sku-
pine referentnih koordinatnih sustava koje nazi-
vamo inercijalnt i neinercijalnt sustavi. Newto-
novi zakoni, koji utvrduju odnos sile i gibanja, vri-
jede samo u inercijalnim sustavima, pa te sustave
najceSée odabiremo za opis fizikalnog procesa. No,
ponekad je vazno znati kako izgleda opis gibanja
viden iz nekog neinercijalnog sustava, pa ¢emo i
tome posvetiti paznju u ovome poglavlju.

4.1 Relativnost gibanja

Relativnost gibanja dozivljavamo u svakodnevnome
zivotu, te nam taj pojam nije stran. Ako pola-
gano Se¢emo ulicom, brzi ¢e nam prolaznik odmak-
nuti. Ako pak potréimo, isti ¢e prolaznik zaostajati
iza nas. Za matematicku obradu relativnih gibanja
potrebno je prethodno uvesti neke nove pojmove i
razjasniti nacine prikazivanja relativnih gibanja na
crtezima.
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4.1.1 Pojam referentnog sustava

Svako gibanje tijela odvija se u prostoru i vremenu.
Stoga je potrebno utvrditi postupak odredivanja
polozaja tijela (u Cesti¢cnome modelu) u prostoru i
vremenskog trenutka kada se tijelo nalazilo u tome
polozaju. U tu svrhu uvodi se pojam referentnog
sustava, koji ukljucuje odabir nekog ishodista i ko-
ordinatnih osi u svrhu odredivanja polozaja tijela,
te odabir nekog trenutka koji ¢e nam predstavljati
t = 0, kako bismo u odnosu na njega odredivali
trenutke ostalih dogadaja.

Primjer referentnog sustava i gibanja tijela
(Cestice) dan je na slici 4.1. Radi jednostavnosti
prikaza pretpostavljeno je da se gibanje tijela odvija
samo u jednoj ravnini, te su u nju polozene osi
referentnog koordinatnog sustava Oxy. Razumije
se, vremensku os ne mozemo prikazati na slici 4.1,
ali pretpostavljamo da je trenutak ¢ = 0 odabran,
te oznaCavamo polozaje tijela u ostalim trenucima.

Slika 4.1: Za utvrdivanje polozaja tijela (Cestice)
u pojedinim trenucima potrebno je prethodno oda-
brati neki referentni sustav (koordinatni sustav i
vremensku skalu).
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Polozaj tijela u trenutku ¢; iskazujemo bilo pomocu
vektora 77, koji se proteze od ishodista O do mjesta
na kojemu se tijelo nalazi, ili pomoéu dviju veli¢ina
(z1,11), koje predstavljaju udaljenosti tijela od is-
hodista, gledajuci zasebno duz osi z i y. Isto vrijedi
i za polozaje tijela u drugim vremenskim trenucima.

Pogled na sliku 4.1 moze ostaviti dojam kao da
postoji nekakav ”apsolutni” prostor u kojemu je
odreden polozaj referentnog koordinatnog sustava
Ozy. Medutim, prazan prostor ne daje moguénost
odredivanja nekog polozaja. Naime, u praznom
prostoru ne znamo ”u odnosu na $to” bismo posta-
vili ishodiste O, te da li je ono "nepomicno”. Gle-
dajudi sliku 4.1 mozemo samo reéi da je ishodiste O
nepomi¢no na samome papiru. No, crtanje slike na
papiru ima za nas smisla ako taj crtez predocuje
neko realno gibanje u materijalnome svijetu koji
nas okruzuje.

Referentni sustavi u okruzenju

Ocito je da raspravu o referentnim sustavima mo-
ramo povezati s realnijim situacijama u kojima pos-
toje i okolna tijela, a ne samo tijelo ¢ije gibanje
zelimo promatrati. Na slici 4.2a prikazana je jed-
nostavna situacija u kojoj se automobil giba po rav-
noj cesti na povrsini Zemlje. Ishodiste O koordinat-
nog sustava postavljeno je nepomic¢no na povrsini
Zemlje u podnozju nekog stabla. Pretpostavljeno je
da smo odabrali neki trenutak kao ¢t = 0, te mozemo
odredivati trenutke u kojima je automobil bio na
odredenim polozajima na cesti. Na slici 4.2a prika-
zana su kao primjer tri takva polozaja automobila
u odgovaraju¢im vremenskim trenucima ¢y, to i 3.
Ovakav nacin prikazivanja ostavlja dojam kao da
Zemlja "uistinu miruje”, a automobil se ”uistinu
giba”. Zapravo se radi samo o tome da Zemlja i
stablo miruju nacrtani na papiru koji imamo pred
sobom, pa nam to djeluje sugestivno da i sebe za-
mislimo kao promatraca koji stoji mirujuci na Zem-
1ji.

Pokusajmo sada analizirati kako bi nam izgle-
dalo promatranje kada bismo sebe zamislili u auto-
mobilu, te kako bismo to promatranje prikazali ne-
kim crtezom na papiru. Postavimo u tu svrhu is-
hodiste O’ drugog koordinatnog sustava tako da
bude stalno vezano uz automobil, te nacrtajmo
sliku 4.2b u kojoj automobil s ishodistem O’ trajno
miruje na papiru. Gledajuéi sada papir mozemo
se uzivjeti u ulogu promatraca koji sjedi u auto-
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Slika 4.2: (a) Polozaji automobila u vremenskim
trenucima tq, t5 i t3 u odnosu na ishodiste koor-
dinatnog sustava postavljenog u podnozju stabla.
Gledatelj slike se postavlja u ulogu promatraca koji
miruje na Zemlji. (b) Alternativan prikaz u kojemu
je ishodiste O trajno na istome mjestu u slici. Gle-
datelj slike se postavlja u ulogu promatraca pred
kojim automobil miruje, a Zemlja i stablo odmic¢u
u lijevo. Gledatelj se moze zamisliti i u ulozi osobe
koja sjedi u automobilu te promatra stablo i nalazi
njegove polozaje u vremenskim trenucima ti, to i
t3.

mobilu. Na slici se vide polozaji stabla u odnosu
prema ishodistu O’ u istim prethodno utvrdenim
trenucima t1, to i t3. Zamisljamo da se u tom pri-
kazu cijela Zemlja, skupa sa stablom i asfaltom is-
pod automobila, pomice tijekom vremena u lijevu
stranu. Vektore polozaja stabla obiljezavamo kao
Fi/ (1 = 1,2,3), a povla¢imo ih iz tocke O’ prema
polozajima stabla u trenucima ¢;. Ti se vektori
polozaja razlikuju od onih u slici 4.2a samo po

. . -/ —
smjeru, tj. rv; = —7;.

4.1.2 Promatranje gibanja treceg tijela
u dvama referentnim sustavima

U prethodnoj smo raspravi analizirali gibanje tocke
o} naprama tocki O, odnosno obrnuto. ProSirimo
sada raspravu na gibanje nekoga treceg tijela u od-
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(6)

Slika 4.3: (a) Pogled promatrac¢a koji miruje u sustavu S s ishodistem O vezanim uz stablo. Vide se
polozaji drugog sustava S’ s ishodistem O’ koje je vezano uz automobil, te polozaji promatranog kamiona
u vremenskim trenucima ¢y, to i t3. (b) Pogled promatrac¢a koji miruje u sustavu S’. Kamion se u odnosu

na njega pomice kao da se giba "natraske”.

nosu prema toékama O i O". Na slici 4.3a prikazana
je ponovo povrsina Zemlje sa stablom i tockom O u
njegovu podnozju, tako da izgleda "kao da miruju”.
Zapravo, psiholoski postavljamo sebe u ulogu pro-
matraca koji miruje u odnosu na stablo, kao sto
smo to ve¢ radili u slucaju slike 4.2a. Automobil
uz koji je vezana tocka O prikazan je u gibanju,
tj. prolazi u pojedinim trenucima t; (i = 1,2,3)
kroz polozaje koje sada oznacavamo vektorima R;.
Usredoto¢imo paznju na kamion (treée tijelo) koji
vozi sporije paralelnom cestom. Njegove polozaje

u trenucima t; odredujemo vektorima 7; koji imaju
pocetak u tocki O. Na slici su prikazani i vektori
7_‘;-, koji povezuju trenutne polozaje ishodista O i
kamiona. Vidimo da uvijek vrijedi odnos

— /

T =R + 75 (4.1)

Mozemo ovaj odnos vektora zapisati tako da nagla-
simo njegovu valjanost u bilo kojem trenutku ¢

7(t) = R(t) + 7 (t) (4.2)
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Da bismo vizualizirali promatranje iz drugog ko-
ordinatnog sustava, nacrtajmo sliku 4.3b u kojoj
se automobil s ishodistem O’ nalazi uvijek na is-
tome mjestu na papiru. Promatrajuéi tu sliku
dozivljavamo sebe kao promatraca pred kojim auto-
mobil miruje, a mozemo se zamisliti i kao osobu
koja sjedi u automobilu i promatra stablo s is-
hodistem O i kamion na paralelnoj cesti. Uoc¢imo
da se u tom videnju kamion giba ”natraske”.
Polozaj kamiona u trenutku ¢; odreden je vektorom
Fi, koji polazi iz ishodista O". Za polozaje ishodista
O imamo vektore ﬁi/. Nalazimo da vrijedi vektor-
ska relacija

7 =R, + 7 (4.3)
Isto vrijedi opcenito u svakom trenutku ¢, pa
mozemo napisati

7' (t)=R'(t) + F(t) (4.4)

Usporedujudéi vektore R’ iR u slikama 4.3a i b,

vidimo da uvijek vrijedi

R'=-R (4.5)

tako da jednadzbu (4.4) mozemo napisati u obliku

7 (t) = 7(t) — R(t) (4.6)

Lako je uociti da su jednadzbe (4.2) i (4.6) mate-
maticki ekvivalentne.

Napomena: Slike 4.3a i 4.3b prikazuju jednu te
istu fizikalnu realnost. Svaki od vektora 7;
zadrzava svoj iznos i smjer u obje slike. Radi
se samo o translacijama vektora. Isto vrijedi i
za vektore Fi/.

Pojam promatraca u referentnom sustavu

Uobicajeno je govoriti o ” promatracu u referentnom
sustavu” koji prati gibanje nekog tijela. Ovaj bi
izraz mogao znaciti da se neki promatra¢ uistinu
nalazi u ishodistu doti¢noga koordinatnog sustava,
te pogledom prati gibanje nekog tijela, a uza se
ima i sat za mjerenje vremena. To je zgodan nacin
razmisljanja, te ¢esto mozemo i sebe zamisliti u tak-
voj ulozi.

Medutim, pojam ”promatra¢a” u nekom refe-
rentnom sustavu S nije nuzno personaliziran. Pod
pojmom ”promatraca’ zapravo se podrazumijeva
postojanje eksperimentalnih uredaja pomocu kojih
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je moguce odredivati polozaje promatranoga tijela
u odnosu prema ishodistu doti¢nog referentnog ko-
ordinatnog sustava, te mjerenja vremena. Kada
pak govorimo o gibanju istoga tijela sa stajaliSta
”promatraca” u drugome referentnom sustavu S,
podrazumijevamo da nam isti, ili neki drugi, mjerni
uredaji mogu davati podatke o polozajima toga ti-
jela u odnosu prema ishodistu O” tijekom vremena.

Relativnost brzine gibanja i akceleracije

Osvrnimo se ponovo na zbivanja prikazana na slici
4.3a u kojoj ishodiste O miruje, $to je pogled pro-
matraca u sustavu S. Ako zelimo utvrditi brzinu
promatranog kamiona u tom sustavu, mozemo de-
rivirati jednadzbu (4.2) po vremenu, pa dobivamo

Tt)=V(t)+7 (t) (4.7)

Veli¢ina 9/(t) predstavlja brzinu kamiona u trenutku
t za promatraca u sustavu S. Ishodiste O giba se
brzinom V(¢) u odnosu prema ishodistu O. Ove
dvije brzine prikazane su na slici 4.4a, koja daje
pogled promatrac¢a u sustavu S.

Veli¢ina 7' (t) u jednadzbi (4.7) predstavlja br-
zinu kojom se kamion giba u odnosu na ishodiste
O'. To je, dakle, brzina kamiona za promatraca u
sustavu S’ Nju nije prikladno unositi u sliku 4.4a,
koja je namijenjena za pogled promatraca u sus-
tavu S, a ne za onoga u sustavu S . UnoSenjem
dviju brzina za isto tijelo (kamion) nastala bi zbrka
u interpretaciji slike.

Razmotrimo sada alternativni prikaz prema ko-
jemu na papiru miruje automobil s ishodistem O/,
kao Sto smo to veé¢ imali na slici 4.3b, tj. na
nacin kako ta gibanja vidi promatra¢ u sustavu s’
Brzinu promatranog kamiona za tog promatraca
mozemo dobiti ako deriviramo jednadzbu (4.6) po
vremenu

7)) =71 - V() (4.8)

Na slici 4.4b prikazana je u nekome trenutku br-
zina kamiona 7' (t) u odnosu na ishodiste O koje
miruje. Ne treba nas ¢uditi sto kamion ima brzinu
usmjerenu “natraske”. Tako to izgleda za proma-
traca u sustavu S . Ishodiste O ima za njega brzinu
—V(t), a isto se odnosi i na cijelu Zemlju te asfalt
ispod auta i kamiona.

Napomena: Na slici 4.4b nije prikladno prikazati
brzinu ¥(t) kojom se kamion giba u odnosu
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prema ishodistu O jer je to brzina kamiona za
promatraca u sustavu S, pa njena interpreta-
cija u ovoj slici ne bi bila jasna.

Slika 4.4: (a) Promatra¢ u sustavu S s ishodistem
O vezanim uz stablo opaza brzinu kretanja kamiona
i brzinu drugog referentnog sustava S. (b) Proma-
tra¢ u sustavu S’ opaza brzinu udaljavanja stabla
uz koje je vezan sustav S i brzinu kamiona koji se
doimlje kao da ”"nazaduje”.

Mogli bismo dalje nastaviti s deriviranjem jed-
nadzbi (4.7) i (4.8) po vremenu te dobiti odnose za
akceleracije u odnosu na jedno i na drugo ishodiste,
no to ¢emo ostaviti za kasnije razmatranje u ovome
poglavlju.

4.2 Inercijalni sustavi

U prethodnom smo odjeljku 4.1 ustanovili da giba-
nje istoga tijela moze izgledati sasvim razlic¢ito ako
se kinematicke veli¢ine (polozaj, brzina i akcelera-
cija) odreduju u razli¢itim referentnim sustavima
koji se gibaju jedan prema drugome. Kada bismo
mogli utvrditi neki referentni sustav koji bi imao is-
taknutija svojstva od ostalih, mogli bismo ga sma-
trati ”glavnim” ili ”apsolutnim”, pa bi i odredivanje
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gibanja tijela u odnosu prema takvome sustavu bilo
”apsolutno”. No, to nije moguce, tj. ne nalazimo
kriterij po kojemu bi neki referentni sustav bio ap-
solutno izdignut nad svima ostalima.

Ipak, nisu svi moguéi referentni sustavi potpuno
ravnopravni. Vidjet ¢emo da mozemo nadéi krite-
rij po kojemu mozemo svrstati svaki od moguc¢ih
referentnih sustava u jednu od dvije skupine koje
nazivamo inercijalni sustavi i neinercijalni sustavi.
U ovome odjeljku bavit ¢emo se poblize prvom sku-
pinom, a o drugoj Ce biti rijeci u sljede¢em odjeljku
4.3.

4.2.1 Definicija inercijalnog referentnog
sustava

U raspravi o Newtonovim zakonima u poglavlju 2
uveli smo ve¢ pojam inercijalnog referentnog sus-
tava. Mozemo joS jednom ponoviti definiciju:

Svaki referentni sustav u kojemu
vriyjedi prvi Newtonov zakon svrsta-
vamo u inercijalne referenine sus-
tave.

To znaci da bilo koje tijelo, na koje ne djeluje ni-
kakva sila (slobodno tijelo), nuzno miruje ili se giba
jednoliko po pravcu u odnosu prema ishodistu toga
koordinatnog sustava.

Jasno nam je odmah da mora postojati be-
skonaéno mnostvo inercijalnih sustava. Naime,
kada utvrdimo jedan inercijalni sustav S u odnosu
prema kojemu neko slobodno tijelo miruje, lako na-
lazimo nebrojeno mnostvo drugih sustava kojima su
ishodista samo pomaknuta u odnosu na ishodiste
O prvoga sustava, ali ina¢e miruju u odnosu prema
njemu. Na slici 4.5a prikazani su sustavi S i S’
kao primjeri navedenog mnostva takvih sustava u
kojima slobodno tijelo miruje, te ih smatramo iner-
cijalnima.

Nadalje je na slici 4.5a prikazan i sustav S”, koji
se u odnosu prema sustavu .S giba konstantnom br-
zinom V. 1 taj je sustav inercijalan jer se u odnosu
prema njemu promatrano slobodno tijelo giba jed-
noliko po pravcu. U to se mozemo lako uvjeriti ako
nacrtamo sliku 4.5b u kojoj je ishodiste 0" sustava
S" prikazano kao tocka koja miruje na papiru, tj.
kao pogled promatraca u sustavu S” . Promatrano
slobodno tijelo ima konstantnu brzinu —17, pa kons-
tatiramo da je S” uistinu inercijalan sustav.
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Slika 4.5: (a) Slobodno tijelo miruje u inercijalnim
sustavima S i S koji su pomaknuti jedan prema
drugome. Sustav S giba se prema njima brzinom
V. (b) Promatraé u sustavu S" opaza gibanje slo-
godnog tijela konstantnom brzinom —V. Istom se
brzinom gibaju i sustavi Si 5.

Razumije se, takvih sustava kao to je " ima be-
skona¢no mnogo. Svaki od njih moze se gibati ne-
kom drugom konstantnom brzinom u odnosu prema
sustavu S. Promatrac iz takva sustava vidio bi da
se slobodno tijelo giba nekom konstantnom brzi-
nom, pa moramo zakljuc¢iti da su svi ti sustavi iner-
cijalni.

Odnos Newtonovih zakona i inercijalnih
referentnih sustava

Kao sto smo vidjeli, prvi Newtonov zakon nam sluzi
kao kriterij za utvrdivanje inercijalnih referentnih
sustava. Razmotrimo sada drugi Newtonov zakon.
U njemu se govori o promjeni gibanja tijela uslijed
djelovanja sile. Medutim, ne navodi se referentni
sustav prema kojemu bi trebalo mjeriti polozaje ti-
jela tijekom vremena kako bi se utvrdila promjena
gibanja tijela. U prvi bi nam se mah moglo uciniti
da drugi Newtonov zakon ima ”univerzalnu” va-
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ljanost, tj. da se moze primjenjivati u svim refe-
rentnim sustavima, bilo inercijalnima ili neinerci-
jalnima. No, ta je pomisao varljiva.

Do ispravnog zakljucka mozemo dodi uz sljedecu
provjeru. Ako promatra¢ u nekom referentnom sus-
tavu utvrdi da drugi Newtonov zakon vrijedi kod
promatranja raznih gibanja, onda se ocekuje da ¢e
mu vrijediti uvijek i za bilo koji iznos sile na ti-
jelo, pa i za poseban slucaj kada je iznos sile jednak
nuli, tj. kada sile uopée nema. Tada bi akceleracija
tijela morala biti jednaka nuli, Sto znaci da tijelo
miruje ili se giba jednoliko po pravcu. Uocavamo
da taj posebni sluc¢aj u primjeni drugoga Newto-
nova zakona predstavlja poveznicu prema prvome
Newtonovu zakonu, a time i prema inercijalnim sus-
tavima. Drugim rije¢ima, ako u nekom referentnom
sustavu vrijedi drugi Newtonov zakon, onda vrijedi
i prvi Newtonov zakon, Sto u konacnici znac¢i da
drugi Newtonov zakon vrijedi samo u inercijalnim
sustavima.

Tre¢i Newtonov zakon ne govori o gibanju tijela,
pa se pitanje referentnog sustava niti ne postavlja.
Uzajamno medudjelovanje (akcija i reakcija) dvaju
tijela postoji bez obzira na to iz kojega referent-
nog sustava (inercijalnog ili neinercijalnog) proma-
tramo doti¢na dva tijela. Kazemo da tre¢i Newto-
nov zakon vrijedi u svim referentnim sustavima.

Galileijev princip relativnosti

Galileo Galilei je raspravljao o relativnosti gibanja
i isticao primjere koji su u ono doba mogli biti pro-
vjeravani. Tako je tvrdio da putnik zatvoren u pros-
toriju na brodu, koji plovi jednolikom brzinom po
mirnome moru, ne bi ni po ¢emu mogao ustanoviti
da li taj brod miruje, ili pak plovi nekom stalnom
brzinom. Kuglica, koja bi bila postavljena tako
da miruje na ravnome stolu, mirovala bi bez ob-
zira na brzinu broda. Ako bi se u drugome pokusu
kuglica ispustila iz ruke tocno iznad sredine stola,
padala bi ravno prema sredini stola i tamo uda-
rila. Sva druga dogadanja iz prirodnoga svijeta, od
ponaSanja cvijeca u vazi pa do npr. leta muhe u toj
prostoriji, odvijala bi se jednako kao i u brodu koji
miruje. Galilei je ustvrdio da su zakoni fizike isti
u svim referentnim sustavima koji se jedan prema
drugome gibaju stalnom brzinom. To danas nazi-
vamo Galileijevim principom relativnosti.

Nakon uvodenja Newtonove formulacije meha-
nike, mogli bismo nekadasnji Galileijev princip rela-
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tivnosti izraziti suvremenijim jezikom. Taj je prin-
cip ekvivalentan tvrdnji da Newtonovi zakoni, kao
temeljni zakoni fizike, vrijede u svim inercijalnim
sustavima, kao §to je gore veé receno.

Napomena: U Galileijevo doba nije bio formuli-
ran prvi Newtonov zakon, pa ni pravi pojam
inercijalnog referentnog sustava. Galilei je uzi-
mao referentni sustav vezan uz povrsinu Zem-
lje u kojemu se samo priblizno (unutar to¢nosti
mjerenja u Galileijevo doba) moze utvrditi za-
konitost kao u pravome inercijalnom sustavu.

4.2.2 Galileijeve transformacije

Sasvim opcenito, gibanje nekog tijela mozemo pra-
titi u bilo kojem referentnom sustavu. Veé smo
u jednadzbi (4.2) pokazali kako poznavanjem vek-
tora R(t) kao relativnog gibanja sustava S prema
sustavu S, te poznavanjem vektora polozaja ti-
jela 7 (t) u sustavu S’, mozemo izracunati vektor
polozaja istoga tijela 7(¢t) u odnosu na sustav S.
Vrijedi i obrat u jednadzbi (4.6).

Ovdje ¢emo se ograniciti samo na inercijalne sus-
tave. Ako se sustav S giba stalnom brzinom V u
odnosu prema sustavu S, s time da su im se is-
hodista poklopila u ¢ = 0, imamo

R(t) =Vt (4.9)

pa se transformacije vektora polozaja istoga tijela
mjerenih u dvama inercijalnim sustavima pisu

At =7 () +Vt , 7 (t) =7t) -Vt

<

(4.10)

gdje je V konstantan vektor. Transformacije brzina
istoga tijela mjerenih u dvama inercijalnim susta-
vima mozemo dobiti deriviranjem jednadzbe (4.10)
ili pozivanjem na opcenitije jednadzbe (4.7) i (4.8)
uz specifikaciju stalne brzine V sustava S' u odnosu
prema sustavu S

=1

W) =5 ()+V , T @)=60t) -V (411

Korisno je jo$ i utvrditi transformaciju za akcele-
racije istoga tijela koje se mogu utvrditi mjerenjima
u dvama inercijalnim sustavima. Deriviranjem jed-
nadzbi (4.11) dobivamo

a(t) =a'(t) (4.12)
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jer derivacija konstantnog vektora 1% daje nulu.
Ovaj smo rezultat dobili formalno matematickim
putem. No, mogli smo ga dobiti i ¢isto fizikalnim
rasudivanjem. Prema drugome Newtonovu zakonu,
akceleracija tijela ovisi o djelovanju sile na to tijelo.
Buduéi da u Newtonovoj fizici sila na tijelo ne ovisi
o izboru referentnog sustava, a ne mijenja se niti
masa tijela, moraju obje akceleracije biti jednake.
Pri tome podrazumijevamo da u oba referentna sus-
tava vrijedi drugi Newtonov zakon, §to znaci da iz-
vedeni zakljucak vrijedi samo ako su oba referentna
sustava inercijalna.

Napomena: U gornjem je razmatranju pretpos-
tavljeno da za promatrace u oba referentna
sustava vrijeme tece ”jednako”. To znaci da
bismo formalno mogli pisati t = t s time da
su ishodista bila poklopljena u t =t = 0. Mo-
ramo odmah upozoriti da ova pretpostavka vri-
jedi jako dobro za brzine koje su mnogo manje
od brzine svjetlosti. To je podruéje primje-
njivosti Newtonovih zakona. Kod brzina koje
postaju usporedive s brzinom svjetlosti postoji
odstupanje o kojemu ¢e biti rije¢i u teoriji re-
lativnosti u poglavlju 11.

Primjer za primjenu Galileijevih
transformacija

Kao ilustraciju gore opisanog principa relativnosti
gibanja i transformacija kinematickih veli¢ina iz
jednog inercijalnog sustava u drugi, razmotrimo
dogadaj prikazan uzastopno na slikama 4.6a-c.
Osoba A stoji na travnjaku pokraj puteljka i drzi
u ruci lopticu dok osoba B vozi bicikl nekom kons-
tantnom brzinom V. Neka je uz osobu A vezan
koordinatni sustav Oxy, dok je uz osobu B vezan
drugi koordinatni sustav O'z'y’. Stoga mozemo ti-
jek dogadanja pratiti prikazujuéi samo koordinatne
sustave, Sto olakSava crtanje na slici 4.6. Trenutak
kada osoba B na biciklu mimoilazi osobu A (slika
4.6b) odaberimo kao t =t = 0. U tom trenutku
osoba A baca lopticu brzinom v koja je tako oda-
brana da se njena komponenta duz osi x podudara
s brzinom kojom osoba B vozi bicikl. Iz slike 4.6¢c
je vidljivo da ¢ée za osobu A (promatra¢ u sustavu
S), gibanje loptice izgledati kao kosi hitac.

Polozaji loptice mjereni u odnosu prema dvama
referentnim sustavima i S u istome trenutku (¢t =
t/) povezani su jednadzbom (4.10), koju piSemo po
komponentama
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z=gz +Vt ¢ =z -Vt (4.13)
y=y y =y (4.14)

Svaki promatra¢ mjeri brzinu loptice u svome re-
ferentnom sustavu, a za uzajamnu vezu dobivamo

Slika 4.6: (a) Biciklist vozi konstantnom brzinom
1% po stazi pokraj koje stoji osoba A koja drzi lop-
ticu. Osobama A i B mozemo pridruziti referentne
sustave Si S te tako pratiti daljnje zbivanje. (b)
Trenutak u kojemu se podudaraju dva referentna
sustava. Loptica dobiva pocetnu brzinu ¥y kojoj
je projekcija na horizontalnu os jednaka brzini V.
(c) Nakon nekog vremena promatra¢ u sustavu S
(osoba A) opaza lopticu u silaznoj putanji s brzi-
nom koja i nadalje ima projekciju na horizontalnu
os jednaku brzini V.
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Iz ranijeg razmatranja o kosom hicu (odjeljak 2.3),
znamo da se komponenta brzine duz osi x ne mije-
nja tijekom vremena, tj. v, = vy, a zbog odabra-
nog uvjeta vg, = V prilikom bacanja loptice imamo
zaklju¢éno

/

=0 (4.17)

’Uflf
vy = v, vy/ =y (4.18)

Dok se za osobu A loptica giba duz osi z stalnom
brzinom V', osoba B ne opaza njeno gibanje duz
osi 2. Obje osobe opazaju jednake trenutne brzine
loptice duz svojih vertikalnih osi y i . Te se kom-
ponente brzine mijenjaju tijekom vremena na isti
nacin jer su akceleracije jednake
ay = a, a, = ay (4.19)
Napomena: Slike 4.6a-c nacrtane su onako kako
dogadaje vidi osoba A, tj. promatra¢ u refe-
rentnom sustavu S. Prepustamo ¢itatelju da
sam nacrta niz slika u kojima bi bilo prikazano
videnje osobe B, tj. promatraca u referentnom
sustavu S .

4.2.3 U potrazi za idealnim inercijalnim
sustavom u realnome svijetu

Iz dosadasnjeg razmatranja mozemo zakljuciti da
bi nam bilo dovoljno kada bismo mogli pouzdano
utvrditi barem jedan inercijalni referentni sustav,
jer bismo zatim u odnosu na taj sustav mogli utvr-
diti jos jedan inercijalni sustav, a onda i beskona¢no
mnos§tvo njih. Medutim, pocetni zadatak nije jed-
nostavan jer bismo morali biti sigurni da na pro-
matrano tijelo ne djeluje nikakva sila, a u realnome
svijetu uvijek ima okolnih tijela ¢ije djelovanje na
promatrano tijelo nije moguce iskljuciti.

Ipak, imajmo na umu da sva poznata djelo-
vanja jednoga tijela na drugo opadaju s njiho-
vom medusobnom udaljenosti, pa na tome tragu
mozemo iéi prema nekoj idealizaciji. Izvedimo naj-
prije zamisljeni pokus s tri kuglice koje negdje da-
leko u Svemiru bacimo duz triju okomitih osi. Uda-
ljavanjem jedne od druge, uzajamna gravitacijska
privlacenja postaju zanemariva, pa ako bismo mje-
renjem ustanovili da se kuglice gibaju relativno
jedna prema drugoj stalnim brzinama, mogli bismo
re¢i da spomenuti sustav triju okomitih osi pred-
stavlja inercijalan referentni sustav. Razumije se, i
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sustav kojemu bi ishodiste bilo vezano uz jednu od
kuglica, tako da ona u njemu miruje, bio bi iner-
cijalan jer bi se ostale dvije kuglice gibale u tome
sustavu nekim konstantnim brzinama.

Zamisljeni bi pokus dao zZeljeni ishod samo u
slucaju kada bi ostala tijela u svemiru davala
iS¢ezavajucéu rezultantnu silu na kuglice. U pro-
tivnom bi svaka kuglica imala neku zakrivljenu pu-
tanju, pa se ne bi mogle gibati jednoliko po pravcu
jedna prema drugoj. Postoji li takvo mjesto u Sve-
miru gdje bi se mogao izvesti opisani pokus s povolj-
nim ishodom, ili takvoga mjesta nema, ne mozemo
zasigurno znati. U fizici je korisno razmisljati o
zami§ljenim pokusima, ali isto tako i o pokusima
koji su realno ostvarivi, makar i ne bili idealni.

Krenimo sada od pokusa na povrsini Zemlje. Ako
je tijelo polozeno na horizontalnu podlogu, mozemo
reéi da je vektorski zbroj sila koje na njega djeluju
prakticki jednak nuli. Naime, dominantne sile na
to tijelo su gravitacijska sila Zemlje ﬁg prema dolje
i normalna sila podloge N prema gore. Gravitacij-
ske sile ostalih okolnih tijela takoder postoje, ali su
toliko malene da ih mozemo prakticki zanemariti.
Ako tijelo postavimo u stanje mirovanja na podlozi,
ono ¢e i nadalje ostati na istome mjestu na pod-
lozi. To nam se ¢ini sukladnim prvome Newtonovu
zakonu, pa bismo bili skloni reé¢i da je referentni
sustav vezan uz povrsinu Zemlje inercijalan.

Medutim, znamo da se Zemlja dnevno okreée oko
osi, pa i tijelo na povrsini Zemlje izvodi kruzno gi-
banje. Centripetalna akceleracija iznosi a, = w?r =
(27/T)?r, gdje je r radijus kruznice. Za tijelo na
ekvatoru moramo uvrstiti r = rz, pa je a. ~ 0,034
ms~2. Radi se o vrlo malenoj akceleraciji. Na
veéim geografskim Sirinama ¢, centripetalna akce-
leracija je jos manja zbog manjeg radijusa kruznice
r = rzcosy po kojoj se tijelo dnevno giba. Ako
smo spremni zanemariti tako malene akceleracije,
mozemo referentni sustav vezan uz povrsinu Zemlje
smatrati priblizno inercijalnim sustavom. To ¢esto i
radimo te dobivamo opazanja koja mozemo opisati
Newtonovim zakonima koji su primjenjivi samo u
inercijalnim sustavima.

Ipak, postoje eksperimenti na povrSini Zemlje
koji, ako se promatraju iz sustava ¢vrsto vezanog uz
povrsinu Zemlje, pokazuju odstupanje od Newtono-
vih zakona. O njima ¢e biti mnogo govora na kraju
ovoga poglavlja. Za sada recimo da savrseniji izbor
inercijalnog sustava predstavlja onaj kojemu bi is-
hodiste bilo u sredistu Zemlje, a njegove osi ne bi
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pratile rotaciju Zemlje oko vlastite osi. U takvome
referentnom sustavu bilo bi ispravno utvrdeno da
tijelo na povrSini Zemlje ne miruje nego izvodi
kruzno gibanje, te bi se mogla izmjeriti odgova-
rajuCa centripetalna akceleracija i utvrditi da na
tijelo djeluje neka rezultantna sila koja igra ulogu
centripetalne sile. Niz opazanja koja se navode na
kraju ovoga poglavlja podlijezu Newtonovim zako-
nima ako se promatraju iz ovoga sustava. Stoga bi
taj sustav zacijelo bolje odgovarao idealnom inerci-
jalnom sustavu.

Medutim, cijela Zemlja ima godisnju ophodnju
oko Sunca, tj. giba se priblizno po kruznici sa cen-
tripetalnom akceleracijom a. ~ 0,006 ms~2. Ako
Zelimo biti do te mjere precizni, mozemo postaviti
ishodiste referentnog sustava u sredisSte Sunca, te
ostvariti jako dobru aproksimaciju idealnoga iner-
cijalnog sustava.

Daljnja poboljsanja isla bi prema postavljanju is-
hodista referentnog sustava u srediste galaksije ili
prema nekoj drugoj tocki u Svemiru. Sva gibanja
u Svemiru nisu danas jo§ poznata, a nije poznata
niti ukupna masa i energija u Svemiru, tako da nije
moguce dati konac¢an odgovor u potrazi za idealnim
inercijalnim referentnim sustavom.

4.3 Neinercijalni sustavi
i fiktivne sile

U prethodnom smo odjeljku definirali inercijalne
referentne sustave kao one u kojima vrijedi prvi
Newtonov zakon. Sada mozemo jednostavno svr-
stati sve druge referentne sustave u neinercijalne.
To su, dakle, svi oni referentni sustavi u kojima ne
vrijedi prvi Newtonov zakon.

Odaberimo jedan inercijalni i jedan neinercijalni
referentni sustav iz kojih ¢emo promatrati neki
fizikalni proces ili stanje. Interesira nas kakve
veze mozemo uspostaviti izmedu kinematickih i di-
namickih varijabli u dvama sustavima. Razmotrit
¢emo najprije jednostavnije sluc¢ajeve u kojima ne-
inercijalni sustav ima konstantnu akceleraciju (duz
nekog pravca) odnosu prema inercijalnime, a kas-
nije ¢emo razmotriti slucajeve u kojima neinerci-
jalni sustav rotira u odnosu prema inercijalnome.
Svi ostali opéenitiji slu¢ajevi mogli bi se u nacelu
obraditi kao kombinacije prethodnih dvaju.
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4.3.1 Sustavi ubrzani na pravcu

Kao zorni prikaz neka nam posluzi slika 4.7a u ko-
joj uzimamo sustav vezan uz povrsinu Zemlje kao
priblizno inercijalan referentni sustav S, a proma-
trano se tijelo nalazi na dugackoj kamionskoj plat-
formi, za koju pretpostavljamo da je idealno glatka
i klizava. Dok kamion miruje (¢t < 0) tijelo na nje-
govoj platformi ostaje u stanju mirovanja prema
sustavu S, sukladno prvome Newtonovu zakonu.
Ako uz platformu kamiona vezemo i neki drugi re-
ferentni sustav Sl, promatrano tijelo miruje i u od-
nosu prema tome sustavu.

Medutim, ako od trenutka ¢ = 0 kamion krene iz
mirovanja u jednoliko ubrzano gibanje akceleraci-
jom @, referentni sustav S~ vezan uz njegovu plat-
formu postane neinercijalan. Tako su na slici 4.7a
prikazane situacije nakon uzastopnih intervala At
na nacin kako bi to vidio promatra¢ u inercijalnom
referentnom sustavu S vezanom uz povrSinu Zem-
lje. Tijelo i dalje miruje jer na njega ne djeluje
nikakva sila buduéi da (po pretpostavci) nema tre-
nja s platformom kamiona. Nakon nekog vremena,
platforma se pomakne u desno toliko da tijelo os-
tane bez podloge, te moze slobodno pasti na tlo.

U slici 4.7b prikazan je pogled promatraca u ne-
inercijalnom sustavu S" koji je vezan uz platformu
kamiona. Na papiru je taj sustav uvijek na istome
mjestu, dok sustav S (sa Zemljom) i promatrano
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Slika 4.7: (a) Promatra¢ u sustavu S opaza da
tijelo ostaje na istome mjestu (duz osi z) ¢ak i
kada kamion ubrzano krene (¢ > 0) jer je platforma
zamisljena kao idealno glatka i klizava te na tijelo
ne djeluje nikakva realna sila. (b) Promatraé¢ u sus-
tavu S’ opaza ubrzano gibanje tijela za t > 0, iako
na tijelo ne djeluje neka realna sila. Sustav S je
tada neinercijalan.

tijelo odmic¢u ubrzano u lijevo. Njihova akcelera-
cija je —d. lako na tijelo ne djeluje nikakva sila,
za promatraca u neinercijalnom sustavu ono ne mi-
ruje, niti se giba jednoliko po pravcu. O¢cito je da
se kod opazanja u neinercijalnom sustavu ne moze
primjenjivati ni prvi ni drugi Newtonov zakon.

Fiktivna sila u neinercijalnom sustavu

Ako za promatrac¢a u neinercijalnom sustavu ne
vrijede Newtonovi zakoni, a nismo upoznali ni-
kakve druge zakone gibanja, onda nam ne bi pre-
ostalo drugo do li ustanoviti da doti¢ni promatrac
nema ama ba$§ nikakve mogucénosti izra¢unavanja
i predvidanja gibanja tijela. No, stvari ipak nisu
tako nepovoljne. Ovdje ¢emo pokazati da se moze
primijeniti jedno dopunsko matematicko pravilo ko-
jim se promatracu u neinercijalnom sustavu otvara
mogucnost racunanja i predvidanja gibanja tijela.
Promatrajuéi iznova sliku 4.7b lako uo¢avamo da
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bi se promatra¢ u neinercijalnom sustavu mogao
formalno posluziti drugim Newtonovim zakonom
ukoliko bi u masti zamislio da na tijelo djeluje neka
sila koja mu daje akceleraciju —d. Za tu fiktivnu
silu (lat. fictus - izmisljen) mora vrijediti

(4.20)

ﬁf:—mc_i

Slika 4.8 upravo prikazuje pogled promatraca u
neinercijalnom sustavu i njegov nacin rjeSavanja
problema. Dovoljno je da taj promatra¢ rac¢unski
uvede silu F ', te zatim mozZe formalno primijeniti
drugi Newtonov zakon i dobiti ispravno rjeSenje za
gibanje tijela u svojem (neinercijalnom) referent-
nom sustavu.
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Slika 4.8: PokusSaj promatraca u neinercijalnom
sustavu S~ da objasni gibanje tijela primjenom dru-
goga Newtonova zakona. To mu uspijeva ukoliko
samo racunski uvede postojanje sile ﬁf (fiktivna
sila).

Napomena: Mogli bismo re¢i da promatrac¢ u ne-
inercijalnom sustavu mora dva puta prekrsiti
zakone fizike. Prvi prekrSaj je u tome §to
primjenjuje Newtonove zakone koji ne vri-
jede u njegovu sustavu, a drugi je prekrsaj u
izmisljanju sile koja zapravo ne postoji. No,
ako to napravi na nacin propisan jednadzbom
(4.20), dobiva ispravan rezultat gibanja, viden
iz svojega referentnog sustava.

Razmotrimo sada slu¢aj u kojemu je tijelo na
platformi kamiona vezano uzetom za kabinu kao
Sto prikazuje slika 4.9a. Za promatraca u inercijal-
nom sustavu S, kamion se giba jednoliko ubrzano
akceleracijom d, a isto se tako ubrzano giba i ti-
jelo vezano uzetom. Primjenjujuéi drugi Newtonov
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zakon na tijelo, promatra¢ zakljucuje da ono ima
akceleraciju zato $to na njega djeluje (realna) sila
napetosti uzeta koja iznosi T=ma.

Pogled promatrac¢a u neinercijalnom sustavu s’
vezanom uz platformu kamiona dan je na slici 4.9b.
Za njega tijelo miruje. Taj promatra¢ lako moze
ustanoviti da je uze napeto, tj. sila napetosti uzeta
nije nestala, te djeluje na tijelo. Promatrac¢, dakle,
ustanovljuje da prvi i drugi Newtonov zakon ne vri-
jede u neinercijalnom referentnom sustavu. No, on
bi i u tome sustavu mogao barem formalno primije-
niti Newtonove zakone ako izmisli dodatnu silu F 't
tako da ukupna sila na tijelo iS¢ezava

ﬁf-FfZO — ﬁf:—ma (4.21)

Uocavamo da je ova fiktivna sila ista kao i ona koju
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Slika 4.9: (a) Promatra¢ u inercijalnom sustavu S
opaza tijelo koje se giba ubrzano jer ga vuce na-
peti konopac, koji je drugim krajem vezan uz ka-
binu kamiona, a sam kamion se kreée ubrzano. (b)
Za promatraca u neinercijalnom sustavu s, tijelo
na platformi kamiona miruje, iako je konopac na-
pet i djeluje na tijelo silom T. Primjena drugoga
Newtonova zakona je formalno mogucéa uz dodava-
nje fiktivne (izmisljene) sile F .
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smo veé¢ imali u jednadzbi (4.20). Ona ovisi o masi
tijela i akceleraciji neinercijalnog sustava u kojemu
se nalazi promatrac.

Napomena: Sila T kojom uze djeluje na tijelo je
stvarna sila. Za nju vrijedi tre¢i Newtonov za-
kon, tj. tijelo djeluje na uze silom reakcije, koja
je jednaka po iznosu, ali suprotnoga smjera
od sile T. Nasuprot tome, sila ﬁf ne moze
biti stvarna jer ne proizlazi iz djelovanja nekog
drugog tijela na promatrano tijelo. Stoga ne
postoji ni sila reakcije jer uopée nema drugoga
tijela na koje bi reakcija mogla djelovati. Vi-
dimo da nam provjera s tre¢im Newtonovim
zakonom moze posluziti da prepoznamo je li
neka sila stvarna ili ne.

Mozemo sada generalizirati tvrdnje iz prethodnih
posebnih slucajeva. Uzmimo opéenito da na tijelo
mase m djeluje neka (stvarna) sila F koja mu u
inercijalnom sustavu S daje akceleraciju @ = F /m
(slika 4.10a). Na istoj je slici prikazan i proizvoljno
odabrani neinercijalni sustav S, ko ji se ubrzava ak-
celeracijom @,; u odnosu prema inercijalnom sus-
tavu. Promatrano tijelo ima neku akceleraciju i u
odnosu prema sustavu S, ali na slici 4.10a prika-
zujemo samo akceleraciju @ jer ta slika daje pogled
promatraca iz sustava S.

Da bismo odredili akceleraciju @ tijela u odnosu
na neinercijalni sustav S/, posluzimo se opéim re-
lacijama koje smo izvodili u odjeljku 4.1 za odnos
kinematickih veli¢ina u bilo kojim dvama referent-
nim sustavima. Deriviranjem jednadzbe (4.2) po
vremenu dobili smo jednadzbu (4.7) za odnos br-
zina, koju ovdje mozemo prepisati

T(t) = Tpi(t) + T (£) (4.22)

gdje je U;(t) vremenski promjenljiva brzina neiner-
cijalnog sustava S u odnosu prema sustavu S. De-
riviranjem jednadzbe (4.22) po vremenu dobivamo
odnos akceleracija

=dn+d = a =a—an (4.23)
Akceleraciju @ mozemo prikazati na slici 4.10b
koja daje pogled promatraca u neinercijalnom sus-
tavu S'. Na njoj je prikazana i stvarna sila F koja
djeluje na tijelo. O¢ito je da akceleracija @ ne sli-
jedi iz sile F prema drugome Newtonovu zakonu.
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Slika 4.10: (a) Pogled promatraca u inercijalnom
sustavu S koji opaza da tijelo mase m ima akcele-
raciju @ jer na njega djeluje sila F. Neinercijalni
sustav S se ubrzava akceleracijom @y;. (b) Pogled
promatraca u neinercijalnom sustavu S’ za kojega
sustav S ima akceleraciju —ay;, dok tijelo ima ak-
celeraciju @. Ako taj promatraé zeli izracunati
opazenu akceleraciju @ formalnom primjenom dru-
goga Newtonova zakona, mora stvarnoj sili F do-
dati fiktivou (izmisljenu) silu Fy tako da dobije
ukupnu silu F;:k

To je i ocekivano jer za promatrac¢a u neinerci-
jalnom sustavu ne vrijedi drugi Newtonov zakon.
Ako taj promatraé zeli formalno primijeniti drugi
Newtonov zakon, mora izmisliti silu F '+ tako da do-
bije ukupnu silu u neinercijalnom sustavu s’

(4.24)

koja tijelu moze dati opazenu akceleraciju u sustavu

S



4.3. NEINERCIJALNI SUSTAVI I FIKTIVNE SILE

—

. F, F F a+Fi

i=uk =2y
m

k= (4.25)

Uzmemo li u obzir jednadzbu (4.23), fiktivna sila
mora biti

(4.26)

Ff = —mC_I:m

Kao vazan zakljucak, mozemo reéi da svakom ti-
jelu u neinercijalnom sustavu mozemo pridijeliti fik-
tivnu silu prema pravilu iz jednadzbe (4.26). Fik-
tivne sile za razna tijela su razli¢ite u ovisnosti o
njihovim masama. S druge strane, fiktivna sila na
isto tijelo je razli¢ita od jednog do drugog neinerci-
jalnog sustava u ovisnosti o akceleraciji @,; kojom
se taj sustav ubrzava u odnosu prema inercijalnom

sustavu.t

Tijelo u slobodnom padu

Kao primjer za analizu gibanja tijela u inercijal-
nom i neinercijalnom referentnom sustavu moze
nam posluziti slobodan pad prikazan na slici 4.11a.
Za promatraca u inercijalnom sustavu S vezanom
uz povrsinu Zemlje, promatrano tijelo mase m ima
akceleraciju g zato Sto na njega djeluje gravitacijska
sila fg prikazana na slici 4.11a. Pored promatranog
tijela, prikazano je na slici 4.11a jos jedno tijelo u

slobodnom padu. Ono takoder ima akceleraciju g

u odnosu prema inercijalnom sustavu S, pa ako uz
to tijelo vezemo neinercijalan sustav Sl, njegova ¢e
akceleracija biti dp; = .

Videnje promatraca u neinercijalnom sustavu S’
prikazano je na slici 4.11b. Za njega promatrano
tijelo miruje, iako na njega djeluje stvarna sila ﬁg.
Da bi formalno mogao primijeniti Newtonove za-
kone, mora izmisliti silu ﬁf = —mdy = —Mm4g.
Ukupna sila na tijelo tada is¢ezava (F mg=0),
pa su formalno zadovoljeni Newtonovi zakoni.

Razumije se, promatracu u neinercijalnom sus-
tavu S’ izgleda kao da mu se Zemlja priblizava ak-
celeracijom —day;, kako to prikazuje slika 4.11b.

17a fiktivne se sile u nekim udzbenicima fizike upotreb-
ljava izraz inercijalne sile. Njime se zeli naglasiti da porijeklo
te sile ne dolazi od nekog stvarnog medudjelovanja tijela,
nego tu silu formalno uvodi promatra¢ u neinercijalnom sus-
tavu da bi tijelo u njegovu promatranju povratilo svojstvo
inercije, kojega inac¢e nema u neinercijalnom sustavu.
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Slika 4.11: (a) Pogled promatraca u inercijalnom
sustavu S na tijelo koje slobodno pada. Paralelno
s promatranim tijelom, pada jos jedno tijelo uz koje
je vezan neinercijalni sustav S'. (b) Pogled proma-
traca iz neinercijalnog sustava S ' Za njega proma-
trano tijelo miruje, pa za formalnu primjenu dru-
goga Newtonova zakona mora postojecoj sili ﬁg do-
dati fiktivnu (izmisljenu) silu ﬁf.

Covjek u dizalu

Odnose u neinercijalnom sustavu mozemo dozivjeti
vozedi se u dizalu tijekom njegova ubrzavanja. Slika
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Slika 4.12: (a) Pogled iz inercijalnog sustava S na
covjeka u dizalu koje se ubrzava uvis. Na covjeka
djeluje gravitacijska sila ﬁg i normalna sila podloge
N. Rezultanta tih sila daje ¢ovjeku akceleraciju a.
(b) Pogled iz neinercijalnog sustava S’ u liftu na
istog ¢ovjeka. Ako se u tome sustavu zeli formalno
primijeniti drugi Newtonov zakon, potrebno je do-
dati fiktivnu silu ﬁf.

4.12a prikazuje dizalo koje se ubrzano podize uvis
akceleracijom @ jer ga vuce Celicno uze odgova-
raju¢om silom (nije naznacena na slici 4.12a). Radi
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se o pogledu promatraca iz inercijalnog sustava S
vezanog uz povrSinu Zemlje. Neka covjek u dizalu
bude tijelo na koje usredoto¢ujemo paznju. Razu-
mije se, ¢ovjek takoder ima istu akceleraciju d kao
i dizalo. Ona se ostvaruje tako Sto na ¢ovjeka dje-
luje gravitacijska sila ﬁg prema dolje i normalna sila
N kojom podloga dizala djeluje na Covjeka prema
gore, pa imamo

—

gt N
m

a= (4.27)
Na slici 4.12a prikazane su obje sile. Razumije se,
da bi covjek imao akceleraciju prema gore, mora
normalna sila podloge biti veéa po iznosu od gravi-
tacijske sile.

Ako uz dizalo vezemo referentni sustav S, do-
bivamo neinercijalni sustav koji ima akceleraciju
dni = d. Sustav S je takoder prikazan na slici
4.12a.

Slika 4.12b prikazuje pogled iz neinercijalnog sus-
tava S” vezanog uz samo dizalo. Sasvim razumljivo,
dizalo i ¢ovjek u njemu miruju u tom sustavu, dok
se inercijalni sustav S ubrzava akceleracijom —da.
Na ¢ovjeka djeluju stvarne sile ﬁg i N. Ako se zeli
formalno primijeniti drugi Newtonov zakon u sus-
tavu S, potrebno je izmisliti silu F '+ tako da bude

—

Fy+ N+F;

0 = ﬁfz—(ﬁg-‘rﬁ) = —Mdy;
(4.28)
gdje je istaknuto da se radi o akceleraciji neinerci-

jalnog sustava dy;.

4.3.2 Rotirajuci sustavi

Razmotrimo sada referentni sustav S’ kojemu se is-
hodiste O’ ne pomice u odnosu prema ishodistu O
inercijalnog sustava S, ali sustav S rotira, tj. smje-
rovi osi 2 i y/ zakrecu se tijekom vremena u odnosu
prema osima x i y. Najjednostavniji primjer dobi-
vamo ako se ishodista O i O’ trajno poklapaju, a
osi jednoga i drugoga sustava su poklopljene samo
u trenutku t = 0. K tome jos, ograni¢imo se na
jednostavan slu¢aj u kojemu sustav S rotira kons-
tantnom kutnom brzinom & oko osi z, odnosno 2
koja se s njom trajno poklapa. Slika 4.13a prika-
zuje oba koordinatna sustava u nekom kasnijem tre-
nutku ¢ > 0. Osi z iz’ su okomite na ravninu crtnje.

Na slici 4.13b prikazana su ponovo oba referentna
sustava s time da je dodana neka tocka P u pros-
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Slika 4.13: (a) Osi sustava S i S toéno su se pokla-
pale u t = 0, a slika prikazuje stanje u nekom kas-
nijem trenutku ¢. Sustav S koji miruje smatramo
inercijalnim. (b) Tocka P ima razli¢ite koordinate
u dvama koordinatnim sustavima.

toru. Vektor polozaja tocke P isti je u oba refe-
rentna sustava jer se oshodista O i O" poklapaju.
Pisemo, dakle

N —
T =T

(4.29)

Medutim, rastavljanje tih vektora po komponen-
tama razlic¢ito je u dvama koordinatnim sustavima
kako prikazuje slika 4.13b. U sustavu S jedini¢ni
vektori su ¢ i j, pa su algebarske komponente vek-
tora 7, te koordinate tocke P, zapisane kao x 1 y.
Analogno tome, u sustavu S imamo jedini¢éne vek-
tore i i 5 ", te koordinate iste tocke P zapisane kao
x' iy’ . Sukladno jednadzbi (4.29) imamo
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I At oAt

i +y j =zi+tyy (4.30)

Iz geometrije na slici 4.13b lako uocavamo da je-
diniéni vektor i mozemo rastaviti na komponente
duz osi x i y sustava S, oznacavajudéi radi jednos-
tavnosti zapisa kut ¢ = wt

Al

i =cospitsingy (4.31)

N~ e e e . o ev e ~
Analogno mozemo rastaviti i jedini¢ni vektor j

7' =—sinpi+cosy] (4.32)

Uvrstavanjem ovih izraza za 7 i j u lijevu stranu
jednadzbe (4.30), te sredivanjem izraza dobivamo

(z " cos -y "sin Q)i+ (x "sin oty " cos ©)] = xity]

(4.33)
Jednakost lijeve i desne strane ove jednadzbe po-
drazumijeva da je koeficijent uz jediniéni vektor 7 s
lijeve strane znaka jednakosti jednak onome s desne
strane. Isto vrijedi i za koeficijente uz jedini¢ni vek-
tor j’, tako da piSemo

/ o,
Tr=x coswt—1y sinwt

y:x/sinwt—i-y/coswt

gdje smo jos uvazili da je ¢ = wt. Ove jednadzbe
daju transformaciju koordinata iste tocke P iz sus-
tava S’ u sustav S, tj. ako su nam poznate koor-
dinate z' i y', mozemo izracunati koordinate z i
Y.

Analognim postupkom, rastavlJaJum jedini¢ne
vektore 7 i J na komponente duz ¢ ij  mogli bismo
dobiti jednadzbe

/ .
T =x coswt+ y sinwt
/

Yy = —x sinwt +y coswt

kojima transformiramo koordinate iste tocke P iz
sustava S u sustav S tJ iz poznatih koordinata x
i y izracunavamo z iy’ .

Izvedene odnose medu koordinatama bilo koje
tocke mozemo primijeniti na gibanje cestice. Tada
imamo vremenske ovisnosti x(t) 1 y(¢) u sustavu S
i odgovarajuée ovisnosti ' (t) iy (t) u sustavu S’
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Fiktivna centripetalna sila

Razmotrimo sada odnos sile i gibanja u rotirajuéem
sustavu. Najjednostavniji je slucaj u kojemu pro-
matrano tijelo miruje u inercijalnom sustavu S, kao
§to to prikazuje slika 4.14a. Razumije se, za miro-
vanje tijela u inercijalnom sustavu nije potrebna
nikakva sila.

Medutim, za promatraca u rotirajuéem sustavu
S’ to tijelo izvodi kruzno gibanje kutnom brzinom

@ 1
qa s

(&)

Slika 4.14: (a) Pogled iz inercijalnog sustava S na
tijelo koje miruje. (b) Promatra¢ u neinercijal-
nom sustavu S opaza kruzno gibanje tijela pocevsi
od trenutka ¢t = 0. Ako ga Zeli objasniti primje-
nom drugog Newtonova zakona, mora uvesti fik-
tivnu centripetalnu silu.
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—, kao $to za njega rotira i sustav S (4.14b). Tako
nema djelovanja stvarne sile na promatrano tijelo,
ono za promatraca u sustavu S’ niti miruje, niti se
giba jednoliko po praveu. O¢ito je da sustav S nije
inercijalan.

Za promatraca u neinercijalnom sustavu S /, pro-
matrano se tijelo giba jednoliko po kruznici, Sto
zna¢i da u tom sustavu ima centripetalnu akcele-
raciju

(4.38)

Ako promatraé u sustavu S~ zeli formalno primije-
niti Newtonove zakone, mora uvesti fiktivnu centri-
petalnu silu

Frep=-—muw?7 (4.39)

Fiktivna centrifugalna sila

U drugom posebnom slucaju, pretpostavimo da je
tijelo vezano nekom niti koja je uévrSéena u is-
hodistu O, te mu je dana neka obodna brzina. Na-
petost niti T uzrokuje stvarnu centripetalnu silu na
tijelo, tako da se ono giba jednoliko po kruznici kut-
nom brzinom &. Na slici 4.15a prikazan je pogled
promatraca u inercijalnom sustavu S. Ujedno je
prikazan i sustav S’ kojemu je kutna brzina rota-
cije odabrana upravo tako da bude izjednacena s
kutnom brzinom & kojom rotira i promatrano ti-
jelo.

Sada je zgodno staviti se u ulogu promatraca u
neinercijalnom sustavu s’ Njegovo opazanje pri-
kazano je na slici 4.15b. Promatrano tijelo miruje,
iako na njega djeluje stvarna sila napetosti niti T.
Ako promatraé u neinercijalnom sustavu S~ zeli for-
malno primijeniti Newtonove zakone, mora izmisliti
silu koja je jednaka po iznosu sili f, ali ima su-
protan smjer. To je smjer udaljavanja od sredista
vrtnje, pa je uveden naziv centrifugalna sila (lat.
centrum - srediste, fuga - bijeg). Radi se o fiktivnoj
centrifugalnoj sili koju mozemo oznaciti simbolom
F fiefs & uvjet ravnoteze u neinercijalnom sustavu
S glasi

f%—ﬁf;cf =0 = ﬁf:cf = —f = mw?7 (4.40)
gdje je uzeto u obzir da sila napetosti igra ulogu

stvarne centripetalne sile T=F. = -muw?7 Fik-
tivna centrifugalna sila ima smjer kao vektor 7.
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Slika 4.15: (a) Za promatraca u inercijalnom sus-
tavu S tijelo izvodi kruzno gibanje jer na njega dje-
luje napeta nit koja mu daje centripetalnu akcele-
raciju. (b) Za promatraca u neinercijalnom sustavu
S" tijelo miruje. Ako taj promatraé zeli formalno
primijeniti drugi Newtonov zakon, mora dodati fik-
tivnu centripetalnu silu.

Voznja automobilom u zavoju

Svakodnevnom voznjom automobilom ili nekim
drugim prometnim sredstvom stjecemo iskustvo u
zavojima. Ako zavoj shvatimo kao dio luka neke
kruznice, mozemo rec¢i da automobil u zavoju izvodi
kruzno gibanje. Ako se vozimo kao putnik u auto-
mobilu, nase gibanje je takoder kruzno dok smo u
zavoju. To je videnje promatraca koji stoji negdje
na povrsini Zemlje, dakle u inercijalnom sustavu S.
Mi smo za njega promatrano tijelo na koje djeluje
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neka sila da bi nas prisilila na kruzno gibanje. Ta
sila dolazi od staticke sile trenja sa sjedalom, sigur-
nosnih pojaseva kojima smo vezani, te po potrebi i
od karoserije koja nas pogurne ako je dodirnemo ra-
menom. Kada ne bi bilo tih sila, mi bismo odletjeli
u zavoju po tangenti, tj. nastavili bismo jednolikim
gibanjem po pravcu.

No, najcesée mi ne razmisljamo o tome kako
nase gibanje gleda neki promatrac¢ sa Zemlje, nego
dozivljavamo sami sebe. U fizikalnom smislu, mi
vezujemo uza se jedan referentni sustav Sl, koji
je oc¢ito neinercijalan jer kruzi oko neke tocke na
Zemlji. Vlastito mirovanje u referentnom sustavu
S" mozemo formalno protumaciti Newtonovim za-
konima jedino ako uz stvarne sile kojima na nas
djeluje sjedalo, pojasevi i karoserija, izmislimo fik-
tivnu centrifugalnu silu kao $to je to opisano u pret-
hodnom primjeru. No, razmisljanje o fiktivnoj sili i
formalnoj primjeni Newtonovih zakona nije prvens-
tvena preokupacija prilikom voznje u zavoju.

Dok se vozimo u zavoju imamo osjecaj da nas
neka nevidljiva sila baca u stranu. Moramo objas-
Kada cijela karoserija
automobila ide u zavoj uslijed zakrenutih prednjih
kotaca kojima se upravlja u voznji, staticka sila
trenja sa sjedalom prisili donji dio naseg tijela na
kruzno gibanje, no gornji dio tijela nastoji odrzati
jednoliko gibanje po pravcu, pa dozivljavamo is-
krivljavanje tijela u naginjanju. Tek unutarnje sile
tijela prisile i gornji dio tijela da ode u kruzno gi-
banje. Kod vece brzine i veée zakrivljenosti ceste,
donji dio tijela uz sjedalo ode naglo u kruzno gi-
banje pa dolazi do veéeg naginjanja gornjeg dijela
tijela i dodira ramena s karoserijom. Pritisak karo-
serije na rame pomogne da i gornji dio tijela izvodi
potrebno kruzno gibanje.

niti o ¢emu se tu radi.

Odnos izmedu brzina u inercijalnom
i rotirajuéem sustavu

Brzina je uvijek relativna, kako smo to naglasili
prethodno u odjeljku 4.1. U jednadzbi (4.7) poka-
zali smo da je brzina nekog tijela u odnosu prema
odabranom ishodistu O jednaka zbroju brzina ko-
jom se neko drugo ishodiste o} giba relativno prema
O i brzine kojom se to tijelo giba u odnosu prema
novom ishodistu O'.

Ovdje nas interesira slucaj u kojemu se ishodista
0i0 trajno poklapaju, ali sustav S’ rotira u od-
nosu prema inercijalnom sustavu S. Do odgovora
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na pitanje o transformaciji brzina mozemo doéi jed-
nostavnim razmatranjem slike 4.16a, koja prikazuje
pogled iz inercijalnog sustava S. Promatrano tijelo

S°
o
@

(k)

Slika 4.16: (a) Promatra¢ u inercijalnom sustavu S
opaza da Cestica prolazi kroz tocku P brzinom 7.
Putanja tocke P, koja je fiksno odredena prema
sustavu Sl, prikazana je crtkanom linijom. U tre-
nutku ¢ njena je obodna brzina ¥,,. Pomoc¢ni crtez
sa strane prikazuje izracun trenutne brzine ¢’ koju
Gestica ima relativno prema tocki P’. (b) Pro-
matra¢ u sustavu S opaza da Cestica prolazi kroz
tocku P’ brzinom . Crtkana linija prikazuje puta-
nju tocke P, koja je fiksno odredena prema sustavu

S.
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(Gestica) prolazi u nekom trenutku kroz tocku P br-
zinom v koja je nacrtana na slici 4.16a. Smatramo
da je tocka P zadana kao nepomicna u sustavu .S,
tako da tijelo ima istu brzinu ¥ u odnosu prema
tocki P, kao i u odnosu prema osima sustava S.

Zamislimo sada tocku P’ koja je zadana kao ne-
pomicna u sustavu S', sto znaci da skupa s njim
rotira u odnosu na inercijalni sustav S, a u oda-
branom se trenutku poklapa s tockom P, kako pri-
kazuje slika 4.16a. Gledajuéi u sustavu .S, tocka
P’ izvodi jednoliko gibanje po kruznici, pa je njena
obodna brzina poznata (odjeljak 1.5)

Tpr =@ X T (4.41)

gdje je & kutna brzina rotacije sustava S, a time i
tocke P'. Brzina ¢ p je takoder prikazana na slici
4.16a.

Sada mozemo primijeniti nacelo relativnosti br-
zina i napisati

/

T=0p +70 (4.42)

Brzina tijela ¥ u odnosu prema inercijalnom sus-
tavu S jednaka je zbroju brzine ¥, kojom se giba
tocka P’ u odnosu prema S i brzine 7’ kojom se
tijelo giba u odnosu prema tocki P Uvazavajuéi
jednadzbu (4.41) dobivamo
T=GxF+7 (4.43)

Dobivena jednadzba predstavlja trazeni odnos
izmedu brzina tijela u inercijalnom i neinercijalnom
rotirajuéem sustavu.

Brzina @' nije prikazana na slici 4.16a u kojoj se
i sama tocka P’ giba u odnosu prema sustavu S.
Njeno bi prikazivanje bilo zbunjujuée u toj slici, ali
je zato prikazana na slici 4.16b u kojoj je dan pogled
promatraca iz sustava s Naime, za njega sustav
S' i tocka P’ miruju, pa je prikladno prikazati br-
zinu tijela @ koju taj promatraé vidi. Razumije se,
na slici 4.16b nije pak prikladno prikazivati brzinu
tijela ¥ u odnosu prema tocki P, koja i sama rotira
zajedno sa sustavom S na toj slici.

Matematicka dopuna
Jednadzbu (4.43) mozemo napisati na sljedeéi nacin

dr’ dr’
—| =dx7 — 4.44
[dtL wXTJF[dt]S’ (4.44)
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S lijeve strane imamo vremensku promjenu vektora
7 u odnosu na koordinatne osi sustava S, $to pred-
stavlja brzinu tijela ¥ mjerenu u sustavu .S. S desne
strane jednadzbe (4.44) nalazimo vremensku pro-
mjenu vektora 7 u odnosu prema osima sustava S,
Sto je pak brzina tijela / koju vidi promatra¢ u
sustavu S'.

Da bismo potpuno razjasnili matematicko
znacenje derivacija u sustavu S i S, korisno je izra-
ziti vektore pomoc¢u komponenti u odredenom ko-
ordinatnom sustavu. Za vektor polozaja tijela 7(t)
u sustavu S imamo

F(t) =a(t)i+y(t)j+2(t) k
gdje su, ji k jedini¢ni vektori sustava S. Brzinu
tijela u odnosu prema osima sustava S dobivamo
derivacijom

(4.45)

L |dr dx(t) ~  dy(t) ~ dz(t) -
= | — = k
v [dt] a "ta T

:vzi—i—vyj'—i—vzl% (4.46)

No, vektor polozaja tijela 7(t) mozemo takoder
rastaviti na komponente duz osi sustava S’

=2 ()i +y ()] +2 Ok

gdje upotrebljavamo jedini¢ne vektore i, j'/ ik
sustava S'. Ako zelimo dobiti brzinu tijela @ u
odnosu prema osima sustava S, zadrzavamo iste
jedini¢ne vektore i dobivamo

3L

=t
~+

~—

(4.47)

7 d’F del(t) ~l dy/(t) Al dZ/(t) ~
= —_— = k
! [dt]s dt "t T a
= v, i +v 7tk (4.48)

Jednadzbe (4.46) i (4.48) pokazuju smisao derivira-
nja istoga vektora u dvama razli¢itim koordinatnim
sustavima. Moramo jos na¢i odnos medu derivaci-
jama u dvama sustavima. Krenimo od derivacije
dx/dt u sustavu S koju nalazimo na desnoj strani
jednadzbe (4.46), te iskoristimo jednadzbu (4.34)
da bismo presli na komponente u sustavu S’ i za-
tim izveli derivaciju

/ ’

dx(t) x ; " it dy . "
= — coswt —wx sinwt— —— sinwt —
dt dt dt

—wy coswt (4.49)
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Postupimo analogno s derivacijom dy/dt tako da
iskoristimo jednadzbu (4.35) za prelazak na kom-
ponente u sustavu S/, te dobivamo

/ ’

dy(t) dx . ftwa ‘L dy ;
——= = — sinwt+wax coswt+ —— coswt —
dt dt dt

—wy sinwt (4.50)
Sustavi S i S su postavljeni tako da im se pok-
lapaju osi z i z', te je uvijek ispunjena jednakost
2=z,

Pomoé¢u jednadzbi (4.49) i
izraz

(4.50) mozemo sloziti

dz(t) »  dy(t) » dz’
a T a T ar

!/

(cos wt 1 4 sin wt 5) +

n dy ( . té_i_ t".)
—— | —sinwt i + cosw —
dt J
—w(x/sinwt—i—ylcoswt) i+

+w (m/ coswt —y' sinwt) J (4.51)
U prvim dvjema zagradama mozemo prepoznati je-
dini¢ne vektore ¢ i j u sustavu S’ sukladno jed-
nadzbama (4.31) i1 (4.32). Kod trece i ¢etvrte za-
grade iskoristimo jednadzbe (4.34) i (4.35) pa do-

bivamo
dw(t) ~ dy(t ~ o dw/ ~t dy/ A A ~
at "tTar T T ) Tyt
(4.52)

Zadnja dva ¢lana s desne strane mozemo napisati
pomocu vektora kutne brzine & = w k i vektora
polozaja

GXF=—wyi+wz] (4.53)

Ako _]OS uzmemo u obzir da je uvijek z = 2 te
k =k’ zasustave Si S, jednadzbu (4. 52) mozemo
dopuniti

dx(t) »  dy(t) ~  dz(t)
a a7 dt
o di/ ~ dy A, !/ dZ ' ~ !
Tar T T a
Time je dokazana jednadzba (4.44). Na isti bismo

nac¢in mogli provesti racunanje derivacija za bilo
koju vektorsku funkciju A(t) i dobiti
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(4.55)

Pretvorba akceleracije iz inercijalnog
u rotirajuéi sustav

Matematicko pravilo iz jednadzbe (4.55) primije-
nimo sada na derivacije vektora brzine u sustavima

Sis
(4.56)

Izraz s lijeve strane predstavlja akceleraciju tijela
d u odnosu na koordinatne osi inercijalnog sus-
tava S. S desne strane jednadzbe (4.56) zelimo
dobiti veli¢ine koje se odnose na koordinatne osi
rotirajuéeg sustava S, pa se u tu svrhu posluzimo
jednadzbom (4.43). Prvi ¢lan s desne strane jed-
nadzbe (4.56) mozemo preinaciti

5x5:wx@xf+i):wx@xm+wxi
(4.57)
U drugome ¢lanu s desne strane jednadzbe (4.56)

takoder moramo uvrstiti izraz za ¥ iz jednadzbe
(4.43), pa dobivamo

1
€
X
| — |
‘ QU
=3
| I )
_l_

(4.58)

1
€l
X
<y
+
Q

gdje zadnji ¢lan predstavlja akeeleraciju tijela @ u
odnosu na osi rotirajuceg sustava .S " Uvrstavanjem
rezultata iz jednadzbe (4.57) i (4.58) u jednadzbu
(4.56) dobivamo kona¢no

R ’

T=3X(BXF)+28xT +a (4.59)
Izraz dobiven u ovoj jednadzbi ima opcéenitu vri-
jednost za odnose akceleracija izmedu inercijalnog
i rotirajuceg sustava.
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Stvarna sila i fiktivne sile u rotiraju¢em
sustavu

Ako opazamo da tijelo mase m ima akceleraciju @ u
inercijalnom sustavu S, zaklju¢ujemo da na njega
djeluje stvarna sila F=mada U neinercijalnom
rotiraju¢em sustavu S opaza se akceleracija @ is-
toga tijela. Za nju prema jednadzbi (4.59) mozemo
napisati

mi =F-mdx(@x7)—2madxv (4.60)
Razmotrimo primjenu jednadzbe (4.60) na dva
jednostavna slucaja. U prvome slucaju uzmimo da
tijelo miruje u rotiraju¢em sustavu. To znaci da je
7' =0id =0, pa se jednadzba (4.60) svodi na

F-m@x(@x7)=0 (4.61)

Za promatraca u rotirajuéem sustavu, koji for-
malno zeli primijeniti drugi Newtonov zakon, jed-
nadzba (4.61) predstavlja uvjet ravnoteze koji je
postignut tako da se drugi ¢lan interpretira kao sila

Frep=-m&x (@xf)=mw?r,  (4.62)
gdje je 7| komponenta vektora i~ okomita na os ro-
tacije, odnosno na vektor «. Radi se o fiktivnoj
sili koja je usmjerena od srediSta kruznog gibanja
prema van. Prepoznajemo je kao fiktivnu centrifu-
galnu silu koju smo veé opisali u jednadzbi (4.40).

U drugom slu¢aju uzmimo da tijelo ima u ro-
tirajuéem sustavu neku brzinu @', koja je kons-
tantna, tako da njegova akceleracija u tom sustavu
opet is¢ezava @ = 0. Za promatraca u rotirajuéem
sustavu, koji zeli formalno primijeniti Newtonove
zakone, trebala bi ukupna sila na tijelo iSCezavati,
sto se prema jednadzbi (4.60) postize

ﬁ + ﬁf;cf + ﬁf:CT =0 (463)
gdje je uvedena fiktivna Coriolisova sila
ﬁf:Cr =—-2mw X 77/ (4.64)

Poznavajuéi pravilo vektorskog produkta, za-
kljucujemo da fiktivna Coriolisova sila is¢ezava je-
dino ako se tijelo giba duz osi rotacije, tj. ako je
brzina ¢ paralelna (ili antiparalelna) vektoru @.
Ako brzina ¢’ u rotirajuéem sustavu ima otklon od
vektora &, fiktivna Coriolisova sila je okomita na



4.3. NEINERCIJALNI SUSTAVI I FIKTIVNE SILE

. L. oo ! .
ravninu koju ¢ine vektori & i v . Mozemo takoder
ustvrditi da je za Coriolisovu silu vazna samo kom-

. —/ . o . . . .
ponenta brzine v koja lezi u ravnini okomitoj na

—

Ww.

4.3.3 Pojave u rotirajuéem sustavu
Zemlje

Kao primjer odnosa izmedu inercijalnog i roti-
rajuceg neinercijalnog sustava korisno je posebno
razmatrati slucaj Zemlje na kojoj zivimo i s ¢ije
povrsine promatramo mnoge pojave. Ovdje ¢emo
sustavno razmotriti niz pojava i razjasniti zasto
nam one tako izgledaju.

Kao inercijalni sustav S uzimamo onaj kojemu
je ishodiste O postavljeno u srediste Zemlje, a os
z je postavljena duz osi rotacije Zemlje. Osi x iy
tog sustava ne rotiraju zajedno sa Zemljom, nego
su trajno usmjerene prema nekim udaljenim zvi-
jezdama. U tome sustavu, Zemlja rotira kutnom
brzinom &, koja je po iznosu w = 27/(24 - 3600) =
7,3107° rad s7L.

Moramo sada odabrati rotirajuci sustav S’ u ko-
jem ¢emo promatrati neka gibanja. Za nas kao pro-
matrace koji mirujemo na povrsini Zemlje, korisno
je odabrati sustav S~ kojemu je srediste O takoder
u sredistu Zemlje, te se os 2 poklapa s osi z, a nje-
gova kutna brzina u odnosu prema sustavu S odgo-
vara upravo kutnoj brzini & kojom i Zemlja rotira
oko osi z. Time postizemo da promatra¢, koji mi-
ruje na povrsini Zemlje, ujedno miruje u odnosu
prema osima sustava s’ Njegova promatranja raz-
nih gibanja tijela u odnosu prema vlastitu polozaju
na povrSini Zemlje valja protumaciti kao pogled
promatraca u neinercijalnom rotiraju¢em sustavu.

Tijelo koje miruje na povrsini Zemlje

Krenimo od jednostavnog slucaja u kojemu pro-
matrano tijelo miruje na povrsini Zemlje. Na slici
4.17a prikazana je Zemlja i neko tijelo na ekvatoru
s pogledom iz inercijalnog sustava S. U njemu ti-
jelo izvodi jednoliko gibanje po kruznici, a za to
je potrebna centripetalna sila F, = —m w?F. Ra-
zumije se, to mora biti stvarna sila jer se kruzno
gibanje odvija u inercijalnom sustavu S. Ona nas-
taje kao vektorski zbroj gravitacijske sile ﬁg prema
sredi$tu Zemlje i normalne sile podloge Nu suprot-
nom smjeru
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F.=F,+N (4.65)
Ako sile piSemo u algebarskim iznosima, uzi-
majudéi smjer vektora i od sredista Zemlje do njene

povrsine kao pozitivan, jednadzba (4.65) postaje

-—
w

Slika 4.17: (a) Pogled promatraca u inercijalnom
sustavu S prema kojemu Zemlja rotira kutnom br-
zinom &J. Tijelo polozeno na ekvatoru izvodi u tom
sustavu kruzno gibanje, a za to je potrebna cen-
tripetalna sila. (b) Pogled promatrac¢a u neiner-
cijalnom sustavu koji vidi Zemlju i tijelo u miro-
vanju. Pribrajanjem fiktivne sile omoguéena mu
je formalna primjena drugoga Newtonova zakona u
neinercijalnom sustavu.
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mzm
2

—muw?ry = -G +N (4.66)

rz
Normalna sila kojom podloga djeluje na proma-

trano tijelo iznosi

mzm 2
2 —mwrTy

N=G (4.67)

Tz
Prema tre¢em Newtonovu zakonu, tijelo djeluje na
podlogu silom koja je po iznosu jednaka N, ali ima
smjer prema sredistu Zemlje. Vidimo da je ona
manja od gravitacijske sile za iznos drugog ¢lana u
jednadzbi (4.67).

Videnje promatraca u sustavu s, koji je vezan
uz Zemlju, prikazano je na slici 4.17b. S njegova
stajalista, Zemlja se ne okre¢e oko svoje osi, pa i
promatrano tijelo na ekvatoru Zemlje miruje. Za
formalnu primjenu Newtonovih zakona u tome sus-
tavu, promatrac¢ bi morao uvesti fiktivnu silu kojom
bi se uspostavila ravnoteza

F,+N+Fr=0 (4.68)
Usporedbom s jednadzbom (4.65) uocavamo da
uvedena fiktivna sila mora biti jednaka po iznosu
i suprotnog smjera od centripetalne sile. Radi se,
dakle, o fiktivnoj centrifugalnoj sili koju smo veé
upoznali u jednadzbi (4.40). Izvod mozemo pono-
viti i upotrebom opée jednadzbe (4.60), koja se za
sluéaj 7 = 0 svodi na jednadzbu (4.61), odnosno
na (4.62).

Za promatraca na povrsini Zemlje, jednadzba
(4.68) ponovo daje u algebarskim veli¢inama jed-
nadzbu (4.67), tj. istu normalnu silu podloge na
tijelo, a time i silu kojom tijelo pritis¢e podlogu.
Potonju silu promatraé¢ dozivljava kao tezinu tijela.
Kao sto je veé gore rec¢eno, ona nije jednaka punom

iznosu gravitacijske sile, nego je umanjena za drugi
¢lan u jednadzbi (4.67).

Geostacionarni telekomunikacijski satelit

Zamislimo da se, umjesto na povrsini Zemlje na
ekvatoru, tijelo nalazi na nekom hipotetickom jako
visokom stupu. Udaljenost tijela od sredista Zem-
lje je r = rz +h, gdje je h visina zamisljenog stupa,
koja po pretpostavci nije zanemariva prema radi-
jusu Zemlje. Istim razmatranjem kao i u prethod-
nom primjeru dosli bismo do iznosa normalne sile
kojom stup djeluje na tijelo
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mzm

N=qg 22
(T‘Z + h)

—mw?(rz +h) (4.69)

Zamislimo li visinu stupa A sve veom, smanjivao
bi se prvi ¢lan s desne strane ove jednadzbe, dok
bi drugi ¢lan rastao, tako da bi se smanjivala nor-
malna sila N kojom stup mora podrzavati tijelo.
To bi ujedno znagcilo da tijelo pritis¢e na stup ma-
njom silom, Sto se ponekad interpretira kao da ima
manju tezinu.

Kada bi zamisljeni stup bio toliko visok da se
prvi i drugi ¢lan na desnoj strani jednadzbe (4.69)
medusobno izjednace, nestala bi potreba za nor-
malnom silom stupa, tj. stup ne bi viSe bio ni po-
treban. Razumije se, za takvo je stanje potrebno
da tijelo ima dovoljno veliku obodnu brzinu, koju
je u pocetku dobilo. To se postize u slucaju lan-
siranja geostacionarnog telekomunikacijskog sate-
lita. Za korisnike telekomunikacija na Zemlji, sa-
telit se nalazi trajno na istome mjestu iznad njih i
omogucuje vezu medu njima bez preusmjeravanja
antene. Radijus orbite geostacionarnog telekomu-
nikacijskog satelita iznosi oko pet zemaljskih radi-
jusa, Sto je dosta velika udaljenost, pa je potreban
jak signal za prijenos informacija.

Razmatrajuéi sile koje djeluju u ovome slucaju,
lako utvrdujemo da na telekomunikacijski satelit
djeluje samo gravitacijska sila ﬁg. U inercijal-
nom sustavu S, ona igra ulogu centripetalne sile
F.U neinercijalnom rotirajuéem sustavu S, sate-
lit miruje. Za promatraca u tom sustavu moguca
je formalna primjena Newtonovih zakona ako po-
red stvarne sile ﬁg doda fiktivnu centrifugalnu silu
ﬁfch, koja je jednakog iznosa i suprotnog smjera
od ﬁg.

Ono s§to vrijedi za satelit u cjelini, vrijedi i za
neko tijelo koje se moze nalaziti unutar njega. To
tijelo kruzi oko Zemlje i pritom nema potrebu da
ga podrzava neka normalna sila podloge. Stoga ni
ono ne pritisée na neku podlogu, nego lebdi unutar
satelita, pa se u tom sustavu obi¢no kaze da je u
beztezinskom stanju.

Avion u letu na liniji istok - zapad

Razmotrimo sada slozZeniji slu¢aj u kojemu tijelo
ne miruje u odnosu prema promatra¢u na povrsini
Zemlje. Uzmimo za primjer avion koji leti brzi-
nom V u ravnini ekvatora od zapada prema istoku.
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Slika 4.18a daje prikaz u inercijalnom sustavu S.
Visina na kojoj leti avion (oko 10 km) malena je
u usporedbi s radijusom Zemlje rz (6370 km), pa
je mozemo smatrati zanemarivom. Promatra¢ na
povrsini Zemlje ima obodnu brzinu w rz, a avion
leti brzinom V u odnosu prema tom promatracu,
tako da je njegova obodna brzina u sustavu .S jed-
nakav=wry +V.

Na avion djeluje gravitacijska sila F"g prema
srediStu Zemlje i aerodinamicka sila Fog koja ga
potiskuje uvis. Te dvije sile daju rezultantnu silu
koja igra ulogu centripetalne sile

F.=Fy+ Foq (4.70)
Vektorski zbroj realnih sila ﬁg i Fog prikazan je na
pomoc¢nom crtezu na slici 4.18a. Mogli bismo inter-
pretirati da je samo dio gravitacijske sile ﬁg potre-
ban da odigra ulogu centripetalne sile ﬁc, dok pre-
ostali dio mora biti kompenziran aerodinamickom
silom podizanja ﬁad-

Jednadzbu (4.70) mozemo zapisati pomocu al-
gebarskih veli¢ina, uzevsi smjer od sredista Zemlje
prema van kao pozitivan

+V)?
_mwz_pg+pad

(4.71)
Tz

gdje je uvrstena obodna brzina aviona u sustavu
S. Da bi avion letio u tim uvjetima, aerodinamicka
sila podizanja mora biti

2
ry—2mwV —m —
rz

2

Foi=F,—muw (4.72)

Kada bi se radilo o helikopteru koji lebdi iznad neke
tocke na Zemlji, trebalo bi u ovoj jednadzbi staviti
V =0, te bismo dobili isti izraz koji smo ve¢ imali
u jednadzbi (4.67). Aerodinamicka sila podizanja
helikoptera odgovarala bi normalnoj sili podloge na
tijelo koje na njoj lezi.

Za avion koji leti brzinom V' od zapada prema is-
toku, potrebna aerodinamicka sila podizanja je do-
datno umanjena za dva ¢lana koji se pojavljuju na
desnoj strani jednadzbe (4.72). Sto je brzina aviona
veca, potrebna je manja aerodinamicka sila podiza-
nja. Razumije se, isto razmatranje vrijedi i za neko
tijelo koje pociva na podlozi u unutrasnjosti aviona.
Normalna sila podloge na to tijelo igra istu ulogu
kao i aerodinamicka sila podizanja na sam avion.
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Slika 4.18: (a) Pogled promatraca koji se nalazi
negdje iznad sjevernog pola Zemlje u inercijalnom
sustavu S, prema kojemu se Zemlja okrece oko
svoje osi kutnom brzinom &, pa tocka na ekvatoru
ima trenutnu obodnu brzinu & X 7¥z. Avion blizu
povrsine Zemlje leti trenutnom brzinom V u od-
nosu prema tocki na Zemlji, odnosno brzinom ¢ u
sustavu S. Pomo¢ni crtez prikazuje postupak zbra-
janja dviju realnih sila kojim se dobiva rezultantna
centripetalna sila. (b) Pogled promatraca u neiner-
cijalnom sustavu S u kojemu Zemlja miruje, dok
avion ima trenutnu brzinu V. Pomoéni crte prika-
zuje uvodenje fiktivne centrifugalne sile koju valja
dodati dvjema realnim silama kako bi rezultanta
odgovarala centripetalnoj sili u sustavu S .

Korisno je sada razmotriti let aviona iz roti-
rajuceg sustava S’ u kojem Zemlja i promatrac na
njoj miruju. Avion se u tome sustavu takoder giba
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jednoliko po kruznici, ali obodna mu je brzina V,
kako to prikazuje slika 4.18b. Ako promatra¢ u
sustavu " zeli formalno primijeniti drugi Newto-
nov zakon na gibanje aviona, mora uz realne sile
Fg i ﬁad dodati fiktivnu silu F 't kako bi rezultanta
odgovarala centripetalnoj sili potrebnoj za kruzno
gibanje u sustavu S’

(4.73)

Ako ovu jednadzbu napiSemo pomocéu algebarskih
veli¢ina smatrajuéi da je pozitivan smjer od sredista
prema van, dobivamo

ﬁc/ :ﬁg+ﬁad+ﬁf

—F, = —F,+ Fyq + F; (4.74)

Uvrstavajudi izraz za Fyg iz jednadzbe (4.72) u jed-
nadzbu (4.74) i uvazavajuéi da je F, = m (VZ/rz),
dobivamo nakon sredivanja

(4.75)

Prvi ¢lan s desne strane predstavlja fiktivnu centri-
fugalnu silu, a drugi fiktivnu Coriolisovu silu.

Isti rezultat dobili bismo izravno usporedujuci
jednadzbu (4.73) s opcom Vektorskom jednadzbom
(4. 60) Pritom je F =ma , dok je ukupna realna
sila F = F + Fad Fiktivna sﬂa iz opc¢e jednadzbe
(4.60) je

Ff:mw2rz+2me

ﬁf:—mﬁx(ﬁxf)—chUxﬁ/

(4.76)

Uvazavajuéi da je u sustavu S brzina aviona ¢ =
‘7, lako se mozemo uvjeriti da je dobiveni rezultat
identican s onim u jednadzbi (4.75).

Ako avion leti od istoka prema zapadu, njegova
obodna brzina u sustavu S iznosi v =wryz —V, tj.
manja je nego u gore razmatranom slucaju. Stoga
je potrebna manja centripetalna sila E. Iz jed-
nadzbe (4.70) slijedi da je u tom slucaju potrebna
vecta aerodinamicka sila Z*:"ad. Mogli bismo reéi da
je tada za ulogu centripetalne sile dovoljan nesto
manji dio gravitacijske sile, pa je neophodna nesto
veca aerodinamicka sila da bi kompenzirala preos-
tali dio gravitacijske sile.

U algebarskoj jednadzbi (4.71) potrebno je samo
zamijeniti V' u —V, pa slijedom toga dobivamo u
jednadzbi (4.72) ¢élan +2mwV, §to opet ukazuje na
to da je za let aviona od istoka prema zapadu po-
trebna veéa aerodinamicka sila podizanja F"ad nego
§to je to slucaj kod leta aviona od zapada prema
istoku.
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Napomena: Mogli bismo obratiti paznju na neko
tijelo koje se prevozi avionom. Umjesto aero-
dinamicke sile podizanja, istu ulogu igra nor-
malna sila podloge na kojoj to tijelo lezi.
Prema tre¢em Newtonovu zakonu, silom jedna-
kog iznosa, ali suprotnog smjera, tijelo pritisce
na podlogu. Nalazimo, dakle, da tijelo pritisce
na podlogu nesto veéom silom kada se avion
vozi od istoka prema zapadu nego kada se vozi
u suprotnom smjeru. Kada bismo tezinu ti-
jela u avionu mjerili vagom na oprugu, usta-
novili bismo uistinu razli¢ite vrijednosti kod
leta aviona u dvama suprotnim smjerovima.
Medutim, kod mjerenja pomoéu utega s va-
gom na krakove, ustanovili bismo uvijek istu
vrijednost jer se ista pravila odnose na utege
kao i na tijelo koje vazemo.

Ako zelimo naéi fiktivnu silu koju uvodi pro-
matraC¢ na Zemlji za opisivanje leta aviona od is-
toka prema zapadu, potrebno je zamijeniti V u —V
u jednadzbi (4.75). Centrifugalna sila ostane ne-
izmijenjena, dok Coriolisova sila promijeni predz-
nak. Promjena predznaka u algebarskoj jednadzbi
zna¢i promjenu smjera u vektorskom prikazu. To
mozemo takoder ustanoviti ako u vektorskoj jed-
nadzbi (4.76) promijenimo smjer sile 7, te odmah
dobivamo da se mijenja smjer Coriolisove sile.

Na kraju ovog razmatranja, naglasimo da se ra-
dilo o sluéaju u kojem je brzina ¢  promatranog
tijela (aviona) u rotirajuéem sustavu imala smjer
tangencijalan na kruznicu po kojoj se tijelo (avion)
giba. Coriolisova je sila uvijek okomita na brzinu
¥, pa je u ovdje razmatranom sluc¢aju ona imala
radijalan smjer.

Tocniji opis slobodnog pada

Razmotrimo sada jedan sluc¢aj u kojemu brzina ti-
jela ima radijalan smjer u odnosu prema rotaciji
oko osi Zemlje. Primjer takva gibanja je slobodan
pad koji predstavlja svakodnevnu pojavu.

U jednostavnom opisu slobodnog pada obi¢no se
uzima kao da je sustav promatraca na Zemlji iner-
cijalan, te se na ispusteno tijelo primjenjuje drugi
Newtonov zakon. Budué¢i da gravitacijska sila na
tijelo djeluje u smjeru prema sredistu Zemlje, to
i gibanje tijela ide tim putom jednoliko ubrzano.
Medutim, u to¢nijem opisu slobodnog pada valja
uzeti u obzir da Zemlja rotira oko svoje osi. To
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najviSe dolazi do izrazaja ako promatramo slobo-
dan pad na ekvatoru. Dok se tijelo nalazi na ne-
koj visini iznad povrsine Zemlje, njegova je obodna
brzina od zapada prema istoku veéa nego Sto je
obodna brzina tocke na samoj povrsini Zemlje ver-
tikalno ispod tijela. Kod padanja tijela, nema sile
koja bi usporavala njegovu obodnu brzinu (zanema-
rimo otpor zraka), pa ono padne nesto isto¢nije od
tocke iznad koje se prvotno nalazilo. To je opis gi-
banja sa stajaliSta inercijalnog sustava u kojemu ro-
tiraju i Zemlja i padajuce tijelo. Lako je izracunati
da bi tijelo ispusteno s visine od 500 m palo oko
30 cm isto¢no od tocke iznad koje se prvotno na-
lazilo, dok bi za pad s visine od 50 m otklon na
istok iznosio svega oko 1 cm. Drugi utjecaji (npr.
strujanje zraka) lako mogu poremetiti takav ishod
eksperimenta, koji je ionako tesko izvesti s dovolj-
nom preciznoscéu.

Drugaciji opis slobodnog pada daje promatrac
koji miruje na povrsini Zemlje, tj. nalazi se u ne-
inercijalnom rotiraju¢em sustavu. U odnosu prema
njegovim osima, tijelo se u slobodnom padu ne giba
po pravcu, nego dozivljava otklon prema istoku,
iako na tijelo nije djelovala neka realna sila u tom
smjeru. Ako taj promatracC zeli opisati gibanje ti-
jela formalnom primjenom drugoga Newtonova za-
kona, mora uvesti fiktivnu Coriolisovu silu prema
drugom c¢lanu u jednadzbi (4.76). Brzina tijela ¥ '
raste pri padu tijela, pa raste i Corriolisova sila koja
ga skrece sve viSe prema istoku dok tijelo ne padne
na Zemlju. BliZe sjevernom (ili juznom) polu taj se
efekt smanjuje, a potpuno is¢ezava na polovima.

Rijeke koje teku u smjeru sjever - jug

Razmotrimo jos jedan primjer iz prirode u kojemu
brzina promatranog tijela ima radijalnu kompo-
nentu u odnosu prema rotaciji Zemlje oko svoje osi.
Na slici 4.19a prikazana je u inercijalnom sustavu
S Zemlja koja rotira oko svoje osi i dio neke rijeke
na sjevernoj hemisferi koja tece od sjevera prema
jugu, tj. prema ekvatoru. Uzmimo idealizaciju u
kojoj rijeka tece kilometrima ravno po meridijanu.
Ako usredoto¢imo paznju na neku odabranu masu
vode, npr. na masu od 1 kg, mozemo reé¢i da ona
ide iz podrué¢ja u kojem ima manju obodnu brzinu u
podrucje kojemu je obodna brzina vecéa zbog rota-
cije Zemlje. Da bi ta masa vode dobila veé¢u brzinu,
mora na nju djelovati nekom silom desna obala ri-
jeke u smjeru od zapada prema istoku, kako se i
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Zemlja rotira. To je realna sila koja je prikazana
na slici 4.19a.

Ako pak rijeka tete od ekvatora prema sjeveru,
mora se obodna brzina vodene mase smanjivati, a
za to je potrebna opet desna obala rijeke, koja sada

—
W

Slika 4.19: (a) Simbolicki prikazana rijeka koja tece
po meridijanu od sjevera prema ekvatoru. Prika-
zan je pogled promatraca u inercijalnom sustavu
S prema kojemu Zemlja rotira kutnom brzinom .
Na dio vodene mase rijeke (npr. 1 kg) djeluje sila
F da bi voda odrzala smjer gibanja duz meridi-
jana. (b) U neinercijalnom sustavu S  Zemlja ne
rotira. Tako na promatrani dio vodene mase djeluje
realna sila ﬁ, njegova brzina ¢ ne mijenja smjer,
pa promatra¢ dodaje fiktivnu Coriolisovu silu kako
bi mogao formalno primijeniti drugi Newtonov za-
kon.
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djeluje na vodenu masu u smjeru prema zapadu. U
svakom slucaju, prema tre¢emu Newtonovu zakonu,
vodena masa djeluje silom reakcije na desnu obalu
rijeke. Stoga se u geomorfoloskim proucavanjima
obala rijeka, koje na sjevernoj hemisferi teku u
smjeru sjever - jug, primjeéuje da vodena masa uvi-
jek dodatno podriva desnu obalu rijeke. Efekt je
ve¢i u podru¢jima udaljenijim od ekvatora jer je
tamo promjena obodne brzine izrazenija.

Ako na rijeku gleda promatra¢ koji miruje na
Zemlji, kako prikazuje slika 4.19b, on utvrduje da
se vodena masa giba po meridijanu u smjeru sjever
- jug, Sto za njega znaci da se giba ravno iako na
nju djeluje bo¢no realna sila desne obale rijeke. No,
on se nalazi u neinercijalnom rotirajué¢em sustavu,
te ne bi smio primjenjivati drugi Newtonov zakon.
Ako ga ipak zeli formalno primijeniti na proma-
tranu vodenu masu, mora uz realnu silu dodati i
fiktivnu, koja ima jednak iznos i suprotan smjer od
realne sile, tako da formalno dobije iS¢ezavajuéu
ukupnu silu na vodenu masu. Ta je fiktivna sila
takoder prikazana na slici 4.19b. Radi se o fiktivnoj
Coriolisovoj sili prema drugom ¢lanu u jednadzbi
(4.76), gdje je 7" brzina dijela vodene mase m u
odnosu prema promatracu na Zemlji, tj. u roti-
rajuéem sustavu. Brzinu ¢ mozemo formalno ras-
taviti na komponentu duz vektora kutne brzine & i
na radijalnu komponentu koja je okomita na smjer
kutne brzine &. U vektorskom produktu & x ", ko-
jim se racuna Coriolisova sila, doprinos daje samo
radijalna komponenta brzine. Rezultirajué¢a Cori-
olisova sila polozena je obodno duz smjera istok -
zapad. U podrué¢jima udaljenijim od ekvatora br-
zina rijeke ¥ ima veéu radijalnu komponentu, pa
je efekt izrazeniji.

Na juznoj hemisferi opaza se da rijeke koje teku
od ekvatora prema juznome polu ili obrnuto, uvi-
jek dodatno podrivaju lijevu obalu rijeke. Razumije
se, pojam lijeve i desne obale rijeke utvrduje se sa
stajaliSta promatraca koji na tome mjestu stoji us-
pravno i gleda niz rijeku.

Smjer puhanja vjetra u cikloni

Rotacija Zemlje ima utjecaja i na atmosferske pri-
like kojima smo izlozeni u svakidasnjem zivotu.
Nad Atlantikom se stvaraju podrucja niskog tlaka
koja se premijestaju preko europskog kontinenta od
zapada prema istoku. To su ciklone od kojih neke
prolaze i nad nasim krajevima.
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Slika 4.20: (a) Podrugje niskog tlaka (ciklona)
na sjevernoj hemisferi Zemlje. ZraCne mase iz
okolnih podruc¢ja viseg tlaka nastoje se kretati
prema sredistu ciklone, ali pritom zakreé¢u udesno.
(b) Ukupni ucinak zakretanja zraéne mase stvara
kruzni tok u smjeru suprotnom od kazaljke na satu.

Oko sredista ciklone rasporedeni su slojevi sve
viseg i viseg atmosferskog tlaka. U takvim uvje-
tima, trebalo bi nastati prirodno strujanje zraka
s periferije ciklone prema njenu sredistu. Bududi
da se radi o velikim udaljenostima koje prevaljuje
zratna masa, efekt rotacije Zemlje dolazi jako do
izrazaja. Zracna masa koja ima neku komponentu
brzine u smjeru sjever - jug skre¢e na sjevernoj he-
misferi uvijek u desno (slika 4.20a). Razlog je isti
onaj koji vrijedi i za vodenu masu u rijeci koja
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teCe u smjeru sjever - jug, Sto smo gore detaljno
obrazlozili. No, dok na vodenu masu djeluje desna
obala rijeke i odrzava je u ravnoj putanji, zra¢na
masa je slobodna i stoga skre¢e u desno. Promatrac
koji miruje na povrsini Zemlje moze formalnom pri-
mjenom drugoga Newtonova zakona opisati skreta-
nje zraéne mase tako Sto uvede fiktivnu Coriolisovu
silu.

Ukupno strujanje zra¢ne mase u cikloni na sjever-
noj hemisferi odvija se kao kruzenje oko sredista u
smjeru suprotnom od kazaljke na satu (slika 4.20b).
Strujnice su priblizno paralelne s izobarama. Kada
nam ciklona dolazi sa zapada, najprije nam dode
ona strana ciklone na kojoj puse juzni vjetar. Kada
nas ciklona po¢ne napustati odlaze¢i dalje prema is-
toku, dozivljavamo drugu stranu ciklone gdje vjetar
puse sa sjevera.

Na juznoj hemisferi zra¢na masa u cikloni kruzi
u smjeru kao sto ide kazaljka na satu.

Foucaultovo njihalo

Masa objeSena na dugacku nit predstavlja njihalo s
jako dugackim vremenom 7' jednog perioda. To je
pogodno da se promatranjem njihala moze utvrditi
rotacija Zemlje oko osi. Foucault je 1851. godine
postavio takvo njihalo pod kupolom pariskog Pan-
theona. Duljina niti bila je oko 70 m, a objeSena
masa je imala 28 kg. Nakon $to bi se njihalo pokre-
nulo, opazalo bi se prividno zakretanje ravnine nji-
hala u smjeru kazalke na satu ako se gleda odozgo.
Za sat vremena, ravnina njihala bi se zakrenula pri-
blizno za kut od 11 stupnjeva, a puni krug bi izvela
za oko 32 sata.

Da bi se objasnilo opazanje kod Foucaultovog
njihala, zgodno je najprije zamisliti da se njegovo
objesiste nalazi to¢no iznad Sjevernog pola. Ako
uteg otklonimo iz polozaja ravnoteze i zadrzimo
njegov polozaj fiksnim u odnosu prema tocki ispod
njega na povrsini Zemlje, on ima neku obodnu br-
zinu od zapada prema istoku zbog rotacije Zemlje.
Kada ga pustimo, uteg se kreée u obliku izduljene
elipse kao sto prikazuje slika 4.21a. To je prikaz u
inercijalnom sustavu u kojemu Zemlja rotira. Vi-
dimo da uteg obilazi srediste uvijek s desne strane.
Zemlja se okrec¢e tako da nacini puni krug za 24
sata, tj. kutnom brzinom w = 7,3107° rad s L.

Ako gibanje utega prikazemo u neinercijalnom
rotirajuéem sustavu u kojemu Zemlja miruje, do-
biva se rozeta kao na slici 4.21b. Za promatraca
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Slika 4.21: (a) Pogled na maleni dio Zemlje oko
sjevernog pola u inercijalnom sustavu S u ko-
jemu se Zemlja okrec¢e oko svoje osi. Radijus crt-
kane kruznce predstavlja maksimalni otklon nji-
hala objeSenog iznad sjevernog pola. U pocetnom
polozaju njihalo ima brzinu ¢ koja predstavlja
obodnu brzinu za dani radijus uslijed rotacije Zem-
lje. Puna linija predstavlja gibanje objeSenog ti-
jela u sustavu S. (b) U sustavu S* Zemlja miruje.
Objeseno tijelo ima putanju koja zakreée uvijek u
desno, opisujuci tako rozetu.

koji miruje na povrSini Zemlje uteg nema rela-
tivnu obodnu brzinu kada se nalazi u krajnjem
polozaju otklona. OtpusStanjem utega, on krene
prema srediStu, no putanja mu se ne nastavlja
ravno do sredista, ve¢ skrece u desno tako da uteg
mimoide srediSte s desne strane i nastavi zakreta-
njem u desno do drugog krajnjeg polozaja otklona.
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Nakon toga uteg ponovo kreée prema sredistu, te
opet zakreée u desno, mimoilazi srediste s desne
strane (gledajuéi iz novog smjera gibanja) i odlazi
do sljedeceg krajnjeg polozaja otklona. Proces se
tako nastavlja. Valja primijetiti na slici 4.21b da
se sukcesivni krajnji polozaji otklona pomicu od is-
toka prema zapadu, tj. suprotno od prave rotacije
Zemlje prikazane na slici 4.21a. Vrhovi rozete na
slici 4.21b opiSu puni krug za 24 sata. Ako proma-
traC¢ koji stoji na povrsini Zemlje zeli formalnom
primjenom Newtonovih zakona opisati zakrivljene
putanje gibanja utega kao Sto prikazuje rozeta na
slici 4.21b, mora uvesti fiktivnu Coriolisovu silu.

Postavljanje Foucaultova njihala na nekom dru-
gom mjestu osim Sjevernog pola, zahtijeva dodatnu
analizu i objasnjenje. Slika 4.22 prikazuje Zemlju
koja rotira kutnom brzinom ¢ oko osi sjever - jug.
Ako je Foucaultovo njihalo postavljeno na nekom
mjestu koje ima geografsku Sirinu 6, mozemo ras-
taviti vektor kutne brzine na dvije komponente duz
vertikalnog i horizontalnog smjera prema mjestu
gdje je postavljeno Foucaultovo njihalo (slika 4.22).
Prema objasnjenju iznesenom u matematickim do-
punama na kraju prvoga poglavlja, ukupna rotacije
Zemlje kutnom brzinom & ekvivalentna je istodob-
nim dvjema rotacijama s kutnim brzinama &, i @y,

—
w

Slika 4.22: Uvecani prikaz Foucaultova njihala
objesenog na nekoj geografskoj §irini #. U inerci-
jalnom sustavu S Zemlja rotira kutnom brzinom .
Pomoéni crtez prikazuje rastavljanje vektora kutne
brzine na komponente duz vertikalnog i horizontal-
nog smjera na mjestu gdje se nalazi Foucaultovo nji-
halo. Iznos vertikalne komponente je w, = w sin§.
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Za analizu ponasanja Foucaultova njihala bitna
je vertikalna komponenta kutne brzine koja ima iz-
nos w, = w sinf. Naime, vertikalna kutna brzina
igra istu ulogu koju ima puna kutna brzina rotacije
Zemlje kada je Foucaultovo njihalo postavljeno na
Sjeverni pol. Stoga se vrijeme punog zakreta Fo-
ucaultova njihala postavljenog na geografskoj Sirini
0 odreduje po formuli

B 24 sata
~ sinf

T

(4.77)

Na Sjevernom polu (6 = 90°) period iznosi 24 sata,
dok na ekvatoru (6 = 0) postaje beskona¢no velik,
tj. rotacije uopée nema. Na drugim geografskim
Sirinama period je dulji od 24 sata sukladno jed-
nadzbi (4.77).



Poglavlje 5

RAD I ENERGIJA

Proucavajuéi drugi Newtonov zakon upoznali
smo ucinak sile koja u nekom vremenskom intervalu
djeluje na slobodno tijelo. Produkt sile i intervala
vremena uzrokuje promjenu koli¢ine gibanja tijela,
a tu veli¢inu koristimo kod opisa gibanja tijela. U
ovome ¢emo poglavlju pokazati da je korisno raz-
motriti jo§ jedan, neovisni u¢inak sile. Radi se o
produktu sile i puta koji tijelo prevali dok na njega
djeluje sila, a nazivamo ga radom sile.

Pokazat ¢emo da izvrSen rad sile na slobodno ti-
jelo mijenja njegovu kineticku energiju. Ako u raz-
matranje uklju¢imo sustav tijela s unutarnjim si-
lama, mozemo u nekim sluc¢ajevima (npr. elasti¢na
sila, gravitacijska sila) utvrditi postojanje potenci-
jalne energije, koja se moze pretvarati u kineticku,
i obrnuto. Razmatranje o vrstama energije prosirit
¢emo na opéi pojam energije kao veli¢ine koju nije
moguce unistiti, niti stvarati ni iz ¢ega. Stoga po-
jam energije ima istaknutu ulogu u fizici.

5.1 Rad sile i promjena
kineticke energije
slobodnog tijela

U razmatranju djelovanja neke sile na tijelo, po-
lazimo od najjednostavnijeg zamisljenog slucaja u
kojemu je to jedina sila koja djeluje na tijelo. U
slucaju kada na tijelo djeluje vise sila, mozemo naj-
prije utvrditi ucinak svake od sila zasebno i za-
tim odrediti zbirni u¢inak, ili pak najprije vektorski
zbrojiti sve sile koje djeluju na tijelo i zatim utvrditi
uc¢inak ukupne sile, kao da se radi o jednoj jedinoj
sili. Tako ¢emo postupati i u uvodenju pojma rada,
te njegovu daljnjem razmatranju u ovome odjeljku.
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5.1.1 Definicija rada i kineticke energije

Kada sila djeluje na slobodno tijelo tijekom nekog
intervala vremena, dolazi do promjene koli¢ine gi-
banja tijela sukladno drugome Newtonovu zakonu.
O tome smo opsezno govorili u drugome poglavlju
ove knjige. No, tijekom tog intervala vremena, ti-
jelo prevali i neki put, pa mozemo razmotriti u¢inak
sile vezujuéi ga upravo uz prevaljeni put.

Na slici 5.1a prikazano je tijelo koje u nekom tre-
nutku ¢; ima neku brzinu v;. Neka na to tijelo
djeluje sila Fu smjeru brzine tako da putanja biva
pravac sve do trenutka to kada tijelo ima brzinu vs.
Sila ne mora biti stalna po iznosu, tako da na sva-
kom infinitezimalnom djeli¢u puta d§ moramo uzeti
odgovarajuéu vrijednost sile. Skalarni produkt te
sile 1 puta definiramo kao rad sile na tome putu

AW = F - ds (5.1)

U ovome slucaju, sila Fi put ds imaju isti smjer,
tj. kut medu njima je nula, pa mozemo pisati
F.ds= Fds. Ovaj rad je pozitivna veli¢ina jer F
i ds predstavljaju apsolutne iznose odgovarajucih
vektora. Koriste¢i se poznatim izrazima, mozemo
preinaciti izraz za rad

1
dW = Fds = mavdt = mvdv = §md (v?) (5.2)

Dobili smo zanimljiv rezultat. U¢inak sile na putu
iskazuje se u promjeni kvadrata brzine tijela. Od-
mah mozemo napisati da je ukupan rad jednak
zbroju svih infinitezimalnih radova od pocetnog do
kona¢nog stanja

W—/QdW—lm/Qd(2)—1m 2—1 2
=/ =3 . v =3 vy val
(5.3)
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Ukupan rad je ovdje takoder pozitivna velicina
jer je nastao zbrajanjem pozitivnih infinitezimal-
nih velicina dW. Na kraju smo dobili da je
ukupno izvrseni rad jednak razlici dvaju izraza koji
imaju istu formu, ali jedan ukljuc¢uje brzinu tijela
u kona¢nome stanju, a drugi u poc¢etnome.

Prethodni rezultat iz jednadzbe (5.3) daje nam
povoda da definiramo pojam kineticke energije ti-
jela

1 2

Ex = 5 mv (5.4)

Uz ovu definiciju, ukupno izvrSeni rad postaje jed-
nak promjeni kineticke energije tijela od pocetnog
do konacnog stanja

W = FEgo — Eg1 = A Eg (5.5)

U slucaju koji je prikazan na slici 5.1a, sila dje-
luje u smjeru trenutne brzine i stoga povecava njen
iznos. Radi se, dakle, o ubrzavanju tijela. Kona¢na
kineticka energija Fxo veta je od pocetne Ex1, pa
je 1 razlika u jednadzbi (5.5) pozitivha. Mozemo
zakljuciti da pozitivan rad sile (W > 0) dovodi do
povecanja kineticke energije tijela (A Ex > 0).

Znacenje negativnog rada sile

Razmotrimo sada sluc¢aj u kojemu tijelo ima u tre-
nutku ¢y brzinu ¢, ali sila F djeluje u suprotnom
smjeru (slika 5.1b), tako da dolazi do usporavanja
gibanja tijela i ono u kasnijem trenutku to ima ma-
nju brzinu vs.

Rad sile F' na putu ds ima sada vrijednost

AW = F -ds=Fds cos180° = —F ds < 0 (5.6)

Infinitezimalni rad sile je u ovome slucaju negativna
veli¢ina. Isto ocekujemo i za ukupni rad (W < 0)
jer ga dobivamo zbrajanjem negativnih infinitezi-
malnih doprinosa.

Napomena: Ako bismo izraz iz jednadzbe (5.6)
htjeli upotrijebiti na nac¢in koji je primijenjen u
jednadzbi (5.2), bilo bi potrebno voditi ra¢una
o razli¢itim smjerovima, tj. uvesti algebarske
velicine. Ako smjer gibanja tijela uzmemo kao
pozitivan, onda za silu moramo uzeti nega-
tivnu algebarsku velicinu —F (ovdje je F' =
|F|). Promjena brzine uvijek ima smjer sile,

POGLAVLJE 5. RAD I ENERGIJA

pa je i ona u ovome slucaju negativna alge-
barska veli¢ina dv = —a dt (ovdje je a = |d]).
Konaéni rezultat je isti kao i u jednadzbi (5.2).
Jednadzbe (5.3) - (5.5) se ne mijenjaju.
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Slika 5.1: (a) Tijelo ima pocetnu brzinu ;. Sila
djeluje u smjeru pomaka tijela i poveéava njegovu
brzinu. Rad sile je pozitivan te se kineticka ener-
gija tijela poveéava. (b) Sila djeluje u smjeru su-
protno od pomaka tijela. Rad sile je negativan te
se kneticka energija tijela smanjuje. (c) Smjer dje-
lovanja sile tvori neki kut prema pomaku tijela. (d)
Promjena brzine dv, koja ima smjer djelovanja sile,
moze se rastaviti na paralelnu i okomitu kompo-
nentu u odnosu na trentnu brzinu tijela.
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Bududi da se radi o usporavanju tijela (vy < v1),
kineticka energija konac¢nog stanja je manja od
pocetnog (Fxe < Fk1), pa mozemo zakljuciti da
negativnim radom (W < 0) sila oduzima kineticku
energiju tijelu (A Fx < 0).

Rad sile na zakrivljenoj putanji

Mozemo sada razmotriti opéenit slucaj u kojemu
sila djeluje kod kutom u odnosu prema trenutnoj
brzini tako da nastaje zakrivljena putanja. Slika
5.1c prikazuje pocetnu brzinu tijela ¥ i djelovanje
sile F koja moze mijenjati iznos i smjer, te formi-
rati putanju do tocke u kojoj tijelo ima brzinu .
Na svakom infinitezimalnom djeli¢u puta, sila izvrsi
rad

_ 1
AW = F-d§ = md-vdt = mv-di = Smd (v?) (5.7)

Posljednja jednakost proizlazi iz ¢injenice da je kva-
drat vektora jednak kvadratu apsolutnih vrijed-
nosti, pa je

d(v*)=d(0-0)=dv-T+0-dv=20-d7 (5.8)

Ova relacija zahtijeva dodatni komentar. Na slici
5.1d prikazana su dva sluc¢aja u kojima vektor sile F
tvori kut u odnosu prema vektoru trenutne brzine
v. Vektor promjene brzine dv' ima uvijek smjer sile,
te je tako prikazan na slici 5.1d. Njega mozemo
rastaviti na komponente, paralelnu i okomitu na
brzinu, pa se gornji skalarni produkt svodi na

7-dG =7 (7 +d7,) = T dF| (5.9)

gdje smo uvazili da skalarni produkt okomitih vek-
tora iS¢ezava. Dakle, vazna je samo projekcija vek-
tora dv na smjer vektora brzine. Drugim rije¢ima,
problem se svodi na prethodne slucajeve kada sila
djeluje na istome pravcu na kojemu se nalazi tre-
nutna brzina. Ako sila tvori oStar kut s vektorom
trenutne brzine, komponenta dvj ima isti smjer kao
i ¥, pa iznos brzine raste kao i u slu¢aju prikazanom
na slici 5.1a. Ako pak sila tvori tupi kut s vekto-
rom trenutne brzine, komponenta dv| ima suprotan
smjer od ¥, pa dolazi do usporavanja kao i u sluc¢aju
koji prikazuje slika 5.1b.

Napomena: Mozemo jos primijetiti da dodava-
njem beskona¢no malenog vektora dv na vek-
tor kona¢nog iznosa ¥, promjenu njegova iz-
nosa stvara samo komponenta dﬁ'H . Stoga samo
ta komponenta mijenja kvadrat brzine, kao sto
se vidi i prema jednadzbama (5.8) i (5.9).

Zakljucujemo, konac¢no, da i u opéenitom slucaju
odnosa sile i trenutne brzine, rad sile F na putu
d§ dovodi do promjene kvadrata brzine prema jed-
nadzbi (5.7), koja je identi¢na s prethodnom jed-
nadzbom (5.2). Stoga i u opéenitom slucaju vrijede
jednadzbe (5.3) - (5.5). Ukupan rad sile na slo-
bodno tijelo dovodi do promjene njegove kineticke
energije.

Jedinica za rad i kineticku energiju. Jedinica
za rad nosi posebno ime dzul (1 J) u ¢ast engleskog
fizicara J. Joulea (19. st.). Iz definicijske jednadzbe
(5.1) slijedi da je 1 J = 1 N m. Rad od jednog
dzula izvrsi sila od jednog njutna kada djeluje na
putu od jednog metra. Prema jednadzbama (5.2) -
(5.5), ista jedinica vrijedi i za kineticku energiju.

Izrazavanje rada i kineticke energije kod
kruznog gibanja pomoc¢u kutnih velicina

Kao poseban slucaj razmotrimo rad sile kod giba-
nje tijela (Cestice) po kruznoj putanji. Ako na tijelo
djeluje samo centripetalna sila F,, gibanje je jedno-
liko, tj. ne mijenja se iznos brzine, nego samo njen
smjer. U takvome gibanju, kvadrat brzine (ska-
larna veli¢ina) se ne mijenja, pa nema ni promjene
kineticke energije tijela. Sukladno jednadzbi (5.5)
oc¢ekujemo da i rad centripetalne sile iS¢ezava. Uis-
tinu, za rad centripetalne sile na bilo kojem infini-
tezimalnom putu imamo

AW = F,-d§ =0 (5.10)

zato §to je centripetalna sila radijalna, a infinite-
zimalni put je tangencijalan, pa su ta dva vektora
uzajamno okomita (slika 5.2a). Razumije se, inte-
griranjem nultih doprinosa dobili bismo da je uku-
pan rad takoder nula, Sto je konzistentno s kons-
tantnom kinetickom energijom.

Napomena: Podrazumijeva se da je tijelo na neki
nacin prethodno steklo obodnu brzinu v, a cen-

tripetalna sila se po iznosu prilagodi toj brzini
(F. =mv?/r).
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Razmotrimo sada slu¢aj prikazan na slici 5.2b.
Tijelo (Cestica) mase m povezano je putem napete
niti (sila T') na uporiste u sredistu kruznice. Na
tijelo djeluje i vanjska sila ﬁ, koja dolazi od nekog
¢imbenika (nije naznacen na slici 5.2b). Radi ana-
lize problema, prikladno je vanjsku silu F rastaviti
na radijalnu i tangencijalnu komponentu

F=F +F (5.11)
U pomoénom crtezu na slici 5.2b zamijenjena je sila
F dvjema komponentama, dok je sila napetosti niti
T prenesena s glavnog crteza. Mozemo zakljuciti da
sile T i F,. vektorski zbrojene moraju odigrati ulogu
centripetalne sile
F.=T+F, (5.12)
Napomena: Ako pretpostavljamo da je vanjska
sila zadana od vanjskog ¢imbenika, onda je i
radijalna komponenta ﬁr time zadana, pa se u
praksi sila napetosti niti T prilagodi tako da
rezultantna centripetalna sila F, po svom iz-

nosu odgovara trenutnoj obodnoj brzini tijela
(F. =mv?/r).

@)

T
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Slika 5.2:
kruznici.

(a) Tijelo u jednolikom gibanju po
Napetost niti igra ulogu centripetalne
sile koja je okomita na vektor pomaka tijela. (b)
Pored napetosti niti, na tijelo dJGlUJe vanjska sila
F. Na pomoénom je crtezu sila F zamijenjena
svojim komponentama u radijalnom i tangencijal-
nom smjeru. (c) Djelovanje tangencijalne sile ek-
vivalentno je djelovanju momenta sile M okomito
na ravninu kruzenja. Pomak tijela ds na obodu
kruznice moze se ekvivalentno izraziti vektorom in-
finitezimalnog zakreta dg. Izvrseni rad je pozitivan
te se rotacija tijela ubrzava. (d) Tangencijalna sila
djeluje u suprotnom smjeru od trenutne brzine ti-
jela. Moment sile ima suprotan smjer od vektora
infinitezimalne rotacije, pa se rotacija tijela uspo-
rava.

Kao sto smo gore ustanovili, centripetalna sila F,
ne vrsi rad jer je uvijek okomita na infinitezimalni
put ds na kruznici. Medutim, tangencijalna kom-
ponenta vanjske sile ﬁt lezi na istome pravcu kao i
ds, pa vrsi rad

dW = F, - d§ (5.13)

Ovaj rad je pozitivan ako sila F} ima isti smjer kao
i infinitezimalni put d§. Imajuéi u vidu poznatu
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relaciju ds = ¥ dt, zaklju¢ujemo da pozitivan rad
nastaje kada tangencijalna komponenta vanjske sile
Fy djeluje u smjeru trenutne obodne brzine ¢. Tada
se povecava iznos brzine, pa time i kineticka ener-
gija. To je sluc¢aj ubrzavanja kruznog gibanja tijela.
Ako je pak tangencijalna komponenta vanjske sile
F usmjerena suprotno trenutnoj obodnoj brzini ,
rad je negativan i dovodi do smanjivanja kineticke
energije tijela. Radi se o usporavanju kruznog gi-
banja.

Do sada smo rad vanjske sile kod kruznog giba-
nja opisivali na isti nacin kao $to smo to prethodno
napravili u opéenitom slucaju djelovanja sile na ne-
koj putanji. Mozemo sada pokusSati iskazati rad
pomoc¢u kutnih kinematickih i dinamickih veli¢ina
koje smo uveli u prvome i drugome poglavlju za opis
kruznog gibanja. Na slici 5.2c prikazan je slucaj
kada sila F, ima smjer kao i infinitezimalni put
ds. Iz slike je vidljivo da infinitezimalni iznos ds
mozemo smatrati lukom kruznog isjecka kojemu je
vrsni kut dy. Stoga za rad mozemo pisati

dW = Fyds = Fyrdy (5.14)

Razmotrimo sada moment sile F; oko srediSta
kruznice

M =7xF, (5.15)
Buduéi da su vektori 71 F} uzajamno okomiti, do-
bivamo za iznos momenta sile M = r F;. Lako
mozemo uocCiti da jednadzba (5.14) ima na desnoj
strani upravo iznos momenta sile M pomnozen s in-
finitezimalnim kutom dy. No, moment sile je vek-
tor, pa zelimo da se u tome svojstvu pojavljuje u
kona¢noj jednadzbi za rad. S druge strane, rad
dW je skalarna veli¢ina, koju mozemo dobiti ako
dva vektora mnozimo skalarno. Kao drugi vektor
uzimamo kut infinitezimalne rotacije dg, koji je po
iznosu jednak dy, a smjer mu je okomit na ravninu
rotacije i odreden pravilom desne ruke. Infinitezi-
malni rad mozemo konacno napisati u obliku
dW = M -d@ (5.16)
Kod kruznog gibanja, djelovanjem momenta sile pri
ostvarenom kutu zakreta nastaje rad.
U slucaju prikazanom na slici 5.2c¢, vektori M
i dg su paralelni, pa je i rad iskazan jednadzbom
(5.16) pozitivan. Ako pak zamislimo situaciju u

kojoj tangencijalna komponenta vanjske sile F dje-
luje u suprotnom smjeru od vektora infinitezimal-
nog puta ds, kao Sto prikazuje slika 5.2d, vektor
M ima suprotan smjer od dg, te je rad izra¢unat
prema jednadzbi (5.16) negativan. Radi se o uspo-
ravanju kruznog gibanja.

Napomena: Kod izracunavanja momenta sile M
u jednadzbi (5.16) mozemo uvrstiti ukupnu
vanjsku silu Fj jer vrijedi M=7xF =fx Ft,
zato Sto radijalna komponenta vanjske sile ne
pridonosi momentu sile oko srediSta kruznice

(7 x F. = 0).

Buduéi da smo kod kruznog gibanja rad izrazili
pomocu kutnih veli¢ina, bilo bi zgodno na taj na¢in
izraziti i kineticku energiju. U tu svrhu iskoris-
timo poznatu relaciju za kruzno gibanje v = wr, te
napisimo

EK:%mvzz %mwzﬂ
2

Ll (5.17)
2
gdje je I = m r® moment inercije tijela (Cestice)
mase m na udaljenosti r od osi rotacije.
Ukupan rad kojim se kod kruznog gibanja pro-
mijeni kutna brzina iznosi

2 1 1
W:/ M-d@:QIwg—ifw%ZAEK (5.18)
1

Integriranje se provodi od nekog kuta ¢; kada je
trenutna kutna brzina bila w; pa do kuta (2 kada
je postignuta trenutna kutna brzina wy. Rotacija
od ;1 do 2 moze biti tek maleni zakret, no moze
se odnositi i na okretanje vece od punoga kuta, od-
nosno vise njih. U konacnici, izvrSeni rad dovodi
do promjene kineticke energije tijela.

5.1.2 Izmjene kineticke energije kod
rada viSe sila

Cest je slucaj u praksi da mozemo identificirati vise
sila koje djeluju na neko tijelo, te se postavlja pita-
nje izracunavanja rada tih sila i promjene kineticke
energije tijela. Na slici 5.3a prikazan je primjer ti-
Jela T na koje djeluju tri sile oznacene kao F AT,
FBT i FCT, ¢ime zelimo istaknuti da one dolaze
od djelovanja razli¢itih tijela A, B i C' na pro-
matrano tijelo 7. Ako Zelimo samo odrediti pro-
mjenu kineticke energije promatranog tijela od ne-
kog pocetnog do nekog konacnog stanja, mozemo
najprije utvrditi ukupnu silu (slika 5.3b)
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ﬁuk = ﬁAT+ﬁBT+FCT (5.19)

a zatim integriranjem odrediti rad ukupne sile od
pocetnog do konacnog stanja

2
W = / Fu-ds=A Eg (5.20)
1
U alternativnom postupku, mozemo najprije
izracunati zasebno rad svake sile od pocetnog do
konac¢nog stanja (slika 5.3a)

2

WA—/ Far - ds (5.21)
1
2

WB—/ FBT ds (5.22)
1
2 —

We = | For-ds (5.23)

Slika 5.3: (a) Na promatrano tijelo T' djeluju tri
tijela A, B i C (nisu prikazana na slici). Pod djelo-
vanjem triju sila, promatrano tijelo se giba od pr-
vog do drugog polozaja. Ukupni put se sastoji od
djeli¢a puta ds. (b) Prikaz ukupne sile F\, na pro-
matrano tijelo i djeli¢a puta ds.
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a zatim zbrojiti sve izvrSene radove i dobiti ukupno
izvrSeni rad svih sila

W =Wa+Wg+We=AEg (5.24)

Oba postupka daju isti konacan rezultat za pro-
mjenu kineticke energije tijela. Medutim, drugi
postupak nam otkriva da pojedina tijela A, B i C'
imaju svoje razlic¢ite udjele u ukupnome rezultatu.
Ako neka od tih sila izvrsi pozitivan rad, ona za
taj iznos uvecava kineticku energiju tijela. S druge
strane, neka od sila moze izvrsiti negativan rad, te
za taj iznos umanjuje kineticku energiju tijela.

Svaka sila koja djeluje na promatrano tijelo do-
lazi od djelovanja nekog drugog tijela (¢imbenika),
pa mozemo re¢i da pojedini ¢imbenici mogu davati
ili oduzimati energiju promatranome tijelu. Ova
¢e nam rasclamba biti korisna u sljede¢em razma-
tranju u kojemu éemo uvesti pojam potencijalne
energije.

5.2 Potencijalna energija

U prethodnom smo odjeljku usmjeravali paznju na
tijelo kojemu se, zbog djelovanja vanjske sile, moze
povecati ili smanjiti kineticka energija. Sada bismo
ukljuéili i pitanje sto se zbiva s onim drugim tijelom
(¢imbenikom) koje je uzrokovalo djelovanje sile na
prvo tijelo. Zanimljivo bi bilo znati moze li drugo
tijelo najprije oduzeti prvome neki iznos kineticke
energije, a zatim mu vratiti taj isti iznos kineticke
energije. Drugim rijeCima, moze li se oduzeta ki-
neticka energija nekako pohraniti da bi kasnije mo-
gla biti predana opet istome tijelu od kojega je bila
oduzeta, ili pak predana bilo kojem drugom tijelu.

Razmotrimo najprije jedan primjer u kojemu
nema mogucénosti povratka oduzete kineticke ener-
gije. Slika 5.4 prikazuje promatrano tijelo koje u
nekoj tocki P; ima pocetnu brzinu #;. Kao drugo
tijelo, prikazana je podloga koja djeluje silom tre-
nja F, na prvo (promatrano) tijelo i zaustavlja ga
u nekoj tocki P». Dakle, sa stajaliSta promatranog
tijela, sila trenja igra ulogu vanjske sile koja vrsi
rad

2 a L o 1 4 L o
W = / Fy-d§ = —mv5——muvi = ——mu7i (5.25)
) 2 2 2

gdje je uzeto u obzir da se tijelo zaustavilo (v = 0).
Rad sile trenja je negativan (Fy, - d§ < 0), pa se ki-
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neticka energija tijela smanjuje i kona¢no potpuno
iS¢ezne.

P T . @

1_ Y = _V R
- =, . ~X =0
' & v Lbds \ { 2

S s R R

Slika 5.4: Tijelo zadobije na neki nacin pocetnu
brzinu 77 i zatim je prepusteno klizanju na podlozi
s trenjem. Brzina tijela se smanjuje dok se tijelo ne
zaustavi u tocki P». Rad sile trenja oduzeo je tijelu
cjelokupnu pocetnu kineticku energiju.

Postavlja se pitanje kamo je otisla ta energija, te
moze li biti vra¢ena. U ovome je slucaju podloga
predstavljala drugo tijelo, koje je djelovalo silom
trenja na promatrano prvo tijelo. Medutim, kada
se tijelo zaustavi, iS¢ezne sila trenja, a podloga ne
stvori nikakvu drugu silu kojom bi mogla proma-
tranome tijelu vratiti kineticku energiju. Kasnije
¢emo vidjeti da je energija otisla nepovratno u to-
plinu.

5.2.1 Potencijalna energija u elasticnom
sustavu

Umjesto podloge s trenjem, zamislimo sada idealnu
podlogu bez trenja, tako da podloga vise ne dje-
luje na promatrano tijelo na njoj. Kao drugo tijelo,
postavimo oprugu koja je jednim krajem spojena s
promatranim tijelom, a drugim je krajem ucvrséena
na nepomican zid. Na slici 5.5a prikazana je opruga
u prirodnom nerastegnutom stanju, a tijelo u tocki
P; s potetnom brzinom ¥, ste¢enom npr. nekim
udarcem. Kod pomaka tijela za 4 od tocke Pj, ras-
tegne se i opruga za isti iznos (slika 5.5b), te se
javlja elasti¢na sila F, = — K, koja nastoji vratiti
oprugu u nerastegnuto stanje. Sa stajalista proma-
tranog tijela, F, predstavlja vanjsku silu koja vrsi
rad i mijenja kineticku energiju tijela

2 2

gdje smo integrirali do tocke P, u kojoj se tijelo
zaustavilo (va = 0). Mozemo uociti da kod ovog

W= [ Fydi=—-mv5——muv] = —5mui (5.26)
1

177

integriranja sila ﬁel ima ulogu koju je imala sila
trenja F}, u jednadzbi (5.25). Rad je negativan, pa
tijelo gubi kineticku energiju i zaustavlja se u tocki
P, (slika 5.5¢).

NN\
¥
<

()

Slika 5.5: (a) U poGetnom trenutku opruga je u ne-
rastegnutom stanju, a tijelu je nekim udarcem iz-
vana (nije prikazano na slici) dana brzina #;. Tijelo
se nalazi na idealnoj podlozi bez trenja. (b) Ras-
tezanjem opruge javlja se elasticna sila koja ima
smjer suprotan pomaku tijela di, te se gibanje ti-
jela usporava. (c) Rad elastiéne sile oduzeo je ti-
jelu u potpunosti pocetnu kineticku energiju i ono
se trenutno zaustavilo u tocki P,. (d) Elasti¢na sila
nastavlja djelovati na tijelo koje se sada pomice u
smjeru elasticne sile tako da je rad elasti¢ne sile
pozitivan i tijelu raste kineticka energija.
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Mozemo reéi da je u ovome slu¢aju opruga svojim
djelovanjem oduzela promatranome tijelu kineticku
energiju, slicno kao sto je to napravila podloga s tre-
njem u slici 5.4. Medutim, za razliku od sile trenja,
koja nestaje kada se tijelo zaustavi, elasti¢na sila
postoji dokle god je opruga rastegnuta. Stoga ras-
tegnuta opruga ima sposobnost vracanja kineticke
energije promatranome tijelu, pa kazemo da ima
pohranjenu potencijalnu energiju (lat. potentia -
mo¢). Ako pustimo da elasti¢na sila opruge djeluje
na isto tijelo u povratku od tocke P, prema tocki
Py (slika 5.5d), ona ¢ée izvrsiti rad

1
—muv? (5.27)
2

Rad elasti¢ne sile u povratku je pozitivan i u pot-
punosti vraca tijelu kineticku energiju.

1
W’:/ F,-di=
2

Napomena: Integral u jednadzbi (5.27) ima gra-
nice od tocke P, prema tocki P;. Stoga se du
uzima u tome smjeru i paralelan je s ﬁel. Kod
integrala u jednadzbi (5.26), bilo je obrnuto.

Gornje razmatranje mozemo sazeti tako da
kazemo da je prilikom rastezanja opruga oduzela
tijelu kineticku energiju i stekla vlastitu potenci-
jalnu energiju

2
Epy — Epy = —/ Fy - di (5.28)
1
Napomena: Granice integriranja u jednadzbi
(5.28) postavljene su tako da odgovaraju pro-
cesu rastezanja opruge, tj. kao u jednadzbi
(5.26), te je sam integral negativan. Uz nega-
tivan predznak ispred integrala dobiva se pozi-
tivna promjena potencijalne energije prilikom
rastezanja opruge.

Izrazu za stvaranje potencijalne energije mozemo
dati jos jednu fizikalnu interpretaciju. Dok se tijelo
pocetno kretalo od tocke Py prema Ps, opruga je na
njega djelovala silom F.;. Medutim, prema tre¢emu
Newtonovu zakonu, tijelo je istodobno djelovalo na
oprugu silom reakcije —F.;. Sa stajaliSta opruge,
silu kojom tijelo djeluje na oprugu mozemo sma-
trati vanjskom silom. Ona pak ne moze dati ak-
celeraciju opruzi jer je drugi kraj opruge uc¢vrséen.
Stoga radom vanjske sile —ﬁel opruga ne stjece ki-
neticku energiju, ali se deformira (rasteze). Ako
izracunamo rad vanjske sile —ﬁel na putu od tocke
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P, prema P, dobivamo to¢no izraz u jednadzbi
(5.28)), tj. povecanje potencijalne energije opruge.

Poznavajudi izraz za elasti¢nu silu, mozemo odre-
diti iznos potencijalne energije opruge koja je ras-
tegnuta za proizvoljni iznos u

u u 1
Epz—/ (—K @) -dii = K / udu = 5KM’
" " (5.29)
gdje je za nultu razinu potencijalne energije uzeto
nerastegnuto stanje (u; = 0, Ep; = 0). Potenci-
jalna energija opruge raste s kvadratom iznosa za
koji se produljila.

Sto se zbiva s potencijalnom energijom
u procesu, povratka opruge u nerastegnuto
stanje?

U povratnom procesu, opruga djeluje na tijelo
tako da elasticna sila izvrsi pozitivan rad W' (jed-
nadzba (5.27)) na tijelo poveéavajuéi njegovu ki-
neticku energiju. Pritom se smanjuje potencijalna
energija opruge

1
Epy — Epy = —/ F,-di<0 (530)
2

Napomena: Predznak minus moramo zadrzati da
bi promjena potencijalne energije kod steza-
nja opruge bila negativna. Naime, u integralu
smo postavili granice od tocke P, prema P,
kao u jednadzbi (5.27), jer se tako odvija pro-
ces stezanja opruge. Tada pomak d@ ima isti
smjer kao sila ﬁel; te je sam integral pozitivna
veli¢ina W'

Opcenit izraz za promjenu elasti¢ne
potencijalne energije

Izraz za promjenu potencijalne energije opruge u
jednadzbi (5.28) dobili smo razmatrajuéi primjer u
kojemu do rastezanja opruge dolazi zbog tijela ko-
jemu je dana pocetna kineticka energija, a ono je
vezano uz oprugu. Medutim, do rastezanja opruge
moze opcenito doéi uslijed djelovanja bilo koje vanj-
ske sile na kraj opruge. Slika 5.6 prikazuje oprugu
i vanjsku silu F koja vrsi njeno rastezanje. Sigurno
je da sila F dolazi od nekog drugog tijela u oko-
lini, ali ono nije na slici prikazano. Na samome
kraju opruge su hvatista sile Fi ﬁel. Buduéi da
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u toj tocki nema tijela, dakle ni mase, za njeno
proizvoljno gibanje (jednoliko ili ubrzano) nije po-
trebna ukupna sila. Stoga uvijek imamo F=— _’el-
Rad vanjske sile, koji se pretvara u potencijalnu
energiju opruge, mozemo izracunati kao rad sile
—ﬁel, ili ekvivalentno kao rad sile ﬁel uzet sa su-
protnim predznakom.

Napomena: U gornjem primjeru pretpostavljena
je idealizacija u kojoj dijelovi opruge imaju
zanemarivu masu. Ako se zeli voditi racuna
0 masama segmenata opruge, dio vanjske sile
F sluzi za njihovu akceleraciju, odnosno dio
rada sile F' pretvara se u kineticku energiju tih
segmenata. Nasuprot tome, rad sile F_"el uzet
sa suprotnim predznakom odrazava iskljucivo
promjenu potencijalne energije opruge.

dr =
[4 »F
A <
5

Slika 5.6: Na kraju opruge nije postavljeno neko
tijelo, ali na tome mjestu djeluje vanjska sila F.
Rastegnuta opruga djeluje u povratnom smjeru
elasti¢cnom silom ﬁel. Rad elasti¢ne sile kod po-
maka dil uzet s negativnim predznakom jednak je
radu vanjske sile.

Mozemo zakljuciti da se prilikom promjene du-
ljine opruge, bilo da se duljina povecava ili sma-
njuje, uvijek odvija rad unutarnje sile F., na putu
koji prevali krajnja tocka opruge. Pritom dolazi
do promjene elasti¢ne potencijalne energije opruge
koju mozemo napisati opéenito

2
AEp=FEpy— Ep, = —/ Fy-di  (5.31)
1

Promjena potencijalne energije opruge jednaka je
po iznosu, ali suprotnog je predznaka, od rada sto
ga unutarnja elasti¢na sila izvrsi od pocetnog do
konacnog stanja opruge.
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Napomena: Prilikom rastezanja opruge svejedno
je koji se od dva kraja pomice, a koji je
uc¢vrséen. Moramo imati na umu da na svaki
kraj opruge djeluju elasticne sile jednakih iz-
nosa, ali suprotnih smjerova. Za promjenu po-
tencijalne energije racuna se rad one sile ¢ije se
hvatiste pomice. U slucaju da se pomic¢u oba
kraja, radovi se zbrajaju i dobiva se ukupna
promjena potencijalne energije.

Lako je shvatiti da pojava elasticne potenci-
jalne energije nije svojstvena samo opruzi. Svako
elasticno tijelo povecava svoju potencijalnu ener-
giju kada se pod utjecajem vanjskih sila deformira.
Tada se, naime, javljaju unutarnje elasti¢ne sile
koje vrse odgovarajuéi (negativan) rad sukladno iz-
nosu deformacije. Kod povratka elasti¢nog tijela u
nedeformirano stanje, unutarnje elasti¢ne sile vrse
pozitivan rad, te se potencijalna energija tijela sma-
njuje.

5.2.2 Gravitacijska potencijalna
energija

Razmotrimo dva (ogromna) tijela A i B koja se uza-
jamno privlace silama F B 1 F 'BA sukladno opéem
zakonu gravitacije. Za sada ne navodimo ovisnost
sila 0 masama i udaljenosti medu tijelima. To ¢emo
uciniti kasnije, a sada provedimo samo opca raz-
matranja. Ako zelimo da ta tijela miruju jedno u
odnosu prema drugome, morale bi na njih djelovati
i neke vanjske sile kako bi se uspostavila ravnoteza
(slika 5.7a). Razumije se, radi se o zamisljenoj si-
tuaciji, ali ona je nacelno sasvim ispravna.

Napomena: Kod ovih razmatranja podrazumi-
jeva se da tijela A i B promatramo u nekom
inercijalnom sustavu.

Pretpostavimo sada da je tijelo A nepomi¢no (iz-
ostavljamo crtanje sila na to tijelo) i usredoto¢imo
paznju na tijelo B koje se, uslijed djelovanja sila,
pomice od pocetnog do konac¢nog polozaja, kako
prikazuje slika 5.7b. Ukupni rad sila Fi ﬁAB, koje
djeluju na tijelo B, daje promjenu njegove kineticke
energije

2 2
/ﬁ-d§+/ Fup-ds= A Eg (5.32)
1 1

Rad vanjske sile F je pozitivan. Kada bi na tijelo B
djelovala samo ta sila, ono bi steklo vecu kineticku
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Slika 5.7: (a) Tijela A i B privlace se gravitacijskim
silama ﬁAB i ﬁBA. Zamisljen je staticki slucaj za
koji bi bile potrebne vanjske sile F' i F". (b) Ti-
jelo A je nepomi¢no u nekom inercijalnom sustavu
(nisu prikazane sile na to tijelo), a tijelo B se moze
pomicati od jednog do drugog odabranog polozaja.

energiju. Medutim, negativnim radom unutarnje
sile F4p oduzima se tijelu B dio kineticke energije.
Postavlja se pitanje kamo je otisla ta oduzeta ener-
gija, te moze li se ona vratiti tijelu B.

U ovome slucaju, nema opruge koja bi bila raza-
peta izmedu dva tijela i u kojoj bi se, uslijed raste-
zanja, pohranila potencijalna energija. Tijela Ai B
nisu ni u kakvu dodiru, te nema nikakve (elasti¢ne)
deformacije na njima. Ipak, postoji unutarnja sila
Fap koja djeluje na putu udaljavanja tijela. Ta
sila postoji samo ako postoje oba tijela kao sustav.
Pokazat ¢emo da je ovdje doSlo do povecanja po-
tencijalne energije koju pripisujemo sustavu dvaju
tijela, a ne pojedinome tijelu. Postavljamo defini-
ciju

2
AEp = Epy— Ep; = —/ Fap-ds  (5.33)
1

Analogno slucaju elasticne opruge (jednadzba
(5.31)), promjena potencijalne energije jednaka je
po iznosu, ali suprotnog je predznaka, od rada Sto
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ga unutarnja sila izvrsi od pocetnog do konacnog
polozaja. Uz takvu definiciju, jednadzbu (5.32)
mozemo napisati u obliku

2

/ﬁ-d§:AEp+AEK (5.34)
1

Kazemo da je rad vanjske sile F jednim dijelom

utroSen na povecanje potencijalne energije sustava

dvaju tijela, a jednim dijelom na kineticku energiju

tijela na koje je vanjska sila izravno djelovala.

Da bismo se uvjerili kako je ovdje uistinu doslo do
stvaranja energije koju mozemo s pravom nazvati
potencijalnom, moramo pokazati da je na racun te
energije mogucde izvrsiti rad. Ta moguénost zacijelo
postoji stoga S§to gravitacijska sila ne moze nestati.
Zamislimo da tijelo B miruje u tocki P, a zatim
ga pustimo tako da ga unutarnja (gravitacijska) sila
Fup tjera prema tocki P;. Rad koji izvrsi unutarnja
sila na tom putu

1
W= / Fup-ds (5.35)
2
proizvest ¢e kineticku energiju tijela. Prema tome,
rad koji je prethodno bio uloZen u procesu udalja-
vanja tijela, uistinu je stvorio potencijalnu energiju,
a ona se moze kasnije pretvoriti u kineticku energiju
pri slobodnom priblizavanju tijela.

Dok kineticku energiju pripisujemo jednom ti-
jelu, kada ono stekne neku brzinu, potencijalnu
energiju ne mozemo pripisati samo jednom tijelu,
nego sustavu dvaju tijela A i B. Naime, za nas-
tanak potencijalne energije bitno je da dode do
razmicanja dvaju tijela, a pritom je svejedno koje
od dvaju tijela pomicemo dok ono drugo drzimo
nepomic¢nim. Rad utrosen za odredeno povecanje
udaljenosti tih tijela isti je u svakom slucaju, jer
su unutarnje sile F B 1 F ‘B4 jednake po iznosu ali
suprotnog smjera. Razumije se, mozemo pomicati
i oba tijela, pa se radovi zbrajaju i daju ukupnu
promjenu potencijalne energije sustava.

Vazno je takoder uociti da, bez obzira na nacin
kako je nastala, potencijalna energija sustava tijela
A 1 B moze biti predana bilo tijelu B na naé¢in opi-
san u jednadzbi (5.35), ili tijelu A ukoliko pustimo
da se ono giba pod utjecajem sile Fga i prevali
jednaki put u priblizavanju tijelu B, koje zadrzimo
nepomic¢nim. Razumije se, pustimo li slobodno oba
tijela, svako od njih ée stjecati neku kineticku ener-
giju, koje ¢e zbrojene odgovarati smanjenju poten-
cijalne energije sustava.
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Zemlja i tijelo

Nakon provedenih opéih razmatranja, okrenimo se
analitickom izrazu za gravitacijsku silu pomocu ko-
jega mozemo izra¢unavati potrebne integrale. Kao
konkretan primjer uzmimo Zemlju na kojoj zivimo
i neko tijelo kao Sto prikazuje slika 5.8a. Zemlju
smatrajmo nepomic¢nom, te zamislimo da se pod
djelovanjem neke vanjske sile, koja nije prikazana
na slici 5.8a, tijelo pomaklo iz pocetnog polozaja u
neki udaljeniji polozaj od Zemlje.

Zbog djelovanja vanjske sile, tijelo moze dobiti
i neku kineticku energiju, no ovdje nas interesira
promjena potencijalne energije, a nju izracunavamo
putem rada unutarnje sile sustava Zemlje i tijela. U
ovome slucaju radi se o gravitacijskoj sili ﬁg kojom
Zemlja privla¢i tijelo mase m na udaljenosti r od
sredista Zemlje (r > ry)

P (5.36)

Jedini¢ni vektor 7 ima smjer od srediSta Zemlje
prema tijelu, a predznak minus oznacava da je sila
ﬁg suprotnoga smjera. Promjena potencijalne ener-
gije iznosi

2_’ 2d’l“
EPQ—Eplz—/ ngF:GmZm )
1 T
1 1
=Gmzm (——|—> (5.37)
2 1

Razmotrimo poseban slucaj u kojemu je tijelo
odvedeno beskona¢no daleko od Zemlje. Za ro —
oo uotavamo da razlomak 1/re u jednadzbi (5.37)
iS¢ezava. Ako dogovorno odredimo da potencijalna
energija u takvome stanju bude nula (Eps = 0),
postizemo matematicki jednostavan izraz za poten-
cijalnu energiju

my m

Ep=-G (5.38)

r

gdje je umjesto odredene vrijednosti r; upotrijeb-
ljena varijabla r koja moze poprimiti bilo koju
vrijednost. Dobivena negativna vrijednost za po-
tencijalnu energiju ne treba nas iznenaditi. Pri-
blizavanjem tijela gravitacijska potencijalna ener-
gija se smanjuje. Ako smo dogovorno postavili
da za beskona¢nu udaljenost potencijalna energija
bude nula, onda na konacnim udaljenostima ona
mora biti negativna.
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Napomena: Fizikalno su vazne samo promjene
potencijalne energije, a one ne ovise o odabiru
polozaja za koji ¢emo smatrati da mu je poten-
cijalna energija jednaka nuli. Ako ipak odabe-
remo takav polozaj, onda potencijalne energije
u svim ostalim polozajima odredujemo u od-
nosu prema odabranom polozaju.

Ovisnost potencijalne energije o udaljenosti od
Zemlje prikazana je graficki na slici 5.8b. Na samoj
povrsini Zemlje, ona ima negativnu vrijednost
—G (mz m)/rz, a na veéim udaljenostima raste
prema nuli. Ovaj nam graf moze posluziti za ana-

—> E /”’.Zi
e
/,)'o(f’

(6)

Slika 5.8: (a) Zemlja i tijelo mase m na nekoj uda-
ljenosti r od sredista Zemlje. Pretpostavlja se da je
Zemlja prakticki nepokretna. Pomicanjem tijela od
prvog do drugog polozaja promijeni se potencijalna
energija sustava Zemlje i tijela. (b) Ovisnost po-
tencijalne energije o udaljenosti tijela od Zemlje uz
odabir nulte energije u granici beskona¢ne udalje-
nosti. Naznacena je potencijalna energija u slucaju
kada se tijelo nalazi na povrsini Zemlje (r = rz).
Takoder je naznacena ukupna energija (potenci-
jalna i kineticka) kada tijelo na povrsini Zemlje do-
bije neku pocetnu brzinu (vertikalni hitac), te na¢in
odredivanja maksimalne udaljenosti 7,4, do koje
tijelo moze dodi.
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lizu problema vertikalnog hica. Ako tijelu dademo
pocetnu brzinu vy uvis, ono ¢e imati ukupnu ener-

giju

myz m 1
4 +§mvg

E=FEp+Exg=-G (5.39)

rz
Mozemo imati tri razli¢ita slucaja. Ako je drugi
¢lan po iznosu manji od prvoga, ukupna energija
je negativna. Takav je primjer oznacen crtkanom
linijjom na slici 5.8b. Gibanjem tijela uvis, gra-
vitacijska sila vrsi negativan rad i umanjuje ki-
neticku energiju tijela. No, taj isti rad uzet sa
suprotnim predznakom predstavlja povecanje po-
tencijalne energije, tako da se ukupna energija ne
mijenja. OcCito je da se tijelo moze udaljiti od Zem-
lje samo toliko da njegova kineticka energija padne
na nulu, a onda je u ukupnoj energiji opstala samo
potencijalna

mzm

E=—-G (5.40)

rmax

gdje rmar predstavlja maksimalnu udaljenost do
koje je tijelo moglo doéi u danome vertikalnom hicu.
Ovu vrijednost lako mozemo ocitati na grafu iz slike
5.8b.

Sto je pocetna kineticka energija veéa, ukupna
energija u jednadzbi (5.39) je bliza nuli, a time
i maksimalna udaljenost 7,4, u jednadzbi (5.40)
postaje veca. Granic¢ni slucaj se postize kada je
pocetna kineticka energija toliko velika da ukupna
energija u jednadzbi (5.39) iS¢ezava. Lako mozemo
izraCunati da je za to potrebna pocetna brzina

1)0:1/261%%104111871
Tz

S tom pocetnom brzinom tijelo odlazi nepovratno
sa Zemlje u beskonacnost, s time da mu kineticka
energija tezi prema nuli. Navedena pocetna brzina
Cesto se naziva drugom svemirskom (kozmickom)
brzinom.

Ako tijelo u pocetku dobije jos veéu kineticku
energiju, njegova ¢e ukupna energija biti pozitivna.
Takav je primjer takoder prikazan crtkanom lini-
jom na slici 5.8b. Tijelo odlazi nepovratno u Sve-
mir, ali ¢ak i beskonac¢no daleko od Zemlje zadrzava
odredenu kineticku energiju.

(5.41)

Napomena: Opisani primjeri s drugom svemir-
skom brzinom i veéim brzinama imaju za svrhu
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samo razviti teorijsko razumijevanje problema.
U praksi nije moguce postiéi takve pocetne br-
zine ispaljivanjem projektila. Sve rakete zah-
tijevaju dodatni pogon nakon lansiranja.

Potencijalna energija blizu povrsine Zemlje

Cesto nam je potrebno razmatrati promjene poten-
cijalne energije na visinama koje su mnogo manje
od radijusa Zemlje. U tu svrhu izrazimo udaljenost
tijela od sredista Zemlje kao r = rz + h, pa raz-
lika potencijalnih energija na visini A i na povrsini
Zemlje (h = 0) iznosi

mzm
rz+h Ty

(5.42)

Za h << ryz vrijedi aproksimacija

1 1 1 h
ry +h ry (1 + %) Tz Tz

Stoga razliku energija iz jednadzbe (5.42) mozemo
izraziti

myzm
2
rz

Epyp — FEpg =G h (5.44)
Razlika potencijalnih energija ovisi linearno o visini
h. Ova linearizacija je posljedica malene promjene
funkcije 1/r kod uvjeta h << rz, kao §to je izrazeno
u jednadzbi (5.43).

Iz prakti¢nih razloga, zgodno nam je u ovim pri-
likama odabrati ¢vrsto tlo kao nultu tocku u kojoj
postavljamo Epy = 0, pa potencijalnu energiju na
raznim visinama odredujemo u odnosu na tlo. U
jednadzbi (5.44) mozemo prepoznati gravitacijsku
silu Fy = G mg m/rzz, pa potencijalna energija na
visini h glasi

Ep=F,h=mgh (5.45)

gdje je g akceleracija slobodnog pada blizu povrsine
Zemlje.

Izvedenu relaciju mogli smo dobiti i primjenom
opce definicije za promjenu potencijalne energije

h
Epy — Epy = —/ F,-d5=F,h  (5.46)
0
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Sila ﬁg je unutarnja sila sustava Zemlje i tijela, a
u malenom visinskom rasponu h ona je prakticki
konstantna, pa je integral jednostavno izracunati.

Kod praktiéno ostvarivog vertikalnog hica
postize se relativno malena visina h. Stoga vrijedi
jednakost

1
5 m va=mgh
gdje je vy pocetna brzina. Tijelo dosegne visinu h
koju mozemo izra¢unati po gornjoj formuli, a zatim
padne na tlo brzinom koja takoder ima iznos vy, tj.

vrati mu se cjelokupna prvobitna kineticka energija.

(5.47)

Napomena: Kineticku energiju pripisujemo tijelu
koje ima odgovarajuc¢u brzinu. Medutim, po-
tencijalnu energiju moramo pripisati sustavu
Zemlje i tijela, a ne samo tijelu. Razlog zbog
kojega se potencijalna energija m g h prakticki
u cijelosti pretvori u kineticku energiju tijela
lezi u ogromnoj masi Zemlje, koja se prakticki
ne pokrene.

5.3 Konzervativne 1
nekonzervativne sile

U prethodnom smo odjeljku vidjeli da u sustavima
gdje djeluju unutarnje sile, poput elasti¢ne i gravi-
tacijske, mozemo pohraniti energiju koju je kasnije
moguce iskoristiti za vrSenje rada i pretvaranje u
kineticku energiju. U drugim pak sluc¢ajevima, kao
kod sile trenja, takve moguénosti nema. U ovome
¢emo odjeljku pokazati da se razlike medu dvjema
vrstama sila mogu iskazati pomoéu matematickih
formi.

5.3.1 Rad gravitacijske sile na razlicitim
putovima

Razmotrimo opcenitije kretanje nekog tijela u gra-
vitacijskom polju Zemlje. Slika 5.9 prikazuje tijelo
kojemu je zadan neki pocetni polozaj u tocki P; i
neki kona¢ni polozaj u tocki P». Na tijelo uvijek
djeluje gravitacijska sila ﬁg, no pored nje djeluje
i neka vanjska sila, koja se moze mijenjati po iz
nosu i smjeru (nije prikazana na slici 5.9). Ukupna
sila na tijelo odreduje oblik putanje od pocetnog do
kona¢nog polozaja. Na slici 5.9 prikazane su kao
primjer dvije putanje, nastale u slucajevima kada
su djelovale razlicite vanjske sile.

Zerns (L}' a o~

Slika 5.9: Primjer dviju putanja a i b kojima se
tijelo (Cestica) moze gibati od tocke P, do tocke
P,. Odredena putanja se ostvaruje zbog djelova-
nja vanjske sile koja nije prikazana na slici. Rad
gravitacijske sile ﬁg ne ovisi o putanji nego samo o
krajnjim tockama.

Ovdje nas interesira samo djelovanje gravitacij-
ske sile na putu od pocetnog do konac¢nog polozaja
tijela.  Gravitacijska sila ima isti iznos u svim
tockama na kruznici radijusa r koja je prikazana
crtkanom linijom na slici 5.9. Uo¢imo tocke na pu-
tanjama a i b koje leze na toj kruznici i razmo-
trimo infinitezimalne putove ds, i ds; koji vode do
sjecista s kruznicom radijusa r +dr, koja je takoder
naznacena na slici 5.9. Rad gravitacijske sile na po-
jedinim infinitezimalnim putovima iznosi

dW, = Fy-dsq = Fyds, cosf, = —F, dr (5.48)
AWy = Fy - dsy = Fydsp cos O, = —F, dr (5.49)

gdje su 6, i 0, kutovi sto ih infinitezimalni putovi
¢ine s gravitacijskom silom na tome mjestu (slika
5.9). U oba slucaja dobije se ista vrijednost za
izvrSeni rad jer projekcije infinitezimalnih putova
na radijalan smjer daju isti iznos dr.

Cijeli put od pocetnog do konacnog polozaja
mozemo podijeliti na infinitezimalne segmente i
zbrojiti izvrSene radove, te dobiti
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(5.50)

2 2
/ Fg-d§—/ F, - ds
1 P!

po putu (a)

po putu (b)
Dobili smo vazan rezultat koji kaze da rad gra-
vitacijske sile na putu od pocetnog do konacnog
polozaja ne ovisi o odabiru putanje.

Napomena: Kada bismo uvrstili analiticki izraz
za gravitacijsku silu, dobili bismo da rezultat
integracije ovisi o veli¢inama r1 i ro koje se
odnose na pocetni i kona¢ni polozaj.

Zamislimo sada da se tijelo giba od pocetnog
polozaja putanjom a do kona¢nog polozaja, a za-
tim se vrati u pocetni polozaj po putanji b. Pro-
mjena smjera gibanja na putanji b mijenja predznak
izvrsenog rada gravitacijske sile (promijena smjera
ds), tako da je ukupni rad

2 1
/ Fg-d§'+/ Fy,-ds=0 (5.51)
1 2
po putu (a) po p%t (b)
Ovaj rezultat piSemo sazeto
7{ F,-di=0 (5.52)
C

Rad gravitacijske sile po zatvorenoj krivulji C
iS¢ezava. To je temeljno matematicko svojstvo kon-
zervativne sile.

Konzervativne sile i moguénost definiranja
potencijalne energije

U prethodnim razmatranjima utvrdili smo da pro-
mjenu potencijalne energije mozemo izraziti putem
rada gravitacijske sile od pocetnog do konacnog
polozaja. Zatim smo utvrdili da rad ne ovisi o
putanji kojom tijelo ide od pocetnog do konacénog
polozaja. Prema tome, ni promjena potencijalne
energije ne moze ovisiti o odabiru putanje, nego
samo o pocetnom i konacnom polozaju.

Ako tijelo napravi put po zatvorenoj krivulji i
vrati se u pocetni polozaj, rad gravitacijske sile jed-
nak je nuli, pa nema ni promjene potencijalne ener-
gije. Ovaj zakljucak je vazan jer daje smisao po-
tencijalnoj energiji. Ona je uvijek ista ako se tijelo
nalazi na danome polozaju, bez obzira na to kako
je doslo u taj polozaj, odnosno je li prethodno na-
pravilo bilo kakve putove i vratilo se u dani polozaj.
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Kazemo da je potencijalna energija funkcija stanja
sustava.

Temeljem matematicke analogije, mozemo za-
kljuc¢iti da za svaku konzervativnu silu u fizici
mozemo uvesti odgovarajuéu potencijalnu energiju
kao funkciju stanja.

Nekonzervativne sile

Primjer nekonzervativne sile je sila trenja jer njen
rad na zatvorenoj krivulji ne iSCezava

fﬁr-dﬁo
C

Tocnije, taj rad uvijek ima neku negativnu vrijed-
nost jer sila trenja ﬁtr uvijek ima smjer suprotan
infinitezimalnom putu ds koji tijelo prevaljuje.
Rad sile trenja ne mozemo povezati izravno s ne-
kom potencijalnom energijom. U razmatranju pri-
rode sila u poglavlju 3, vidjeli smo da trenje nije
jedna od osnovnih sila, nego se izvodi iz elektro-
magnetske koja ureduje odnose na razini atoma
i molekula. Sila trenja je makroskopska velicina
koja izrazava uc¢inak mnostva mikroskopskih pro-
cesa. Stoga se njen rad sastoji u prijenosu energije
na mnostvo atoma i molekula, pa kazemo da je sila
trenja disipativna (lat. dissipatio - rasipangje).

(5.53)

5.3.2 Gravitacijski potencijal

Gravitacijsku potencijalnu energiju pripisali smo
sustavu dvaju tijela. Kao primjer smo uzimali Zem-
lju i neko tijelo, te smo izveli izraz u jednadzbi
(5.38). Ekvivalentan izraz mogli bismo napisati za
bilo koja dva tijela. Potencijalna energija ukljucuje
mase obaju tijela, a moze se mijenjati bilo pomica-
njem jednoga ili drugoga tijela.

U poglavlju 3 razmatrali smo prirodu gravita-
cijske sile koja takoder ovisi o masama obaju ti-
jela i uzajamnoj udaljenosti. Kao alternativni
nacin izrazavanja gravitacijskog medudjelovanja,
uveli smo pojam gravitacijskog polja g(7) koje nas-
taje u svim tockama prostora oko tijela mase m, a
ono zatim djeluje na neko probno tijelo mase mg si-
lom ﬁg = mg §(7) (jednadzba (3.7)). Gravitacijsko
polje g(7) ovisi samo o masi tijela koje ga stvara i
o udaljenosti od njega, a ne ovisi o tome jesmo li u
neku okolnu tocku postavili drugo probno tijelo.

Na slican na¢in mozemo uvesti pojam gravita-
cigskog potencijala U, koji nastaje u svim tockama
prostora oko nekog tijela, te ovisi samo o masi m
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toga tijela i udaljenosti od njega. Ako u njegovu
okolinu dovedemo drugo (probno) tijelo mase my,
sustav dvaju tijela imat ¢e potencijalnu energiju

m mo

Ep=-G =moU (5.54)
Iz ovog odnosa slijedi da je gravitacijski potencijal
koji nastaje oko tijela mase m dan izrazom
v=-c" (5.55)
r
Valja imati na umu da ovaj izraz vrijedi za tijelo sa
sfernom raspodjelom mase, a udaljenost r ra¢una
se od sredista tijela do tocke u kojoj se odreduje
potencijal.

Ekvipotencijalne plohe

Korisno je uvesti pojam ekvipotencijalne plohe u
kojoj je potencijal jednak u svim njenim tockama.
U slucaju koji opisuje jednadzba (5.55) ekvipoten-
cijalne plohe su sfernog oblika.

Ako zelimo slikovno prikazati promjene potenci-
jala u prostoru, mozemo nacrtati niz ekvipotenci-
jalnih ploha koje se uzastopno razlikuju za isti (pro-
izvoljno odabran) iznos AU (slika 5.10). Gustoca
tako odabranih ekvipotencijalnih ploha odrazava
nam slikovito naglost promjene potencijala s uda-
ljenosc¢u od tijela.

¥ o -

Slika 5.10: Niz ekvipotencijalnih ploha oko homoge-
nog sfernog tijela. Odabrana je neka stalna razlika
potencijala AU izmedu susjednih ploha.

Gradijent potencijala

Vidjeli smo da u prostoru oko nekog tijela nastaje
gravitacijsko polje (vektorsko) i potencijal (ska-
larno polje). Postavlja se pitanje jesu li ta dva polja
nekako povezana.

Da bismo odgovorili na postavljeno pitanje, uve-
dimo probno tijelo mase my i prisjetimo se da nje-
govim infinitezimalnim pomicanjem mijenjamo po-
tencijalnu energiju

dEp = —F, - d§ (5.56)

Ako uvazimo jednadzbu (5.54), mozemo reéi da se
potencijalna energija promijenila za dEp zato Sto
se probno tijelo mase mg pomaklo iz jedne tocke u
drugu, a razlika potencijala izmedu tih tocaka je dU
(dEp = mydU). S druge strane imamo F, = my g,
tako da jednadzbu (5.56) mozemo svesti na

dU = —g - ds (5.57)

Dobili smo vaznu jednadzbu koja povezuje gravita-
cijsko polje i promjenu potencijala. Mozemo je in-
terpretirati na sljede¢i na¢in. Ako nam je poznato
gravitacijsko polje u nekoj tocki prostora, mozemo
putem jednadzbe (5.57) odrediti za koliko se pro-
mijeni potencijal ako se iz te toctke pomaknemo za
d§ u susjednu tocku.

Odnos izmedu gravitacijskog polja i potencijala
mozemo izraziti i na alternativni na¢in. U tu svrhu
posluzimo se poznatim matematickim postupkom
odredivanja totalnog diferencijala fukcije U(x,y, 2)

dU:a—de—i-a—Udy—l—a—Udz

Ox oy 0z (5.58)

Takoder napiS§imo vektore § i dsS u kartezijevim
komponentama, pa za njihov skalarni produkt do-
bivamo

G-ds= g, dx+ g, dy + g, dz (5.59)

Uvrstavanjem izraza (5.58) i (5.59) u jednadzbu
(5.57) nalazimo odnose

oU oU oU
gx—_%a gy__aiyv gz——g (5-60)

Svaka od ovih jednadzbi nam kaze da je kompo-
nenta gravitacijskog polja duz neke osi jednaka po
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iznosu parcijalnoj derivaciji (naglosti promjene) po-
tencijala duz te osi. Negativan predznak znaci da
komponenta gravitacijskog polja ima smjer supro-
tan od onoga duz kojega potencijal raste. Ako
npr. potencijal raste duz pozitivnog smjera osi x
(pozitivna parcijalna derivacija), gravitacijsko po-
lje ¢e imati komponentu duz negativnog smjera osi
x. Isto vrijedi i za ostale osi.

Dakle, ako poznamo skalarnu funkciju potenci-
jala U(z,y,z), mogli bismo odrediti njene parci-
jalne derivacije u bilo kojoj toc¢ki prostora i time do-
biti komponente vektora gravitacijskog polja u toj
tocki. Dobiveni rezutat mozemo napisati u kom-
paktnoj formi ako uvedemo matematicki operator
gradijenta, koji oznac¢avamo kratko “grad” ili sim-
bolom V (Gita se “nabla”), a definira se izrazom

grad:ﬁ:i— 7_,_];2

PRl h (5.61)

Ako operator gradijenta djeluje na skalarnu funk-
ciju U(z,y, z), dobivamo jednostavno

- ~oU Lo0U .~ 0U
gradU =VU =4 —+j — +k —

Ox oy 0z (5.62)

Stoga umjesto tri jednadzbe (5.60), mozemo napi-
sati sazeto jednu vektorsku jednadzbu

-

g=—gradU = -VU (5.63)

Ova jednadzba kaze da vektor gravitacijskog polja u
nekoj tocki ima smjer duz kojega potencijal najbrze
pada (predznak minus). Iznos vektora gravitacij-
skog polja ovisi o naglosti promjene potencijala u
okolini tocke promatranja.

Korisno je razmotriti odnos izmedu gravitacij-
skog polja i ekvipotencijalnih ploha. Ako od
neke tocke promatranja napravimo pomak u blisku
tocku na istoj ekvipotencijalnoj plohi, ostali smo na
istome potencijalu. Najbrzu promjenu potencijala
oc¢ekujemo kod pomaka od tocke promatranja oko-
mito na ekvipotencijalnu plohu, pa bi u tom smjeru
moralo biti i gravitacijsko polje. Drugim rije¢ima,
gravitacijsko polje u nekoj tocki uvijek je okomito
na potencijalnu plohu koja prolazi tom tockom.

Da bismo dodatno ilustrirali odnos gravitacijskog
polja i potencijala, uzmimo tijelo mase m i pos-
tavimo ishodiste koordinatnog sustava u njegovo
srediSte kako prikazuje slika 5.11. Odaberimo jednu

POGLAVLJE 5. RAD I ENERGIJA

ekvipotencijalnu plohu radijusa r, a na njoj tocku
promatranja P(0,0, z), gdje je z = r. U tocki P
parcijalne derivacije funkcije U(x,y, z) duz osi x i
y iSCezavaju jer su to smjerovi tangencijalni na ek-
vipotencijalnu plohu

2. (2.
or | .o oy =0

Stoga gravitacijsko polje u to¢ki P nema kompo-
nente duz osi z iy, tj. g, = 01i g, = 0. Jedina
komponenta koju ima gravitacijsko polje u tocki P
je ona duz osi z. Naime, duz osi z gravitacijski
potencijal se mijenja sukladno jednadzbi (5.55)

(5.64)

U(0,0,2) = —G % (5.65)

tako da parcijalna derivacija duz osi z, uzeta u tocki
z = r, iznosi

[6[] m (5.66)

o —g =
0z ] . 72
Kona¢no, prema jednadzbama (5.57) i (5.63), gra-

vitacijsko polje u tocki P iznosi

j=-G :% 2 (5.67)

Dobili smo izraz za gravitacijsko polje koji poka-
zuje da je ono okomito na ekvipotencijalnu plohu

Slika 5.11: Ishodiste koordinatnog sustava postav-
ljeno je u srediste tijela mase m. Crtkana linija
opisuje ekvipotencijalnu plohu. Odabrana je tocka
P za izracunavanje gravitacijskih veli¢ina.
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u tocki P, te da pokazuje smjer najbrzeg padanja
gravitacijskog potencijala.

U zakljucku mozemo reéi da su jednadzbe (5.57)
i (5.63) komplementarne i podjednako vazne. One
pokazuju da su vektorsko gravitacijsko polje §(7)
i skalarni gravitacijski potencijal U(7) uzajamno
povezani. Ako su nam poznate vrijednosti jedne
od tih veli¢ina u svim tockama nekog prostora,
mozemo odgovaraju¢om jednadzbom utvrditi vri-
jednosti druge veli¢ine u tim istim tockama pros-
tora.

Princip superpozicije za gravitacijski
potencijal

Princip superpozicije za gravitacijski potencijal sro-
dan je principu superpozicije za gravitacijsko po-
lje koji smo upoznali u poglavlju 3. Svako tijelo
stvara u okolnom prostoru gravitacijsko polje i gra-
vitacijski potencijal. Ako ima vise tijela u nekom
prostoru, svako od njih stvara gravitacijsko polje i
potencijal kao da onih drugih tijela i nema. Stoga
u bilo kojoj tocki promatranja moramo vektorski
zbrojiti gravitacijska polja koja stvaraju pojedina
tijela i tako dobiti ukupno gravitacijsko polje u toj
tocki. Isto tako, moramo zbrojiti gravitacijske po-
tencijale koje stvaraju pojedina tijela u nekoj tocki
promatranja i dobiti ukupni gravitacijski potencijal
u toj tocki.

Rekapitulacija integrala gravitacijskog polja

Ovdje je prilika da se rekapitliraju dva temeljna
integrala gravitacijskog polja. Prvi integral smo
upoznali u poglavlju 3 pod nazivom Gaussova za-
kona

f §-dd = —4nGm (5.68)
S
gdje je masa m sadrzana unutar zatvorene plohe S
po kojoj se obavlja integracija. Ovaj integral kazuje
da je masa m uzrok postojanja gravitacijskog polja,
te da gravitacijske silnice imaju smjer prema masi
kao da poniru u njoj.

Drugi integral slijedi iz svojstva konzervativne
sile izrazenog jednadzbom (5.52) uz uvazavanje od-

nosa Fy =mg g
7{ G-ds=0 (5.69)
C
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Ova jednadzba kaze da linijski integral gravitacij-
skog polja po zatvorenoj krivulji C' iscezava.

Napomena: Skalarni produkt ¢ - ds ne predstav-
lja rad, pa se koristi matematicki izraz linijski
integral.

U fizici se definiraju i druga vektorska polja, npr.
elektri¢no i magnetsko polje. Osnovna svojstva sva-
kog od tih vektorskih polja mogu se izraziti putem
dvaju temeljnih integrala. Jedan od njih je inte-
gral po zatvorenoj plohi, a drugi je linijski integral
po zatvorenoj krivulji. O svojstvima elektri¢nog i
magnetskog polja ne ¢emo se baviti u ovoj knjizi.

5.4 Opéi pojam energije

Pojam kineticke energije uveli smo razmatrajuéi
rad neke sile koja djeluje na slobodno tijelo duz
nekog puta. U daljnjem smo razmatranju ustano-
vili da u nekim sustavima mozemo pohraniti ener-
giju, koja se kasnije moze vratiti u kineticku. Time
je pojam energije proSiren na potencijalnu ener-
giju. Uvjet za pojavljivanje potencijalne energije
je postojanje unutarnjih sila u sustavu koje imaju
svojstvo konzervativnosti. Kineticku i potencijalnu
energiju, koju smo ovdje obradivali, ¢esto obu-
hva¢amo zajednickim nazivom mehanicka energija.

Sile trenja izmedu tijela i podloge po kojoj se ono
giba mozemo takoder smatrati unutarnjim silama
ako tijelo i podlogu promatramo kao jedan sustav.
Medutim, sila trenja nije konzervativna, pa ne nas-
taje potencijalna energija koja bi se mogla nanovo
pretvoriti u kineticku energiju tijela. Kod trenja
se radi o procesima u koje su ukljuceni individu-
alni atomi i molekule u dodirnim plohama tijela i
podloge, a oni se razmatraju u termodinamici te se
govori o toplinskoj energiji. Proucavanje toplinskih
procesa ne spada u okvire ove knjige, pa ¢emo ov-
dje samo ustvrditi da se rad sile trenja pretvara u
toplinsku energiju.

U mnogim mehanickim sustavima rad dobivamo
iz strojeva. Potrebno je poznavati druga podrucja
fizike da bi se uvidjelo kako mehanicki rad stroja
dobivamo na racun nekog drugog oblika energije.
Kod elektriénih strojeva, rad dobivamo iz elektri¢ne
energije, koja je pak prethodno stvorena nekim me-
hanickim radom u elektranama.

I toplinska energija moze uz odredene uvjete biti
iskoristena za dobivanje mehani¢kog rada. Toplin-
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sku energiju najces¢e dobivamo izgaranjem nekih
spojeva (ugljen, nafta, benzin, plin, itd.). Radi se
o kemijskoj energiji koja svoje temelje vuce iz sila
medu elektricnim nabojima u atomima i moleku-
lama.

U nuklearnim se elektranama najprije iz nukle-
arne energije dobiva toplinska, a zatim se ova koristi
za mehanicki rad, kojim se onda stvara elektri¢na
energija.

Konacno, ne smijemo zaboraviti ni rad covjeka
koji se izvodi djelovanjem migi¢a. I za taj je rad
potrebna neka energija, koja pak nastaje slozenim
procesom metabolizma u ljudskom tijelu.

Ove kratke napomene mogu nam posluziti da za-
kljuc¢imo kako je pojam energije rasiren u svim po-
druc¢jima fizike. Energija je zacijelo jedna od te-
meljnih veli¢ina u fizici.

5.5 Snaga

Kada je neki stroj namijenjen za vrSenje rada vazno
nam je znati u kojem vremenu je stroj u stanju
Zato je korisno
uvesti pojam snage kao omjera izvrSenog rada i
vremenskog intarvala u kojemu je taj rad izvrSen.
Trenutna snaga se definira omjerom

izvrsiti odredenu koli¢inu rada.

AW
P=""
dt

(5.70)
Razumije se, snaga stroja moze se mijenjati tije-
kom vremena, pa se prema potrebi moze uvesti i
prosje¢na snaga u nekom intervalu vremena.

Bududi da je rad definiran kao djelovanje sile na
putu dW = F - d5, mozemo jednadbu (5.70) pre-
inagiti u oblik

p:M:ﬁ.ﬁzﬁ.g

71
dt dt (5:71)

Dobili smo da je trenutna snaga jednaka produktu
sile i trenutne brzine tijela na koje ta sila djeluje.

Napomena: U prvi mah moze nas iznenaditi da
snaga ovisi o brzini tijela. No, moramo shvatiti
da o trenutnoj brzini ovisi koliki ¢e put tijelo
prevaliti u intervalu vremena dt, a sila djeluje
upravo na tom putu, pa o tome ovisi i izvrSeni
rad.
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Jedinica za snagu. Jedinica za snagu nosi po-
sebno ime vat (1 W) u c¢ast engleskog izumitelja
Jamesa Watta koji je unaprijedio rad parnih stro-
jeva (19. st.). Iz definicijske jednadzbe (5.70) slijedi
daje 1 W =1 J s~ !. Stroj koji moze izvrsiti rad
od jednog dzula u jednoj sekundi ima snagu jednog
vata.

Kod kruznog se gibanja rad moze izraziti i
pomoc¢u kutnih veli¢ina kao dW = M - d@ (jed-
nadzba (5.16)), tako da je trentna snaga

aw - dg -

P="" _ . % _ar.
dt di w

Trenutna snaga jednaka je produktu momenta sile
i kutne brzine tijela koje se giba po kruznici, a na
kojega djeluje navedeni moment sile.

(5.72)

Snaga i zakretni moment automobila u
voznji

Za voznju stalnom brzinom po horizontalnoj rav-
noj cesti, automobil mora svladavati odredenu silu
otpora zraka i trenja kotrljanja kotaca po cesti
(v. odjeljak 3.4). Time se obavlja neki rad u
jedinici vremena, pa se trosi odgovarajuca snaga,
koju mozemo izraziti produktom momenta sile M
(u automobilskoj literaturi se ¢esto naziva zakretni
moment) kojim pogonska osovina djeluje na kotace
i kutne brzine kotaca . Potrebna se snaga dobiva
iz koli¢ine goriva koje motor uzima i trosi u jedi-
nici vremena, a to regulira vozac¢ automobila putem
nozne papucice za gorivo.

Ako zelimo povecati brzinu automobila, potrebno
je povecati moment sile (zakretni moment) kako
bi kota¢i dobili kutnu akceleraciju @. Stiskanjem
nozne papucice za gorivo poveéa se dotok goriva
u motor, pa se poveta snaga P koja uz neku tre-
nutnu kutnu brzinu & ostvaruje veéi M , sukladno
jednadzbi (5.72).

Maksimalan moment sile (zakretni moment) koji
automobilski motor moze dati ovisi o brzini okre-
tanja (broj okretaja u minuti) radilice. Ta funkci-
onalna ovisnost predstavlja jednu od bitnih karak-
teristika nekog modela automobila.
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Poglavlje 6

ZAKONI OCUVANJA U IZOLIRANOM

SUSTAVU

U praksi se cesto dogada da nekoliko tijela uza-
jamno djeluju jedno na drugo mnogo snaznije nego
$to na njih djeluju druga okolna tijela. Teorijsko
razmatranje mozemo provesti na idealiziranoj situ-
aciji u kojoj se djelovanje okoline moze potpuno za-
nemariti, pa promatrana tijela nazivamo izoliranim
sustavom.

U ovome ¢emo poglavlju pokazati da u izoliranom
sustavu tijela dolazi do prijenosa koli¢ine gibanja s
jednog tijela na drugo tako da se ukupna (zbro-
jena) koli¢ina gibanja ne mijenja. To nazivamo
zakonom ocuvanja kolicine gibanja. Takoder ¢emo
pokazati da se u izoliranom sustavu tijela, energija
moze izmjenjivati medu tijelima, te moze prelaziti
iz jednog oblika energije u drugi, ali ukupna energija
u sustavu ostaje o¢uvana. Zakoni ofuvanja imaju
vaznu ulogu u fizici. Cesto nam mogu posluziti
da bismo provjerili, bez opseznog racunanja, je li
neki zamisljeni ishod fizikalnog procesa mogué, ili
nije. U nekim prilikama, moguce je dobiti potpuno
rjeSenje problema ve¢ samom primjenom zakona
ocuvanja.

6.1 Zakon ocuvanja ukupne
koli¢ine gibanja

Vet smo ranije isticali da su Newtonovi zakoni gi-
banja aksiomi, koji su dostatni za opis svih procesa
u mehanici. Ostala pravila, koja nekad takoder na-
zivamo zakonima, moguce je izvesti iz Newtonovih
zakona. Tako i zakon ocuvanja ukupne koli¢ine gi-
banja u izoliranom sustavu ne predstavlja dodatno
neovisno pravilo u mehanici, ali je veoma koristan
jer je njegova formulacija matematicki jednostavna
i pogodna za primjenu.
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Izvod zakona oc¢uvanja ukupne koli¢ine gibanja
provest ¢emo najprije na primjeru dvaju tijela koja
¢ine izoliran sustav, a zatim ¢emo izvod poopéiti na
izoliran sustav s ve¢im brojem tijela.

6.1.1 Izoliran sustav dvaju tijela

Zamislimo dva tijela A i B koja se uzajamno
privlace kako prikazuje slika 6.1a. Priroda privlac-
nih sila moze biti razli¢ita u konkretnim situacijama
koje ¢emo kasnije navoditi kao primjere. Za sada
je vazno istaknuti da u svakom slucaju sile F AB 1
Fpa predstavljaju unutarnje sile sustava i za njih
vrijedi tre¢i Newtonov zakon

Fap = —Fga (6.1)

U realnoj situaciji uvijek postoje i neka okolna ti-
jela. Medutim, ako je djelovanje okolmh tljela na
tijela A i B zanemarivo prema silama FAB i FBA,
mozemo napraviti idealizaciju u kojoj zamisljamo
kao da okolnih tijela i nema (slika 6.1a), pa se ti-
jela A1 B mogu slobodno gibati pod isklju¢ivim
utjecajem sila FAB i FBA

Neka su promatrana tijela imala u nekom tre-
nutku ¢ koli¢ine gibanja p'4 i pp. Zbog djelovanja
sile na pojedino tijelo, njegova se koli¢ina gibanja
promijeni sukladno drugome Newtonovu zakonu

dpy = FBA dt (6.2)
djp = Fap dt

Zbog treéeg Newtonova zakona izrazenog jed-
nadzbom (6.1), vrijedi odnos

dpa = —dpp (6.4)
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Ovaj nam rezultat kaze da je promjena koli¢ine gi-
banja jednog tijela jednaka po iznosu, ali suprotnog
smjera od promjene koli¢ine gibanja drugog tijela.

Koli¢ina gibanja je veli¢ina koja se pripisuje jed-
nom tijelu. Medutim, u razmatranju sustava tijela
korisno je na formalan nacin uvesti ukupnu kolicinu
gibanja Py kao vektorski zbroj koli¢ina gibanja po-
jedinih tijela. U sluc¢aju sustava tijela A i B, koji
ovdje razmatramo, ukupna koli¢ina gibanja u tre-
nutku ¢ iznosi

Puk = PA + DB (6.5)
Nakon vremenskog intervala dt, tj. u trenutku ¢ +
dt, tijela imaju izmijenjene koli¢ine gibanja ﬁf; =
pa + dpa i ﬁE; = pp + dpp, tako da je ukupna
koli¢ina gibanja sustava

Puk = Pa+Pp = Pa+dpa+pp +dpp
= DA+ PB = Puk (6.6)

gdje je uvazena jednadzba (6.4). Uslijed djelovanja
unutarnjih sila sustava, koli¢ine gibanja pojedinih
tijela se promijene, no kako su te promjene jednake
po iznosu i suprotnoga smjera, ukupna koli¢ina gi-
banja sustava se ne promijeni.

Do istog smo rezultata mogli do¢i formalnom pre-
inakom jednadzbe (6.4)

dps+dpp=0 = d({@Pa+pB)=0 (6.7)

L e
P Ra
o
()
L+ by P
e = éy%gzo
Ao="
Fa=¢ At
t+At B
B
A@ZX/P:‘PA Flfe

<)

Slika 6.1: (a) Tijela A i B izmedu kojih djeluju
sile privlacenja. (b) U trenutku ¢ tijela A i B su
mirovala (iS¢ezavajuée koli¢ine gibanja), a nakon
intervala vremena At stjecu koli¢ine gibanja koje
su jednake po iznosu, ali suprotnog smjera. (c) Ti-
jela su imala neke koli¢ine gibanja u trenutku ¢, na
koja se nakon intervala vremena At pribrajaju pro-
mjene koli¢ine gibanja koje su jednake po iznosu ali
suprotnih smjerova (pomoéni crtezi s obje strane).

§to za ukupnu koli¢inu gibanja sustava znaci

dpuy, =0 =— Dy = konst. (6.8)

Nema promjene ukupne koli¢ine gibanja, Sto znaci
da je ona konstantna.

Na slikama 6.1b i 6.1c prikazane su razlicite situ-
acije za primjenu zakona o¢uvanja koli¢ine gibanja.
Ako su u trenutku ¢ oba tijela mirovala (slika 6.1b),
njihove ée koli¢ine gibanja u trenutku t+ At biti jed-
nake po iznosu i suprotnoga smjera, tj. 15;; = —{7];.
Medutim, mozemo imati slu¢aj u kojemu su tijela
imala neke proizvoljne koli¢ine gibanja pa i pp u
trenutku t, kao Sto to prikazuje slika 6.1c. Na
pomoc¢nim crtezima prikazan je postupak dobivanja
novih koli¢ina gibanja nakon intervala vremena At.
Promjene koli¢ine gibanja svakog tijela jednake su
po iznosu i suprotnoga smjera, tj. Aps = —App.
Nove koli¢ine gibanja tijela p /; ip E; ne moraju biti
ni jednake ni suprotnoga smjera, ali je njihov zbroj
P, jednak prijasnjoj ukupnoj koli¢ini gibanja .

Razdvajanje zbog djelovanja unutarnjih sila

Zgodne primjere za primjenu zakona ocuvanja
koli¢ine gibanja nalazimo u sluc¢ajevima kada se
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neko slozeno tijelo razdvaja zbog djelovanja unu-
tarnjih sila. Kao prvi primjer, razmotrimo covjeka
koji stoji na kolicima, a ona miruju na povrsini
Zemlje. Dok je tako, koli¢ine gibanja ¢ovjeka i ko-
lica is¢ezavaju (pa = pp = 0). Ako u trenutku ¢
covjek odluci odskociti s kolica nekamo u dalj, mora
se uporabom noznih misi¢a otisnuti od kolica. Uz
pretpostavku da njegova stopala ne proklizavaju po
kolicima, nastaju unutarnje sile Fap (Covjek djeluje
na kolica) i Fg4 (kolica djeluju na covjeka), tako da
se koli¢ine gibanja ¢ovjeka i tijela mijenjaju. Ako
se proces razdvajanja odvijao u intervalu vremena
At, ¢ovjek je poprimio koli¢inu gibanja

) t+At AL
r= / dps — / Foadt  (6.9)
t t

a kolica su poprimila koli¢inu gibanja

) t+At N
7B =/ dpp =/ Fypdt
t t

Unutarnje sile ne moraju cijelo vrijeme razdvajanja
At biti konstantne, ali su promjene u svakom inter-
valu dt jednake po iznosu i suprotnog smjera, tako
da na kraju dobivamo

(6.10)

Pa+P5=0 (6.11)
Ovu jednadzbu mozemo zapisati pomocu masa i
brzina pojedinih tijela

maT 4 +mply =0 (6.12)
Brzine ¢ovjeka i kolica nakon razdvajanja ovise o
omjeru njihovih masa tako da bude zadovoljena
gornja jednadzba. Od kolica velike mase, ¢ovjek
moze odskoc¢iti nekamo u dalj, dok ée u slucaju la-
ganih kolica, ona biti odgurnuta ve¢om brzinom, a
covjek ¢e prakticki ostati na istome mjestu.

Isto pravilo vrijedi kod razdvajanja nekog tijela
na dva dijela uslijed unutarnje eksplozije. Kod is-
paljivanja npr. pusS¢anog zrna ili topnicke granate,
izgaranje eksploziva stvara unutarnje sile koje po-
tiskuje projektil na jednu stranu, a ostatak tijela
(pusku ili top) na suprotnu stranu.

Napomena: Nakon razdvajanja tijela ne djeluju
viSe unutarnje sile. U idealnim uvjetima, tijela
bi zadrzala stecene koli¢ine gibanja, odnosno

brzine. U realnim situacijama, na tijela dje-
luju druge vanjske sile, pa se njihove koli¢ine
gibanja stoga mijenjaju. Na kolica u gibanju
djeluje trenje kotrljanja uslijed kojega se ona
zaustavljaju. Na ¢ovjeka pak djeluje gravita-
cijska sila uslijed koje se spusti na tlo.

Priblizavanje zbog djelovanja unutarnjih sila

Kao primjer priblizavanja dvaju tijela uslijed dje-
lovanja unutarnjih sila mogli bismo navesti ideali-
zirani slucaj dvoje ljudi koji se nalaze na glatkom
ledu bez trenja i vuku se uzajamno pomocéu ko-
nopca. Napetost konopca djeluje na oba ¢ovjeka,
te predstavlja unutarnje sile sustava. Stoga za taj
sustav vrijedi zakon o¢uvanja ukupne koli¢ine giba-
nja izrazen jednadzbom (6.8).

Kao drugi primjer, mogli bismo zamisliti dva ti-
jela vezana na krajeve rastegnute opruge, a sve
skupa na idealiziranoj podlozi bez trenja. Na-
kon pustanja tijela, nastalo bi njihovo priblizavanje
zbog elasti¢nih sila opruge koje djeluju kao unu-
tarnje sile sustava. Ako zanemarimo masu opruge
prema masama tijela, mogli bismo jednostavno pri-
mijeniti zakon oCuvanja ukupne koli¢ine gibanja.

Prethodna dva primjera mozemo zamisliti, no
tesko ih je u praksi ostvariti. Zato mozemo iz sva-
kidasnje prakse navesti slobodan pad tijela. Gra-
vitacijsko privlacenje Zemlje i tijela daje par unu-
tarnjih sila. Ako Zemlju i tijelo u slobodnom padu
promatramo kao izolirani sustav, mozemo na njega
primijeniti zakon o¢uvanja ukupne koli¢ine gibanja.
No, zbog ogromne mase Zemlje, njena brzina os-
tane zanemariva dok tijelo ubrzano pada na tlo.
Ovaj smo proces ve¢ razmatrali u odjeljku 2.4 kao
izravnu primjenu Newtonovih zakona.

Zakon ocuvanja kolicine gibanja mogli bismo
opcéenito primijeniti na bilo koja dva tijela kod ko-
jih uzajamno gravitacijsko djelovanje uvelike nad-
vladava ostale sile na tijela. Na isti nacin, uza-
jamno elektri¢no ili magnetsko djelovanje dvaju ti-
jela predstavlja unutarnje sile sustava, pa vrijedi
zakon oCuvanja koli¢ine gibanja.

Sraz tijela

Poseban slucaj predstavlja sraz dvaju tijela.
Obic¢no smatramo da prije dodira tijela nema uza-
jamnog djelovanja, tj. nema unutarnjih sila. To
je, razumije se, aproksimacija jer gravitacijsko
privlacenje neizbjezno postoji izmedu bilo koja
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dva tijela, ali je ta sila zanemariva u prakticnim
slucajevima kada niti jedno od dvaju tijela nema
jako veliku (uistinu ogromnu) masu. Tek dodirom
tijela u srazu nastaju deformacije uz koje se nuzno
javljaju unutarnje sile. One mijenjaju koli¢inu gi-
banja svakog pojedinog tijela, ali ukupna koli¢ina
gibanja ostaje otuvana. O srazu ¢emo mnogo de-
taljnije govoriti u odjeljku 6.4.

6.1.2 Poopcenje na sustav vise tijela

Zakon ocuvanja ukupne koli¢ine gibanja mozemo
lako poopéiti na izoliran sustav koji se sastoji
od proizvoljnog broja tijela. Razmatrajuéi po-
jedine parove tijela izmedu kojih postoje neke
uzajamne sile, mozemo zakljuc¢iti da uslijed tog
medudjelovanja dolazi do prijenosa kolicine giba-
nja s jednog tijela na drugo tako da se vektorski
zbroj njihovih koli¢ina gibanja ne mijenja. Buduci
da ovo pravilo vrijedi za sve parove koje mozemo
raznim kombinacijama napraviti u sustavu tijela,
rezultat mora biti takav da ukupna koli¢ina giba-
nja svih tijela ostaje konstantnom.

Pored gore iznesenog fizikalnog zakljucivanja,
korisno je provesti dokaz koriste¢i se formaliz-
mom Newtonovih zakona i matematickih operacija.
Oznac¢imo tijela indeksima 1, 2, ... , N. Infinitezi-
malna promjena koli¢ine gibanja svakog pojedinog
tijela ovisi o ukupnoj sili koja djeluje na to tijelo,
a ona je jednaka vektorskom zbroju sila kojima sva
druga tijela u sustavu djeluju na promatrano tijelo.

dp1 = ( b1+ Fap + Fyp + .. ) dt = ZFudt
i#1

dpy = (ﬁ 1o+ Fyp + Fio + .. ) dt =" Fadt
1#£2

dp, = (}n ot Bt )dt S Fudt
i#n
i#m

dpn = (ﬁlN + ﬁgN + > dt = Z Eth (6.13)

AN

Ako formalno matematicki zbrojimo promjene
koli¢ine gibanja svih tijela u sustavu, dobivamo

dp1 +dpy + ... +dpy =0 (6.14)

Naime, u sumiranju se pojavljuju parovi sila iz
tre¢eg Newtonova zakona, npr. ﬁlg + ﬁgl = 0,
ili opcéenito ﬁmn + ﬁnm = 0, koji ispunjavaju
sve mogucnosti za sile, tako da ukupan rezultat
iS¢ezava. Ovaj postupak zbrajanja vektora je ma-
tematicki ispravan, no zahtijeva fizikalni komentar.
Naucili smo jos u 2. poglavlju da nije smisleno zbra-
jati sile koje djeluju na razli¢ita tijela jer se ne moze
utvrditi kojemu bi tijelu rezultanta davala akcele-
raciju. Tako se ni sile akcije i reakcije iz treéega
Newtonova zakona ne smiju zbrajati jer djeluju na
razli¢ita tijela.

Na cijeli postupak treba gledati s fizikalne strane.
Ovdje moramo uocCiti da Foondt daje promjenu
koli¢ine gibanja n-tog tijela zbog djelovanja m-tog
tijela na njega, a Fmdt se odnosi na m-to tijelo
buduéi da na njega silom reakcije djeluje n-to ti-
jelo. Tako uzrokovane promjene koli¢ine gibanja su
jednake po iznosu, ali suprotnih smjerova. Stoga
njihov vektorski zbroj is¢ezava.

Napomena: Kako pokazuje jednadzba (6.13),
promjena koli¢ine gibanja nekog tijela ne ovisi
samo o medudjelovanju s jednim od ostalih ti-
jela u sustavu. Zbog toga ne mozemo reé¢i da
je dpy, jednak po iznosu i suprotnog smjera od
dpm, te da njihov zbroj iscezava. Tek uku-
pan zbroj promjena koli¢ina gibanja svih tijela
is¢ezava, kako navodi jednadzba (6.14)

Zakon oCuvanja ukupne koli¢ine gibanja slijedi iz
jednadzbe (6.14)

PL+ P2 + ... + Pn = konst. (6.15)

Mozemo reéi da se zbog uzajamnih djelovanja tijela
u sustavu, koli¢ina gibanja prenosi s jednog tijela na
druga tijela u sustavu, s time da se ukupna koli¢ina
gibanja ne mijenja. To svojstvo ne ovisi o prirodi
uzajamnih sila medu tijelima, niti o vremenskoj
ovisnosti tih sila. Stoga zakon o o¢uvanju koli¢ine
gibanja predstavlja jednostavno, ali i veoma moéno,
sredstvo u rjeSavanju mnogih problema.

6.2 Zakon ocuvanja ukupne
energije

Razmotrimo iznova sustav dvaju tijela A i B koji
uzajamno djeluju silama Fap i Fpa, dok je dje-
lovanje s okolinom zanemarivo. Radi se, dakle, o
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Slika 6.2: Uslijed privlacnih sila izmedu dva ti-
jela dolazi do njihovih pomaka u smjeru djelovanja
doticne sile. Svaka sila obavlja pozitivan rad, pa se
ukupna kineticka energija sustava povecava.

izoliranom sustavu dvaju tijela kako prikazuje slika
6.2. Neka u pocetnom trenutku tijela mlruJu a za-
tim pustimo da djeluju privlac¢ne sile F B 1 F BA.
U prethodnom smo odjeljku razmatrali promjene
koli¢ine gibanja tijela, a sada usmjerimo paznju na
promjene kinetickih energija. U intervalu vremena
dt tijela naprave pomake ds4 i dSp, kako prika-
zuje slika 6.2, pa svako od tijela promijeni svoju
kineticku energiju

dEga = Fpa - d3s (6.16)
dExp = Fap - dp (6.17)
Tako za sile vrijedi ﬁAB = —FBA, promjene ki-

netickih energija nisu suprotnih predznaka, kao sto
je to bio slucaj s promjenama koli¢ina gibanja u jed-
nadzbi (6.4). Naime, ovdje se sile mnoze s poma-
cima d54, odnosno dSpg, koji imaju suprotne smje-
rove (slika 6.2), pa su promjene kineticke energije
za oba tijela istoga predznaka. U ovome slucaju,
kineticka energija svakog tijela poraste uslijed dje-
lovanja unutarnje sile na to tijelo. Ako bismo pro-
matrali zbroj kinetickih energija dvaju tijela, mo-
rali bismo utvrditi da ukupna kineticka energija nije
konstantna u vremenu, tj. ne moze se postaviti bilo
kakav zakon o o¢uvanju ukupne kineticke energije.
U prethodnom smo poglavlju uveli pojam poten-
cijalne energije, na koji se mozemo sada pozvati.
Ako pretpostavimo da su unutarnje sile }3’:4 Bl ﬁB A
konzervativne (npr. gravitacijske), njihov rad uzet
s negativnim predznakom predstavlja promjenu po-
tencijalne energije sustava tih dvaju tijela

dEp = —Fpy -dSay — Fup - d5p (6.18)
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gdje su uzeti u obzir pomaci obaju tijela. Svaki od
njih dovodi do promjene potencijalne energije sus-
tava. Usporedbom prethodnih jednadzbi nalazimo
opcenito pravilo

dEp +dExgas +dEgp =0 (619)
iz kojeg slijedi
Ep+ Exa+ Exp = konst. (6.20)

Dobili smo zakon o ocuvanju mehanicke energije
u izoliranom sustavu, koji mozemo poopéiti na bilo
koji broj tijela. Mehanicka energija se sastoji od po-
tencijalne energije sustava i zbroja kinetickih ener-
gija svih tijela u sustavu. Dakle, uslijed djelovanja
unutarnjih konzervativnih sila u sustavu, mogu se
mijenjati kineticke energije pojedinih tijela, kao i
potencijalna energija sustava, no tako da ukupna
mehanicka energija sustava ostaje konstantna.

Op¢i zakon oCuvanja energije

Po uzoru na mehanic¢ku energiju, uvedene su u fizici
i druge vrste energija (elektricna, magnetska, nuk-
learna, toplinska) u ovisnosti o prirodi sila u sus-
tavu. Definicije tih vrsta energija uvedene su na ta-
kav nacin da uvijek vrijedi zakon oCuvanja ukupne
energije (svih vrsta) u zatvorenom sustavu. Time je
zakon oCuvanja energije postao jedan od temeljnih
zakona fizike. Energija se moze pretvarati iz jednog
oblika u drugi u raznim procesima, ali energija ne
moze nestati, niti je moguce energiju stvoriti ni iz
cega.

Primjenom opéeg zakona o ocuvanju energije u
izoliranom sustavu moguce je postaviti okvir za
rjeSenje mnogih problema u fizici. U ovome éemo
poglavlju obraditi samo neke primjere iz mehanike,
a o primjenama zakona o otuvanju energije u dru-
gim granama fizike moze se ¢itati u knjigama iz
elektromagnetizma, termodinamike, itd.

6.3 Centar masa sustava
vise tijela

Zamislimo dva tijela jednakih masa na nekoj uda-
ljenosti kako prikazuje slika 6.3a. Prirodno nam se
namece definicija centra masa kao toc¢ke na sredini
spojnice tih dvaju tijela. To nam naprosto nalaze
simetrija problema.
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Ostavimo za kasnije razmisljanje o korisnosti
uvodenja pojma centra masa, te nastavimo s raz-
matranjem nesto slozenijeg sustava u kojem tijela
imaju razli¢ite mase mq i mg. Intuitivno bismo rekli
da bi centar masa tog sustava trebao biti blize onom
tijelu koje ima veéu masu. Kao najjednostavnije
pravilo, uvedimo da centar masa bude tocka koja
dijeli spojnicu tijela u inverznom omjeru njihovih
masa

@ = @ —  myd] = madsy (6.21)
dy ™y

gdje su dj i ds udaljenosti centra masa od pojedinih
tijela (slika 6.3b).

Mozemo sada razmotriti ima li ovako definirana
tocka centra masa neko posebno svojstvo. Pretpos-
tavimo da se ta dva tijela po¢nu uzajamno privlaciti
nekim (unutarnjim) silama, koje ne moramo de-
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Slika 6.3: (a) Centar masa (CM) sustava dviju jed-
nakih kugli nalazi se na sredini njihove spojnice.
(b) Pod djelovanjem unutarnjih sila Fiy i Fyy dolazi
do gibanja pojedinih tijela, ali centar masa ostaje
na istome mjestu. (c) Ako nema unutarnjih sila, a
na jedno od tijela djeluje neka vanjska sila, pomice
se centar masa kao da je u njemu koncentrirana
cjelokupna masa sustava na koju djeluje doticna
vanjska sila.

taljno odrediti. Ako su sile konstantne u nekom
vremenskom intervalu At, tijela Ce se gibati jed-
noliko ubrzano i prevaliti putove si, odnosno s, u
omjeru

S1 %al (At)z _ a1

= 6.22
s2 tas (At)?  ag (6.22)

Uvazavajuéi tre¢i Newtonov zakon prema kojemu
su uzajamne sile privlac¢enja jednake po iznosu, tj.
mia; = Mmaagz, Mozemo pisati za omjer prevaljenih
putova

S1 mo
—_ = - mi181 = MoS9

6.23
w  m (6.23)

Nakon intervala vremena At, tijela se nalaze na
udaljenostima (d; — s1), odosno (da — s2) od tocke
u kojoj je prije bio centar masa. Odbijanjem jed-
nadzbe (6.23) od (6.21) dobivamo

mq (d1 - 81) =1m2 (dg — 82) (6.24)
koju mozemo napisati u obliku omjera
di —
14T (6.25)

do —s2 m
Dobili smo zanimljiv rezultat koji nam kaze da nove
udaljenosti tijela od tocke u kojoj je prije bio cen-
tar masa, takoder dijele spojnicu tijela u inverznom
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omjeru masa. To pak znaci da se centar masa i sada
nalazi u toj istoj tocki (slika 6.3b). Zaklju¢ujemo
da samim djelovanjem unutarnjih sila u sustavu ti-
jela ne dolazi do pomicanja centra masa. To je prvo
vazno svojstvo centra masa.

Sto se zbiva ako na jedno od tijela djeluje
vanjska sila?

Pretpostavimo sada da nema unutarnjih sila
izmedu dvaju tijela koja promatramo kao sustav,
ali na drugo tijelo po¢ne u trenutku ¢ = 0 djelovati
vanjska sila F, tako da ga odmice od prvog, kao §to
prikazuje slika 6.3c. U vremenskom intervalu At,
drugo tijelo ¢e se pomaknuti za iznos

2_1Q(At)2

1
= — At) =
s2= 502 (A" =5 00

(6.26)
dok je prvo tijelo ostalo na istome mjestu jer na
njega nije djelovala nikakva sila. Centar masa se
pomaknuo za iznos s koji mozemo izrac¢unati pos-
tavljajuéi uvjet (slika 6.3c)

dy+ s mo
—=— 6.27
do+ 89— s mi ( )
Ovu jednadzbu mozemo napisati u obliku
my (d1 + s) = ma (da + s2 — s) (6.28)

te od nje odbiti jednadzbu (6.21) da bismo dobili

mis = mgy (3 — 8) (6.29)
Trazeni pomak centra masa iznosi
meo 1 Fv 2
§=—"—89==- —— (At 6.30
m1+m22 2m1+m2( ) ( )

gdje smo uvazili jednadzbu (6.26). Dobili smo
drugo vazno svojstvo centra masa. Polozaj centra
masa pomice se kao da je u toj tocki koncentrirana
cjelokupna masa sustava (mj + ma), te kao da na
nju djeluje sila F},. To je iznenadujudi rezultat jer u
centru masa nema zapravo nikakve mase, a sila F},
djeluje samo na jedno od tijela. Sada mozemo cije-
niti kako je dobro bio pogoden kriterij kod uvodenja
pojma centra masa. Kasnije ¢emo upoznati i druga
svojstva centra masa koja se uklapaju u ovu sliku.
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Vektorsko odredivanje polozaja centra masa

Mozemo naéi vektorske relacije za polozaj centra
masa i njegovo gibanje. Podimo od prijasnje de-
finicije s time da ishodiste O postavimo upravo u
centar masa (slika 6.4a). Polozaji dvaju tijela u
odnosu prema ishodistu odredeni su vektorima dq
i cfz Zbog suprotnih smjerova tih vektora, relacija
mid; = mads iz jednadzbe (6.21) postaje u vektor-
skom obliku

mlcfl = mgjz - mﬂfl + mQCZQ =0 (6.31)
Ako sada postavimo ishodiste O u neku drugu
tocku izvan spojnice tijela, kao Sto prikazuje slika
6.4b, polozaji tijela odredeni su vektorima 77 i 7,
a polozaj centra masa vektorom 7¢ .
Iz slike je ocito da vrijedi zbrajanje vektora

Fou +di =7 (6.32)
Fou +dy = 7 (6.33)

MnozZenjem ovih jednadzbi s mj, odnosno mo i
zbrajanjem dobivamo

MA,‘
7 M WA,
ZESTEE S

Slika 6.4: (a) Vektori polozaja dvaju tijela prema
ishodistu O koje je smjesteno u centar masa sus-
tava. (b) Uz proizvoljan izbor ishodista O, centar
masa i pojedina tijela imaju svoje vektore polozaja.
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(my1 + ma) Foar + mady + mady = my7 + maih
(6.34)

Uvazavanjem jednadzbe (6.31) nalazimo

m1F1 + mg’r_’é

Fou = (6.35)

mi1 4+ ma
Dobili smo nagin izra¢unavanja vektora polozaja
centra masa ako su nam zadani vektori polozaja
pojedinih tijela i njihove mase.

Brzina centra masa i koli¢ina gibanja sustava

Ako obje strane u jednadzbi (6.35) deriviramo po
vremenu

drom _ ml% + ma~g (6 36)
dt m1 + ma '

dobivamo izraz koji povezuje brzinu centra masa s
brzinama pojedinih ¢estica i njihovim masama

myv1 + mats

Tem = (6.37)

mi + mg
Iz ove jednadzbe slijedi jo$ jedno vazno svojstvo
centra masa. Mozemo je preinaciti u oblik

(m1 + me) oy = P1 + Pa = Duk (6.38)
pa vidimo da produkt ukupne mase sustava i br-
zine centra masa odgovara zbroju koli¢ina gibanja
tijela u sustavu. U odjeljku 6.1 uveli smo pojam
ukupne koli¢ine gibanja sustava tijela kao formalnu
konstrukciju, napominjuéi da p,, ne mozemo pri-
dijeliti nekom odredenom tijelu. Sada mozemo reéi
da se sustav tijela u cjelini ponasa tako kao da je u
njegovu centru masa jedno tijelo koje sadrzi cjelo-
kupnu masu sustava, a giba se brzinom vy takva
iznosa i smjera da mu mozemo formalno pripisati
koli¢inu gibanja cijelog sustava .

Primjena Newtonovih zakona na centar
masa

Krenimo korak dalje i derivirajmo jednadzbu (6.37)
po vremenu, pa dobivamo

. mid; + mada
a = - - 6.39
oM mi + ms ( )

Ovu je jednadzbu korisno primijeniti u dva po-
sebna slucaja. U prvome pretpostavimo da u sus-
tavu tijela djeluju samo unutarnje sile. Zbog treceg
Newtonova zakona imamo tada

mlc_il = —mgc_iz — 6CM =0 (6.40)
Unutarnje sile ne mogu ubrzati centar masa. One
samo ubrzavaju pojedina tijela u sustavu, dok cen-
tar masa ostaje u stanju mirovanja ili jednolikog
gibanja po pravcu.

Analizirajmo sada sluc¢aj u kojem na tijela u sus-
tavu djeluju vanjske sile F’;,l, odnosno ﬁvg, a nema
unutarnjih sila. Jednadzba (6.39) daje

- Fvl + Fv2

acym = — (6.41)
Ovdje nalazimo jos jedno neobi¢no svojstvo centra
masa. Njegovu akceleraciju mozemo dobiti formal-
nom primjenom drugoga Newtonova zakona s tim
da rac¢unamo kao da na ukupnu masu sustava dje-
luje ukupna vanjska sila.

Napomena: U ovome primjeru tijela su potpuno
nepovezana i neovisna. Svaka od vanjskih sila
djeluje samo na po jedno od tijela.

Poopéenje na sustav s vise tijela

Ako imamo N tijela rasporedenih nekako u pros-
toru, polozaj centra masa dan je izrazom

miry + mafa + ... + mNTN
m1+mg+...+my

ToM =

N o
= —7 (6.42)

Analogno se mogu napisati izrazi za brzinu centra
masa i akceleraciju.

Napomena: U jednadzbi (6.42) znak sume mora
stajati zasebno u brojniku i u nazivniku. Pos-
tavljanje samo jednog znaka sume ispred raz-
lomka bilo bi pogresno jer bi se dobio drugagciji
rezultat.
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6.4 FElastican i1 neelastican
sraz dvaju tijela

Sraz dvaju tijela je pojava koju svakodnevno
dozivljavamo, pa nam je vazno znati koji se fizikalni
procesi pritom odvijaju i koje zakonitosti vrijede.
Kao modelni primjer za sraz dvaju tijela mogu
nam posluziti dvoja kolica prikazana na slici 6.5. U
idealiziranom slu¢aju zanemarujemo trenje, a po-
drazumijeva se takoder da je zanemarivo uzajamno
gravitacijsko privlacenje kolica. Stoga smatramo
da na kolica ne djeluju nikakve sile prije sraza, pa
se ona gibaju stalnim brzinama. Ukupna energija
sustava sastoji se od kinetickih energija kolica.

—_ —
W, Yy Uy Wy
W—-—> B
AR L
[ 6
YOG ;77 ST c e 77 S 7

Slika 6.5: Modelni sustav za proucavanje elasticnog
sraza.

Tek kada dode do dodira izmedu opruge, koja
je ucévrséena na prvim kolicima, i drugih kolica,
pocinje stiskanje opruge, pa se javljaju unutar-
nje sile u sustavu. U tom procesu pretvara se
dio kineticke energije kolica u potencijalnu ener-
giju opruge. Ako dvoja kolica s oprugom razma-
tramo kao izolirani sustav tijela, mozemo ustvr-
diti da u njemu vlada zakon o¢uvanja ukupne me-
hanicke energije, te zakon o¢uvanja ukupne koli¢ine
gibanja.

Opruga ne ostaje u stisnutom (deformiranom)
stanju. Elasti¢na sila djeluje na svaka kolica, tako
da dolazi do njihova razilazenja. Pritom opruga
gubi svoju elastiénu potencijalnu energiju, koja se
pretvara u kineticku energiju kolica. Nakon razlaza,
iznova nastane stanje u kojem nema djelovanja sila
na kolica, te se svaka od njih giba nekom stalnom
brzinom. Drugim rije¢ima, iznova nastupi stanje
u kojem ukupnu mehani¢ku energiju sustava ¢ine
samo kineticke energije dvaju kolica.

Mozemo rekapitulirati sraz zapazanjem da za vri-
jeme dok djeluju elasti¢ne sile opruge, dolazi do
prijenosa dijela koli¢ine gibanja s jednih kolica na

druga s time da ukupna koli¢ina gibanja ostane ne-
izmijenjena. Takoder dolazi do izmjene kinetickih
energija kolica pri ¢emu se kao privremeni posred-
nik javlja potencijalna energija opruge. To je opce
obiljezje svakog elasti¢nog sraza.

6.4.1 Centralni sraz elasti¢nih kugli

Sraz elasti¢nih kugli susre¢emo u raznim prilikama.
Pritom nismo u stanju uociti deformaciju kugli koja
nastane u trenutku njihova dodira, no jasno nam je
da se ona morala pojaviti i odigrati istu ulogu koju
je imala opruga u modelnom srazu kolica s oprugom
iz slike 6.5.

Razmotrimo slucaj centralnog sraza, koji nastaje
kada se sredista kugli gibaju na istom pravcu, kao
S§to prikazuje slika 6.6. Neka su poznate mase kugli
i njihove brzine prije sraza. Postavlja se pitanje
kolike su brzine kugli nakon sraza.
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Slika 6.6: Obiljezavanje brzina dvaju tijela prije
sraza i nakon njega. U svrhu algebarskog ra¢unanja
brzina postavljen je pozitivan smjer osi.

U nacelu, problem bi se mogao rjesavati primje-
nom Newtonovih zakona. Medutim, za takav pos-
tupak bilo bi nam potrebno poznavati elasti¢na
svojstva kugli, da bismo mogli odrediti sile koje
nastaju pri deformaciji za vrijeme dodira kugli, te
prorac¢unati promjene njihovih brzina uslijed djelo-
vanja tih sila. To bi bio dosta slozen zadatak.

Mnogo je jednostavnije rijesiti problem primje-
nom zakona oCuvanja mehanicke energije i zakona
ocuvanja koli¢ine gibanja u zatvorenom sustavu.
Tim zakonima mozemo povezati bilo koja dva sta-
nja sustava. Buduéi da nam je poznato stanje prije
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sraza, a interesira nas stanje poslije sraza, primi-
jenimo zakone ocuvanja upravo na ta dva stanja.
Time izbjegavamo rjeSavanje slozenije situacije u
stanjima koja se pojavljuju za vrijeme dodira ku-
gli.

Oznac¢imo indeksima 1 i 2 stanja prije i poslije
sraza, te ih povezimo zakonima oc¢uvanja

1 1 1 1
—mAvy; + =mpvEs; = —mAvyy + —mpvE, (6.43)

2 2 2 2

MAVAL + MBUBL = MAVA2 + MBUR2 (6.44)
Ovdje smo brzine zapisali kao algebarske veli¢ine,
§to podrazumijeva da smo na pravcu sraza dogo-
vorno odredili pozitivan smjer (npr. smjer u desno
na slici 6.6).

Gornje dvije jednadzbe su dovoljne za
izraCunavanje dviju nepoznanica wvas 1 wvpe.
U tu svrhu, zgodno je najprije preurediti te jed-
nadzbe tako da grupiramo ¢lanove koji se odnose
na pojedine kugle sa svake strane znaka jednakosti

ma (%241 - 7%242) =
ma (Va1 —va2) = mp (vB2 — vB1) (6.46)

Dijeleéi ove dvije jednadzbe, uz uvazavanje pravila
o razlici kvadrata, lako dobivamo

VA1 + V42 = UB2 + UB1 (6.47)

Tako dobivena relacija ne predstavlja konacan re-
zultat koji nas interesira, ipak iz nje slijedi vazan
zakljucak

VA1 — VBl — UB2 — VA2 (648)

Relativna brzina priblizavanja kugli prije sraza
(va1 — vp1) jednaka je relativnoj brzini udaljava-
nja kugli nakon sraza (vpy — v42).

Nastavimo s trazenjem nepoznanica iz dviju li-
nearnih jednadzbi (6.46) i (6.47). RjeSenja su

2mpup1 +va1 (ma —mp)

Vo = 6.49
A2 ma+mp ( )

s — 2mava1 +vp1 (mp —ma) (6.50)
B2 ma+mp '

To su opca rjeSenja za centralni sraz elasti¢nih kugli
uz bilo koje pocetne uvjete.

Napomena: Podrazumijeva se da smo cjelokupno
razmatranje proveli u nekom inercijalnom sus-
tavu. Lako je provjeriti da se isti oblik rjeSenja
zadrzava ako sve brzine transformiramo u neki
drugi inercijalni sustav koji se giba npr. brzi-
nom V duz pravca na spojnici kugli.

Projektil i meta

Kao poseban slucaj centralnog sraza zanimljivo je
razmotriti nalet jedne kugle (projektila) na drugu
kuglu koja prvotno miruje (meta). Postavljajuéi u
opéim rjeSenjima vp; = 0 za mirujué¢u metu, do-
bivamo jednostavnije izraze za brzine kugli nakon
sraza

my
ma—mp e~

Vg9 = ————————— Vgl = ——— 0V 6.51

a2 = VAl ma Al (6.51)
2m 2%2

VBy = ———————— Vg1 = v 6.52

B2 = T vAL My Al (6.52)

Zadana je pocCetna brzina projektila v4;. Brzine
projektila i mete nakon sraza ovise o omjeru njiho-
vih masa. To je zgodno analizirati graficki (slika
6.7)

Slika 6.7: Brzina mete i projektila nakon sraza u
ovisnosti o omjeru masa projektila i mete, a uz za-
danu brzinu projektila prije sraza.
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Ako je masa projektila mnogo manja od mase
mete (%2 << 1), onda se projektil odbije pri-
blizno istom brzinom, ali suprotnim smjerom (ne-
gativan predznak), od one kojom je naletio na
metu, tj. vao & —wva1. U tom slu¢aju, meta do-
bije zanemarivu brzinu, tj. wpy =~ 0. U praksi
dozivljavamo takav ishod kada god bacamo lopticu
okomito prema zidu. Naime, zid se ponasa ekvi-
valentno ogromnoj kugli na koju nalijece loptica u
centralnom srazu. Loptica se odbije istom brzinom
natrag. Takoder, ako pustimo lopticu da slobodno
pada na horizontalan pod, ona ¢e se odbiti uvis is-
tom brzinom koju je imala uoé¢i dodira s tlom.

Napomena: Kod slobodnog pada loptica se ubr-
zava. Tu bismo morali uzimati u obzir pretva-
ranje gravitacijske potencijalne energije sus-
tava loptice i Zemlje u kineticku energiju
loptice (Zemlja se prakticki ne pomice zbog
ogromne mase). Za primjenu jednadzbe (6.51)
relevantne su samo brzine loptice uoci sraza s
tlom i netom nakon sraza.

U slucaju kada su projektil i meta dvije jednake
kugle, tj. kada su im mase izjednacene <%§ =1),
krivulje na slici 6.7 pokazuju da se projektil u srazu
zaustavi (vaa = 0), a meta stekne brzinu koju je
imao projektil prije sraza (vpe = va41). U praksi
takav sraz mozemo vidjeti kada biljarska kugla na-
leti centralno na drugu, koja je dotad mirovala.

Ako je pak masa projektila bar malo veéa od

mase mete :Z—g > 1), obje se kugle nakon sraza gi-

baju u istome smjeru, s time da projektil ima neku
manju brzinu od mete (slika 6.7). U grani¢nom
sluc¢aju, kada neka ogromna kugla nalijeée na ma-
lenu (%‘3‘ >> 1), ogromna se kugla (projektil) na-
kon sraza nastavi gibati prakticki istom brzinom
kao prije sraza (vqe ~ v41), dok malena kugla
(meta) dobije gotovo dvostruku brzinu (vpy =~
21},41).

Koliko se energije prenese s projektila na
metu u pojedinim slucajevima?

Energija projektila prije sraza nam je poznata
jer se pretpostavlja da su masa i brzina prije sraza
zadani

1
2
Ea1 = —maviyy

> (6.53)

dok energiju mete nakon sraza moramo izracunati

1 1 4m?
= §m3v%2 = 5m37A2 v3; (6.54)

Omjer tih dviju energija iznosi

ma
By 4mamp A5y

Exi (ma+mp)® (m_,_l)Q
mp

(6.55)

Zgodno je graficki prikazati omjer dviju energija
kao funkciju omjera masa (slika 6.8). Uocavamo
da se najve¢a predaja energije ostvaruje kada su
mase projektila i mete jednake (%ﬁ; = 1). Tada
se, naime, cjelokupna energija projektila prenese na
metu.

Ex,
4
EM
i - - -

b - — = — — =

Slika 6.8: Omjer energije prenesene na metu prema
energiji projektila prije sraza u ovisnosti o omjeru
masa projektila i mete.

Promatranje centralnog sraza kugli u
referentnom sustavu centra masa

Veé¢ smo ranije isticali da se brzine tijela uvi-
jek definiraju u odnosu na neki referentni sustav.
Uobicajeno je da se referentni sustav u kojemu
mjerni instrumenti miruju naziva laboratorijskim.
Tako bismo mogli re¢i da su prethodna razmatranja
centralnog sraza provedena u laboratorijskom refe-
rentnom sustavu sa zadanim brzinama kugli prije
sraza i izracunatim brzinama nakon sraza.

Buduéi da smo u odjeljku 6.3 saznali kako centar
masa ima neka istaknuta svojstva, moglo bi nam
biti zanimljivo upoznati kako se odvija sraz kugli
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promatran iz referentnog sustava koji je vezan uz
centar masa. Ako kugle u laboratorijskom sustavu
imaju brzine prije sraza v 41 i vp1, onda centar masa
u tom sustavu ima brzinu

mAvAl + MBUB1
ma+mp

vem = (6.56)

Mozemo sada transformirati brzine kugli iz la-
boratorijskog sustava u referentni sustav u kojem
centar masa miruje. To znac¢i da relativna brzina
jednog referentnog sustava u odnosu na drugi iznosi
V = vop. Odaberimo simbol u za oznacavanje
brzina kugli u odnosu na referentni sustav centra
masa, pa za brzine prije sraza mozemo pisati

mp

UAL = VAL — UCM P (va1 —vB1) (6.57)
ma

UB1 = UB1 — UCM T (vB1 —va1) (6.58)

gdje smo u ra¢unanju upotrijebili izraz za vops iz
jednadzbe (6.56).

Za vrijeme sraza djeluju unutarnje sile sustava
dviju kugli, no one ne mogu promijeniti brzinu cen-
tra masa. Stoga vcys iz jednadzbe (6.56) predstav-
lja i dalje brzinu gibanja referentnog sustava centra
masa u odnosu prema laboratorijskom sustavu, pa
brzine kugli nakon sraza mozemo transformirati

_ _ _ mB .
UA2 = VA2 — UVOM = g (vB1 —va1) (6.59)
ma
UB2 = VB2 — VCM = e (va1 —vp1) (6.60)

gdje smo u racunanju upotrijebili izraze za v49 i
vp2 iz jednadzbi (6.49) i (6.50). Usporedbom br-
zina kugli prije i poslije sraza u referentnom sustavu
centra masa nalazimo

UAs = —UAL (6.61)
up2 = —upi (662)

Gledano u referentnom sustavu centra masa, svaka
kugla nakon sraza zadrzava isti iznos brzine, no mi-
jenja smjer. Ovaj rezultat je puno jednostavniji od
onoga za v4s 1 vgs u laboratorijskome referentnom
sustavu.

Zapravo, zgodno je uociti da se, prema jed-
nadzbama (6.61) i (6.62), svaka kugla odbije kao
da je imala sraz sa zidom. To je lako razumjeti jer

znamo da se brzina centra masa ne moze promije-
niti djelovanjem unutarnjih sila sustava za vrijeme
sraza. Ako je centar masa mirovao prije sraza, onda
on nastavi mirovati i nakon sraza. Svaka se kugla,
dakle, odbije kao da centar masa predstavlja ne-
pomican zid.

Na kraju ovog razmatranja, vrijedi osvrnuti
se i na koli¢ine gibanja u sustavu centra masa.
Mnozenjem jednadzbi (6.57) i (6.58) s m 4, odnosno
mp nalazimo

maual + mpupy =0 (6.63)

To je ocekivani rezultat. U referentnom sustavu u
kojem centar masa miruje, ukupna koli¢ina gibanja
iscezava, sukladno jednadzbi (6.38) u kojoj bismo
postavili uops = 0. Isti rezultat mora vrijediti i
nakon sraza. Uistinu, ako sada jednadzbe (6.59) i
(6.60) pomnozimo s m4, odnosno mp dobivamo da

Je

matas + mpupgs =0 (6.64)

Radi cjelovitosti pogleda, dodajmo josS zapazanje
da smo, poznavajuéi svojstva centra masa iz
odjeljka 6.3, mogli odmah napisati jednadzbe (6.63)
i (6.64), a iz njih pak odrediti pravilnost izrazenu
u jednadzbama (6.61) i (6.62).

6.4.2 Necentralni sraz

Razmotrimo slu¢aj projektila i mete s time da pra-
vac kojim se giba srediste projektila prolazi mimo
sredi$ta mete, ali ipak ne dalje od zbroja radijusa
dviju kugli. Tada dolazi do necentralnog sraza. Na
slici 6.9a prikazan je projektil i meta prije sraza i u
trenutku dodira kugli, kada se moze uociti norma-
lan i tangencijalan smjer. Rastavimo li brzinu pro-
jektila prije sraza na normalnu i tangencijalnu kom-
ponentu, te idealiziramo povrsine kugli tako da na
njima ne nastaje ucinak trenja, mozemo zakljuciti
da se tangencijalne komponente brzina ne ¢e pro-
mijeniti

VA2t = VALt (665)
VB2t — 0 (6.66)

Za normalne komponente brzina mozemo primije-
niti rezultate ranije dobivene za centralni sraz
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= = = 6.67

VA2n ma +mp VAln ( )
2ma

= — = 6.68

UB2n A+ mp VAln ( )

Na slici 6.9b prikazane su kugle nakon sraza sa
svojim brzinama. Kut 0p je odreden odnosima uoci
sraza koje se mogu pratiti i na slici 6.9a. Uvidamo
da vrijedi
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Slika 6.9: (a) Projektil i meta prije sraza i u tre-
nutku dodira kugli. Pomoéni crtez sa strane pri-
kazuje rastavljanje brzine projektila uoci sraza na
tangencijalnu i normalnu komponentu. Naznacen
je kut 0p pod kojim ée biti odbac¢ena meta. (b) Br-
zine kugli nakon elasti¢nog sraza. Naznacen je kut
04 izmedu smjerova brzine projektila prije i pos-
lije sraza (kut rasprsenja). Pomo¢ni crtez sa strane
sluzi za utvrdivanje omjera u jednadzbi (6.70).

(6.69)

Zelimo izracunati kut rasprienja projektila 64.
Iz slike 6.9b mozemo odrediti

VA2t ma +mp
tg(0a+0p) = P —
n

tg0p (6.70)
gdje je iskoristen izraz u jednadzbi (6.67) i jedna-
kost tangencijalnih komponenti (6.65). U daljnjem
ra¢unu primijenimo poznatu trigonometrijsku for-
mulu

tg0as+tglp
tg (0 0p) = ———————— 6.71
g(0a+0p) T (6.71)
tako da nakon sredivanja nalazimo rjesenje
2mp
tg0p
tg 0y = —2ATT"S (6.72)

t92 GB + maA—mp

ma+mp

Dobiveno rjeSenje mora biti ispravno i u po-
sebnom slu¢aju centralnog sraza. Tada je nuzno
0p = 0, pa iz jednadzbe (6.72) slijedi tgf4 = 0, Sto
znaci da je 04 = 0, ili pak 04 = 7. To su ocekivani
mogudi rezultati za razli¢ite omjere masa.

U opcéenitom slucaju, g moze poprimiti bilo
koju vrijednost od 0 do /2. Kut 05 ovisi o ge-
ometrijskim uvjetima u kojima se odvija sraz. Pos-
tavlja se pitanje kako se mijenja kut rasprSenja pro-
jektila 84 u ovisnosti o promjeni kuta #g. Analizu
postavljenog problema moramo provesti zasebno za
razli¢ite omjere masa.

Najjednostavniji je slucaj kada su mase projek-
tila i mete jednake (m4 = mp). Iz jednadzbe (6.72)
tada dobivamo

1
tgdy = —— =ctgp — O04+0p =

™
o 5 (6.73)

Ovo je zanimljiv rezultat koji kaze da se dvije jed-
nake kugle nakon sraza uvijek razilaze pod pravim
kutom, bez obzira na uvjete prije sraza. Tu zako-
nitost je zgodno imati na umu kod biljarskih kugli
i drugim sliénim prilikama.

Napomena: U posebnom slucaju savrSeno cen-
tralnog sraza, projektil se potpuno zaustavi, pa
nije moguce govoriti o smjeru njegove brzine.
Ali ve¢ kod malenog odstupanja od centralnog
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sraza, projektil poprimi nakon sraza neku (ma-
lenu) brzinu, te je moguée utvrditi njen smjer
i ustanoviti da vrijedi zakonitost o okomitim
brzinama.

U svim slu¢ajevima kada je masa projektila veca
od mase mete my > mp, razlomci u jednadzbi
(6.72) podlijezu uvjetima

2
=B (6.74)
ma +mp
ma = mp >0 (6.75)
ma + mp

Kada god su ti uvjeti ispunjeni, jednadzba (6.72)
daje odnos

tgla <

— @+@<g (6.76)

tgOp

Zanimljivo je pitanje koje vrijednosti moze popri-
miti 64 kada se 65 mijenja od 0 do 7/2, sukladno
mogué¢im eksperimentalnim uvjetima u kojima se
postavlja sraz. Za 0p = 0 odmah nalazimo iz jed-
nadzbe (6.72) da je 04 = 0, gdje je uzeto takoder u
obzir da je m4 > mp. To je zapravo ocekivani re-
zultat za centralni sraz u kojem projektil veée mase
od mete nastavi put nakon sraza u istom smjeru.
Za ostale slucajeve, jednadzbu (6.72) mozemo ana-
lizirati kao funkciju

ax
z2+b
u kojoj x igra ulogu varijable koja zamjenjuje tg0pg.
Buduéi da su konstante a i b pozitivne, funkcija
y(z) ima pozitivne vrijednosti za svaki pozitivan x.
Nadalje, mozemo uo¢iti da za g — 7/2 imamo
x — 00, pa fnkcija y(x) tezi u nulu. U tim okolnos-
tima, funkcija f(z) mora imati maksimum na nekoj
kona¢noj vrijednosti x,,. To je lako naéi postav-
ljanjem uvjeta da prva derivacija funkcije iscezava.
Nakon laganog racuna dobiva se z,, = v/b. Budué
da je b < 1, nalazimo tg 0p,, < 1, odnosno g, <
m/4. Tada je kut rasprsenja projektila maksimalan

y= (6.77)

£ Oum = ——D (6.78)
m2 —m?

Iz ovog se rezultata vidi da, u slucajevima kada
je masa projektila mnogo veéa od mase mete, nije
moguce posti¢i znacajniji kut rasprsenja projektila.
Ako je pak masa m4 tek neznatno veta od mp,
postize se 04, gotovo jednak 7 /2.

Napomena: Rezultat (6.78) ne smije se primije-
niti kada je tocno m4 = mp. Tada je, naime,
b = 0 u jednadzbi (6.77), pa derivacija takve
funkcije f(z) ne is¢ezava ni za koji konacan x.

Ovisnost kuta rasprSenja projektila 04 o kutu
fp, koji mozemo postaviti odabirom eksperimen-

talnih uvjeta sraza, prikazan je na slici 6.10a za
dva razli¢ita izbora omjera masa (ma/mpg) > 1.

ft:%@\ A

1

Slika 6.10: (a) Ovisnost kuta rasprsenja projektila
o upadnom kutu €5 (kut $to ga upadna brzina pro-
jektila ¢ini sa spojnicom kugli u trenutku dodira).
Krivulje se odnose na dva slu¢aja u kojima je masa
projektila veéa od mase mete. (b) Ovisnost kuta
rasprSenja projektila o upadnom kutu u slucaju
kada je masa projektila manja od mase mete.
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Moramo jos obraditi i slu¢ajeve kada je masa pro-
jektila manja od mase mete (m4 < mp). U jed-
nadzbi (6.72) imamo sada u nazivniku negativan
¢lan, tako da cijeli nazivnik moze poprimiti od ne-
gativnih do pozitivnih vrijednosti kada se 65 ekspe-
rimentalno mijenja. Za dovoljno malene vrijednosti
0, nazivnik u jednadzbi (6.72) je negativan

myq — mp

tg? 0p + <0 (6.79)

ma +mp
tako da se dobiva tg 84 < 0, dakle tupi kut
rasprienja projektila (04 > 7/2). To je ocekivan
rezultat u kojem se projektil manje mase odbija
djelomi¢no unatrag od mete koja ima veéu masu.
Ako se Op eksperimentalno poveéava, dolazimo
do uvjeta

ma —mp

tg? 0p + =0 (6.80)

ma+mpg

Tada jednadzba (6.72) daje 04 = 7/2. Projektil se
odbije pod pravim kutom u odnosu na smjer svog
naleta prije sraza. Kut 0p, kod kojeg se ostvaruje
ovaj uvjet, ovisi o omjeru masa projektila i mete.

Konacno, kada se 6 dalje poveca, nazivnik u
jednadzbi (6.72) postaje pozitivan, tako da kut
rasprSenja projektila postaje ostar (04 < w/2).
Kako eksperimentalno poveéavamo 0p — 7/2,
smanjuje se kut rasprSenja projektila 6,4 — 0.

Slika 6.10b prikazuje primjer ovisnosti kuta
rasprenja projektila 84 o upadnom kutu 6p, koji
mozemo eksperimentalno mijenjati. Lako se moze
uociti kada je ispunjen uvjet iz jednadzbe (6.80),
paje 04 = /2.

Granicni slucaj sraza projektila sa zidom

Kod centralnog sraza obradili smo i grani¢ni slucaj
u kojem kao metu odabiremo kuglu ogromnog ra-
dijusa i mase. Na mjestu gdje udara projektil,
mozemo smatrati kao da je povrSina prakticki dio
ravne plohe. Necentralni sraz svodi se u tom
slu¢aju na upadanje projektila pod kutom #p na
prakticki ravnu plohu iza koje stoji ogromna masa,
pa je nazivamo zidom (slika 6.11).

Problem elasti¢nog sraza sa zidom lako rjesavamo
rastavljaju¢i upadnu brzinu projektila ¥4; na oko-
mitu i tangencijalnu komponentu. Idealizirajuci
dodirne plohe projektila i zida tako da nema trenja,
tangencijalna komponenta brzine projektila ostaje
neizmijenjena nakon sraza, dok normalna kompo-
nenta brzine promijeni smjer, ali zadrzi iznos. Iz

Slika 6.11: Projektil nalijece na elastican zid.
Upadni kut 6p mjeri se izmedu smjera brzine pro-
jektila prije sraza i okomice na zid. Kut reflek-
sije se mjeri od okomice prema smjeru brzine pro-
jektila nakon sraza, a jednak je upadnome kutu.
Kut rasprsenja 64 racuna se izmedu smjerova br-
zine projektila prije i poslije sraza sa zidom.

toga je lako zakljuciti da se projektil odbije od zida
brzinom ¥ 49, koja ima isti iznos kao upadna, a us-
mjerena je za kut #p na suprotnu stranu od okomice
na zid (slika 6.11).

Ovdje zelimo pokazati da identi¢an rezultat do-
bivamo dosljednom primjenom jednadzbe (6.72).
Uzimajuéi granicni sluc¢aj ogromne mete kao zida,
nalazimo

2
lim —— B 9 (6.81)
mp—00 Mg + MpB
lim "AT™B _ 4 (6.82)

mp—o0 MA + Mmp

Jednadzbu (6.72) tada svodimo na izraz

;275539?1 = —tg 293 = tg (7‘(’ — 203)
(6.83)

gdje smo ujedno primijenili poznate trigonometrij-

ske relacije za tangens kuta. Kao konacan rezultat,

mozemo pisati

tg0s =

(6.84)

Vidimo da generalna jednadzba (6.72) ocekivano
daje ispravan rezultat i u ovom posebnom slucaju.
Slika 6.11 pokazuje odnos kutova iz jednadzbe
(6.84).

GA:TF—QQB



204 POGLAVLJE 6.

Necentralni sraz u referentnom sustavu cen-
tra masa

Kod centralnog sraza vidjeli smo da jednadzbe pos-
taju znatno jednostavnije ako se promatranje obav-
lja iz referentnog sustava centra masa. Zanimljivo
je sada razmotriti i necentralni sraz u takvu sus-
tavu. Slika 6.12a prikazuje kugle prije necentralnog
sraza. U referentnom sustavu centra masa, kugle
imaju brzine @47 i1 U492 prije sraza. Na slici 6.12b
prikazana je situacija u trenutku kada se kugle do-
dirnu, a na pomo¢nim su crtezima prikazane brzine
svake od kugli zasebno, rastavljene u tangencijalnu
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Slika 6.12: (a) U referentnom sustavu centra masa
dvije se kugle gibaju na paralelnim pravcima koji
su razmaknuti manje od zbroja radijusa dviju ku-
gli, tako da slijedi necentralni sraz. Centar masa
(CM) je u svakome trenutku na spojnici sredista
kugli. (b) Situacija u trenutku dodira dviju ku-
gli. Na dvama pomoénim uvecanim crtezima pri-
kazane su brzine svake od kugli i njihovo rastav-
ljanje na tangencijalne i normalne komponente.
Oznacen je upadni kut 6, u sustavu centra masa.
(¢) Brzine kugli nakon sraza u sustavu centra masa.
Oznacen je kut rasprenja € u sustavu centra masa.
Na pomoénom uveéanom crtezu prikazan je odnos
upadnog kuta i kuta rasprsenja.

i normalnu komponentu. Na njima se takoder vidi
upadni kut 6, Sto ga brzina kugle ¢ini s okomi-
com na tangencijalnu dodirnu plohu, Sto je zapravo
smjer normalne komponente brzine.

Idealizirajuéi povrsine kugli tako da na njima ne
dolazi do efekta trenja, mozemo zakljuciti da se
pri srazu tangencijalne komponente brzina ne mi-
jenjaju

UA2t = UALL (6-85)

Up2t = UBIt 6.86)

Za normalne komponente brzina mozemo primije-
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niti rezultat poznat iz centralnog sraza

UA2n, = —UAIn (687)

UB2n, = —UB1n 688)

1z gornjih jednadzbi neposredno slijedi zakljucak da
se iznosi brzina pojedinih kugli ne mijenjaju

[Ua2| = |Ua1]

[ipa| = |Up]

Na slici 6.12¢ prikazane su kugle nakon sraza sa
pripadnim brzinama. One su po iznosima jednake
brzinama prije sraza (slika 6.12a), ali su im smje-
rovi otklonjeni za kut rasprsenja 6 u odnosu prema
odgovarajué¢im smjerovima prije sraza.

U svrhu odredivanja kuta rasprSenja 6, nacrtane
su zasebno na slici 6.12d brzine kugle A prije i pos-
lije sraza, te je crtkanom linijom povucen pravac
koji prolazi kroz sredista kugli u trenutku njihova
prvog dodira. Radi opéeg snalazenja, naznacen je
takoder centar masa i pravac po kojem je dolazila
kugla B. Uocljiv je upadni kut 6, izmedu brzine
prije sraza U471 i crtkanog pravca. Uvazavajuéi jed-
nadzbe (6.85) i (6.87), zakljuéujemo da i brzina 42
nakon sraza ¢ini kut 0, s crtkanim pravcem. Iz slike
je zatim jasno da vrijedi

0 =m—20, (6.91)

Odmah primje¢ujemo da je ovaj rezultat po formi
identi¢an s onim iz jednadzbe (6.84), pa je komen-
tar neizbjezan. Vazno je imati na umu da odnos ku-
tova u jednadzbi (6.91) vrijedi opéenito za bilo koji
sraz kugli, neovisno o omjeru masa, kada se proma-
tra u referentnom sustavu centra masa. Za razliku
od toga, rezultat iz jednadzbe (6.84) odnosi se samo
na poseban slucaj sraza kugle s ogromnom metom
(zidom), koji se promatra u laboratorijskom sus-
tavu. Vidimo da, u odnosu na promatranje sraza
u laboratorijskom sustavu, promatranje u sustavu
centra masa donosi veliko pojednostavljenje jer is-
pada kao da je svaka kugla dozivjela sraz sa zidom.
Isti smo fenomen veé raspravili u slu¢aju centralnog
sraza u referentnom sustavu centra masa.

6.4.3 Neelastican sraz

Razmotrimo sada slucajeve sraza kugli, ili tijela
drugih oblika, nacinjena od materijala koji nije

savrSeno elastican. Deformacija, koja nastane ti-
jekom prve faze sraza, ne ispravlja se dovoljno brzo
u drugoj fazi, tako da se tijela razdvoje, tj. izgube
kontakt, i prije potpunog ispravljanja deformacije.
Zbog toga je rad unutarnjih sila, koji se pretvori u
kineticku energiju tijela, manji nego kod savrseno
elasticnog sraza. To je djelomicno neelastican sraz.

Dio potencijalne energije, stvorene prvotnom de-
formacijom tijela, ostane u tijelima nakon njihova
razdvajanja kao energija koja se zatim raspodijeli
po cijelom tijelu u obliku titranja atoma. To se na-
ziva toplinska energija jer je po svojoj prirodi ista
kao i ona koju u obliku topline dovodimo tijelu pri-
likom grijanja.

Napomena: U praksi je tesko opaziti povecanje
temperature jer se obi¢no radi o nedovoljno ve-
likoj koli¢ini energije, ali ona ipak postoji. To
je primjer zakona o¢uvanja ukupne energije.

Zgodan primjer nesavrseno elasti¢nog sraza nala-
zimo kod promatranja ¢eli¢ne kuglice koju pustimo
da slobodno pada na horizontalnu ¢eliénu podlogu.
U odbijanju od podloge, kuglica ¢e imati nesto ma-
nju brzinu nego u padu netom prije dodira pod-
loge. Stoga ¢e se kuglica podi¢i na nesto manju
visinu od one s koje smo je prvotno ispustili. Ot-
por zraka ima pritom prakticki zanemarivu ulogu.
Omjer brzina nakon sraza i uoCi njega naziva se
koeficijent restitucije. SavrSeno elastican materijal,
kod kojega bi koeficijent restitucije bio jednak jedi-
nici, predstavlja idealizaciju koje u stvarnosti nema.
Dobar celik ima koeficijent restitucije koji dosize
vrijednost blizu jedinice. U nekim Sportskim dis-
ciplinama vazno je propisati koeficijent restitucije.
Tako je npr. za loptice u golfu maksimalno dozvo-
ljen koeficijent restitucije 0,83 (u praksi se najvise
upotrebljava 0,78). U tenisu je propisan koeficijent
restitucije 0,85 za sve vrste reketa, dok je za loptice
u stolnom tenisu propisana vrijednost 0,94.

Potpuno neelastican sraz

Kao krajnju suprotnost savrseno elasticnom srazu,
imamo potpuno neelastican sraz kod kojega tijela
ostanu slijepljena nakon sraza. Postavlja se pita-
nje mozemo li primjenom zakona ocuvanja dobiti
rjeSenje za ovakav sraz.

Ponajprije moramo uvidjeti da zakon o o¢uvanju
ukupne mehanicke energije ne vrijedi kod ne-
elasticnog sraza jer se dio energije pretvara u to-
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plinsku energiju. Preostaje nam jedino zakon o
oc¢uvanju ukupne koli¢ine gibanja, koji je uvijek pri-
mjenljiv, jer se temelji na tre¢em Newtonovu za-
konu. No, i broj nepoznanica se smanji na jednu,
jer slijepljene mase nakon sraza imaju jednu brzinu,
koju zelimo odrediti.

Razmotrimo primjer potpuno neelasti¢nog sraza
putujuceg projektila i mirujuée mete, kako prika-
zuje slika 6.13.

Slika 6.13: U neelasti¢nom srazu nastanu deforma-
cije tijela koje se ne ispravljaju. Nakon sraza tijela
ostaju trajno spojena u jednu cjelinu.

Primijenimo zakon ocuvanja ukupne koli¢ine gi-
banja na stanja prije i poslije sraza

mava1 + mpvp1 = (ma +mp)v (6.92)

gdje v oznacava brzinu slijepljenog tijela nakon
sraza. Ako smatramo da je zadana brzina projek-
tila prije sraza v41, a za mirujué¢u metu uvrstimo
vp1 = 0, preostaje kao jedina nepoznanica u jed-
nadzbi (6.92) brzina v, koju je lako odrediti
YT matmp M

Zanimljivo je utvrditi koliki se dio pocetne ki-
neticke energije tijela pretvorio u toplinsku ener-
giju. Prije sraza imali smo kineticku energiju pro-
jektila

(6.93)

1
Era= 3 mAUEu

dok nakon sraza imamo kineticku energiju slijeplje-
nog tijela AB

(6.94)

2,2
MAVA1

s L (ma + mp) (6.95)

1
Exap = 3 (ma +mp)v? =

Mozemo napraviti omjer kinetickih energije prije i
poslije sraza

Exap ~ ma
Exa ma +mp

<1 (6.96)

Sasvim ocekivano, kineticka energija nakon sraza
manja je od one prije sraza, bez obzira na odabrani
omjer masa. Razlika kinetickih energija pretvorena
je u toplinu

1 mamp

=FExa—FE = 6.97
Q = Exa— Exasp S ma tmp AL (6.97)
Mozemo sada izra¢unati omjer
Q mp 1
= = 6.98
Exa ma+mp % +1 ( )

koji nam kaze koliki dio prvotne kineticke ener-
gije projektila se pretvori u toplinu. Vidimo da
se, kod naleta projektila male mase na metu ve-
like mase, gotovo cjelokupna kineticka energija pro-
jektila pretvori u toplinu. Ako poveéavamo omjer
masa m4/mp, smanjuje se udio kineticke energije
koji se pretvori u toplinu. U ekstremnom slucaju,
kada ogroman projektil udari u malenu metu, odrzi
se gotovo cjelokupna kineticka energija.

Kao svakodnevan primjer, mozemo navesti pad
nekog tijela na tlo gdje se zaustavi. Ma kako tesko
bilo to tijelo, gledajuéi iz ljudskih razmjera, cje-
lokupna kineticka energija koju ono ima uo¢i do-
dira s tlom pretvori se u toplinu jer je Zemlja ima
ogromnu masu i ne ¢e se pokrenuti uslijed tog ne-
elasti¢nog sraza.

Neelastican sraz u sustavu centra masa

Opis neelasti¢nog sraza u sustavu centra masa lako
je dobiti. U tu svrhu nadimo najprije brzinu centra
masa u odnosu na laboratorijski referentni sustav

maval + mpup . ma
ma +mp ma +mp

VoM = VAl (699)
Odmah uvidamo da se radi o istoj brzini koju smo
dobili za spojeno tijelo u jednadzbi (6.93). To je
zapravo logi¢no jer se centar masa mora nalaziti u
spojenom tijelu nakon sraza. Jednadzba (6.99) pak
kaze da se centar masa gibao tom istom brzinom
i prije sraza dok tijela nisu bila spojena. Radi se
o svojstvu centra masa kojemu se brzina ne moze
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promijeniti djelovanjem unutarnjih sila sustava ti-
jela.

Transformirajmo sada brzine iz laboratorijskog
referentnog sustava u referentni sustav u kojemu
centar masa miruje. Brzine tijela prije sraza iznose

mp
UAL = VAL — VoM = —————— Va1 (6.100)
ma+mp
mA
up) = vg1 —voy = ——————wva1 (6.101)
ma+mp

Nakon sraza imamo spojeno tijelo AB koje miruje u
sustavu centra masa, odnosno brzina mu je u = 0.
Isti rezultat dobivamo i formalnom transformaci-
jom brzine v iz laboratorijskog sustava u sustav
centra masa

u=v—voy =0 (6.102)

gdje smo uvazili jednadzbe (6.93) i (6.99). Dobi-
veni rezultat bitno se razlikuje od onoga za savrseno
elastican sraz. Kod potpuno neelasti¢nog sraza, ti-
jela imaju neke brzine prije sraza, gledano u refe-
rentnom sustavu centra masa, no brzina spojenog
tijela nakon sraza postaje nula.

Postignuti zaklju¢ak mozemo dalje iskoristiti za
energijska razmatranja u referentnom sustavu cen-
tra masa. Tijela su imala neke kineticke energije
prije sraza, a poslije sraza nema viSe kineticke ener-
gije. Prema tome, cjelokupna kineticka energija,
koja je postojala prije sraza, pretvorena je u to-
plinu

1 mamp o
VA1

(6.103)
Dobiveni rezultat za toplinu jednak je onome koji
je izracunat iz veli¢ina u laboratorijskom referent-
nom sustavu (jednadzba (6.97)). Ocekivano, iznos
topline ne ovisi o izboru referentnog sustava.

1 2 1 2
Q = smauy + -mpup; =

2 2 2 ma+mpg

6.4.4 Pogovor o srazu tijela i povijesni
osvrt na razvoj pojma energije

Moze se postaviti pitanje zasto smo posvetili toliko
prostora srazu tijela. Dio razloga lezi u tome sto
je sraz tijela jedna od ¢estih pojava, pa je vrijedno
upoznati njene zakonitosti. No prava je svrha toliko
razradenog prikazivanja svih detalja u srazu bila da
se uvjerimo u mo¢ primjene zakona o¢uvanja. Uis-
tinu je impresivno koliko smo rezultata uspjeli do-
biti pocevsi samo od jednadzbi koje sadrze zakon

oc¢uvanja ukupne energije i zakon ocuvanja ukupne
koli¢ine gibanja. Izvod istih rezultata bio bi nac¢elno
mogué primjenjujuéi izravno Newtonove zakone na
gibanje tijela, no bio bi to mnogo slozeniji postu-
pak.

U ovoj je prilici takoder zanimljivo izloziti kako je
proucavanje sraza kugli odigralo znac¢ajnu ulogu u
razvoju mehanike, te posebno u stvaranju pojma
energije u fizici. Naime, u Newtonovoj se fizici
nije spominjala energija, ni kao osnovni, a ni kao
izvedeni pojam. Medutim, gotovo istodobno s
Newtonovim radom objavljen je jedan Leibnizov
¢lanak! u kojemu se osporava vaznost Descarte-
sove koli¢ine gibanja (shvaéene u ono doba kao pro-
dukt ”velicine” tijela i iznosa brzine, bez isticanja
smjera, tj. kao skalarna veli¢ina). Descartes je,
naime, smatrao da tijelo nosi u sebi koli¢inu gi-
banja koju moze predati drugome tijelu samo u
srazu, a buduéi da se, po njegovoj opcoj filozof-
skoj misli, svi procesi u prirodi svode na mnostvo
srazova, ukupna bi koli¢ina gibanja u Svemiru mo-
rala biti konstantna. Leibniz je pak ustvrdio da
glavna veli¢ina koju u sebi nosi tijelo u gibanju,
odgovara produktu mase i kvadrata brzine tijela, te
je tu veli¢inu nazvao slikovito "vis viva” (ziva sila).
Zahvaljujué¢i upravo toj veli¢ini, smatrao je Leib-
nitz, tijelo u gibanju ima sposobnost izvesti nekakav
ucinak prilikom sraza s drugim tijelom. Leibnitz je
tako dopunio raniju Galileijevu teoriju po kojoj u
prirodi mozZe postojati "vis mortua” (mrtva sila)
kao napetost koja u odredenom trenutku moze po-
krenuti tijelo u gibanje (npr. nategnut luk za odapi-
njanje strelice, savinuta Sipka ili ploca, itd.). O¢ito
je da su Galilei i Leibnitz bili na dobru putu ka ute-
meljenju potencijalne i kineticke energije, iako pod
drugim nazivima. Medutim, razvoj dogadaja nije
iSao tako glatko.

Ragzvila se zustra znanstvena polemika, koja se
prenijelaiu 18. stoljece. Prijepori su se sveli na dva
osnovna pitanja. Prvo je bilo utvrditi koja veli¢ina
bolje predstavlja, kako su tada ¢esto govorili, ”silu
tijela u gibanju” uslijed koje tijelo u gibanju ima
sposobnost izvesti neki u¢inak na drugo tijelo prili-
kom sraza. Drugo je vazno pitanje bilo koja veli¢cina
ostaje otuvana u svim slucajevima sraza dvaju ti-
jela.

1'G. W. Leibniz, Brevis demonstratio erroris memorabi-
lis Cartesii et aliorum circa legem naturam (Kratak prikaz
pogreske slavnoga Descartesa i drugih glede prirodnoga za-
kona), Acta Eruditorum, 1686.
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Smatralo se vaznim mjeriti udubljenja koja nas-
tanu padom tvrde kuglice na podlogu od mekane
gline ili voska jer se veli¢ina tih udubljenja uzimala
kao mjera za ”silu kuglice u gibanju” tik uoci sraza.
No, zakljuéci nisu uvijek bili jednodusni zbog
razli¢itih kriterija za mjerenje veli¢ine udubljenja
(dubina na sredini, ili povrsina udubljenja, ili pak
istisnuti volumen). U detaljno promisljenim mjere-
njima, nizozemski je fizicar W. ’sGravesande utvr-
dio da dvije kuglice jednakih veli¢ina, ali razli¢itih
masa, nacine jednaka udubljenja prilikom pada
na podlogu od gline ukoliko se visine s kojih su
ispustene odnose obrnuto proporcionalno njihovim
masama. Bududi da je jos od Galileija bilo poznato
da je kvadrat brzine uoci pada tijela na tlo propor-
cionalan visini s koje je tijelo ispusteno, lako je bilo
zakljuciti da su kuglice u navedenome ’sGravesan-
deovu pokusu imale jednake produkte mzvz2 Taj
je rezultat iSao u prilog vaznosti Leibnitzove ”zive
sile” kao veli¢ine koja predstavlja moguéi ucinak
tijela u gibanju. Medutim, u drugim ’sGrave-
sandeovim pokusima izvedenima pomocu glinenih
kuglica objeSenih na njihala utvrdeno je da se u
srazu obje kuglice mogu zaustaviti, Sto znaci da se
ukupna ”ziva sila” izgubi. Tako je ustanovljeno da
”ziva sila” ipak nije univerzalno o¢uvana veli¢ina u
svim slu¢ajevima, nego samo u posebnom sluc¢aju
savrSeno elasticnog sraza koji je jos ranije bio ana-
lizirao Huygens. Konac¢no, ako se na njihala pos-
tave metalne kuglice, a na mjesto njihova sraza pos-
tavi glinena ploca, dobiva se rezultat koji kazuje da
svaka kuglica izdubi u glinenoj plo¢i jamicu koja
je proporcionalna produktu mase i kvadrata brzine
kuglice uoci sraza, no isto tako obje kuglice izgube
svoje ”zive sile”. Jedino je vektorska suma koli¢ina
gibanja ostajala u svakome slucaju ocuvana.

Tijekom navedene znanstvene rasprave u kojoj
su znacajnije sudjelovali Jean d’Alembert? i Ruder
Boskovié3, razbistrilo se da je moguée razmatrati
dva razli¢ita ucinka sile, shvaéene u Newtonovu
znacenju tog pojma. Jedno je djelovanje sile u vre-
menu FAt ko je uzrokuje promjenu koli¢ine gibanja,
a drugo je djelovanje sile na putu F.AF kojim se
promijeni veli¢ina proporcionalna kvadratu brzine.

Naziv energija (gré. energeia - ucéinak) za pro-
dukt mase i kvadrata brzine tijela prvi je upotrije-
bio Thomas Young tek pocetkom 19. stoljeca. Sre-
dinom 19. stoljec¢a predlozen je prvi put naziv ki-

2Jean d’Alembert, Traité de dynamique, Paris, 1743.
3Rogerius Boscovich, De viribus vivis, Romae, 1745.

neticka energija za veli¢inu u kojoj stoji faktor 1/2
ispred produkta mase i kvadrata brzine tijela, te
naziv potencijalna energija umjesto prijasnje ”mr-
tve sile”. Novi termini nisu bili odmah Siroko pri-
hvaéeni, pa se do kraja 19. stoljea u mnogim
udzbenicima fizike jo§ uvijek upotrebljavao izraz
”vis viva”, iako s jasnim znacenjem koje danas pri-
pisujemo kinetickoj energiji.

Pojam energije je bitno dopunjen spoznajom da
i toplina predstavlja oblik energije, a utvrdeni su i
drugi oblici energije. To je omogucilo formuliranje
opceg zakona o oCuvanju energije, koji je prihvaéen
kao jedan od temeljnih zakona fizike.



Poglavlje 7

MEHANIKA KRUTOG TIJELA

U prethodnim smo poglavljima svodili tijela na
Cestiéni model, koji je bio uveden veé u prvome po-
glavlju. Cak i kada je bilo o¢ito da se radi o nekom
realnom prostranom tijelu, smatralo se da u sva-
kom trenutku svi dijelovi tijela imaju istu brzinu,
tako da su njihove putanje jednake po obliku, pa
se zapravo mogu predstaviti jednom jedinom puta-
njom. Ako je neka sila djelovala na tijelo, presutno
se podrazumijevalo da je hvatiste sile u centru mase
tijela.

U ovome ¢emo poglavlju primijeniti sve dosad
naucene zakonitosti i metode mehanike na objekt
koji nazivamo krutim tijelom. Po definiciji, kruto
tijelo se sastoji od mnostva cestica s postojanim
medusobnim udaljenostima. To je, razumije se, ide-
alizacija jer je svako tijelo bar malo elasti¢no, tj.
razmaci medu atomima se daju malo promijeniti
pod djelovanjem vanjskih sila, no taj se efekt zane-
maruje u razmatranju mehanike krutog tijela.

7.1 Statika krutog tijela

Kada smo u prethodnim poglavljima razmatrali ti-
jelo u ¢esti¢nom modelu, sve su sile koje djeluju na
tijelo imale hvatiSte nuzno u istoj tocki, tj. tamo
gdje se nalazi ¢estica. Zbrajanje sila moglo se tada
izvr§iti izravno i tako odrediti rezultanta. Kod kru-
tog tijela, koje ima neku rasprostranjenost, situ-
acija nije tako jednostavna. Stoga nam je najprije
potrebna jedna uvodna rasprava o svojstvima kru-
tog tijela.

7.1.1 Osnovni pojmovi o krutom tijelu

Za pravilno shvacanje krutog tijela korisno je naj-
prije uvesti neke jednostavne modele i na njima
objasniti nove pojmove, a tek kasnije prijeéi na re-
alnu situaciju. Na slici 7.1 prikazan je model kru-
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tog tijela sa svega dvije Cestice koje imaju mase
m1 1 mg. Vezu medu njima odrzava idealno tanka
Sipka zanemarive mase, koja osigurava postojanost
udaljenosti medu cesticama. Slika 7.1 prikazuje
takoder i model nesto slozenijeg krutog tijela s cetiri
Cestice povezane tankim Sipkama. Lako mozemo
nadalje zamisliti jos slozenija kruta tijela koja bi se
sastojala od mnostva povezanih Cestica.

3
am, e,
“
wm
4 w?.
Slika 7.1: Modelni sustavi krutog tijela koje se

sastoji od dvije ili viSe cestica povezanih ¢vrstim
Sipkama idealno zanemarive mase.

Ukupnu masu krutog tijela dobivamo jednostav-
nim zbrajanjem masa pojedinih ¢estica

N
m = E m;
=1

Za razmatranje mehanike krutog tijela potrebno
je poznavati i njegov centar masa, koji odredujemo
na isti nacin kao i u sluc¢aju sustava medusobno ne-
vezanih cestica iz odjeljka 6.3. Najcesc¢e se kruto
tijelo razmatra u homogenom gravitacijskom polju,
koje djeluje na svaku cesticu krutog tijela kao vanj-
No, uéinak

(7.1)

ska sila proporcionalna masi Cestice.
svih vanjskih sila na sustav cestica je takav kao da
ukupna vanjska sila djeluje na ukupnu masu, koja
je smjeStena u centar masa. U ovome se slucaju
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radi o ukupnoj gravitacijskoj sili koja djeluje kao da
je cijela masa tijela koncentrirana u centru masa,
pa se ono naziva teZistem tijela. Za polozaj tezista
preuzimamo izraz za centar masa

N ,,
D=1 M T
N
D i M
Napomena: U nehomogenom gravitacijskom po-
lju teziste tijela ne mora biti u istoj tocki u
kojoj se nalazi centar masa. Dijelovi tijela koji
se nalaze u jacem gravitacijskom polju imat ¢e
veéi doprinos odredivanju polozaja tezista od
onih dijelova koji su u slabijem gravitacijskom
polju.

(7.2)

iy =

Model kontinuirane raspodjele mase

Realno se tijelo sastoji od atoma, a svakome od
njih je glavnina mase koncentrirana u jezgri. Dakle,
struktura realnog tijela je u svakom slucaju zrnata,
te je ispravno govoriti o mnostvu Cestica koje tvore
neko realno tijelo. Medutim, kod ra¢unanja mno-
gih veli¢ina zgodnije je sumu po ¢esticama zami-
jeniti nekim integralom, a za to nam je potrebna
kontinuirana funkcija unutar volumena tijela.
Slika 7.2a prikazuje neko tijelo i u njemu element
volumena AV oko neke tocke. Uzmimo da je ele-
ment AV dovoljno velik da sadrzi mnostvo atoma
ukupne mase Am. S makroskopske tocke gledista,
AV moze biti dovoljno malen da se njegov polozaj
unutar cijeloga tijela moze smatrati dovoljno dobro
odredenim. Tada definiramo lokalnu gustoéu mase

Am

P=Av (7.3)

Razmotrimo sada susjedne elemente volumena
AV i mase atoma unutar svakog od tih volumena,
te odredimo lokalne gustoée mase. Ako su elementi
volumena AV odabrani tako da budu dovoljno ma-
leni, lokalne gustoée mase u susjednim elemen-
tima volumena razlikovat ¢e se tek neznatno, pa
mozemo niz diskretnih vrijednosti zamijeniti konti-
nuiranom funkcijom p(7), koju nazivamo gustocom
mase. Tada mozemo pisati u diferencijalnoj formi

dm = p(7) dV (7.4)

Slika 7.2b prikazuje tijelo u kojem je infinitezi-
malni element mase dm na polozaju ¥ u odnosu
prema proizvoljno odabranom ishodistu O. Polozaj
tezista 7 racuna se po formuli
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Slika 7.2: (a) Tijelo unutar kojega je identifi-
ciran maleni dio volumena AV. (b) Skica za
izra¢unavanje polozaja tezista tijela u modelu kon-
tinuirane gustoce mase.

7dm 1 o
= f‘f/ e / 7 p(7) dV
Vv m m Jyv

koja je dobivena prelaskom od sume u jednadzbi
(7.2) na integral.

7 (7.5)

Napomena: Clanovi m;7; prelaze u infinitezi-
malne elemente rdm jer se masa dm nalazi
na polozaju 7, kao §to se masa m; nalazi na
polozaju 7;. Bilo bi potpuno pogresno napisati
mdr, jer bi to znacilo da se masa m pomaknula
za dr.

7.1.2 Sila kao klizni vektor u krutom
tijelu

Kod sustava nevezanih cestica, koji smo razma-
trali u odjeljku 6.3, mogli smo zamisliti da vanj-
ska sila djeluje na neku od cestica i uzrokuje pro-
mjenu njena gibanja, bez utjecaja na ostale cestice
u sustavu. Kod krutog tijela, situacija je potpuno
razlicita. Mozemo i sada zamisliti da vanjska sila



7.1. STATIKA KRUTOG TIJELA

djeluje izravno na neku od ¢estica krutog tijela, no
djelovanje te sile neminovno ima utjecaja i na sve
druge cestice u tijelu jer su medusobne udaljenosti
Cestica postojane.

Napomena: Postojanost medusobnih udaljenosti
Cestica u krutom tijelu ostvaruje se putem unu-
tarnjih sila. Kod krutog tijela zanemarujemo
malene deformacije koje mogu pritom nastati.

tette
cole

®)

i

(c)

Slika 7.3: (a) Vanjska sila F' djeluje izravno na neku
Cesticu u tijelu. Tu tocku smatramo hvatistem sile.
(b) Djelovanje sile F na tljelo mozemo uravnoteziti
drugom vanjskom sﬂom F’ koja djeluje na istu
Gesticu tijela kao isila F' . (c) Ravnoteza se postize
i kada sila F' djeluje na bilo koju drugu cesticu
na pravcu nositelju sile F jer je po definiciji krutog
tijela razmak medu ¢esticama nepromjenljiv.
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Razmotrimo detaljnije ovo pitanje. Tocka u ko-
joj izravno djeluje neka vanjska sila F naziva se
hvatiste sile. Na slici 7.3a prikazano je neko tijelo
na koje djeluje vanjska sila u proizvoljno odabra-
nom hvatistu. Postavlja se pitanje kako mozemo
uravnoteziti djelovanje ove sile.

Sigurno je da djelovanje sile F mozemo urav-
noteziti postavljanjem protusile F' = —ﬁ, koja bi
djelovala na istu cesticu tijela, tj. imala bi hvatiste
u istoj tocki. Naime, tada je legitimno zbrojiti dvije
sile, jer obje djeluju na istu ¢esticu, a rezultanta tih
sila iS¢ezava, pa nema nikakva uc¢inka. To je prika-
zano a slici 7.3b.

Medutim, ravnotezu mozemo postici i postavlja-
njem protusile F' tako da ona izravno djeluje na
neku drugu Cesticu tijela, s time da se ta cestica
nalazi negdje na pravcu nositelju sile ﬁ, kako to
prikazuje slika 7.3c. Sile FiF' nastoje razmaknuti
dvije ¢estice u kojima su im hvatista, no to im ne
uspljeva jer se radi o krutom tijelu. Prema tome,
sila F' ée imati isti u¢inak kao i u slucaju na slici
7.3b.

Lako je zakljuciti da i silu F mozemo pomicati
slobodno duz njena pravca nositelja, a ucinak na
tijelo ¢e ostati neizmijenjen. Zbog tog svojstva
kazemo da je vanjska sila na kruto tijelo klizni vek-
tor.

Moment sile na kruto tijelo

Razmotrimo jo$ i moment vanjske sile F' s obzirom
na proizvoljnu tocku O, kako prikazuje slika 7.4a.
Hvatiste sile nalazi se na udaljenosti 7 od tocke O,
pa je moment sile M = 7 x F. Smjer momenta sile
je okomit na ravninu u kojoj leze vektori 7 i ﬁ, a
odreduje se pravilom desne ruke. Za iznos momenta
sile imamo

M =Frsinf=Fd (7.6)

gdje je 0 kut izmedu vektora 7 i ﬁ, a d je najkraca
udaljenost tocke O od pravca nositelja sile, koja se
obi¢no naziva krak sile. Iz slike je vidljivo da se,
pomicanjem sile F duz pravca nositelja, mijenjaju
r i 6, ali se ne mijenja d = rsinf, pa se ne mije-
nja ni iznos momenta sile, a ne mijenja se ni njegov
smjer. Prema tome, sila ima svojstvo kliznog vek-
tora u krutom tijelu i u pogledu zadrzavanja neizmi-
jenjenog momenta sile s obzirom na neku odabranu
tocku.
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(b)

Slika 7.4: (a) Moment vanjske sile F' s obzirom na
proizvoljno odabranu tocku O. (b) Jedna te ista sila
stvara razliéite momente oko razli¢itih odabranih

n

tocaka, npr. O, 0" i O

Kako mozZemo opaziti ucinak momenta
sile s obzirom na neku tocku?

Zamislimo da je kruto tijelo u¢vrséeno u tocki O.
Tada moment sile s obzirom na tu tocku izrazava
nastojanje sile da zakrene tijelo oko nje.

Jedna te ista sila ima razli¢ite momente s obzirom
na razli¢ite tocke. Slika 7.4b prikazuje silu F i tri
razlicite tocke O', 0" 1 0. Zbog razlicitih krakova,
momenti sila se razlikuju Fd' # Fd", dok moment
sile s obzirom na tocku O is¢ezava, jer se ta tocka
nalazi na pravcu nositelju sile, pa je d” = 0.

Ovo nas razmatranje uci da silu smijemo pomi-
cati po njenu pravcu nositelju, ali je nikako ne smi-
jemo translatirati na neki drugi paralelan pravac,
buduéi da se time promijeni moment sile u odnosu
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na istu odabranu tocku. To vrijedi za svaku tocku
koju bismo proizvoljno odabrali za odredivanje mo-
menta sile.

Razmotrimo sada pitanje uspostave ravnoteze u
pogledu zakretanja tljela U tu svrhu, moguée je
postaviti protusilu F' = —F na istome > praveu no-
sitelju, tako da stvara moment sile M' = —M.
Momenti sila nastoje jednako zakrenuti tijelo na su-
protne strane, pa se njihova djelovanja ponistavaju
i tijelo ostaje u ravnotezi. Uvjet ravnoteze je u
ovome slucaju ispunjen s obzirom na zakretanje oko
bilo koje tocke.

Napomena: Postavljanjem druge sile na neki
drugi pravac nositelj, moglo bi se takoder
posti¢i poniStavanje momenata sila s obzirom
na odabranu tocku u tijelu, ali to ne bi vrije-
dilo za sve druge tocke u tijelu. Time se ne
bi postigla opéa ravnoteza. O tome e jos biti
rije¢i u ovome odjeljku.

7.1.3 Zbrajanje sila koje djeluju na
kruto tijelo

Podimo od prikaza na slici 7.5a gdje se vide dvije
sile Fy i Fb, koje djeluju u razli¢itim hvatistima na
nekom tijelu. Postavlja se pitanje mozemo li dje-
lovanje tih dviju sila zamijeniti jednom jedinom si-
lom, koja bi imala isti u¢inak na kruto tijelo kao sto
ga daju dvije sile. Problem nije tako jednostavan
da bismo mogli samo primijeniti poznato pravilo
o zbrajanju vektora. Potrebno je to¢no odrediti i
pravac nositelj rezultante jer u protivnom uc¢inak na
kruto tijelo ne bi bio isti kao Sto to daju pocetne
dvije sile.

Posluzimo se svojstvom kliznog vektora za sile u
krutom tijelu tako da im hvatista dovedemo u tocku
gdje se sijeku dva pravca nositelja (slika 7.5a). Tada
mozemo rec¢i da obje sile djeluju na istu ¢esticu kru-
toga tijela, pa ih mozemo vektorski zbrojiti. Time
smo nedvosmlsleno dobili i pravac nositelj rezul—
tantne sile F. Nakon toga, mozemo rezultantu F
pomicati po njenom pravcu nositelju u razna druga
hvatista, bez promjene ucinka na kruto tijelo.

Napomena: SjeciSte pravaca nositelja sila FiiF
moze se nalaziti i izvan volumena tijela. For-
malno izvedemo vektorsko zbrajanje sila u toj
tocki, te zatim pomaknemo rezultantu duz nje-
nog pravca nositelja tako da hvatiste bude na
nekoj od tocaka unutar prostiranja tijela.
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AT
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Slika 7.5: (a) Postupak odredivanja rezultante
dviju sila koje djeluju na kruto tijelo. Rezultanta
ima utvrden iznos i smjer, te pravac nositelj na ko-
jem djeluje. Ucinak rezultante na kruto tijelo moze
u potpunosti zamijeniti zajednicki uc¢inak dviju iz-
vornih sila. (b) Moment rezultante dviju sila oko
bilo koje odabrane tocke O jednak je zbroju mome-
nata izvornih sila oko iste tocke.

Razmotrimo i pitanje ekvivalentnosti momenata
sila s obzirom na neku proizvoljnu tocku O. Na
slici 7.5b prikazane su sile ﬁl i ﬁ27 te rezultanta ﬁ,
sve s hvatistem u istoj tocki na udaljenosti 7 od O.
Lako je utvrditi da vrijedi

—

+ 7 x Fy

el

M1+M2: X

=

7 X (ﬁl + ﬁz)
x F=M (7.7)

=

Moment rezultantne sile oko proizvoljne tocke O
jednak je zbroju momenata dviju sila oko iste tocke.
Drugim rijecima, kada bi kruto tijelo bilo u¢vrséeno
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u tocki O, rezultantna sila F imala bi isti uéinak na
zakretanje krutog tijela kao i sile FiiF zajedno.
Ako imamo vise sila ﬁl, ﬁg, ﬁg, .. Fy,
mozemo ih postupno zbrajati (ﬁ1+ﬁ2)+ﬁ3, zatim
(ﬁl +ﬁ2+ﬁ3)+ﬁ4, itd. Ovaj postupak mozemo pro-
vesti do kraja ako sile koje zbrajamo nisu para-
lelne, pa uvijek mozemo nadi sjeciste pravaca no-
sitelja. Rezultat je jedna jedina sila ﬁ, koja ima
jednoznaéno odreden iznos i pravac nositelj.

Kako rijesiti problem kada su sile para-
lelne?

Analizirajmo zbroj dviju sila Fy i F5, koje imaju
stalne iznose, ali ih mozemo zakretati tako da kut
medu njima postaje sve manji. SjeciSte pravaca
nositelja se sve vise udaljava, a iznos rezultante F
tezi prema zbroju iznosa FiiF. U grani¢nom
slu¢aju, dobivamo potpuno paralelne sile za koje
oc¢ito mora vrijediti to¢no

gdje smo sile napisali kao algebarske veli¢ine podra-
zumijevajuéi dogovorno da je pozitivan smjer onaj
duz kojega je polozen vektor sile Fi. Iznos rezul-
tante smo lako dobili, no problem je kako odrediti
pravac nositelj rezultante u situaciji u kojoj nema
sjeciSta pravaca nositelja dviju sila.

Posluzimo se u tu svrhu pravilom po kojemu mo-
ment rezultantne sile F' mora dati po svemu jednak
ucinak na kruto tijelo kao Sto ga daju dvije sile
F i ﬁg zajedno. Odaberimo uévrséenu tocku O u
ravnini koju odreduju sile Fy i I:"g, kako pokazuje
slika 7.6a. Najkrace udaljenosti tocke O od pra-
vaca nositelja tih sila iznose d; i ds. U danom raz-
mjestaju, obje sile nastoje zakrenuti tijelo oko tocke
O u istome smjeru, pa se isto o¢ekuje i od rezul-
tante. Udaljenost d pravca nositelja rezultante od
iste tocke O mozemo izracunati uvazavajuéi uvjet

M:M1+M2 — Fd= Fidi + Fyds (79)
gdje i krakove sila uzimamo kao algebarske veli¢ine
smatraju¢i dogovorno da je pozitivan smjer od
tocke O prema pravcu nositelju sile ﬁl.

Napomena: Izborom pozitivhog smjera za alge-
barsko ra¢unanje sile i pozitivnog smjera za al-
gebarsko racunanje kraka sile, utvrdili smo za-
pravo pozitivan smjer za algebarsko rac¢unanje
momenta sile.
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1z jednadzbi (7.8) i (7.9) nalazimo rezultat

_ Fidy + Fady
i+ F

Pravac nositelj rezultantne sile lezi izmedu dviju
sila i to blize onoj sili koja je po iznosu veéa. Ako
npr. zamlshmo da se sila Fb smanJuJe prema nuli,
rezultanta F primice se sili Fi. To se moze utvr-
diti i uvidom u jednadzbu (7.10), gdje za F» — 0
dobivamo d — d;.

(7.10)

Slika 7.6: (a) Rezultanta dviju paralelnih sila istoga
smjera lezi na pravcu nositelju izmedu tih dviju sila,
blize onoj koja je ve¢a po iznosu. Tocan polozaj
pravca nositelja odreduje se iz uvjeta jednakosti
momenata sila oko proizvoljno odabrane tocke O.
(b) Rezultanta dviju antiparalelnih sila lezi izvan
pojasa koji omeduju te sile i to s one strane gdje je
veca od dviju sila.
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Napomena: U odredivanju pravca nositelja rezul-
tante odabrali smo proizvoljno tocku O. Alge-
barske vrijednosti di, d2 i d mogu se promi-
jeniti ako odaberemo neku drugu tocku s ob-
zirom na koju ¢emo odredivati momente sila,
no dobiveni polozaj pravca no&teha u odnosu
prema pravcima nositeljima sila Fy i Fy ne ¢e
se promijeniti.

Ako zamislimo da sila Fh promijeni smjer tako
da nastanu dvije antiparalelne sile (slika 7.6b),
mozemo u prethodnim formulama samo uzeti vri-
jednosti F5 < 0. Da bismo mogli bolje pratiti nas-

talu situaciju, prikladno je pisati Fo = —|F|, tako
da prethodne formule postaju
F =F - |B) (7.11)
Fidy — |Fy|ds
d= ——F—7— 7.12

Pravac nositelj rezultante F , sada je izvan pojasa
koji je omeden pravcima nositeljima sila FiiFito
s one strane gdje je veca po iznosu sila. U to se lako
uvjeriti ako totku O postavimo na pravac nositelj
sile l*:"z, tako da je do = 0. Ako je F} > |F| dobiva
se d > dy. To je lako razumjeti jer je rezultanta
po iznosu manja (F' < F}), pa mora djelovati na
ve¢em kraku da bi stvorila isti moment sile kao sila
Fy koja djeluje na manjem kraku. Sila F ne daje
moment sile u ovome odabiru tocke O.

U slucaju F} < |F3|, imamo d < 0, tj. pravac
nositelj rezultante nalazi se u odnosu prema tocki
O na suprotnoj strani od sile F.

7.1.4 Par sila

Nastavimo prethodno razmatranje antiparalelnih
sila By i ﬁg, s time da iznos druge sile mije-
njamo tako da postaje sve blizi iznosu prve sile
(|F2] — Fi). Prema jednadzbi (7.11), iznos re-
zultante isCezava (F' — 0), dok se prema jed-
nadzbi (7.12) pravac nositelj rezultante udaljava u
beskonacnost (d — 00).

U grani¢nom slucaju (|Fy| = Fi), imamo dvije
antiparalelne sile to¢no jednakih iznosa, koje dje-
luju na paralelnim pravcima nositeljima. Takav
sustav nazivamo par sila ili spreg. Rezultanta para
sila trebala bi imati iS¢ezavajuéi iznos, a pravac no-
sitelj bi morao biti u beskonaé¢nosti. To nije realno
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ostvariva sila, pa kazemo da se par sila ne moze
nadomjestiti jednom jedinom rezultantnom silom.

Jedini uc¢inak para sila na kruto tijelo ocituje
se u momentu sile. Na slici 7.7a prikazan je par
sila FF'i —F na paralelnim pravcima nositeljima,
medusobno udaljenim za D. U odnosu prema pro-
izvoljno odabranoj tocki O, svaka od sila stvara mo-
ment sile. Oni su suprotnih smjerova, a iznosi im se
razlikuju jer su krakovi sila nejednaki. Za moment
para sila dobivamo u algebarskom zapisu

Slika 7.7: (a) Dvije antiparalelne sile jednakih iz-
nosa na medusobno razmaknutim pravcima nosi-
teljima nazivamo parom sila. Moment odredenog
para sila jednak je s obzirom na bilo koju tocku. (b)
Djelovanje para sila na kruto tijelo moze se urav-
noteziti jedino nekim drugim parom sila koji ima
jednak po iznosu i suprotan po smjeru moment sila.
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M =Fdy —Fdy=F (di —de)=FD (7.13)
Moment para sila jednak je produktu iznosa (jedne)
sile i medusobnog razmaka pravaca nositelja dviju
sila.

Vidimo da moment para sila ne ovisi o izboru
tocke O. To znaci da ¢e dani par sila jednako nas-
tojati zakrenuti kruto tijelo oko bilo koje ucvrséene
tocke.

Mozemo li ipak necim nadomjestiti dani
par sila?

Vidjeli smo da par sila ne mozemo nadomjestiti
nekom rezultantnom silom, ali je moguée nadomjes-
titi ga drugim parom sila koji ima isti moment. To
je prikazano na slici 7.7b. Sile F'i—F razmak-
nute na udaljenost D’ ¢ine nadomjesni par sila ako
je zadovoljen uvjet

F'D'=FD (7.14)

Provedeno razmatranje relevantno je i =za
moguénost uspostave ravnoteze kod djelovanja ne-
kog para sila na kruto tijelo. Ravnotezu ne mozemo
uspostaviti jednom protusilom, nego je za to potre-
ban neki drugi par sila, kojemu je moment jednak
po iznosu, ali suprotnog smjera od momenta prvog
para sila.

7.1.5 Uvjeti ravnoteze krutog tijela

Da bi kruto tijelo bilo u ravnotezi, moraju biti is-
punjena dva uvjeta. Prvi je uvjet da suma svih
vanjskih sila, koje djeluju na tijelo, mora iS¢ezavati

A

Drugi uvjet kaze da suma svih momenata sila,
koje djeluju na tijelo, mora iScezavati

> M=0
k

Prema potrebi, sile i momente sila mozemo ras-
tavljati na komponente u povoljno odabranom ko-
ordinatnom sustavu. Tada uvjete ravnoteze zapi-
sujemo za komponente duz svake od osi zasebno.

(7.15)

(7.16)
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Ravnoteza objesenog tijela

Svakodnevno mozemo uociti poneko tijelo objeseno
o neki klin ili kuku. Kada tijelo miruje, postignuta
je ravnoteza, no ako ga zakrenemo oko objesiSta
i zatim pustimo, ono ¢e se vracati u polozaj rav-
noteze. Razmotrimo to pitanje kod tijela prikaza-
nog na slici 7.8. Na tijelo uvijek djeluju dvije vanj-
ske sile. Jedna od njih je gravitacijska sila ﬁg kojom
Zemlja privlaci tijelo. Kako smo ranije obrazlagali,
hvatiste te sile je u tezistu tijela. Druga sila Fo je
ona kojom klin u objesistu djeluje na tijelo prema
gore.

Napomena: Za svaku od tih sila postoji sila re-
akcije. To su sile kojom objeseno tijelo djeluje
na Zemlju, odnosno na klin. Njih ovdje ne raz-
matramo jer o njima ne ovisi ravnoteza tijela
koja nas sada interesira.

3
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Slika 7.8: (a) Objeseno tijelo nalazi se u polozaju
stabilne ravnoteze kada je teziSte vertikalno ispod
objesista. (b) Kada je objeseno tijelo otklonjeno od
polozaja stabilne ravnoteze, javlja se moment para
sila koji ga nastoji zakrenuti prema polozaju sta-
bilne ravnoteze. (c) Kada se teziste tijela dovede
tocno iznad objesista, nema momenta sila na tijelo,
no radi se o labilnoj ravnotezi. Kod i najmanjeg ot-
klona od tog polozaja nastaje moment sile koji nas-
toji zakrenuti tijelo dalje od polozaja labilne rav-
noteze u smjeru prema polozaju stabilne ravnoteze.
(d) Kada je tijelo objeSeno u samome tezistu, ono se
nalazi u indiferentnoj ravnotezi jer moment sile na
tijelo iscezava u bilo kojoj od mogucih orijentacija
tijela.

Kada se teziste tijela nalazi to¢no ispod objesista,
tijelo je u ravnotezi (slika 7.8a). Tada moraju biti
ispunjena oba uvjeta ravnoteze. Ako nam je poz-
nata masa tijela, mozemo izracunati F; = mg, a
sila objesista na tijelo mora biti po iznosu Fp = Fy,
kako bi bio zadovoljen prvi uvjet ravnoteze. Drugi
uvjet ravnoteze je ispunjen time Sto pravac nosi-
telj svake od sila prolazi kroz tocku O, pa moment
sile i8¢ezava. Alternativno bismo mogli sile ﬁg i ﬁo
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tretirati kao par sila, te utvrditi da moment para
sila iS¢ezava jer se obje sile nalaze na istome pravcu
nositelju.

Ako zakrenemo tijelo oko objesista, teziste vise
nije vertikalno ispod njega, pa nema ravnoteze
(slika 7.8b). Razumije se, ako bismo zeljeli zadrzati
tijelo u takvome polozaju, morali bismo na tijelo
djelovati jos jednom vanjskom silom (nije prika-
zana na slici 7.8b). U trenutku otpustanja tijela,
na njega djeluju samo sile ﬁg i Fp prikazane na slici
7.8b. One zadovoljavaju prvi uvjet ravnoteze, ali ne
i drugi. Moment sile ﬁg oko tocke O zakrece tijelo
prema polozaju ravnoteze. Alternativno mozemo
uzeti sile ﬁg i ﬁo kao par sila, pa re¢i da moment
tog para sila zakrece tijelo.

Napomena: Nakon trenutka otpustanja, kada ti-
jelo stekne neku trenutnu brzinu rotacije, po-
trebna je odgovarajuca centripetalna sila ko-
jom klin u objesistu djeluje na tijelo suprotno
od smjera u kojem se nalazi teziste. Tu silu
treba dodati sili Fp prikazanoj na slici 7.8b.
O rotaciji tijela oko u¢vrséene osi bit ¢e govora
detaljnije u sljede¢em odjeljku.

Zakrenemo li tijelo tako da mu teziste dode tocno
iznad objesista, nastaje ponovo ravnoteza (slika
7.8¢c) jer su ispunjena oba uvjeta. No, postoji
bitna razlika izmedu polozaja ravnoteze na slikama
7.8a i ¢. Napravi li se bilo koji, pa i najmanji,
otklon od nekog od polozaja ravnoteze, nastaje
moment sile Fg koji zakreée tijelo uvijek prema
onome polozaju ravnoteze u kojemu je teziste is-
pod objesista. Zato kazemo da je u tome polozaju
ostvarena stabilna ravnoteza(slika 7.8a). Polozaj u
kojemu je pak teziste iznad objesista predstavlja la-
bilnu ravnotezu. Tijelo u njemu moze opstati samo
kada je savrSeno postavljeno, a to je u praksi gotovo
nemoguce.

Postoji i indiferentna ravnoteza kada tijelo moze
biti zakrenuto oko klina za bilo koji kut i os-
taje u tom polozaju jer nema razlike medu raznim
polozajima. Naime, svaki od tih polozaja predstav-
lja ravnotezu. To se postize kada je objesiste toéno
u tezistu tijela, kako prikazuje slika 7.8d. Sile F, i
Fo djeluju trajno u istoj tocki tijela, a rezultanta
tih sila iSCezava, pa su ostvarena oba uvjeta rav-
noteze.
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Ravnoteza tijela na horizontalnoj podlozi

Kada se tijelo nalazi na horizontalnoj podlozi, nje-
govo je teziSte uvijek iznad uporiSta, pa se pos-
tavlja pitanje ravnoteze. Tijelo nepravilna oblika
moze imati viSe razli¢itih nacina ostvarivanja sta-
bilne ravnoteze, tj. one u koju se tijelo vraca
nakom malenog otklona. U svakome od stabil-
nih ravnoteznih polozaja, tijelo ostvaruje barem
tri kontakta (uporista) s horizontalnom podlogom.
Teziste tijela nalazi se negdje iznad povrSine tro-
kuta koje ¢ine tri uporista. Ako uspijemo zakrenuti
tijelo oko spojnice dvaju uporista tako da teziste
tijela dode to¢no iznad te linije, nastaje labilna
Dovoljan je samo maleni otklon od
polozaja labilne ravnoteze da tijelo poCne padati
prema prijasnjem, ili nekom drugom polozaju sta-
bilne ravnoteze.

ravnoteza.

Kugla na horizontalnoj podlozi. Na slici 7.9a
prikazana je homogena kugla kojoj je teziSte u nje-
nom geometrijskom sredistu. Na kuglu djeluje gra-
vitacijska sila ﬁg s hvatistem u tezistu i sila nor-
malne reakcije podloge N s hvatistem u dodirnoj
tocki kugle s podlogom. One su jednakog iznosa,
ali suprotnih smjerova na istome pravcu nositelju.
Stoga su ostvarena oba uvjeta ravnoteze.

Ako malo otkotrljamo kuglu u nekom smjeru,
promijeni se dodirna tocka kugle s podlogom (slika
7.9a), no teziste se opet nalazi iznad dodirne tocke,
pa je stalno ispunjen uvjet ravnoteze. To znaci da
je kugla na horizontalnoj podlozi u indiferentnoj
ravnotezi.

Mozemo primijetiti da se kod kotrljanja kugle do-
dirna tocka pomice na horizontalnoj podlozi za isti
iznos kao i teziste iznad nje. Razlog tome lezi u ge-
ometrijskom odnosu po kojemu je udaljenost tezista
od dodirne tocke jednaka radijusu zakrivljenosti ku-
gline plohe na kojoj se ostvaruje dodir s podlogom.

Jajoliko tijelo na horizontalnoj podlozi. Is-
kustveno je poznato da se stabilna ravnoteza jajo-
likog tijela ostvaruje u polozaju koji prikazuje slika
7.9b. Razlog lezi u tome Sto je udaljenost tezista
od dodirne tocke manja od radijusa zakrivljenosti
povrsine jajolikog tijela u okolini dodirne tocke,
tako da se kod malenog nagiba tijela dodirna tocka
na horizontalnoj podlozi pomakne vise nego §to se
pomakne teziste tijela. Stoga sila F, y stvara moment



218

sile oko dodirne tocke u smjeru koji odgovara po-
vratku jajolikog tijela u stanje stabilne ravnoteze.

Ako pak postavimo jajoliko tijelo kao na slici

-
> <—
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///-P//////»P’;/ 77
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Slika 7.9: (a) Homogena kugla na horizontalnoj
podlozi nalazi se uvijek u polozaju indiferentne
ravnoteze jer je teziSte uvijek toc¢no iznad do-
dirne tocke s podlogom, pa moment sile na kuglu
iscezava. (b) Jajoliko tijelo ima polozaj stabilne
ravnoteze u kojemu je radijus zakrivljenosti lokane
dodirne plohe veéi od udaljenosti tezista od dodirne
tocke. (c) U polozaju labilne ravnoteze jajolikog
tijela radijus zakrivljenosti lokalne dodirne plohe
manji je od udaljenosti tezista od dodirne tocke.

POGLAVLJE 7. MEHANIKA KRUTOG TIJELA

7.9c, ostvarena je labilna ravnoteza, koja nam je
takoder iskustveno poznata. U tom je slucaju
tezisSte udaljenije od dodirne tocke, nego Sto iznosi
radijus zakrivljenosti jajolikog tijela u okolini do-
dirne tocke. Stoga se kod zakretanja tijela teziste
pomakne vise nego dodirna tocka, pa sila ﬁg stvara
moment koji dalje zakreée tijelo prema polozaju
stabilne ravnoteze.

Ravnoteza na sferno udubljenoj podlozi

Dobro je poznato da ¢e se kuglica, postavljena
na sferno udubljenu podlogu, otkotrljati prema
najnizoj tocki. Moment sile koji pokrece to gibanje
moze se analizirati na nacin kao u prethodnim pri-
mjerima. Takoder je moguce analizirati slucajeve
jajolikog tijela na takvoj podlozi, no time se ne
¢emo dalje baviti.

Ravnoteza u jednostavnim konstrukcijama

Sastavne  dijelove  jednostavnih  konstrukcija
mozemo ponekad smatrati krutim tijelima, te
primijeniti uvjete ravnoteze da bismo odredili
nepoznate sile. Kroz dva primjera pokazat ¢emo
kako se prakti¢no primjenjuju uvjeti ravnoteze.

Greda s teretom na potpornju. Slika 7.10a
prikazuje horizontalnu gredu mase m i duljine D
polozenu na krajevima na dva potpornja. Greda je
optere¢ena utegom mase M postavljenim na uda-
lienosti D" od lijevog kraja. Postavlja se pitanje
kolika su optere¢enja na potpornjima, odnosno ko-
like su sile F; i F5 na slici 7.10a.

Ponajprije moramo razabrati na koje bi tijelo bilo
povoljno primijeniti uvjete ravnoteze da bismo do-
bili odgovor na postavljeno pitanje. Uvidom u sliku
7.10a nalazimo da je greda jedino tijelo koje pove-
zuje nepoznate sile F; i Fy s ostalim poznatim si-
lama. Primjenjujuéi prvi uvjet ravnoteze na gredu,
dobivamo

Fi+ F,=mg+ Mg (7.17)

gdje smo silu kojom teret djeluje na gredu oznacili
kao Mg. Izvorno se radi o sili kojom Zemlja privlaci
teret, no kada teret miruje na gredi, onda on djeluje
na gredu jednakom silom.

Kada primjenjujemo drugi uvjet ravnoteze, mo-
ramo odabrati povoljnu tocku s obzirom na koju
¢emo racunati momente sila. U ovome slucaju
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Slika 7.10: (a) Ravnoteza optereene grede na
krajnjim potpornjima. (b) Ravnoteza grede koju
odrava nosivi stup i napeto ¢elicno uze.

zgodno je odabrati jedno od uporista grede tako da
sila koja djeluje u tome uporistu ne daje moment
sile. Za izbor lijevog uporista, imamo

D /
D = mg~ + MgD (7.18)
Ovo je jednadzba s jednom nepoznanicom Fj,
koju mozemo odmah odrediti. Drugu nepoznanicu
mozemo odrediti uvrstavanjem razultata za Fb u

jednadzbu (7.17).

Greda na stupu s ¢elicnim uzetom. U dru-
gom primjeru na slici 7.10b, potrebno je odrediti
napetost Celicnog uzeta koje ide od vrha stupa do
kraja grede. Poznata je masa m grede i kut 6 sto ga
Celi¢no uze ¢ini s horizontalnom gredom. Greda je
drugim krajem ucvrscena za stup tako da on djeluje
na gredu nekom silom, koju pak mozemo rastaviti
na horizontalnu komponentu ﬁl i vertikalnu kom-
ponentu ﬁg. Prvi uvjet ravnoteze primjenjujemo
zasebno na horizontalne i vertikalne komponente

svih sila koje djeluju na gredu

Fy = F3cosf (7.19)
mg = Fy + F3sin6 (7.20)

Za primjenu drugog uvjeta ravnoteze, povoljno je
odabrati tocku gdje je horizontalna greda uc¢vrséena
za stup

D
mgo = (F3sinf) D

Iz ovog uvjeta neposredno mozemo odrediti silu F3
koja predstavlja napetost celicnog uzeta

(7.21)

__mg
~ 2siné
Vidimo da nam za odredivanje napetosti uzeta nije
bilo potrebno poznavati silu kojom stup djeluje na
horizontalnu gredu. No ako zelimo, mozemo iz jed-
nadzbi (7.19) i (7.20) odrediti obje komponente Fy
i Fy.

Fy (7.22)

7.2 Rotacija krutog tijela
oko nepomicne osi

Iskustveno nam je poznato da tijelo, opéenito ne-
pravilnog oblika, moze rotirati oko proizvoljno za-
dane osi ukoliko je ona nekako uévrséena. Razmo-
trimo ovo pitanje malo detaljnije da bismo spoznali
¢emu zapravo sluzi ucvrséenje osi, te kakve se sile
tu javljaju. U pocetku ne ¢emo uzimati u obzir gra-
vitacijsku silu na kruto tijelo nego samo sile vezane
uz samu rotaciju, a kasnije ¢emo razmotriti i ué¢inak
gravitacijske sile.

7.2.1 Uvjeti rotacije oko nepomicne osi

Krenimo od jednostavnog modela krutog tijela, ko-
jemu je prakticki sva masa koncentrirana u ma-
lenoj kugli, a ona je pak vezana krutim Sipkama
zanemarive mase na tanku osovinu, takoder zane-
marive mase (slika 7.11). Da bi os rotacije bila
nepomi¢éna u prostoru, potrebna su barem dva
ucvrséena lezista za osovinu. U svrhu dokaziva-
nja ove tvrdnje, pretpostavimo da takvo kruto ti-
jelo rotira oko osi konstantnom kutnom brzinom w.
Lako uocavamo da rotaciju ovoga modelnog kru-
tog tijela mozemo svesti na kruzno gibanje kuglice
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mase m, buduéi da su mase Sipki zanemarive. Pri-
mijenimo stoga znanje steceno u odjeljku 2.5 koje
nam kaze da je za odrzavanje kruznog gibanja po-
trebna centripetalna sila ﬁc, kako je naznaceno na
slici 7.11. Ona dolazi od djelovanja konstrukcije
osovine i dviju krutih Sipki na kuglicu.

Slika 7.11: Rotacija modelnog krutog tijela koje se
sastoji od jedne cestice mase m povezane idealnim
krutim Sipkama i osovinom bez mase. Potrebna
centripetalna sila F. na ¢esticu dolazi (posredno)
od djelovanja lezista silama Fy i F, na osovinu.

Prema treéemu Newtonovu zakonu, kuglica dje-
luje (posredno preko §ipki) silom —F. na osovinu.
Sa stajaliSta osovine, to je vanjska sila koja mora
biti uravnotezena kako se osovina ne bi mogla po-
micati u prostoru. Iz slike 7.11 je vidljivo da se
uravnotezenje postize djelovanjem leziSta na oso-
vinu (sile F} i F). Da bismo dobili iznose tih sila,
mozemo postaviti uvjete ravnoteze na osovinu kao
zasebno tijelo. Prvi uvjet ravnoteze daje

Fi+F —F. =0 (723)

dok za drugi uvjet ravnoteze mozemo uzimati mo-
mente sila npr. oko donjeg lezista osovine

F.D' —F,D=0 (7.24)

gdje je s D' oznacena udaljenost od donjeg lezista
do sredista kruznice po kojoj se giba kuglica, dok

POGLAVLJE 7. MEHANIKA KRUTOG TIJELA

je udaljenost dvaju lezista D. Tim dvjema jed-
nadzbama potpuno su odredene dvije sile FiiF
u lezistima. Evidentno je da sile ﬁl i ﬁg rotiraju
kako rotira i kuglica. Time se optereéenje leziSta
premijesta kruzno.

7.2.2 Rotacija realnog krutog tijela

Realno kruto tijelo sastoji se od mnostva Cestica.
Kod njegove rotacije oko ucvrsSéene osi, sve se
Cestice gibaju kruzno jednom te istom (trenutnom)
kutnom brzinom. SrediSta svih kruznica nalaze se
na osi rotacije. Slika 7.12 prikazuje neko realno
kruto tijelo i nekoliko naznacenih cestica u njemu.
Udaljenost cestice mase m; od osi rotacije predstav-
lja radijus kruznice R;.

Kod razmatranja dinamike kruznog gibanja
¢estice u odjeljku 2.5, naucili smo da je, kod rota-
cije oko zadane osi, relevantna veli¢ina komponenta
kutne koli¢ine gibanja duz osi rotacije. Ovdje to
primjenjujemo na skup svih cestica koje ¢ine kruto
tijelo, pa piSemo

L.=La+La+..=)Y L (7.25)
7

gdje smo os z koordinatnog sustava postavili duz

Slika 7.12:

ucvrséene osi.

Rotacija realnog krutog tijela oko
Kao primjer su naznacCene neke
Cestice u tijelu i pripadni radijusi kruznica po ko-
jima se gibaju tijekom rotacije tijela oko zadane osi.
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osi rotacije tijela. Pozivajuéi se opet na rezultate iz
odjeljka 2.5, kutna koli¢ina gibanja ¢-te estice oko
osi z iznosi L,; = miR?w, pa za kruto tijelo imamo

L. = mlR% w + ngg w...
= (MR} + maoR3 +...) w=IL w (7.26)

gdje izraz

L=> mR (7.27)
1

predstavlja moment inercije krutog tijela oko osi z.
Valja imati na umu da se ovako izraCunat moment
inercije tijela odnosi samo na tu os. Ako bismo
kao os rotacije uzeli neki drugi paralalan pravac,
udaljenosti R; imale bi druge vrijednosti i rezultat
za moment inercije bio bi drugaéiji. O tome ¢e jos
biti rijeci nesto kasnije.

Mozemo takoder izracunati kineticku energiju ro-
tacije krutog tijela jednostavnim zbrajanjem ki-
netickih energija pojedinih cestica

1 o 1 2
Ex = Z 5 mivi =5 ILw (7.28)
(2
gdje smo uvazili poznati odnos v; = R; w i relaciju
(7.27). Vidimo da moment inercije I, ima kod ro-
tacije krutog tijela analognu ulogu kao masa m kod
translacijskog gibanja.

7.2.3 Izracun momenta inercije za neka
simetricna tijela

Za izracunavanje momenta inercije krutog tijela oko
neke osi, pogodno je preuzeti model kontinuirane
raspodjele mase koji smo uveli u odjeljku 7.1, te
prije¢i od sume u jednadzbi (7.27) na integral po
volumenu krutog tijela

I = / R%dm = / R2p(7) dV
14 14

Napomena: Valja pripaziti da se za R uvijek
uzme udaljenost elementa mase dm od osi ro-
tacije, a ne od neke fiksne tocke.

(7.29)

Izraz (7.29) je lako primijeniti na homogena ti-
jela u kojima je p(7) = p = konst. Kao primjer,
provest ¢emo racun za nekoliko jednostavnih sime-
tricnih tijela s time da os rotacije postavimo tako
da prolazi kroz teziste krutog tijela, te da ima smjer
osi simetrije tijela.

Tanak prsten. Podrazumijevamo da je prsten
tanak ako mu je debljina mnogo manja od radijusa
R (slika 7.13a). Moment inercije oko osi simetrije
kroz teziSte iznosi

Izz/1~22dm=R2/dm:mR2
1% 1%

gdje smo R? mogli staviti ispred znaka integrala jer
su svi elementi mase dm jednako udaljeni od oda-
brane osi rotacije. Uoctavamo da je moment inercije
tankog prstena jednak kao da se radi o kruznom gi-
banju Cestice s koncentriranom masom m na uda-
ljenosti R od sredista kruznice.

(7.30)

Slika 7.13: (a) Skica za izra¢unavanje momenta
inercije tankog prstena pri rotaciji oko osi simetrije.
(b) Tanka cijev koja rotira oko svoje osi simetrije.
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Tanka cijev. Za tanku cijev (slika 7.13b)
mozemo smatrati kao da se sastoji od niza priljub-
ljenih tankih prstenova kojima su sredista nanizana
duz osi simetrije. Stoga za moment inercije tanke
cijevi mozemo odmah napisati rezultat

I, = mR? (7.31)
gdje je m ukupna masa tanke cijevi, a R je njen
radijus.

Disk. Na slici 7.14a prikazan je disk debljine h
i radijusa R, te je naznaCena os simetrije. U
svrhu izraCunavanja momenta inercije, nacinimo
zamisljenu podjelu diska na niz koncentri¢nih tan-
kih prstenova (promjenljivog) radijusa r i §irine dr.
U pogledu odozgo na disk prikazan je jedan od tak-
vih zamisljenih prstenova. Njegova je masa

()

Slika 7.14: (a) Homogen disk u rotaciji oko svoje
osi simetrije. Pomoéni crtez prikazuje zamisljeni
prsten radijusa r i Sirine dr kojim se sluzimo u pos-
tupku izracuna momenta inercije diska. (b) Homo-
gen valjak u rotaciji oko svoje osi simetrije.

POGLAVLJE 7. MEHANIKA KRUTOG TIJELA

2
dm:pdV:pQTthr:—mrdr

= (7.32)

gdje smo za gustoéu mase uvazili izraz p = m/V =
m/(mR%*h). Moment inercije takvog prstena iznosio
bi 72dm, pa moment inercije diska dobivamo inte-
griranjem

R R
2 ) 1
I, = / r2dm = / om rdr = ~ m R? (7.33)
0 0

R? 2

Dobili smo zanimljiv rezultat koji kaze da disk s
jednoliko raspodijeljenom masom po cijelom krugu
ima moment inercije upola manji od prstena ko-
jemu je sva masa na udaljenosti R od sredista.

Valjak. U izvodu momenta inercije za disk mogli
smo uociti da rezultat ne ovisi o debljini diska D.
To znaci da dobiveni rezultat za disk vrijedi i za
valjak bilo koje duljine. Razumije se, potrebno je
u formulu uvrstiti odgovarajué¢u masu valjka.

Jednakovrijedno razmisljanje bilo bi da sasta-
vimo niz istovrsnih diskova duz osi simetrije (slika
7.14b).

Tanak Stap. Na slici 7.15 prikazan je Stap ko-
jemu je debljina mnogo manja od njegove duljine.
Os rotacije je postavljena okomito na Stap i prolazi
kroz teziste. Neka je masa Stapa m, a njegova du-
ljina D, tako da je linearna gustoéa mase A = m/D.

24
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Slika 7.15: Tanak stap duljine D u rotaciji oko osi
koja prolazi njegovim srediStem i okomita je na sam
Stap. Element mase dm nalazi se na udaljenosti x
od ishodista O.
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Stoga se na svakom elementu duljine dx nalazi masa
dm = Adzx. Kada se element mase dm nalazi na
udaljenosti x od sredista, njegov moment inercije
iznosi xz?dm, pa za cijeli tap dobivamo integrira-
njem

D/2 D/2 ., 1
Iz:/ r2dm = / —:L‘Qd;v——mDQ
_D/Q D/2 D 12

(7.34)

7.2.4 Steinerov poucak o paralelnim
osima

U praksi mozemo imati slucajeve u kojima
ucvrséena os rotacije ne prolazi kroz teziste. Tada
nam je od koristi Steinerov poucak o paralelnim
osima, koji postavlja jednostavnu relaciju izmedu
momenta inercije oko osi kroz teziste tijela i mo-
menta inercije oko neke paralelne osi.

Izvod Steinerova poucka zgodno je provesti sma-
trajuéi da se kruto tijelo sastoji od mnostva Cestica.
Slika 7.16 prikazuje kruto tijelo i neku njegovu
Cesticu mase m;. Koordinatni sustav Oxyz pos-
tavljen je tako da je ishodiste O u tezistu T tijela,
a os z se podudara s osi rotacije. Ujedno je prika-
zana jedna paralelna os rotacije, udaljena za d od
prve. Ona prolazi kroz totku O s koordinatama
(a,b) u ravnini zy.

Promatrana cestica mase m; ima koordinate
(zi,y;). Ozna¢imo njenu udaljenost od osi kroz
teziSte kao R;, a udaljenost od paralelne osi kroz
tocku O kao R;. Sluzedi se Pitagorinim pouckom
mozemo napisati

d? = a® + b? (7.35)
R? =z + 42 (7.36)
R? = (z;—a)*+ (yi—b)*  (7.37)
Moment inercije oko osi kroz O iznosi
I —Zmz Zmz T — +(yz_b)2]
= ZmZ x +yl —Fz:mZ (a +b2
(7.38)

—2a Z m;x; — 2b Z MY
i i

Posljednja dva clana iSCezavaju jer su povezani s
definicijom teziSta, a teziSte je u ishodistu

4
+ N
N 'R \1.7 oy ’Ya‘tqc.._/L
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Slika 7.16: Skica za dokazivanje Steinerova te-

orema. Odabrana je proizvoljna os rotacije krutog
tijela i zatim postavljen koordinatni sustav tako da
mu ishodiste O bude u tezistu T tijela, a os z pa-
ralelna odabranoj osi rotacije tijela.

Do M

oy = = = g

yr = Zl m;y; —0
m

(7.39)
(7.40)

Uvazavajuéi jednadzbe (7.35) i (7.36) dobivamo iz

jednadzbe (7.38) rezultat

I =1"+md (7.41)

gdje je s I oznacen moment inercije tijela oko osi
kroz teziste. To je Steinerov poucak. Moment iner-
cije tijela oko neke osi jednak je zbroju momenta
inercije oko paralelne osi kroz teziste i umnoska
mase tijela s kvadratom udaljenosti dviju osi.
Mozemo primijeniti Steinerov poucak na izraz za
kineticku energiju rotacije oko osi kroz O

1 1
EK:§IZW2:§(IT+md2)W2

(7.42)

Ako uoc¢imo da je d radijus kruznice po kojoj se
teziste giba oko osi rotacije, onda za obodnu br-
zinu tezisSta piSemo vy = d w, pa kineticku energiju
mozemo izraziti kao
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Ex :%IZTwQ—i-%mv%
Kineticka energija tijela koje se vrti oko neke
ucvrséene osi jednaka je zbroju kineticke energije
koja pripada rotaciji tijela oko paralelne osi kroz
teziste i kineticke energije zbog kruznog gibanja
tezista oko osi rotacije.
Primijenimo Steinerov poucak jos i na izraz za
kutnu koli¢inu gibanja kod rotacije oko osi kroz O

(7.43)

Lz/ = LZ/w: (Iz+md2)w

=1 w+murd (7.44)
Kutna koli¢ina gibanja tijela koje se vrti oko neke
osi jednaka je zbroju kutne koli¢ine gibanja u ro-
taciji tijela oko paralelne osi kroz teziSte i kutne
koli¢ine gibanja koja odgovara kruznom gibanju
tezista tijela oko osi rotacije.

Radi ilustracije konkretne primjene Steinerova
poucka, razmotrimo slucaj rotacije diska oko osi
koja prolazi toékom O na obodu (slika 7.17). Uda-
ljenost osi rotacije od tezista jednaka je radijusu R
diska. Koristeé¢i se prethodno izvedenim relacijama
za rotaciju diska oko tezista, dobivamo rezultate

3

I, =L +mR?= 5mR2 (7.45)
Lor o 1 o 3 2 2

Ex=—-1, w+-mvy=-mR w* (7.46)
2 2 4

/ 3

LZ:IZw+mvTR:§mR2w (7.47)
A

Slika 7.17: Rotacija diska oko osi koja prolazi nje-
govim obodom a paralelna je osi simetrije diska.
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Dopunska objasnjenja i usporedbe

Prethodni rezultati postignuti primjenom Steine-
rova poucka navode nas na pomisao da se tu ne
radi samo o zgodnoj aditivnosti u formulama, nego
da mozda postoji aditivnost u samim gibanjima.
Ovo pitanje vrijedi razmotriti malo detaljnije.

Rotacija napram translacijskom kruznom gi-
banju. Na slici 7.18 prikazan je trokut ABC),
slican po formi strelici s vrhom u C, koji iz-
vodi translacijsko kruzno gibanje. Moramo pazljivo
uociti glavne odlike ovoga gibanja. Odmah
uocavamo da se teziste 1" trokuta giba po kruznici
radijusa R oko osi okomite na ravninu crtnje.
Medutim, trokut uvijek zadrzava svoju orijentaciju
s vthom C' prema gore. Lako je uociti da vrh C
izvodi takoder gibanje po kruznici radijusa R, ali
srediSte te kruznice nije na istome mjestu kao i

C
é,p-"" \\\\
A B -
C// \\
A »
A \ B A B
\ R /
’
\\ C /1
\3\\ ’/
A B

(e0)

Slika 7.18: Translacijsko kruzno gibanje trokuta
ABC'. Crtkanom kruznicom radijusa R oznacena
je putanja teziSta trokuta. Sam trokut uvijek
zadrzava istu orijentaciju u prostoru na slici (vrh
C prema "gore”). Vrh C opisuje takoder kruznicu
radijusa R (nije prikazana na slici), no njeno je
srediste pomaknuto za iznos T'C iznad sredista pu-
tanje tezista. Analogno pravilo vrijedi za svaku
drugu tocku trokuta.
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srediste kruznice po kojoj se giba teziste. Dva su
sredista medusobno udaljena za duzinu TC.

Jednako zakljuc¢ivanje mozemo provesti za svaku
drugu tocku trokuta. Dakle, osobina translacij-
skog kruznog gibanja je da se sve tocke gibaju po
kruznicama jednog te istog radijusa, ali su srediSta
tih kruznica u razli¢itim tockama. To nije rotacija
tijela oko neke osi, pa smo upotrijebili izraz trans-
lacijsko kruzno gibanje.

Razmotrimo sada pravu rotaciju trokuta ABC
oko okomite osi rotacije, kako prikazuje slika 7.19.
Ne samo da se teziste trokuta giba po kruznici oko
osi rotacije, nego se i cijeli trokut rotira oko tezista
istom kutnom brzinom. Tako vidimo da se nakon
npr. ¢etvrtine kruznice koju prijede teziste, vrh C'
zakrene takoder za Cetvrtinu okreta oko tezista. S
tom spoznajom o dvostrukom gibanju tijela mogli
bismo izravno napisati jednadzbe (7.43) i (7.44).

Rotaciju trokuta oko okomite osi mozemo
takoder analizirati prema kruznom gibanju njego-
vih tocaka. Iz slike 7.19 razabiremo da se sve tocke

C
2R
/ \
/ \

' B AL
<7 ' [P
\\A BI
\ /

\\ /

Slika 7.19: Rotacija trokuta ABC' oko osi okomite
na ravninu crtnje. Prikazana je crtkana kruznica
po kojoj se giba tezista trokuta. Uz pomak tezista
za npr. cetvrtinu kruga, zakrene se i sam trokut
za isti iznos oko vlastita tezista. Svaka od tocaka
trokuta opisuje kruznu putanju oko jednog te istog
srediSta, no radijusi tih kruznica mogu biti razliciti.

gibaju po koncentricnim kruznicama sa srediStem
na osi rotacije. Medutim, radijusi tih kruznica su
razli¢iti. To je dijametralno suprotna situacija od
one na slici 7.18.

Kotrljanje valjka po ravnoj podlozi. Prik-
ladno je na ovome mjestu izi¢i malo izvan okvira
rotacije krutog tijela oko uc¢vrséene osi i napraviti
usporedbu s kotrljanjem valjka po ravnoj podlozi,
kao §to to prikazuje slika 7.20a. Cijeli valjak ro-
tira oko vlastite osi simetrije koja prolazi kroz nje-
govo teziste, no teziste valjka se pritom ne giba po

Slika 7.20: (a) Kotrljanje valjka radijusa R po rav-
noj podlozi. Crtkano je naznaena dodirna linija
valjka i podloge koja predstavlja trenutnu os rota-
cije valjka. (b) Putanja jedne tocke na plastu valjka
tijekom njegova kotrljanja. Promatrana tocka spo-
jena je crtkanom linijom s trenutnom dodirnom
tockom valjka s podlogom. Ta crtkana linija pred-
stavlja trenutni radijus gibanja promatrane tocke.
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kruznici, nego po pravcu. Stoga se takvo gibanje ne
moze prikazati kao trajna rotacija valjka oko neke
ucévrséene osi poput slucaja s trokutom na slici 7.19.

Ipak, mozemo uociti da postoji trenutna rotacija
valjka oko osi u kojoj valjak dodiruje ravnu pod-
logu. U tome trenutku, dodirna tocka miruje, dok
pojedine tocke valjka imaju brzine koje odgovaraju
obodnim brzinama na raznim udaljenostima od tre-
nutne osi rotacije, s time da sve rotiraju istom tre-
nutnom kutnom brzinom w. Tako vidimo da teziste
ima brzinu vy = Rw, dok tocka na suprotnoj strani
od dodirne tocke valjka ima trenutnu brzinu 2R w.

Svaka tocka na plastu valjka dolazi u nekom tre-
nutku u dodir s ravnom podlogom. Tada joj brzina
trenutno iS¢ezava, a tijekom vremena brzina joj se
mijenja dok druge tocke na plastu dolaze slijedom u
kontakt s ravnom podlogom. Slika 7.20b prikazuje
putanju jedne odabrane tocke na plastu valjka u
jednolikom kotrljanju. Takoder su prikazane i spoj-
nice te tocke s trenutnom dodirnom tockom valjka
s podlogom. U odgovarajuc¢em trenutku, ta spoj-
nica predstavlja trenutni radijus po kojemu se za-
krece promatrana tocka na plastu oko dodirne tocke
na podlozi. Trenutna brzina promatrane tocke jed-
naka je produktu trenutnog radijusa i kutne brzine,
a smjer joj je okomit na trenutni radijus, $to uka-
zuje na tangentu na putanju promatrane tocke.

Opcenito, gibanje nekog krutog tijela mozemo
uvijek prikazati kao istodobnu superpoziciju tran-
slacijskog gibanja po nekoj krivulji i rotacije ti-
jela oko osi kroz teziste. Os rotacije se pomice
tijekom vremena, a moze i mijenjati svoj smjer.
Ove spoznaje moramo imati na umu kod rjesavanja
prakti¢nih problema.

7.2.5 Dinamika rotacije krutog tijela oko
ucvrscéene osi

Do sada smo rotaciju krutog tijela oko u¢vrséene osi
samo opisivali (kinematicki pristup), ne obaziruéi
se na dinamiku rotacije. Razmotrimo sada uc¢inak
vanjske sile F' koja djeluje na kruto tijelo u nekom
hvatistu (slika 7.21). U opéenitom slucaju, silu F'
mozemo rastaviti na tri komponente

FZFR+F¥+FZ (7.48)
Radijalna komponenta nema uéinka na kruto ti-

jelo jer je ona kompenzirana djelovanjem protusile
u lezistima osovine. Isto tako, komponenta sile duz
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Slika 7.21: Vanjska sila F djeluje na kruto tijelo u
odabranom hvatistu. Silu je moguée rastaviti na tri
komponente. Radijalna komponenta i komponenta
duz osi z kompenzirane su putem ucvrséene 0so-
vine, dok tangencijalna komponenta slobodno mi-
jenja brzinu rotacije krutog tijela.

osi z nema ucinka na kruto tijelo jer se podrazumi-
jeva da je osovina tako u¢vrséena u leziStima da ne
moze doé¢i do njena proklizavanja duz osi z.

Jedino tangencijalna komponenta F, stvara mo-
ment sile duz osi z

M,=RF, (7.49)
koji mijenja kutnu koli¢inu gibanja
dL, = M, dt (7.50)

Ove su nam jednadzbe poznate iz odjeljka 2.5.
Takoder mozemo pisati

dL, d
Mz = 5, = 7 Iz = Iz
@ ) =ka

Moment inercije tijela ovisi samo o njegovoj gradi i
odabranoj osi rotacije, tako da vanjska sila mijenja
kutnu brzinu rotacije tijela.

(7.51)

Pod vanjskom silom, koja djeluje na tijelo, valja
podrazumijevati i gravitacijsku silu. Ako teziste ti-
jela lezi na osi rotacije, gravitacijska je sila kom-
penzirana djelovanjem ucévrséenih lezista na oso-
vinu krutog tijela. Ako se pak teziSte nalazi izvan
osi rotacije, gravitacijska sila moze imati i tangen-
cijalnu komponentu na kruznicu oko osi rotacije, pa
time utjecati na samu rotaciju krutog tijela.
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Primjer ubrzanog kotrljanja valjka niz
kosinu

Poznavajuéi gornje jednadzbe, mozemo rjesavati
brojne probleme iz rotacija krutih tijela oko za-
dane osi. Ovdje ¢emo, radi ilustracije, pokazati
samo jedan primjer iz svakidasnjeg iskustva. Na
slici 7.22 prikazano je kotrljanje valjka niz kosinu.
Trenutna os rotacije valjka prolazi tockom P u ko-
joj valjak dodiruje kosinu. Postavimo koordinatni
sustav tako da os z bude u smjeru trenutne osi ro-
tacije. Gravitacijska sila ﬁg stvara moment sile M?
oko osi z kroz tocku P, tako da jednadzba gibanja
glasi

ME =1a (7.52)

Iz slike 7.22 vidimo da krak gravitacijske sile oko
tocke P iznosi Rsin 6, pa mozemo pisati

mgRsinf = (IZ + mRQ) ! (7.53)
gdje je ujedno primijenjen i Steinerov poucak. Iz
ove relacije mozemo odrediti kutnu akceleraciju «

koja se odnosi na rotaciju oko niza trenutnih dodir-
nih tocaka.

P
VA A R A A

Slika 7.22: Kotrljanje homogenog valjka niz kosinu.
U danome trenutku valjak rotira oko linije u kojoj
se dodiruje s kosinom (okomita na ravninu vrtnje
i prolazi kroz tocku P). Gravitacijska sila stvara
moment oko trenutne osi rotacije i uzrokuje kutnu
akceleraciju valjka, pa time i akceleraciju tezista niz
kosinu.

Najcesce nas zanima kojom se akceleracijom giba
teziste valjka niz kosinu. Tu akceleraciju mozemo
povezati s kutnom akceleracijom
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d d
aT:E:RﬂzRa

7 7 (7.54)

gdje je primijenjeno pravilo po kojemu za kotrljanje
valjka po ravnoj podlozi vrijedi vy = Rw. Kona¢no
dobivamo

2

ar = IZTT-]jnRQ gsinf (7.55)
Za homogen valjak I = (1/2)mR?, pa se do-
biva rezultat ar = (2/3)gsin 6, neovisno o masi i
radijusu valjka. Medutim, ako imamo niz neho-
mogenih valjaka, kojima glavnina mase moze biti
rasporedena na razli¢itim udaljenostima od osi si-
metrije, njihovi ¢e momenti tromosti biti razli¢iti,
pa ¢e u kotrljanju imati razli¢ite akceleracije.

7.3 Glavne osi krutog tijela

U prethodnom smo odjeljku ustanovili da je za ro-
taciju krutog tijela oko proizvoljno zadane osi po-
trebno djelovanje sila na osovinu kako bi os rotacije
ostala nepomicna u prostoru.

Zanimljivo je pitanje moze li se na¢i neka posebna
os rotacije krutog tijela tako da leziSta ne moraju
djelovati silama na osovinu. U tome slucaju, lezista
ne bi bila ni potrebna. Drugim rije¢ima, mogli bi-
smo naprosto zavrtjeti kruto tijelo oko takve osi
i ono bi se slobodno vrtjelo. Bila bi to slobodna
0s. Pritom pretpostavljamo da nema gravitacijskog
djelovanja kao da se tijelo nalazi negdje daleko u
Svemiru.

Uvjeti za slobodnu os

Mozemo odmah ustvrditi da slobodna os krutog ti-
jela mora prolaziti kroz teziste (centar masa) ti-
jela. Naime, prethodno smo utvrdili da rotaciju
krutog tijela oko proizvoljne osi, koja ne prolazi
kroz teziste, mozemo ekvivalentno prikazati kao su-
perpoziciju kruznog gibanja tezista oko te osi i isto-
dobne rotacije krutog tijela oko paralelne osi kroz
teziste. Ukoliko teziSte ne bi lezalo na odabranoj
osi rotacije, morala bi postojati centripetalna sila
koja bi masu koncentriranu u tezistu prisiljavala
na kruzno gibanje, a to bi pak podrazumijevalo da
lezista moraju djelovati na osovinu, pa ona ne pred-
stavlja slobodnu os krutog tijela.
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Navedeni je uvjet o prolasku kroz teziste nuzan,
ali nije i dovoljan da bi neka os rotacije bila slo-
bodna os. Naime, postavljanjem proizvoljne osi ro-
tacije kroz teziste krutog tijela nije osigurano da ce
se rotacija oko te osi odvijati bez djelovanja sila u
Razmotrimo kao primjer rota-
ciju jednog modelnog krutog tijela, koje se sastoji
od dvije jednake kuglice mase m, spojene krutom
Sipkom zanemarive mase, kao Sto prikazuje slika
7.23a. Sredina spojne Sipke ucvri¢ena je na 0so-
vinu, takoder zanemarive mase, na nacin da Sipka
¢ini fiksan kut 6 prema osovini. Kod rotacije ovoga
modelnog krutog tijela nekom kutnom brzinom w,
mora na svaku kuglicu djelovati centripetalna sila
(slika 7.23a). Te dvije sile F, i F.” tvore par sila
koji ima moment jednak produktu iznosa sile i uda-
ljenosti pravaca nositelja (odjeljak 7.1). Bududi da
kruto tijelo ne moze djelovati samo na sebe momen-
tom sile, nego to moze jedino ¢initi okolina, lako je
zakljuciti da potrebni moment dolazi od para sila
F i B kojima lezista djeluju na osovinu. Prema
slici 7.23a, pravci nositelji sila Fi i F, su razmak-
nuti vise, pa iznosi sila mogu biti manji, tako da
produkt iznosa sile i razmaka pravaca nositelja dade
potrebni moment para sila. U svakom slucaju, ocito
je da razmatrana os rotacije nije slobodna os.

lezistima osovine.
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Slika 7.23: (a) Rotacija modelnog krutog tijela oko
ucvrséene osi. Tijelo se sastoji od dviju kuglica
mase m na krajevima krute Sipke zanemarive mase
koja ¢ini fiksan kut 6 s osovinom. Za kruzno giba-
nje svake kuglice potrebna je odgovarajuca centri-
petalna sila. Te sile nastaJu djelovanjem lezista na
osovinu silama Fj i Fg, Sto se dalje prenosi preko
¢vrste konstrukcije osovine i Sipke na kojoj su ku-
glice. Sile Fy i F5 su tolike da njihov zajednicki mo-
ment odgovara momentu potrebitih centripetalnih
sila. (b) U sluc¢aju kada modelno kruto tijelo rotira
tako da su potrebne centripetalne sile na istome
pravcu nositelju, nisu potrebna lezista za osovinu,
tj. radi se o slobodnoj osi.

Prijenos djelovanja od osovine na krutu Sipku s
kuglicama ostvaruje se u ¢vrstom spoju na sredini
tako da kut 8 ostane fiksan. Kada vijak na spoju ne
bi bio dovoljno stegnut, Sipka bi se tijekom rotacije
zakretala oko vijka tako da bi se kut 8 povecavao
sve dok ne dosegne iznos 7/2. U tom bi se procesu
pravci nositelji sila ﬁc/ i F;H priblizavali, sve dok
se ne bi preklopili kao na slici 7.23b. Tada iSCezava
moment tog para sila, pa ujedno nestaje potreba da
lezista djeluju silama na osovinu. Os rotacije pos-
taje slobodna, a za opstanak nuznih centripetalnih
sila dostatna je ¢vrstoCa same spojne Sipke.

Prosirimo razmatranje na malo slozenije modelno
kruto tijelo koje se sastoji od ¢etiri jednake kuglice
u vrhovima pravokutnika, spojene krutim Sipkama
zanemarive mase (slika 7.24). Lako je uoé¢iti da ono
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ima tri osi simetrije i oko svake od njih moze ro-
tirati bez postavljanja lezista za osovinu. Naime,
centripetalne se sile u tim slucajevima javljaju uvi-
jek u paru, na istome pravcu nositelju, a njihovu
opstojnost osigurava ¢vrsto¢a spojnih Sipki. Takve
se osi nazivaju glavne osi krutog tijela, ili slobodne
ost zbog mogucnosti slobodne rotacije oko njih.

C
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Slika, 7.24: Modelno kruto tijelo sastavljeno od
Cetiri jednake kuglice u vrhovima pravokutnika spo-
jene ¢vrstim Sipkama zanemarive mase. 1z simetrije
tijela lako se uocavaju slobodne osi a, b i c.

Glavne osi nepravilnog krutog tijela

Razmotrimo pitanje glavnih osi kod krutog tijela
opéenito nepravilnog oblika kao sto prikazuje slika
7.25a. Radi teorijske obrade postavljen je koor-
dinatni sustav Ozyz s ishodistem u tezistu (cen-
tru masa) tijela. Zamislimo da kruto tijelo rotira
oko osi z kutnom brzinom w. Za kruzno gibanje
i-te Cestice potrebno Je da na nju dJeIUJe centripe-
talna sila F; = —mj; w RZ, gdje vektor R; oznacava
polozaj i-te ¢estice u odnosu na srediste kruznice
po kojoj se ona giba (slika 7.25a). Centripetalnu
silu F; mozemo napisati po komponentama

Fip = —mj; w2, (7.56)
Fz'y = —m; wzyi (7.57)
F. =0 (7.58)

Razumije se, komponente sile mijenjaju se u vre-
menu kako se Cestica giba po kruznici, pa se mije-
njaju koordinate x;(t) i y;(¢). Moment ove sile oko
ishodista M =7 X F mozemo takoder napisati po
komponentama
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Miz = —2; Fiy = m; w?y; z (7.59)
My = z; Fip = —my wzzi T; (7.60)
M;, =0 (7.61)

Lako je napisati ukupni moment sile koji mora dje-

(o)

(&)

Slika 7.25: (a) Ishodiste koordinatnog sustava
smjeSteno je u teziste krutog tijela. Kod rotacije
oko osi z potrebna je odgovarajuca centripetalna
sila za svaku Cesticu krutog tijela, a time i moment
sile. Sumiranjem po svim Cesticama moze se odre-
diti ukupni moment sile potreban za rotaciju tijela
oko osi z. (b) Rotacija istog tijela oko neke druge
osi z iziskuje drugacije centripetalne sile na iste
Cestice krutog tijela, pa time i drugaciji ukupni mo-
ment sile na tijelo u cjelini.
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lovati na cijelo kruto tijelo da bi ono imalo ne-
pomiénu os rotacije duz osi z

M, = &? Z mi Vi % (7.62)
i
M, = —w? Z:mZ 2 T (7.63)
i
M, =0 (7.64)

Ukoliko je raspored masa u tijelu takav da sume
produkata u jednadzbama (7.62) i (7.63) is¢ezavaju,
rotacija stalnom kutnom brzinom oko osi z odvijala
bi se bez ikakva djelovanja momenta sile. To bi
znacilo da tijelo posjeduje glavnu os, te da ona u
tome sluc¢aju ima smjer upravo duz osi z.

Ako pak sume produkata u jednadzbama (7.62) i
(7.63) ne is¢ezavaju, rotacija oko osi z zahtijevala bi
djelovanje momenta sile. Zato umjesto rotacije oko
osi z, ispitajmo rotaciju tijela oko osi Z, koja pri-
pada koordinatnom sustavu Oz'y'z’, zakrenutom
u odnosu prema sustavu Ozxyz, kako npr. prika-
zuje slika 7.25b. Ragzli¢itim postavljanjem sustava
Oz'y 2z’ pokusajmo postié¢i da kod rotacije tijela oko
osi 2’ bude trajno

! ’
E miy; 2 =0
i
’ /
E m; 2; ¢; = 0
i

Moguce je teorijski pokazati (o tome ¢e jos biti rijeci
kasnije) da je za svako tijelo, ma kako ono bilo ne-
pravilno, moguce utvrditi koordinatni sustav u ko-
jemu vrijede uvjeti (7.65) i (7.66) za dano kruto ti-
jelo. To znaci da glavna os tog krutog tijela uistinu
postoji, te da tako nadena os 2 upravo pokazuje
smjer glavne osi u tijelu.

Stovise, teorija pokazuje da svako kruto tijelo
mora imati tri uzajamno okomite glavne osi. Ako i
os 2’ zelimo postaviti u smjeru jedne od glavnih osi,
moramo posti¢i da u slucaju rotacije tijela oko osi
z iscezava ukupni moment centripetalnih sila. To
¢e biti ispunjeno uz uvjete koje dobivamo ciklickom
zamjenom indeksa u gornjim jednadzbama

/ !
g m; 2; x; =0
i
/ /
g m; x; y; = 0
i

(7.65)

(7.66)

(7.67)

(7.68)
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Odmah mozemo uociti da je uvjet (7.67) isti kao
(7.66), pa imamo samo jedan novi uvjet (7.68).
To mozemo razumjeti jer, uz veé¢ postavljenu os
z/, imamo samo jedan stupanj slobode u postav-
ljanju osi ', koja mora biti u ravnini okomitoj na
2. Pod stupnjem slobode podrazumijeva se ovdje
mogucénost promjene jedne varijable (kuta zakreta)
u postavljanju osi z.

Treca glavna os tijela uvijek je okomita na prve
dvije. U gornjem bi slucaju os ' morala automat-
ski biti trec¢a glavna os. Uistinu, ako napisemo po-
trebne uvjete primjenjujudi ciklicku zamjenu, usta-
novit ¢emo da su oni ve¢ sadrzani u uvjetima (7.68)

i (7.65).

Tenzor inercije krutog tijela

Da bismo upotpunili spoznaje o glavnim osima kru-
tog tijela, razmotrimo odnose kinematickih kutnih
veli¢ina, tj. kutne brzine & i kutne koli¢ine gibanja
L. U tu svrhu odaberimo neko kruto tijelo i posta-
vimo koordinatni sustav Oxyz koji se, po pretpos-
tavci, ne poklapa sa sustavom glavnih osi tog tijela.
Neka to odgovara prikazu na slici 7.26a. Uzmimo
da tijelo rotira nekom trenutnom kutnom brzinom
@, koju mozemo rastaviti na komponente duz osi
tog proizvoljno odabranog koordinatnog sustava

(7.69)

Potrazimo trenutnu kutnu koli¢inu gibanja cijelog
tijela oko ishodista O koordinatnog sustava

Ezzziizzﬂ»xm
(] 1

gdje je 7; vektor trenutnog polozaja i-te Cestice u

odnosu prema ishodistu O, a p; = m;¥; je njena

trenutna koli¢ina gibanja (slika 7.26a).
Izra¢unajmo najprije trenutnu brzinu i-te cestice

G = wyi +wy}' +wZ/%

(7.70)

— 3

Uy =W X T; = (wyzz' - wzyi) % + (wzwi - w:czi).j
(7.71)

+ (nyi - Wyxi) k

Daljnjim  vektorskim  mnoZenjem  mozemo

izra¢unati

Li:minxﬁi

=m; [wm (yi + Zi) — Wyl — wzxz‘zi] {

~

+my [~wemiyi + wy (2 + 27) — wayiz]

+my [—wemizi — wyyizi + ws (2] + 27) ] & (7.72)
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Ukupnu trenutnu kutnu kolicinu krutog tijela
mozemo kona¢no napisati po komponentama (slika

7.26b)

L, = Iyw, — Prywy — Ppow, (7.73)
Ly = —Ppyw, + Iywy — Pyw, (7.74)
L, =—-Pw; — Pwy + Luw, (7.75)

Slika 7.26: (a) Kruto tijelo rotira trenutnom kut-
nom brzinom &, koju mozemo rastaviti na kom-
ponente u danom koordinatnom sustavu. Svaka
Cestica ima trenutnu koli¢inu gibanja, pa se moze
izracunati pripadna kutna koli¢ina gibanja s obzi-
rom na ishodiste koordinatnog sustava. (b) Sumi-
ranjem po svim ¢esticama u krutome tijelu moze se
izracunati ukupna kutna koli¢ina gibanja L. Vek-
tori @i L opéenito nisu kolinearni.
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gdje su upotrijebljeni poznati izrazi za momente
inercije oko pojedinih osi

L= mi(y?+22) (7.76)
I, = Zmz (22 +27?) (7.77)
(7.78)

I, = Zml (xzz +y12)
7

te uvedeni novi izrazi koji se nazivaju produkti iner-
cije

Pyz = Zmzyzzz (7.80)
(7.81)

P, = § m;Tiz;
i

Ulogu ovih veli¢ina mozemo jasnije spoznati ana-
lizirajuéi jednostavnije sluc¢ajeve rotacije oko poje-
dinih osi koordinatnog sustava. Uzmimo da tijelo
rotira stalnom kutnom brzinom oko osi z, tj. da
vrijedi w, = wy = 0, a w, # 0. Kutna koli¢ina
gibanja ima tada komponente

Ly = —Pp.w, (7.82)
L, = —Py.w. (7.83)
L. = Luw, (7.84)

-

Ukoliko produkti inercije ne iS¢ezavaju, vektor L
ima neiScezavajuce komponente duz osi x i y, Sto
znac¢i da nije kolinearan s &. Tijekom rotacije kru-
tog tijela vektor L kruzi po konusu oko osi z.

Napomena: Produkti inercije P, i P, osciliraju
tijekom vremena u skladu s ovisnoséu x;(t) i
yi(t).

Rotacija vektora L implicira njegovu vremensku
promjenu, a za to je potrebno djelovanje odgova-
raju¢eg momenta sile. Ovaj je zakljucak u skladu s
prethodnom analizom koja je dovela do jednadzbi
(7.62)-(7.64), gdje sada mozemo prepoznati pro-
dukte inercije P, i Py.. Sli¢cne bismo analize mogli
provesti za pretpostavljene rotacije oko osi z, ili ¥,
te uociti uloge odgovarajucih produkata inercije.
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Vratimo se ipak razmatranju opcenitijeg slucaja
trenutne rotacije oko proizvoljne osi. Jednadzbe
(7.73)-(7.75) mozemo napisati u matri¢noj formi

LJ: Ia: _ny _P:cz Wy
Ly |=|-Py I, —P.||w | (785
Lz _Paxz _Pyz Iz Wy

Matrica 3 x 3 predstavlja tenzor inercije u koordi-
natnom sustavu Oxyz. Dijagonalni elementi su mo-
menti inercije oko osi z, y i 2, a nedijagonalni ele-
menti su produkti inercije. Ovdje nam je vazno joS
jednom naglasiti da razmatramo trenutnu rotaciju
tijela oko neke osi, $to znac¢i da sve veli¢ine u jed-
nadzbi (7.85) uzimamo u nekom trenutku. Tijelo
ima u tome trenutku neku orijentaciju u prostoru,
odnosno u koordinatnom sustavu Oxyz. Drugim
rije¢ima, koordinate i-te Cestice imaju odredene vri-
jednosti u tome trenutku, pa stoga momenti inercije
i produkti inercije tijela takoder imaju odredene
trenutne vrijednosti izra¢unate u sustavu Oxyz.

Lako je uociti da je tenzor inercije simetrican oko
dijagonale, tj. nedijagonalni element u n-tom retku
i m-tom stupcu (n # m) jednak je onome koji se
nalazi u m-tom retku i n-tom stupcu. Ovo svoj-
stvo simetrije tenzora inercije nije posljedica neke
simetrije tijela. Naprotiv, ono vrijedi za bilo koje
tijelo, ma kako ono bilo nepravilno, jer smo upravo
s takvom pretpostavkom zapoceli cijeli izvod.

Svojstvo simetrije tenzora inercije ima jednu ve-
oma vaznu posljedicu. Pretpostavimo da, umjesto
u sustavu Oxyz, izrazimo sve veli¢ine u nekom za-
krenutom sustavu Om/y/z/. Isti trenutni vektor L
imao bi komponente L/, Ly/ i L, duz novih osi.
Analogno mozemo redi i za komponente vektora .
Matri¢ni elementi tenzora inercije imali bi takoder
neke nove vrijednosti. Naime, za danu trenutnu ori-
jentaciju tijela u prostoru, jedna te ista i-ta Cestica
ima u sustavu Ozxyz koordinate z;, y; i z;, dok u
zakrenutom sustavu Ox/y/z/ ima drugacije koordi-
nate 1:;, y; i z;-, pa racunanje matri¢nih elemenata
tenzora inercije daje drugacije vrijednosti.

Zbog simetrije tenzora inercije, moguce je uvi-
jek naéi takav sustav Oxly/z/ da iS¢eznu svi ne-
dijagonalni elementi. Dokaz zahtijeva poznavanje
matri¢nih transformacija i postupka dijagonaliza-
cije, $to ne ¢emo izlagati u ovoj knjizi. No i bez
upoznavanja s tim racunom ne treba nas iznena-
diti najavljeni rezultat. Naime, tenzor inercije ima
Sest nedijagonalnih elemenata, ali su zbog simetrije
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samo tri neovisna. Bilo koje zakretanje sustava
Oa:/y/z' u odnosu na sustav Ozyz moze se izvesti
slijedom od tri neovisna zakreta oko razli¢itih osi,
pa se odgovarajuéim odabirom triju kutova zakreta
moze postié¢i i8¢ezavanje triju neovisnih nedijago-
nalnih elemenata tenzora inercije.

Pretpostavimo da smo nasli laboratorijski (iner-
cijalni) koordinatni sustav Oa;/y/z/ u kojemu
iS¢ezavaju nedijagonalni elementi tenzora inercije
krutog tijela u danome trenutku. Uvedimo sada ko-
ordinatni sustav Oabc, koji se u tome trenutku pok-
lapa sa sustavom O:c/y/z/, pa i u njemu iScezavaju
nedijagonalni elementi tenzora inercije. Medutim,
smatrajmo da je sustav Oabc nepomi¢no vezan uz
kruto tijelo, pa ¢e u njemu trajno iS¢ezavati nedi-
jagonalni elementi tenzora inercije. Njegove dija-
gonalne elemente oznac¢imo simbolima I, I i I..
Oabc predstavlja sustav glavnih osi krutog tijela o
kojemu smo veé ranije govorili.

Prikazujuéi sada kutne kinematicke veli¢ine u
sustavu glavnih osi, mozemo napisati matri¢nu jed-
nadzbu

L, I, 00 We
Ly |=101O0 wp (7.86)
L, 001, We

Alternativno, mozemo napisati vektorsku jed-

nadzbu

L=1Iywga+Iywpb+Ioweé (7.87)

gdje su a, bie jedini¢ni vektori duz glavnih osi
krutog tijela. Zbog razli¢itosti momenata inercije
oko pojedinih glavnih osi, vektor L nede opcenito
biti kolinearan s vektorom . Kolinearnost se javlja
jedino u sluc¢ajevima kada je vektor & polozen duz
neke od glavnih osi krutog tijela. Ovaj zakljucak
upotpunjuje raspravu povodom jednadzbi (7.82)-
(7.84), a o njemu ¢e jos biti rijeci kasnije.

Stabilna i labilna rotacija

Eksperimentalnu demonstraciju glavnih osi kru-
tog tijela mozemo pratiti ako tijelo objesimo na
elasti¢nu nit i poénemo vrtjeti objesiste niti (slika
7.27). Na tijelo pocne djelovati moment sile duz
vertikalne osi, pa se u opéenitom slu¢aju opaza
slozenije gibanje u kojemu tijelo rotira, ali se ujedno
i zakreée dok mu se glavna os a, oko koje je moment
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S
Ny
Slika 7.27: Kada objesiste rotira, uvija se elasti¢na
nit na kojoj visi tijelo. Kod brze vrtnje, tijelo se

postavi tako da os rotacije bude duz glavne osi s
najveéim momentom inercije.

I aEadd

inercije najveci, ne postavi duz nametnute osi rota-
cije u prostoru. Tada je postignuta stabilna rota-
cija.

Ukoliko je tijelo pocetno orijentirano tako da mu
glavna os b bude to¢no u smjeru nametnute osi rota-
cije u prostoru, tijelo ¢e upravo tako rotirati, no to
je labilna rotacija jer Ce se, u slu¢aju nastanka i naj-
manjeg otklona osi b od tog smjera, otklon nastaviti
povedavati s time da ¢e se glavna os a u konacnici
postaviti duz nametnute osi rotacije u prostoru.

Stabilna rotacija moguca je i oko glavne osi ¢,
ali samo do malenih eventualnih otklona. Za vece
otklone, tijelo se zakreCe prema stabilnoj rotaciji
oko glavne osi a.

7.4 Rotacija krutog tijela
oko ucvrséene tocke

U prethodnim smo odjeljcima obradivali rotaciju
krutog tijela oko osi u¢vrséene u lezajima i rota-
ciju slobodnog krutog tijela oko glavne osi. U oba
slucaja ostaje os rotacije nepomic¢na u prostoru.
Spomenuli smo i moguénost da kruto tijelo tre-
nutno rotira oko osi koja se ne poklapa s nekom
od glavnih osi, ali nismo istrazili evoluciju takva
gibanja u uvjetima kada os rotacije nije u¢vrséena,
tj. kada se ona moze slobodno u prostoru zakretati.

7.4.1 Eulerove jednadzbe za rotaciju
krutog tijela

Za matematicki opis opcenitog rotacijskog gibanja
krutog tijela, potrebno je krenuti od temeljne di-
namicke jednadzbe

dL -

a =M
Promatranje obavljamo iz laboratorijskog inercijal-
nog sustava .S, kojemu su osi Oxyz. Neka u tom re-
ferentnom sustavu tijelo ima u pocetnom trenutku
neku kutnu brzinu rotacije oko osi koja se ne mora
poklapati s nekom od glavnih osi krutog tijela. Inte-
resira nas vremenska evolucija vektora kutne brzine
&, a nju ne mozemo dobiti jednostavno iz jednadzbe
(7.88) jer za opéenito nesimetricno tijelo vektori L
i & nisu nuzno paralelni. Da bismo to bolje razu-
mjeli, rastavimo trenutnu kutnu brzinu na kompo-
nente u koordinatnom sustavu S, kojemu se osi
Oabc podudaraju s glavnim osima krutog tijela

(7.88)

(7.89)

W=wesad+wpb+w.eé

Napomena: Vektor & u jednadzbi (7.89) nije
kutna brzina rotacije tijela u odnosu prema
sustavu glavnih osi. Naime, takve rotacije
nema jer su glavne osi fiksno vezane za samo
kruto tijelo. Vektor & predstavlja trenutnu
kutnu brzinu rotacije krutog tijela u odnosu
na laboratorijski inercijalni sustav. Nacelno,
svaki vektor mozemo rastavljati na kompo-
nente duz osi bilo kojeg koordinatnog sustava,
pa tako mozemo i vektor & rastaviti na kom-
ponente duz osi rotirajuceg sustava S . Razu-
mije se, te komponente imaju svoje vremenske
ovisnosti, a upravo njih ¢emo ovdje ispitivati.

Jednako tako i vektor trenutne kutne koli¢ine
gibanja krutog tijela mozemo rastaviti na kompo-
nente u sustavu S’

L=Iywga+Iywyb+ I weé (7.90)

sto je zapravo prepisana jednadzba (7.87).

Problem mozemo rijesiti ako vremensku deriva-
ciju vektora L u jednadzbi (7.88) povezemo s de-
rivacijom tog vektora u sustavu S’ koji je trajno
vezan uz kruto tijelo i kao takav rotira u odnosu
prema laboratorijskom sustavu upravo trenutnom
kutnom brzinom &. Sukladno poznatoj nam rela-
ciji (4.55), pisemo
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-

dL

dt

dL

E :&XE+

S

(7.91)

S/

Drugi ¢lan s desne strane znaka jednakosti povezan
je s promjenama vrijednosti komponenata kutne br-
zine sukladno jednadzbi (7.90)

L dwg . dwp, o dwe

Uvrstavanjem jednadzbi (7.91) i (7.92) u (7.88) i
rjeSavanjem vektorskog produkta, dobivamo rezul-
tat koji mozemo napisati po komponentama

dwg

I, % — (I — L)wpwe = M, (7.93)
dw

I, dTb — (I, — L) wewa = M, (7.94)
dw,

I d% — (In— L)) wawp = M, (7.95)

Dobili smo FEulerove jednadzZbe za rotaciju krutog
tijela.

Buduéi da su Eulerove jednadzbe napisane po
komponentama u sustavu glavnih osi, ne izgeda
na prvi pogled da bi one mogle biti od znacajnije
koristi u opisivanju gibanja krutog tijela u la-
boratorijskom inercijalnom sustavu. No, prepus-
timo konacan sud ishodu analize nekih posebnih
slucajeva.

7.4.2 Slobodna rotacija osno
simetricnog tijela oko tezista

Kod osno simetri¢nog tijela, jedna od glavnih osi je
upravo njegova os rotacijske simetrije, koja se zbog
svog isticanja naziva jos i os figure. Oznacimo je kao
os a, a moment inercije oko nje kao I,. Za druge
dvije glavne osi mozemo odabrati bilo koje dvije
uzajamno okomite osi koje leze u ravnini okomitoj
na os a. Za njih vrijedi I, = I. # I,.

Razmotrimo ovdje idealan slucaj u kojemu je ti-
jelo potpuno slobodno od djelovanja bilo kakvog
vanjskog momenta sile (M = 0). Takvu bismo
situaciju mogli zamisliti negdje u Svemiru, gdje
je gravitacijsko djelovanje zanemarivo. Mnogo re-
alisti¢nije, moze se takav slu¢aj ostvariti ako se pos-
tavi iglicast potporanj totno u tezistu tijela, kao
Sto primjerice pokazuje slika 7.28a. Alternativno,
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@) (b)

Slika 7.28: (a) Osno simetri¢no tijelo s uporistem
u tezistu. (b) Osno simetricno tijelo u kardanskom
zglobu. Siljci na stalku podrzavaju vanjski prsten
te mu omoguéuju slobodnu rotaciju oko horizon-
talne osi. Od vanjskog prstena idu Siljci prema
unutarnjem prstenu te ga podrzavaju i omogucéuju
njegovu rotaciju. Osno simetri¢no tijelo ima svoje
siljke kojima je uprto u unutarnji prsten. Sus-
tav triju para Siljaka omogucuje zakretanje tijela u
svim smjerovima s time da teziSte ostaje na istome
mjestu.

mozemo postaviti tijelo u kardanski zglob kako je
prikazano na slici 7.28b. U svakom slucaju, teziste
tijela miruje u laboratorijskom inercijalnom sus-
tavu, a moguca je opcenita rotacija tijela oko te
tocke.

Ako je po pretpostavci M = 0, jednadzba (7.88)
daje L = konst. To znagi da je kutna koli¢ina gi-
banja konstantna po iznosu i po smjeru u labo-
ratorijskom inercijalnom sustavu. Ostaje pitanje
ponaganja kutne brzine &, koje moramo razmotriti.

Poseban sluéaj. Rjesenja vremenskih diferenci-
jalnih jednadzbi uvijek zahtijevaju postavljanje ne-
kih pocetnih uvjeta. Ovdje se to svodi na zadavanje
triju komponenti vektora kutne brzine u pocetnom
trenutku ¢ = 0. Ako je u tom trenutku kutna br-
zina imala smjer duz osi figure a, takvo Ce se stanje
odrzavati i dalje. To je smisao pojma glavne osi,
koji smo ve¢ obradili u prethodnom odjeljku. U
tome posebnom slucaju, vektori Lidsu paralelni.

Opcenit sluéaj. Postavlja se pitanje kakvo giba-
nje nastaje u opéenitom slucaju, kada kutna brzina
ima u pocetnom trenutku neki smjer koji odstupa
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od osi figure a za neki kut «. Eksperimentalnu iz-
vedbu takve situacije mogli bismo ostvariti pomocu
tijela probodenog npr. nekom iglom koja prolazi
kroz teziste, ali se ne poklapa s osi figure, nego ¢ini
s njom odabrani kut «. Igla moze posluziti kao oso-
vina koju polozimo u lezista i zavrtimo tijelo dok
ne postigne neku kutnu brzinu & duz smjera igle.
Bila bi to rotacija oko nepomicne osi za koju je
potrebno djelovanje lezista silama na osovinu, tj.
djelovanje momenta sile na tijelo. Os figure bi u
svome gibanju ocrtavala plast zamisljenog geome-
trijskog stoSca oko igle. Ako u nekom trenutku
uklonimo leziSta osovine, prestane djelovanje mo-
menta sile na tijelo, tj. ono postane potpuno slo-
bodno. Smatrajmo taj trenutak pocetnim (¢ = 0).
Kutna brzina ima u poc¢etnom trenutku smjer koji
je imala ucvrséena igla u prostoru, a os figure neki
polozaj na plastu spomenutog stosca. Prou¢imo sto
se zbiva nakon §to tijelo postane slobodno.

Rijesimo problem najprije u sustavu glavnih osi
tijela, a kasnije ¢emo rezultat prenijeti u laborato-
rijski inercijalni sustav. Uvrdtavajuéi M = 0, te
I, = I. u Eulerove jednadzbe (7.93)-(7.95), dobi-
vamo nakon sredivanja

dw,

=0 7.96
n (7.96)
dwy,
dw,
5~ Quy=0 (7.98)

gdje je uvedena pokrata
I, — I
I

Veli¢ina ) ima oCito dimenziju kutne brzine, a
rjeSenja gornjih diferencijalnih jednadzbi glase

Q0=

Wa (7.99)

wq(t) = A = konst. (7.100)
wp(t) = Bcos (7.101)
we(t) = BsinQt (7.102)

gdje je pocetni trenutak (¢ = 0) odabran tako da
bude wy(0) = Biw:(0) = 0. Mozemo takoder pisati
A = wcosa te B = wsina, tj. pocetni su uvjeti
zadani iznosom kutne brzine w i kutom « $to ga
vektor kutne brzine ¢ini s osi figure krutog tijela.

Iz gornjih rjeSenja slijedi da se iznos vektora &
tijekom vremena ne mijenja

W= \/wg—l—wg—{—wg: VA2 + B2

Vremenske promjene pojedinih komponenti poka-
zuju da vektor & rotira oko glavne osi a kutnom
brzinom 2. Pojavu kada os trenutne rotacije ti-
jela polagano mijenja smjer u krug oko neke druge
osi nazivamo precesijom. Ovdje mozemo definirati
vektor = Qa kao kutnu brzinu precesije u sustavu
glavnih osi krutog tijela.

Korisno je vizualizirati dosad uvedene vektore u
sustavu glavnih osi krutog tijela. Slika 7.29a pri-
kazuje stanje u trenutku ¢ = 0, kada vektor kutne
brzine rotacije & lezi trenutno u ravnini Oab. Kut
a §to ga taj vektor ¢ini s glavnom osi a odreden je

(7.103)

ot
8 (O) 'L_:(O)
@l
o |
%
>
0 w©) b

Slika 7.29: (a) U pocetnom trenutku ¢ = 0 vektor
kutne brzine nalazi se u ravnini Oab glavnih osi
krutog tijela. U odabranom primjeru je I, > I,
(tijelo je izduljeno duz osi figure), tako da je vektor
kutne koli¢ine gibanja otklonjen od osi a za kut
3 > a. (b) Oba vektora & i L rotiraju (precesiraju)
kutnom brzinom € oko glavne osi a (os figure).
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jednostavnom relacijom

wp(0) B

t = = —

TO= a0y~ A

Koristeéi se jednadzbom (7.90), mozemo odrediti

kut 3 §to ga ¢ini vektor kutne koli¢ine gibanja L s
glavnom osi a

(7.104)

16 = Iy wp(0) LN
I, we(0) I,
Slucaj na slici 7.29a odnosi se na tijelo koje je izdu-
ljeno duz osi figure tako da za njega vrijedi odnos
I, > I,, pa je slijedom gornjih jednadzbi 8 > «.
Prema jednadzbi (7.105), kut § je takoder kons-
tanta kao i kut «;, pa mozemo odmah zakljuciti da u
sustavu glavnih osi vektor L rotira oko osi a kutnom
brzinom precesije Q, bas kao i vektor &J. Za izbor
I, > I, jednadzba (7.99) daje 2 < 0, §to znaci da
se precesija oko osi a odvija u negativhom smjeru,
odnosno vektor } lezi duz negativnog smjera osi a,
kako prikazuje slika 7.29b.

(7.105)

Napomena: Ne treba nas zabrinjavati sto ovdje
vektor kutne koli¢ine gibanja L rotira, dakle
nije konstantan, iako prema pocetnoj pretpos-
tavei moment sile igcezava M = 0. Naime,
na slici 7.29b prikazana je evolucija vektora L
u odnosu prema sustavu glavnih osi, koji nije
inercijalan sustav jer rotira u odnosu na labo-
ratorijski.

Nama je u konacnici vazno doznati kako izgleda
gibanje krutog tijela u laboratorijskom inercijal-
nom sustavu Ozyz. U tom je sustavu vektor kutne
koli¢ine gibanja konstantan, pa je zgodno orijenti-
rati koordinatni sustav tako da njegova os z bude
polozena upravo duz smjera vektora E, kao §to pri-
kazuje slika 7.30a.

Da bi kruto tijelo u svakom trenutku rotiralo kut-
nom brzinom &, a kutna koli¢ina gibanja tijela L
ostajala fiksnom, mora se smjer vektora & mijenjati
tijekom vremena tako da precesira oko osi z ne-
kom kutnom brzinom d,. Na$ je zadatak odrediti
upravo tu kutnu brzinu precesije koja se opaza u
laboratorijskom sustavu. Pri tome ¢e nam pomodi
poznavanje prethodno odredene kutne brzine pre-
cesije O u sustavu slobodnih osi krutoga tijela.

Precesija vektora & oko osi figure, koju smo u sus-
tavu slobodnih osi prikazali na slici 7.29b, oc¢ituje
se sada u slici 7.30a tako Sto se geometrijski stozac
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Slika 7.30: (a) U laboratorijskom inercijalnom sus-
tavu vektor kutne koli¢ine gibanja L ostaje kons-
tantan, a vektor kutne brzine @& i os figure tijela
precesiraju kutnom brzinom &, oko vektora L. Pro-
ces se moze opisati kao kotrljanje zamisljenog ge-
ometrijskog stosca s bazom okomitom na os figure
(strelice na crtkanoj liniji oznac¢avaju smjer okre-
tanja baze stosca) po plastu fiksnog geometrijskog
stosca oko vektora L. Prikaz se odnosi na slucaj
krutog tijela za koje vrijedi I, > I,. (b) Prikaz pre-
cesije vektora za kruto tijelo s I, > I. Zamisljeni
stozac s bazom okomitom na os figure kotrlja se
tako da svojim plastom s unutarnje strane oblaze
plast fiksnog stosca oko vektora L.
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s bazom oko osi figure kotrlja naslanjajuéi se svo-
jim plastom na drugi geometrijski stozac oko osi z.
Dodirnu liniju dvaju stozaca ¢ini vektor . Prili-
kom navedenog kotrljanja vektor & precesira oko
osi z kutnom brzinom d&,, a istodobno precesira i
oko osi figure kutnom brzinom Q. Naime, u kotr-
ljanju stoSca prema slici 7.30a, zakrece se os b tako
da, relativno prema sustavu glavnih osi, vektor &
precesira kutnom brzinom Q.

Zamislimo vektor 7 koji bi uvijek slijedio smjer
vektora . Tada bi se vrh vektora # gibao kruzno
oko osi z, a njegova bi obodna brzina u svakome tre-
nutku morala biti odredena bilo tako da se rac¢una
putem rotacije oko osi figure, ili konzistentno pu-
tem rotacije oko osi z, tj. mora biti ispunjen uvjet

QX 7=, x7 (7.106)
Iz ove jednadzbe slijedi algebarski izraz
—Q sina = wy, sin(f — «) (7.107)

gdje smo unijeli negativan predznak tako da uz
Q < 0 (za slucaj I, > I,) dobijemo pozitivnu
veli¢inu s lijeve strane jednadzbe. Uvazimo li, po-
red izraza za Q iz jednadzbe (7.99), takoder i poz-
natu trigonometrijsku relaciju za sinus razlike ku-
tova, dobivamo

I, —1I,
b

w cos asin v = wy(sin B cos a — cos Bsin )

(7.108)
U jednadzbi (7.105) mozemo tangense kutova izra-
ziti putem omjera sinusa i kosinusa, te preinaciti tu
jednadzbu u oblik

Io .
cosffsina = 7, sin B cos v (7.109)

b

Uvrstavanjem ovog izraza u jednadzbu (7.108) i
sredivanjem dobivamo konac¢ni rezultat

_ sina
“p = sin 3 w
Ako je zadana kutna brzina w kojom rotira kruto
tijelo, te kut a kao pocetni uvjet, mozemo odrediti
kut 8 poznavajuéi I, i I, te kona¢no kutnu brzinu
wp kojom vektor & i os figure precesiraju oko kons-

(7.110)

tantnog vektora Lu laboratorijskom inercijalnom
sustavu.

U realnom promatranju takve rotacije krutog ti-
jela oko zapaza os figure koja precesira oko nekog

smjera u prostoru. Smjer vektora & nije posebno
uocljiv. Tek ako se okomito na os figure postavi
krug razdijeljen na tri jednaka kruzna isjecka, od
kojih je svaki obojan drugom bojom, moze se opa-
ziti da vektor & ima trenutno smjer prema jednom
od segmenata jer se uocava kruzi¢ boje tog seg-
menta, dok se oko kruzi¢a vidi vijenac u boji koju
oko stvara mijeSajudi tri boje. Precesija vektora &
oko osi figure opaza se kao polagana ciklicka pro-
mjena boje kruzica.

Radi potpunosti ove rasprave o rotaciji slobod-
nog krutog tijela, dodana je i slika 7.30b koja pri-
kazuje odnose vektora za tijelo koje je prosireno
u ravnini okomitoj na os figure. Za njega vrijedi
I, > I, sto daje a > (. Oko plasta uzeg stoSca
kotrlja se plast Sireg stoSca tako da se dodiruju na
mjestu vektora . U tom kotrljanju vektor izvodi
precesiju oko osi z, ali i oko osi figure krutog tijela.

7.4.3 Gibanje zvrka oko u¢vrscéene tocke
na osi simetrije

Zanimljiv je slucaj zvrka (osno simetriénog tijela)
koji je u¢vrséen u nekoj tocki na osi simetrije, uda-
ljenoj od tezista tako da gravitacijsko polje moze
uzrokovati moment sile oko te tocke. Takav je
slucaj prikazan na slici 7.31a. U pocetnom tre-
nutku, os simetrije zvrka nagnuta je za kut 6 od
vertikale. Ako zvrk tada ne rotira oko svoje osi,
njegova kutna koli¢ina gibanja isc¢ezava (I_: =0)i
tek njegovim otpustanjem iz pocetnog polozaja do-
lazi do promjene

dL = M dt (7.111)

gdje je M = §x F; moment gravitacijske sile oko
upori$ne tocke, a § je udaljenost tezista zvrka od
uporis$ne tocke. Smjer vektora M je okomit na § i
fg kako prikazuje slika 7.31a, te uzrokuje zakreta-
nje zvrka oko te osi sve do njegova pada na podlogu.
Pri tome vektor L raste od nule do neke vrijednosti
uoci pada zvrka na podlogu, a njegov se smjer pok-
lapa s onim vektora M. To nije posebno zanimljiv
proces, ali ga navodimo radi kontrasta s mnogo za-

Na slici 7.31b prikazano je pocetno stanje u ko-
jemu je zvrku dana kutna brzina rotacije &, oko
njegove osi simetrije (glavna os a), tako da ima
pocetnu kutnu koli¢inu gibanja L = 1, &,. Na-
kon otpustanja zvrka, dolazi uslijed djelovanja mo-
menta sile M do promjene kutne koli¢ine gibanja
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VAV

(b)

Slika 7.31: (a) Osno simetri¢no tijelo (zvrk) postav-
ljeno je tako da ima jednu uporisnu tocku na pod-
lozi, a os simetrije mu je nagnuta za kut 6 od verti-
kale. Nije uspostavljena pocetna rotacija zvrka oko
njegove osi simetrije. Nakon otpusStanja, moment
gravitacijske sile uzrokuje povec¢anje nagiba zvrka
do njegova pada na podlogu. (b) Ako je zvrku dana
pocetna rotacija oko njegove osi simetrije, odnosno
pripadna kutna koli¢ina gibanja E, nastaje prece-
sija zvrka oko vertikalne osi jer moment gravitacij-
ske sile uvijek uzrokuje promjenu dL u trenutnom
smjeru M. Pomoéni crtez sa strane prikazuje po-
gled odozgo na projekciju Lsiné u horizontalnoj
ravnini i promjenu dL koja dovodi do zaktreta za
kut dp u intervalu vremena dt.

dL, koja je okomita na zateceni vektor L. Rezultat
je zakretanje vektora L oko vertikalne osi, kako je
naznaceno na slici 7.31b. Na pomocénom crtezu sa
strane prikazana je projekcija vektora L na hori-
zontalnu ravninu (L sin #) i njeno zakretanje za kut
dy u intervalu vremena dt. Iz prikazanog odnosa
slijedi dL = L sinf dyp, pa iz jednadzbe (7.111) sli-

POGLAVLJE 7. MEHANIKA KRUTOG TIJELA
jedi
L sinfdp=mgs sinfdt (7.112)

odnosno kutna brzina precesije osi zvrka oko verti-
kalne osi

dp mgs
Wy = — =
LT I, w,

(7.113)

Sto je veéa kutna brzina w, rotacije zvrka oko nje-
gove osi simetrije, to je sporija precesija zvrka oko
vertikalne osi. Takoder, zvrk s vedim momentom
inercije I, oko osi simetrije, sporije ¢e precesirati
oko vertikalne osi.

Ovo je bio simplificirani prikaz gibanja zvrka,
koji je priblizno valjan ukoliko se pocetno ostvari
velika kutna brzina rotacije zvrka oko vlastite osi
tako da se precesija potom odvija malenom kut-
nom brzinom. Rigorozni pristup je znatno slozeniji.
Naime, ¢im utvrdimo da, pored w, oko glavne osi
zvrka, postoji i w, oko neke druge osi, znaci da
ukupna trenutna kutna brzina rotacije krutog ti-
jela odstupa od smjera glavne osi, pa se moramo
upustiti u slozenije razmatranje.

Obic¢no se polazi od toga da je zadan moment sile
M i neki pocetni uvjeti, pa se zatim prora¢unava
vremensko ponasanje kinematickih veli¢ina. Taj je
racun u ovome slucaju jako slozen, pa nacinimo
sada obrnuti redoslijed pretpostavivsi da se odvija
jedno ustaljeno vremensko ponasanje kinematickih
veli¢ina, te potrazimo kakav uvjet mora zadovoljiti
moment sile da bi se ostvarivala takva zadana ki-
nematika.

U konkretnom slucaju, pretpostavimo da zvrk
rotira kutnom brzinom w, oko svoje osi simetrije,
koja je otklonjena od osi z za fiksan kut 6, te pre-
cesira stalnom kutnom brzinom wj, oko nje. Vektor
ukupne trenutne kutne brzine rotacije zvrka iznosi

=wga+wpk

&L
|

= (wg +wp cosf)a+wy, sinfu  (7.114)

gdje je a jedini¢ni vektor duz osi simetrije zvrka,
k je jediniéni vektor duz vertikalne laboratorijske
osi z, a U je jedini¢ni vektor okomit na a s time
da uvijek lezi u ravnini koju odreduju vektori a i k
(slika 7.32).

Jedini¢ni vektor 4 oc¢ito nije fiksan u zvrku, ali je
uvijek okomit na glavnu os a, pa je moment inercije
zvrka duz smjera @ uvijek jednak I,, = I, = I, gdje



7.4. ROTACILJA KRUTOG TIJELA OKO UCVRSCENE TOCKE 239

R N A A A A A
A
)

Slika 7.32: Vektor trenutne kutne brzine zvrka &
ima komponentu duz glavne osi zvrka w, & zbog
vrtnje oko te osi i komponentu wy, k oko vertikalne
osi zbog precesije zvrka oko te osi. Zbog nejedna-
kih momenata inercije zvrka oko glavnih osi (pret-
postavljeno je I, > I, = I.) vektor kutne koli¢ine
gibanja L otklonjen je od &. Jedini¢ni vektor 4 je
okomit na a i lezi uvijek u ravnini koja je zadana
vektorima d i k. Jediniéni vektor ¢ je uvijek okomit
na navedenu ravninu.

se indeksi b i ¢ odnose na glavne osi zvrka koje su
okomite na os a. Stoga mozemo izraziti trenutnu
kutnu koli¢inu gibanja zvrka u obliku

L =1, (ws+wpy cosh) i+ I,w, smnfa (7.115)
Vektor L je ocito uvijek u ravnini koju ¢ine vektori
a i u, pa time vektor L takoder precesira kutnom
brzinom w, oko osi z. Vremensku promjenu vek-
tora L mozemo lako izracunati po opéoj formuli za
rotaciju vektora

dL -
— =w, x L 7.116

dt p ( )
Uvazavajuci rastavljanje vektora w), na komponente
duz vektora a i 4, te izraz za L iz jednadzbe (7.115),

dobivamo nakon vektorskog mnozenja

=

dL
o =W sin [I, (wq +wp cos@) — I, wy, cosb] v

(7.117)

gdje je uveden jedini¢ni vektor ¥ = @ x a. Moment
sile se moze izraziti kao M = m g s sinf v, pa iz-
jednacavanjem s gornjim izrazom dobivamo trazeni
uvjet

wp [Ig (W +wp cosb) — I, w, cosb] =mgs

(7.118)
Dakle, rotacija zvrka oko vlastite osi uz precesiju
oko osi z pod konstantnim kutom nagiba moze se
trajno odrzavati (zanemarujuéi trenje) samim gra-
vitacijskim djelovanjem na zvrk, ukoliko parametri
zadovoljavaju jednadzbu (7.118). Ako npr. pos-
tavimo odredeni kut nagiba 6 i zavrtimo zvrk oko
njegove osi nekom kutnom brzinom w,, morala bi
kutna brzina precesije iznositi (rjeSenje kvadratne

jednadzbe (7.118))

—1Iy wa + /1202 + 4(1, — I,,)mgs cos 0
Wy =
P 2(1, — I,,) cos 6

(7.119)
Medutim, stvaranje uvjeta za takvo trajno giba-
nje nije jednostavno jer bi odmah u pocetnom tre-
nutku valjalo dati zvrku izracunatu kutnu brzinu
precesije. Obi¢no pustimo zvrk iz polozaja mirova-
nja njegove osi, tj. tako da je u poc¢etnom trenutku
wp = 0. Razumije se, uvjet iz jednadzbe (7.118)
nije tada zadovoljen. Zbog djelovanja momenta
sile, zvrk krene u precesiju lagano povecavajuci wy,
no zbog trenutnog nezadovoljavanja uvjeta (7.118)
mijenja se i parametar 6 tako da se povecava. To
ujedno znaci da se pojavljuje i trenutna kutna br-
zina w, oko smjera vektora ¥

_do
o dt
Ove su promjene ogranicene zakonom ocuvanja
energije. Naime, kineticka energija zvrka raste
uslijed dodatne rotacije, ali se potencijalna ener-
gija smanjuje jer se teziSte zvrka spusta uslijed
poveéanja kuta 6. U svakome trenutku mora biti
zadovoljen uvjet

(7.120)

Wy

1 1 .
5 I, (wq + wp cosB)? + 5 Iu(wz sin 62 + w?)

+mgs cosf = E = konst. (7.121)

U tim uvjetima nastaje periodicka izmjena poten-
cijalne i kineticke energije tako $to nagibni kut 6
varira tijekom vremena izmedu dviju vrijednosti 61
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i 05, koje ovise o pocetnim uvjetima. Takoder se
i kutna brzina precesije w, periodicki mijenja. Os

Slika 7.33: Razni primjeri krivulja koje na
zamisljenoj sfernoj plohi oko uporiSne tocke zvrka
ispisuje njegova os simetrije tijekom precesije i nu-
tacije. Tocan oblik krivulje ovisi o pocetnim uvje-
tima. Sam zvrk nije prikazan na ovim slikama.
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simetrije zvrka opisuje neku krivulju nalik na jednu
od onih koje su kao primjeri prikazane na slici 7.33.
Tocan oblik krivulje ovisi o po¢etnim uvjetima. Po-
java u kojoj tijekom precesije zvrka oko vertikalne
osi dolazi do periodicke promjene nagiba osi zvrka
naziva se nutacija (lat. nutare - nagingjati se, zibati
se).

Gornji prikaz nutacije utemeljen je na okvir-
nim jednadzbama i fizikalnom rasudivanju. Tocan
proracun gibanja zvrka nakon njegova otpustanja
zahtijeva postavljanje potpunog skupa jednadzbi i
vodi na slozen postupak rjeSsavanja u koji ne ¢emo
ulaziti u ovoj knjizi.

7.5 Opcenito gibanje krutog
tijela

U proucavanju rotacije krutog tijela oko tezista uzi-
mali smo u obzir samo djelovanje momenta sile koji
dolazi od nekog para sila. Postavlja se pitanje Sto
se dogada ako na inace slobodno (neu¢vrséeno) ti-
jelo pocne djelovati jedna sila (ili vise sila koje daju
jednu rezultantu). U slu¢aju kada pravac nositelj
sile prolazi kroz teziste, odgovor je lako dati. Sila
naprosto daje akceleraciju tijelu u translatornom
gibanju. Ako pak pravac nositelj sile ne prolazi
kroz teziste, kao Sto prikazuje slika 7.34a, odgovor
moramo potraziti kroz dodatnu analizu.

Zamislimo da, pored zadane sile, postavimo jos
jednu isto toliku silu na paralelan pravac nositelj
tako da teziste bude po sredini izmedu dva pravca
(slika 7.34b). Tada je jasno da bi zajednicki ucinak
dviju sila bio isti kao da na teziste tijela djeluje
dvostruka sila. Mozemo stoga zakljuciti da na tran-
slatorno gibanje tijela djeluje zadana sila kao da joj
pravac nositelj prolazi kroz teziste.

Postavimo li drugu silu tako da bude antipara-
lelna sa zadanom (slika 7.34c), dobili smo par sila
kojemu je moment jednak produktu iznosa jedne
sile 1 udaljenosti pravaca nositelja. Alternativno
mozemo reéi da svaka sila stvara moment sile oko
osi kroz teziste, a zbroj tih momenata sila jednak
je upravo momentu para sila.

Dakle, djelovanje jedne sile u proizvoljnom
hvatistu krutog tijela ima uc¢inak kao da joj je
hvatiste u tezistu i povrh toga da na tijelo djeluje
moment sile oko osi kroz teziste.
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Slika 7.34: (a) Na slobodno (neuévrséeno) tijelo
djeluje sila kojoj pravac nositelj ne prolazi kroz
teziste tijela. (b) Djelovanje dviju jednakih sila na
paralelnim pravcima nositeljima simetri¢no udalje-
nim od tezista jednako je djelovanju dvostruke sile
u tezistu. Stoga jedna sila ima u¢inak na translacij-
sko gibanje tijela kao da sama djeluje u tezistu. (c)
Par sila koje leze na paralelnim pravcima nosite-
ljima simetriéno udaljenim od tezista stvara dvos-
truko veéi moment sile od onoga koji nastaje dje-
lovanjem jedne sile oko tezista tijela. Stoga je za
rotacijski u¢inak jedne sile mjerodavan moment te
sile s obzirom na teziste tijela.

7.6 Zakon ocuvanja kutne
kolicine gibanja

U izoliranom sustavu krutih tijela vrijede za-
koni ocuvanja energije i kolic¢ine gibanja koje smo
op¢enito uveli u prethodnom poglavlju. Sada
mozemo razmotriti kutne koli¢ine gibanja krutih ti-
jela.

Slika 7.35a prikazuje dva kruta tijela A i B koja
mogu rotirati oko neke odabrane tocke O. Ako ti-
jela djeluju uzajamno silama Fap i Fpa sukladno
tre¢emu Newtonovu zakonu, mozemo utvrditi da ti-
jela djeluju uzajamno momentima sila MugiMpa
za koje vrijedi

Map = —Mp, (7.122)

Naime, sile ﬁAB i ﬁB 4 djeluju na istome pravcu
nositelju, pa imaju jednak krak prema prema oda-
branoj tocki O, a zbog suprotnih smjerova sila nji-
hovi momenti su takoder suprotni. Mozemo re¢i da
je moment reakcije jednak po iznosu i suprotnog
smjera od momenta akcije.

Uzajamno djelovanje dvaju tijela moze se ostva-
riti i putem torzije spojne Sipke kako prikazuje slika
7.35b. Momenti sile na krajevima Sipke rezultat
su unutarnjih sila koje nastaju u torziji, te za njih
takoder vrijedi odnos kao u jednadzbi (7.122).

Ako se uzajamno djelovanje krutih tijela odvija
u intervalu vremena dt, promjene kutnih koli¢ina
gibanja pojedinih krutih tijela iznose

dL s = Mpy dt (7.123)
dEA = MBA dt (7.124)

Zbog odnosa u jednadzbi (7.122) nalazimo da vri-
jedi

dLy = —dLp (7.125)

Promjena kutne kolicine gibanja jednog kru-
tog tijela jednaka je po iznosu i suprotnog je
smjera od promjene kutne koli¢ine drugog tijela.
Medudjelovanje dvaju tijela ima ucinak kao da je
jedno tijelo predalo dio kutne koli¢ine gibanja dru-
gome tijelu. Time ukupna kutna koli¢ina giba-
nja dvaju tijela ostaje neizmijenjena. Do takva
zakljucka mozemo dodi i formalnim matematickim
postupkom iz jednadzbe (7.125)
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EA + EB = konst.

(7.126)
Ako su tijela u pocetnom trenutku ¢; imala kutne
koli¢ine gibanja L a1 1 L B1, onda ¢e u kasnijem tre-
nutku to biti

dLa+Lp)=0 =

AMa s

A LT
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Slika 7.35: (a) Tijela A i B mogu rotirati oko
ucvrséene tocke O. Uzajamno djelovanje tijela os-
tvaruje se preko razapete opruge. Momenti sila
M 4B 1 M BA su jednaki po iznosu i suprotnih smje-
rova, pa isto vrijedi i za promjene kutnih koli¢ina
gibanja dvaju tijela. (b) Dva tijela mogu djelovati
jedno na drugo posredno preko uvijene Sipke (crt-
kana bi linija bila ravna kod neuvijene sipke). Mo-
menti sila koji djeluju na pojedina tijela jednaki su
po iznosu i suprotnih smjerova.
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Lar+ Lo =1L+ Lp (7.127)

Napomena: Sve kutne koli¢ine gibanja, kao i mo-
mente sila, valja ra¢unati s obzirom na jednu
te istu tocku. Ta tocka moze biti proizvoljno
odabrana, no povoljnije je odabrati onu koja
predstavlja neki centar simetrije tako da racun
bude jednostavniji.

7.7 Rotacija tijela koje
mijenja svoj oblik

Ponekad smo u prilici promatrati rotaciju nekog
tijela koje moze mijenjati svoj oblik tako da mu
se mijenja moment inercije oko osi rotacije. Ako
promjenu oblika tijela izvode unutarnje sile koje
djeluju izmedu pojedinih dijelova tijela, mozemo
racunati kao da se radi o nekom sustavu viSe ti-
jela, te svesti problem na poznate nam zakonitosti
u izoliranom sustavu tijela.

Slika 7.36a prikazuje jednostavan sustav dviju
kugli mase m koje su polozene u horizontalan zlijeb
i spojene rastegnutom oprugom duljine 2r;. Neka
je sustav pokrenut u rotaciju oko srediSta opruge
kutnom brzinom w;. U tom je trenutku njegova
ukupna kutna koli¢ina gibanja L1 = I; wi, gdje
je moment inercije I} = 2mr% (zanemarujemo udio
zlijeba). Ako je elasti¢na sila opruge veca od centri-
petalne sile potrebne za postavljeno kruzno gibanje,
kugle ¢e se tijekom rotacije priblizavati jedna dru-
goj. Pretpostavimo jo§ da postoje grani¢nici koji
zaustavljaju kugle na razmaku 2r9, kako prikazuje
slika 7.36b. Postavlja se pitanje kolikom ¢e se kut-
nom brzinom wsy odvijati rotacija sustava u novoj
konfiguraciji. Buduéi da se radi o izoliranom sus-
tavu, njegova se ukupna koli¢ina gibanja nije pro-
mijenila

Irwy =17 wq = (7.128)
Priblizavanjem kugli doslo je do povecanja kutne
brzine rotacije.

Napomena: U ovome se slucaju ne dogada da
jedna kugla preda drugoj dio kutne koli¢ine
gibanja kako bi ukupna kutna koli¢ina gibanja
sustava ostala neizmijenjena. Proces se odvija
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tako da svaka kugla za sebe zadrzi svoju kutnu
koli¢inu gibanja neizmijenjenom, pa je neizmi-
jenjena i ukupna kutna koli¢ina gibanja sus-
tava. Naime, na kuglu djeluje centripetalna
sila ¢iji moment oko sredista rotacije iSCezava,
pa nema ni promjene kutne koli¢ine gibanja
kugle.

Moze se jos postaviti pitanje je 1li doslo do
promjene kineticke energije sustava nakon pri-
blizavanja kugli. Primjenjujuéi rezultat iz jed-
nadzbe (7.128), lako je izracunati omjer kinetickih
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Slika 7.36: (a) Rotirajuce tijelo sastoji se od dviju
kugli postavljenih u zlijeb koji se moze horizontalno
okretati na svome postolju. Udaljenost svake kugle
od osi rotacije je u potetnom trenutku r;, a kutna
brzina rotacije je wi. Opruge su povezane rasteg-
nutom oprugom tako da elasti¢na sila nadmasuje
potrebnu centripetalnu silu za tu rotaciju. (b) Sve-
ukupno tijelo mijenja svoj oblik (dimenziju) kako se
kugle priblizavaju osi rotacije. Na smanjenoj uda-
ljenosti ro pojedine kugle od sredista rotacije, cijelo
tijelo ima manji moment inercije oko osi rotacije, a
poveca mu se kutna brzina rotacije na iznos wa.
Kutna koli¢ina gibanja tijela ostane pritom neizmi-
jenjena.

energija

Bz _ plres 1t (7.129)
Exi  iLw? 13 '
2 71%1 2

Kineticka se energija ocito povecala. Zanimljivo je
analizirati kako je doSlo do te promjene. Dok se
kugla giba po kruznici konstantnog radijusa, cen-
tripetalna sila ne obavlja rad jer je F, - ds = 0.
Medutim, kada se kugla priblizava sredistu rotacije,
rad centripetalne sile je pozitivan zbog pomaka ti-
jela u smjeru sile, pa kineticka energija raste.

Moze se postaviti i pitanje kako je opisani proces
uskladen sa zakonom o ocuvanju energije u izolira-
nom sustavu. Kineticka energija kugli se povecala,
no sustav ne ¢ine samo kugle, nego i opruga. Poten-
cijalna elasti¢na energija rastegnute opruge pred-
stavlja unutarnju energiju sustava, koja se jednim
dijelom pretvori u kineticku energiju kugli.

Nakon razumijevanja procesa u gornjem mo-
delnom tijelu koje tijekom rotacije mijenja svoj
oblik, mozemo opisati i neke situacije koje se su-
sre¢u u zivotu. Poznate su piruete koje se izvode
u umjetniCkom klizanju na ledu. Prije odskoka,
plesacica postigne neku rotaciju raSirenih ruku, a
nakon odskoka skupi ruke kako bi ubrzala svoju
rotaciju, odnosno postigla veéi broj okretaja prije
nego $to se spusti ponovo na led. Razumije se, prije
samog dodira s ledom, plesacica umjesno rasiri ruke
kako bi trenutno usporila svoju rotaciju i izbjegla
eventualnu nestabilnost u nastavku plesa.

Zgodan primjer nalazimo i kod samostalnog nji-
hanja djeteta na ljuljacki. Potreban je neki pocetni
njihaj, a zatim prolazeéi kroz polozaj minimuma,
dijete podize teziste ispravljanjem gornjeg dijela ti-
jela i pruzanjem dotad skvréenih nogu (slika 7.37).
Time se smanji moment inercije tijela kod rotacije
oko objesista ljuljacke, pa se poveca kutna brzina
rotacije. Takoder se poveca i kineticka energija dje-
teta. U polozaju krajnjeg otklona ljuljacke, dijete
moze ponovo skvréiti noge i pognuti tijelo bez pro-
mjene kutne brzine rotacije, buduéi da ona u tome
polozaju ionako iS¢ezava.

Ponavljaju¢i opisane pokrete dijete moze
povecavati otklon ljuljacke i dalje odrzavati njiha-
nje unato¢ gubicima energije uslijed neizbjeznog
trenja u lezajima 1 otpora zraka. Nadoknada
energije dolazi od rada miSica u promjenama
oblika djetetova tijela, a u konac¢nici od energije
dobivene iz tjelesnog metabolizma.
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Slika 7.37: Prolazeéi kroz najnizi polozaj ljuljacke,
dijete uspravlja tijelo i podize noge tako da malo
priblizi svoje teziSte osi rotacije oko objesista lju-
ljacke. Time se poveca kutna brzina rotacije, a
poveca se i kineticka energija djeteta na ljuljacki.

Parametrijsko njihalo. Obi¢no njihalo ima
konstantnu duljinu niti. Za povecanje amplitude
njihanja potrebno je djelovanje sile koja ima mo-
ment oko objesista tako da se poveca trenutna
kutna koli¢ina gibanja, a ujedno i kineticka ener-
gija njihala. Takav se u¢inak moze postiéi i djelova-
njem sile koja nema momenta oko objesiSta njihala,
ali moze mijenjati duljinu niti (parametar) njihala.
Slika 7.38a prikazuje skrac¢ivanje duljine niti od I
na l", pri cemu se smanji moment inercije za rota-
ciju oko objesista, pa se poveéa kutna brzina od w’
na w  tako da kutna koli¢ina gibanja ostane neiz-
mijenjena I w' = I" w”. Takoder mozemo uoéiti da
vanjska sila pritom izvrsi pozitivan rad djelujuéi na
putu Al = I — l//7 pa se poveca kineticka energija
njihala.

U krajnjem polozaju njihala (7.38b) kutna br-
zina iS¢ezava, pa je moguce produljiti nit njihala
bez ucinka na kutnu koli¢inu gibanja koja tada
takoder iscezava. Periodickim mijenjanjem duljine
niti osvarujemo parametrijsko njihalo kojemu se
djelovanjem vanjske sile unosi energija.
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Slika 7.38: (a) Povlac¢enjem niti moze se skratiti du-
ljina njihala u trenutku kada kuglica prolazi kroz
najnizu tocku. Pritom se kutna brzina rotacije
oko tocke na koloturi poveéa, a poveca se i ki-
neticka energija kuglice. (b) U krajnjem polozaju
njihala kutna brzina iSCezava, pa se otpustanjem
niti samo vraca prvobitna duljina njihala, bez pro-
mjene (iS¢ezavajuée) kutne brzine i kineticke ener-
gije kuglice.



Poglavlje 8

HARMONIJSKI OSCILATOR

U svakodnevnom zivotu opazamo razna titranja,
tj. gibanja u kojima neko tijelo periodicki ponavlja
istu putanju "naprijed-natrag”. Takvo gibanje nas-
taje ako tijelo ima neki polozaj ravnoteze uvjetovan
vanjskim silama, ali ga nekim udarcem (ili potiski-
vanjem) odmaknemo iz tog polozaja i zatim pus-
timo. Titranje obi¢no traje neko vrijeme s time da
se amplituda titranja smanjuje, Sto mozemo shva-
titi kao gubitak energije. U nekim pak primje-
rima imamo stalan vanjski poticaj titranja, koji
dolazi npr. od rada nekog stroja, pa nastaje staci-
onarno titranje. U tim slucajevima mozemo upoz-
nati vazan fenomen rezonancije.

Za teorijsku obradu titranja pogodno je uzeti
harmonijski oscilator u kojemu povratna sila
prema polozaju ravnoteze ovisi linearno o trenut-
nom otklonu tijela od samog polozaja ravnoteze.
U ovome ¢emo se poglavlju ograni¢iti na takav
slu¢aj i upoznati mnoge vazne osobine harmonij-
skog titranja, nacina njegova gusenja, kao i prisil-
nog odrzavanja titranja. Rezultati analize imaju
veliku prakti¢nu vaznost jer se gotovo sva realna
titranja svode na harmonijska ukoliko im je ampli-
tuda dovoljno malena. Tek za veée amplitude po-
trebno je razmatrati anharmonijsko titranje, koje
je teorijski znatno slozenije.

8.1 Slobodno titranje

Da bi se moglo ostvariti slobodno titranje nekog ti-
jela neophodno je postojanje neke sile koja ga uvi-
jek nastoji vratiti u polozaj ravnoteze. Uz to je po-
trebna i inercija tijela tako da se ono nastavi gibati
u istom smjeru i nakon prolaska kroz polozaj rav-
noteze, sve dok ga povratna sila ne zaustavi i po¢ne
opet vracati prema polozaju ravnoteze. Svojstvo
inercije posjeduje svako tijelo, tako da je taj uvjet
uvijek zadovoljen, a povratnu silu treba osigurati
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okolina.

U ovome ¢emo odjeljku opisati neke jednostavne
sustave u kojima moze doé¢i do titranja, te postaviti
jednadzbe gibanja i naéi rjesenja.

8.1.1 Opruga i masa kao harmonijski
oscilator

Za uvodno razmatranje o titranju zgodno je
posluziti se jednostavnim sustavom koji se sastoji
od jedne opruge i nekog tijela. Oprugu uévrstimo
jednim krajem o nepomicni ovjes, a na drugi kraj
opruge objesimo dano tijelo, kao Sto prikazuje slika
8.1a. Prisjetimo se da smo o ravnoteznom stanju
takva sustava veé¢ raspravljali u odjeljku 3.3, gdje
je sve bilo prikazano na slici 3.16d. Ovdje zelimo
raspravljati samo o tome sto se dogada ako je ti-
jelo pomaknuto iz polozaja ravnoteze, kao Sto pri-
kazuje slika 8.1b. Kod danog pomaka w javlja se
povratna sila F = —K ii. Ako je tijelo prepusteno
gibanju pod utjecajem te sile, mozemo napisati jed-
nadzbu gibanja u obliku drugoga Newtonova za-
kona @ = F'/m, odnosno

2
dt?

K
m

(8.1)

gdje su vektorske veli¢ine zamijenjene algebarskima
tako $to je os u postavljena vertikalno, a za is-
hodiste je odabrana tocka u kojoj se nalazi polozaj
ravnoteze objesenog tijela.

Napomena: Oblik jednadzbe gibanja (8.1) ne
ovisi o izboru pozitivnog smjera osi u (prema
gore, ili prema dolje). Isto vrijedi i za oblik
rjeSenja jednadzbe gibanja. Jedino moramo
pripaziti da jednom odabrani pozitivan smjer
ne mijenjamo do kraja ra¢unanja, a ni kasnije
u interpretaciji rezultata.
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Slika 8.1: (a) Ravnotezno stanje tijela objesenog
na oprugu. (b) Tijelo je otklonjeno iz polozaja rav-
noteze, te na njega djeluje povratna sila opruge.

Rjesenje diferencijalne jednadzbe (8.1) mora biti
takva funkcija u(t) kojoj je druga derivacija propor-
cionalna samoj funkciji. To svojstvo ima sinusna
funkcija, pa postavimo rjesenje u opéem obliku

u(t) = A sin(wot + ¢) (8.2)

gdje su A, wqg 1 ¢ tri konstante koje treba odrediti.
Provjera rjesenja obavlja se uvrStavanjem u samu
diferencijalnu jednadzbu. U tu svrhu derivirajmo
funkciju u(t) dva puta uzastopce i uvrstimo rezul-
tat u lijevu stranu jednadzbe (8.1), dok na desnoj
strani uvrstimo samu funkciju u(t)

K
—wa A sin(wot + ) = - A sin(wot + ¢) (8.3)

Ova je jednadzba zadovoljena ukoliko je ispunjen

uvjet
K K
wi==— = wo =\ — (8.4)
m m

Vazno je uociti da je, uz ispunjen uvjet (8.4), jed-
nadzba (8.3) zadovoljena za svaku vrijednost varija-
ble ¢, tj. u svakome trenutku. Time smo se uvjerili
da pretpostavljena funkcija u(t) uistinu predstavlja
rjesenje diferencijalne jednadzbe (8.1).
Nalazenjem uvjeta (8.4) odredili smo jednu od
triju konstanti u rjesenju (8.2). Konstanta wg ovisi
isklju¢ivo o gradi sustava, tj. o konstanti opruge
K i masi tijela m. Ona se naziva kutna, ili kruzna
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frekvencija, iako se tijelo u ovome slucaju ne giba
kruzno, nego isklju¢ivo duz vertikalnog pravca wu.
Naime, sinusnu funkciju mozemo matematicki sma-
trati projekcijom rotirajuéeg jedini¢nog vektora na
neku os. Ako jedini¢ni vektor rotira kutnom brzi-
nom wy, onda njegova projekcija oscilira kruznom
frekvencijom wy. O prikazu titranja metodom ro-
tiraju¢ih vektora bit ¢e vise rije¢i na kraju ovoga
poglavlja.

Znacenje konstante A u jednadzbi (8.2) mozemo
lako utvrditi uoc¢avajudi da vrijednost sinusne funk-
cije oscilira uvijek izmedu -1 i 1. Zbog toga se
trenutni otklon tijela iz polozaja ravnoteze, cesto
nazivan elongacija (lat. elongatio - produljenjge),
mijenja u rasponu od —A do A. Konstantu A na-
zivamo amplitudom (lat. amplitudo - velicina, ve-
lebnost) jer ona predstavlja maksimalnu elongaciju
titranja.

Preostalo nam je jos objasniti znacenje konstante
¢ u rjesenju (8.2). Cjelokupni argument sinusne
funkcije ¢esto se naziva vremenski ovisnom fazom

D(t) = wot + ¢ (8.5)

Ocito je za t = 0 faza sinusne funkcije

®(0) =¢ (8.6)

Stoga konstantu ¢ nazivamo fazom u pocetnom tre-
nutku, ili pak skraceno pocetnom fazom. U tom
trenutku, otklon tijela iz polozaja ravnoteze iznosi

u(0) = A sing (8.7)

U ovisnosti o pocetnoj fazi, tijelo ima neki otklon
koji se razlikuje od amplitude A. Mozemo redi i
obrnuto, da se iz pocetnog otklona tijela moze odre-
diti pocetna faza titranja. O tome ¢e joS biti rijeci
malo kasnije.

Funkciju wu(t) mozemo graficki prikazati na
razliite nacine u ovisnosti o odabiru neovisne va-
rijable. Tako je na slici 8.2a odabrana ovisnost o
ukupnoj fazi ®. Ako uzmemo da je titranje pocelo
ut = 0, onda funkciju u(®) prikazujemo punom
linijom tek od ® = ¢, a prije toga stavljamo crt-
kanu liniju koja naznacuje samo matematicki oblik
funkcije. Varijabla ® se izrazava u radijanima, pa
period funkcije u(®) iznosi 27, sto je jasno vidljivo
na slici 8.2a.

Cesée se kao neovisna varijabla uzima samo
veli¢ina wgt tako da dobivamo prikaz titranja kao
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Slika 8.2: (a) Ovisnost pomaka tijela o ukupnoj fazi
®. (b) Pomak tijela u ovisnosti o wyt. (¢) Vremen-
ska ovisnost otklona tijela iz polozaja ravnoteze.

na slici 8.2b. Funkcija u(wgt) pocinje punom lini-
jom od wot = 0, a prije toga je naznacena crtka-
nom linijom. Tu je i naznaka za oc¢itavanje iznosa
pocetne faze . Varijabla wyt izrazava se takoder u
radijanima, tako da je period funkcije 27. Moramo
uociti da kod vrijednosti varijable wgt = 27 otklon
iz polozaja ravnoteze ima istu vrijednost kao i u
pocetnome trenutku.

Ako Zelimo kao neovisnu varijablu uzeti vrijeme
t, moramo utvrditi vremenski interval T' koji odgo-
vara periodi¢nosti funkcije u(t). O¢ito mora biti

wT =27 (8.8)

Vremenski interval T' naziva se period titranja. Za
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vrijeme jednog perioda harmonijski oscilator obavi
jedan puni titraj. To je vidljivo iz prikaza funkcije
u(t) na slici 8.2c.

Osim perioda titranja, koji se iskazuje u sekun-
dama, korisno je uvesti frekvenciju titranja

1
vy = f (89)

koja predstavlja broj titraja oscilatora u jedinici
vremena. Npr. ako jedan titraj traje T = 0,2 s,
onda se u jednoj sekundi obavi 5 titraja, pa je
vg = 5 Hz. Jedinica za mjerenje frekvencije je
1 s7!, no dan joj je poseban naziv herc (1 Hz) u
cast njemackog fizicara H. Hertza (19.st). Uspo-
redbom jednadzbi (8.8) i (8.9) nalazimo odnos

wo =2y (8.10)

Napomena: Indeks ¢ kod wy i vy nema nikakve
veze s pocCetnim trenutkom ¢t = 0. Radi se
naprosto o uobi¢ajenom oznacavanju odredene
frekvencije, koja ovisi o gradi samog oscila-
tora sukladno jednadzbi (8.4). Kasnije ¢emo u
ovome poglavlju upotrebljavati i oznake w, od-
nosno v kao promjenljive varijable, pa ¢e razlog
za indeksiranje wg i vg kao odredenih veli¢ina
postati ocit.

Pocetni uvjeti

Opce rjesenje neke diferencijalne jednadzbe sadrzi
tzv. konstante integracije, koje se mogu odrediti
iz pocetnih uvjeta (ako se radi o vremenskoj ovis-
nosti), ili rubnih uvjeta (ako se radi o prostornoj
ovisnosti). U slu¢aju diferencijalne jednadzbe (8.1)
dvije konstante integracije su A i ¢, dok je wg
odredena uvjetom (8.4). Pokazimo kako su kons-
tante A 1 ¢ povezane s pocetnim uvjetima. Uz-
mimo da nam je u ¢t = 0 poznat otklon tijela od
ravnoteznog polozaja w(0) i brzina tijela v(0). Iz
opéeg rjesenja (8.2) mozemo dobiti

u(0) = A sing (8.11)

Deriviramo li opce rjesenje, dobivamo izraz za br-

zinu, koji u t = 0 daje

v(0) = wo A cos p (8.12)

Iz ovih dviju jednadzbi lako je dobiti rjeSenje za
amplitudu i pocetnu fazu
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A= [u2(0) + L(QO) (8.13)
“o
_ u(0) wo
tgp = 2(0) (8.14)

Uistinu, ako su nam poznati pocetni uvjeti,
mozemo jednoznacno odrediti konstante A i ¢ u
opéem rjeSenju diferencijalne jednadzbe za harmo-
nijski oscilator.

Eksperimentalno postavljanje pocetnih
uvjeta

Do sada smo zamisljali da su pocetni uvjeti u(0) i
v(0) nekako zadani, te smo analizirali titranje koje
zatim nastaje. Zapitajmo se sada §to bismo morali
u realnosti u¢initi na nekom harmonijskom oscila-
toru da bi se ostvarili neki zeljeni pocetni uvjeti.
Povucimo tijelo tako da ga otklonimo iz polozaja
ravnoteze i zadrzimo ga na tome mjestu, a zatim
ga u nekom trenutku jednostavno pustimo. Pro-
glasimo taj trenutak pocetnim (¢t = 0), te pra-
timo nastalo titranje. U pocetnom smo trenutku
imali otklon u(0) zadan rukom (smatrajmo da je
taj smjer pozitivan, tj. u(0) > 0), a poCetna brzina
je is¢ezavala v(0) = 0 jer smo tijelo samo otpustili,

“I
U\(o):A\ /\
T\ ¢t
©@
w
AL \
u(©9=0 = %
(b)
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Slika 8.3: (a) Titranje nakon otpustanja tijela iz
zadanog otklona. (b) Tijelo dobiva po¢etnu brzinu
dok je u polozaju ravnoteze i zatim nastavlja ti-
trati. (c) U pocetnom otklonu tijelo dobiva brzinu
uslijed koje se pokrene dalje od polozaja ravnoteze.
(d) Tijelo dobije pocetnu brzinu u smjeru prema
polozaju ravnoteze.

a nismo ga gurnuli u neku stranu. Iz jednadzbe
(8.13) dobivamo A = u(0), tj. pocetni otklon iz
polozaja ravnoteze ujedno predstavlja i maksima-
lan otklon, tj. amplitudu titranja. Pocetna faza
prema jednadzbi (8.14) iznosi ¢ = 7/2, pa se titra-
nje odvija prema funkciji

u(t) = A sin(wot + g) = A coswot (8.15)

Ova funkcija titranja prikazana je na slici 8.3a.

Razmotrimo sada sluc¢aj u kojemu tijelo miruje
u polozaju ravnoteze, a u trenutku ¢ = 0 jednim
udarcem damo tijelu poéetnu brzinu v(0) u smjeru
pozitivne osi (v(0) > 0). Iz jednadzbe (8.14) do-
bivamo pocetnu fazu ¢ = 0, pa je titranje dano
funkcijom

u(t) = A sinwgt (8.16)

gdje je A = v(0)/wp sukladno jednadzbi (8.13).
Amplituda titranja ovisi o po¢etnoj brzini koju smo
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dali tijelu. Titranje koje nastaje od ovih pocetnih
uvjeta prikazano je na slici 8.3b.

Mozemo jo§ razmotriti sluc¢ajeve u kojima otklo-
nimo tijelo iz polozaja ravnoteze, te ih u trenutku
t = 0 jo§S gurnemo bilo u smjeru prema polozaju
ravnoteze, ili dalje od njega. Rezultirajuée titranje
je prikazano na slikama 8.3¢ i d. Amplituda je u
svakom slucaju veéa od pocetnog otklona u(0), te
ovisi o po¢etnoj brzini v(0) koju smo dali tijelu.

Sloboda izbora pocetnog trenutka

Uvidom u razne slucajeve na slikama 8.3a-d,
mozemo uociti da odabirom razli¢itih pocetnih
uvjeta dobivamo razli¢ite pocetne faze. No, isto
tako mozemo uociti da se razlicite pocetne faze
mogu ostvariti promjenom trenutka za koji sma-
tramo da predstavlja t = 0 u titranju, koje je pocelo
nekad ranije s uvjetima koji nam visSe nisu ni vazni.
Matematicki mozemo napisati

u(t) = A sinwy(t + to) = A sin(wot + ¢) (8.17)
gdje smo zapravo poceli racunati vrijeme od ¢y na
dalje. U tom slucaju pocetna faza postaje

Y = tho (8.18)

Vremenski pomak i pocetna faza su uzajamno ve-
zani. Odabir druge pocetne faze ekvivalentan
je odabiru drugog trenutka od kojega se pocinje
racunati vrijeme.

Tijelo na elasticnoj podlozi

U praksi Cesto susrec¢emo situacije u kojima je neko
tijelo polozeno na elasti¢nu podlogu tako da moze
do¢i do harmonijskog titranja. Slika 8.4 prikazuje
jednostavno postolje s oprugama na krajevima i ti-
jelom polozenim na opruge. U ovakvom sluc¢aju mo-
ramo upotrijebiti tla¢ne opruge koje su u procesu
kaljenja uoblicene tako da im se susjedni navoji ne
dodiruju. Postavljanjem tijela na postolje, opruge
se malo stisnu, ali ne toliko da bi se susjedni navoji
dodirivali. Time je uspostavljeno novo stanje rav-
noteze. Kod otklona iz takvog polozaja ravnoteze,
javlja se povratna sila koja moze biti harmonicna
(linearna s otklonom), tako da nastane titranje koje
mozemo opisati potpuno istim jednadzbama kao sto
su one koje smo izveli za tijelo objeseno na oprugu.
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U ovu kategoriju slucajeva spadaju mnogi radni
strojevi koji se postavljaju na elasti¢na postolja da
bi se izbjeglo prenoSenje veéih vibracija na okolinu.
Tu se primjenjuju jo§ i mehanizmi za guSenje vi-
bracija o kojima ¢emo govoriti nesto kasnije.

Karoserija svakog automobila polozena je na
cetiri debele opruge, a one su pak donjim krajem
uprte u zglobove koji drze kotace automobila. Na
taj se nacin prelazak kotaca preko nekog udubljenja
(ili izbocine) na cesti prenosi tek u manjoj mjeri na
putnike u automobilu.

V77777777

AT,

s T 7

Slika 8.4: Tijelo polozeno na opruge koje su donjim
krajevima uprte o postolje.

U gradevinskim konstrukcijama, te u raznim dru-
gim tehnickim konstrukcijama, vazno je pozna-
vati ponasanje koje nastaje kod optereéenja nosivih
greda, ili nekih ploc¢a. Ako se na nju naglo postavi
neki veéi teret, nastat ¢e vibracije bas kao i kod
harmonijskog oscilatora s oprugom.

8.1.2 Njihalo kao harmonijski oscilator

Jednadzbu gibanja za njihalo mozemo izvesti na ne-
koliko nac¢ina. Na slici 8.5a prikazano je tijelo mase
m objeSeno o nit duljine [/, koja je u nekom trenutku
otklonjena za kut 6 od vertikale. Na gibanje tijela
utjece tangencijalna komponenta gravitacijske sile
prema drugome Newtonovu zakonu

d2
m 45 _ —Fy sinf

o (8.19)

gdje je s put po kojemu se giba tijelo, dakle luk
kruznice prikazan na slici 8.5a. Jednadzba (8.19)
sadrzi dvije varijable s i 6, pa u takvoj formi
ne mozemo naci rjeSenje. Medutim, izmedu luka
kruznice i vrsnog kuta postoji geometrijska ovis-


mihaelgrbic
Highlight


250

/L fr sl L7

!

asTl}

()

e

M

/////®/ 77/

Slika 8.5: (a) Kuglica mase m objeSena o nit duljine
[ sluzi kao njihalo. Povratnu silu ¢ini komponenta
gravitacijske sile ﬁg u smjeru tangente na putanju
kuglice. (b) Gibanje kuglice se moze interpretirati
kao trenutna rotacija oko objesista O uz moment
sile M.

nost s = [ 0, tako da dobivamo jednadzbu gibanja
izrazenu putem samo jedne varijable

2
Z—tg + % sinf =0
gdje smo ujedno uvazili odnos F, = m g. Ova dife-
rencijalna jednadzba je nelinearna jer se u drugome
¢lanu ne nalazi naprosto varijabla 6, nego sinusna
funkcija te varijable. Stoga se ne radi o jednadzbi
kakvu smo imali za harmonijski oscilator i ne vri-

(8.20)
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jede odgovarajuca rjesenja. To nije iznenadujuce
jer povratna sila u jednadzbi (8.19) ne ovisi line-
arno o otklonu iz polozaja ravnoteze, pa njihalo ne
zadovoljava uvjet koji mora imati harmonijski os-
cilator.

Ipak, ako njihalo postize samo malene otklone
iz polozaja ravnoteze, moze se primijeniti aprok-
simacija sinf = 6 za malene kutove, te dobivamo
linearnu diferencijalnu jednadzbu

(8.21)

Njena je forma identi¢na onoj koju smo imali kod
titranja tijela objeSenog na oprugu, pa rjeSenje
mozemo odmah napisati u obliku

0(t) = © sin(wot + 6p)

gdje je ©® maksimalni kut otklona (amplituda), a
kruzna frekvencija je dana izrazom

(8.22)

g g

Konstanta 6y predstavlja pocetnu fazu njihanja,
koja ovisi o pocetnim uvjetima na isti nacin kao
Sto smo to vidjeli kod titranja tijela objeSenog na
oprugu.

Jednakovrijedan izvod jednadzbe gibanja nji-
hala mozemo naciniti ako krenemo od kutnih ki-
nematickih i dinamickih veli¢ina. Slika 8.5b prika-
zuje njihalo koje izvodi periodicko kruzno gibanje.
Za ishodiste O odabiremo objesiste niti, te piSemo
jednadzbu gibanja

(8.23)

Ia=M (8.24)

gdje je I = m(?> moment inercije tijela oko osi kroz
ishodiste. Moment sile je M =[x ﬁg, a bududi da
je kut izmedu vektora i ﬁg jednak 6, jednadzba
(8.24) se moze svesti na oblik identi¢an onome iz
(8.20).

Njihanje prostranog tijela

Kada je u pitanju prostrano tijelo koje je objeseno
kao npr. na slici 8.6, nije moguce primijeniti raz-
matranje kao u jednadzbi (8.19) jer se njihanje ti-
jela ne moze svesti samo na kruzno gibanje njegova
tezista. Primjerena je jednadzba (8.24) u kojoj mo-
ment inercije I valja uzeti oko osi kroz objesiste ti-
jela. Ako s [’ oznaéimo vektor koji ide od objesista
do tezista tijela, mozemo lako izvesti jednadzbu
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Slika 8.6: Njihanje prostranog tijela kao trenutna
rotacija oko objesista O. Gravitacijska sila ima
hvatiste u tezistu 7T

d? mgqgl B

dt2 " Ir+mli®"
gdje je primijenjen Steinerov poucak (odjeljak 7.2).
I7 je moment inercije oko osi kroz teziste. Takoder
je upotrijebljena aproksimacija malog kuta otklona.
Njihanje tijela se tada svodi na titranje s kutnom
frekvencijom

9 mgl maqgl
DT rme T TN rme

(8.26)
U slucaju tijela kojemu su dimenzije mnogo ma-
nje nego §to je udaljenost od objesista do tezista,
mozemo zanemariti Iz prema m [?, pa se izraz
(8.26) svodi jednostavno na (8.23). Nasuprot tome,
kada je objesiste blizu tezista, zanemarimo m [?
prema Ip u gornjem izrazu. Tada uocavamo da
se tijelo njise to sporije (manja kutna frekvencija)
Sto je objesiste postavljeno blize tezistu (manji 1).
To je ponaSanje potpuno suprotno od jednostavnog
njihala u kojemu jednadzba (8.23) predvida brze
njihanje kada je duljina [ kraca.

0 (8.25)

8.1.3 Energija u titranju

Titranje harmonijskog oscijatora je zgodan primjer
za oCuvanje mehanicke energije u zatvorenom sus-
tavu. Ako razmatramo titranje koje izvodi tijelo
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objeseno na oprugu (slika 8.1), mozemo reéi da je
ukupna energija u sustavu oscilatora

E:EKA2
2

(8.27)
Naime, kada tijelo dosegne maksimalan otklon A
od polozaja ravnoteze, njegova trenutna brzina
iS¢ezava, pa iSCezava i trenutna kineticka energija
tijela. Jedina energija u sustavu je potencijalna
elasticna energija opruge, koja je dana izrazom u
jednadzbi (8.27).

Kada tijelo krene prema polozaju ravnoteze,
ono stekne neku trenutnu brzinu v, a deformacija
opruge se smanji. U proizvoljnom trenutku mora
biti

1 mv? + L Ku? = 1 K A? = konst.  (8.28)
2 2 2

U trenutku prolaza kroz polozaj ravnoteze (u = 0),
brzina tijela je maksimalna wv,,,. Potencijalna
elasticna energija opruge tada iScezava, pa je ki-
neticka energija tijela jedina energija u sustavu os-
cilatora

1 2

5 M Umaz

= % K A? (8.29)
Tijelo se nastavi gibati i udaljavajuéi se od polozaja
ravnoteze gubi svoju kineticku energiju, ali se
opruga deformira i stjete potencijalnu energiju
prema jednadzbi (8.29). Kada tijelo dosegne mak-
simalan otklon, odnosno opruga maksimalnu defor-
maciju, imamo stanje dano jednadzom (8.27), a za-
tim se sve ponavlja. Stoga na titranje harmonijskog
oscilatora mozemo gledati kao na proces izmjene ki-
neticke energije tijela i potencijalne energije opruge
s time da ukupna energija ostaje konstantna.

8.2 Titranje s guSenjem

U prethodnom smo odjeljku razmatrali titranje
harmonijskog oscilatora koje nastaje nakon neke
pocetne pobude, tj. unosSenja energije u sustav os-
cilatora, te zatim prepuStanje oscilatora samome
sebi. Oscilator se tada ponasa kao izoliran sustav
u kojemu energija biva ocuvana. Stoga njegovo ti-
tranje traje u nedogled. O tome svjedoci i mate-
maticko rjeSenje diferencijalne jednadzbe predstav-
ljeno sinusnom funkcijom koja nikada ne trne.


mihaelgrbic
Highlight

mihaelgrbic
Highlight


252

IR AN

Slika 8.7: Kartonski §tit pri¢vrséen uz tijelo na
opruzi uzrokuje otpor kod gibanja u zraku. Sila
trenja F,, ima uvijek smjer suprotan trenutnoj br-
zini tijela.

U realnosti nema potpuno izoliranog sustava.
Kod gibanja tijela u oscilatoru javlja se uvijek neko
trenje prema okolini tako da oscilator gubi energiju
i amplituda titranja se s vremenom smanjuje, te
se u konacnosti titranje zaustavi. Sasvim maleno,
ali ipak primjetno, guSenje titranja ostvaruje se vec¢
gibanjem tijela u zraku. Pojacano guSenje moze se
ostvariti pri¢vrséivanjem laganog okruglog stita na
tijelo, kao §to prikazuje slika 8.7. Odabirom stitova
razli¢itih radijusa mogu se ostvariti jaca ili slabija
gusSenja te tako proucavati fenomen.

Kod manjih brzina u gibanju tijela kroz zrak,
sila trenja je proporcionalna brzini. Neka simbol b
predstavlja faktor proporcionalnosti, pa jednadzbu
gibanja mozemo pisati u obliku koji dopunjuje jed-

nadzbu (8.1)

d*u K b
— =——Uu——U 8.30
dt? m m (8:30)
S lijeve strane ove jednadzbe nalazimo akceleraciju
koja se mjeri u ms~2, pa je ocito da se veli¢ina b/m s

desne strane jednadzbe mjeri u s™!, tj. ima dimen-

POGLAVLJE 8. HARMONIJSKI OSCILATOR

ziju inverznog vremena. Stoga jednadzbu gibanja
guSenog harmonijskog oscilatora mozemo napisati
u obliku

d>u 1 du 9

—_— 4+ - — =0 8.31

prei (8:31)
gdje je 7 tzv. relaksacijsko vrijeme. Njegovo

¢emo fizikalno znacenje upoznati kasnije, a za sada
mozemo samo istaknuti da je 7 duze Sto je guSenje
slabije, a skra¢uje se kod jaceg gusenja (7 = m/b).
Konstanta wg ima isto znacenje kao i kod slobodnog
titranja (jednadzba (8.4)).

Gornja diferencijalna jednadzba sadrzi u pojedi-
nim svojim ¢lanovima funkciju u(t), te njenu prvu
i drugu derivaciju. Prema tome, rjesenje ove dife-
rencijalne jednadzbe mora biti takva funkcija koja
uzastopnim derivacijama reproducira samu sebe,
mnozena nekom konstantom. Poznato nam je da
jedino eksponencijalna funkcija zadovoljava ovakav
uvjet, pa postavimo rjeSenje u obliku

u(t) = C et (8.32)
gdje su C'i w konstante koje tek valja odrediti. Uvr-
stimo li pretpostavljeno rjesenje u diferencijalnu
jednadzbu, dobivamo

w2 Cevt + L o evt wiCev =0 (8.33)
T

Ova je jednadzba zadovoljena u svakom trenutku ¢
ako vrijedi uvjet

w4+ 24w =0 (8.34)
T
Rjesenje ove kvadratne jednadzbe glasi
1 1)°
= =] —w? .
wy,2 - (2T> W (8.35)

Dobili smo dva rjeSenja za w, pa moramo opcéenito
predvidjeti i dvije razli¢ite konstante za C. Stoga
napiSimo opéenito rjeSenje u obliku

u(t) = Cp et 4 Cy e™2! (8.36)

Sada je potrebno razmotriti redom slucajeve od
veoma slabog do izrazito jakog gusenja.
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8.2.1 Slabo gusSenje

Sto je gusenje slabije, to je relaksacijsko vrijeme
duze. Kao kriterij za slabo guSenje uzimamo ispu-
njenost uvijeta

1

— < wp

o (8.37)

Tada mozemo pisati

1\? 1 \?
<27’> —wgzx/—lwo 1_<2w07> =1 Wy

(8.38)
gdje je simbolom w, oznacena kutna frekvencija
gusenog titranja. Ocito je ona uvijek manja od
kutne frekvencije slobodnog titranja (wy < wp).
Opce rjeSenje za slabo guseni harmonijski oscilator
postaje

u(t) = e—t/27’+i wgt + Cy e—t/2T—i wg t
= (C1 +Cy) e 27 cos wy t

+i (C1 — Cy) eV sinw,t  (8.39)

Uvazimo sada fizikalni zahtjev da u(t) mora biti re-
alna veli¢ina (otklon iz polozaja ravnoteze). Dakle,
imaginarni dio u izrazu (8.39) mora iSCezavati, $to
znaci da mora biti C; = (5. Dobili smo rjesenje za
slabo guseno titranje

u(t) = Ae M2 cos wgt (8.40)

Konstanta A predstavlja pocetni otklon iz polozaja
ravnoteze jer za t = 0 nalazimo u(0) = A. Na
prvi pogled, rekli bismo da titranje dano izrazom
(8.40) nastaje jednostavnim otpustanjem tijela iz
pocetnog otklona. No, provjerimo ovu pretpos-
tavku tako da deriviranjem nademo izraz za br-
zinu tijela i zatim uvrstimo ¢ = 0. Dobivamo da
pocetna brzina u ovom sluc¢aju ne iscezava (v(0) =
—A/(27)). To znaci da titranje prema izrazu (8.40)
podrazumijeva kako je tijelo lagano gurnuto prema
polozaju ravnoteze.

Opcenitije rjeSenje za priguSeno titranje mozemo
napisati tako da dodamo neku pocetnu fazu ¢ u ar-
gumentu funkcije kosinus u jednadzbi (8.40). Tada
u rjeSenju imamo dvije konstante A i ¢ koje su
potrebne da bi se mogla zadovoljiti dva pocetna
uvjeta.

U slucaju veoma malenog gusenja (jako velik 7)
moze se reéi da izraz (8.40) priblizno predstavlja
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titranje nastalo otpustanjem tijela iz pocetnog ot-
klona. Stoga ¢emo taj izraz upotrebljavati u dalj-
njem racunanju.

Gubitak energije. Zbog trenja tijekom titranja
prenosi se energija oscilatora u okolinu. Zanimljivo
je kvantitativno pratiti energiju oscilatora tijekom
vremena. U tu svrhu odredimo kineticku energiju
u nekom vremenskom trenutku

1
Ex =5 m v? (8.41)
gdje za trenutnu brzinu uvrstimo izraz
v=— 1 Ae 2T cos wgyt
27
—wg A e V27 sin wgt (8.42)

Potrazimo srednju vrijednost kineticke energije u
jednom periodu titranja od t do t + T

1

t+T
<EK>:T /t+ Ex(t’)dt’

Nasa je pocetna pretpostavka da je guSenje veoma
maleno, tako da mozemo smatrati da je e */™ kons-
tantno za vrijeme jednog titraja. Preostaje nam
usrednjavati izraze

(8.43)

1
<sin2 wgt) = <C082 wyt) = B (8.44)
(sinwgt coswyt) =0 (8.45)
Tako dobivamo rezultat
1 1 2 2 2 —t/T
(Er) = R +wy| A%e (8.46)

Izraz u uglatim zagradama predstavlja w3 sukladno
jednadzbi (8.38). Uvazimo li joS ¢injenicu da se
u titranju ravnopravno izmjenjuju potencijalna i
kineticka energija, tako da su im srednje vrijed-
nosti izjednacene, dobivamo za srednju vrijednost

ukupne energije

1
(E) = (Ep) +(EBK) = 5 mwi A% et (8.47)
Energija guSenog harmonijskog oscilatora gubi se
po eksponencijalnom zakonu. U eksponentu nala-
zimo relaksacijsko vrijeme 7. Dulje relaksacijsko
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vrijeme znaci da se energija oscilatora sporije gubi.
Ili obrnuto, brz gubitak energije znaci da je relak-
sacijsko vrijeme kratko. Mozemo takoder reé¢i da
je T vrijeme u kojemu energija oscilatora padne na
vrijednost 1/e od prvobitne.

Snagu oscilatora predstavlja rad koji oscilator
izvrsi prema okolini u jedinici vremena. No, rad
oscilatora se obavlja na ra¢un troSenja njegove ener-
gije, pa mozZemo izracunati trenutnu snagu

S N & S S W )
P_dt (E) = T(zmwer =

(8.48)
Predznak minus znaci da je trenutna snaga nega-
tivna veli¢ina, Sto pak znac¢i da se energija oscila-
tora gubi. U svakom trenutku, apsolutna vrijednost
snage jednaka je omjeru trenutne srednje energije
(E) i relaksacijskog vremena 7. Kako se tijekom
vremena srednja energija smanjuje, tako se sma-
njuje i apsolutna vrijednost snage.

Faktor dobrote oscilatora. Uobicajeno je defi-
nirati faktor dobrote ) gusenog oscilatora

trenutno pohranjena energija

Q=27

8.49
gubitak energije u jednom periodu ( )

Gubitak energije u jednom periodu 7 iznosi |P| T,
pa faktor dobrote mozemo izraziti

B _
P T

Q=2 Wy T (8.50)
gdje smo primijenili rezultat (8.48) i odnos wy, =
2 7/T. Q-faktor je ocito konstanta koja ovisi o
gradi oscilatora i guSenju, te se ne mijenja tijekom
gubljenja energije. Ovaj nas rezultat ne iznenaduje
jer slijedi iz ¢injenice da je trenutna snaga uvijek
proporcionalna trenutnoj energiji, kako to pokazuje
jednadzba (8.48). Obje se veli¢ine tijekom vremena
smanjuju, ali njihov omjer ostaje konstantan.

Za veoma slabo gusenje (7 > T') vrijedi aproksi-
macija wy & wp pa pisemo

27
Q%on:TT»l

Slabo gusen oscilator ima velik faktor dobrote Q.
U tom slu¢aju oscilator izvrsi mnogo titraja unutar
relaksacijskog vremena .

(8.51)
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Nasuprot tome, kod oscilatora sa znacajnim
gusenjem imamo w, < wp i k tome je relaksacij-
sko vrijeme 7 kratko, pa je faktor dobrote malen.
Kod izrazito jako guSenog oscilatora imamo @@ — 1.

8.2.2 Kiriti¢no gusSenje

Kada se gusenje povecava (smanjuje se 7) toliko da
tezimo prema uvjetu

1
— — Wy —
2T

period oscilacija postaje beskonacan, tj. oscilacije
iScezavaju. To je uvijet za tzv. Fkriticno guSenje.
Da bismo nasli opéenito rjeSenje za ovaj slucaj, po-
trebno je ukljuciti neki fazni pomak u jednadzbi
(8.40), ili napisati ekvivalentno

wy — 0 (8.52)

u(t) = e %7 (A; cos wgt+ Agsinwgt)  (8.53)

Dvije konstante A; 1 As potrebne su radi
utvrdivanja pocetnih uvjeta. Lako nalazimo

A1 = u(0) (8.54)
Ay = cjg {U(O) + 217_u(0)} (8.55)

Sada mozemo razmotriti $to se dogada u grani¢nom
slucaju kada wy — 0. Tada coswyt u prvome ¢lanu
postaje jednak jedinici za sva vremena, a u drugome
¢lanu nalazimo

sin wy t _

lim =t (8.56)

wg—0 Wy

RjeSenje poprima oblik

u(t) = (A, + Dt) e ¥/?7 (8.57)
gdje je upisana konstanta
D = 0(0) + = u(0) (8.58)
=v 5 U .

Zgodno je razmotriti neke posebne slucajeve.
Kao prvi slu¢aj uzmimo da je tijelo u pocetku ot-
klonjeno iz polozaja ravnoteze za u(0), te je zatim
jednostavno pusteno, tj. imamo uvjet v(0) = 0.
Gibanje tijela je u tom slu¢aju dano izrazom

u(t) = u(0) (1+ %) T (8.59)
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Graficki prikaz ovog gibanja dan je na slici 8.8a.
Tijelo se priblizava prema polozaju ravnoteze, ali
nikada ne prelazi na drugu stranu, tj. wu(¢) nikada
ne mijenja predznak.

wn A
u©)
()
"""" I
“
w)
(b)
. _>t
W
w©)

Slika 8.8: (a) Tijelo je ispuSteno iz pocetnog ot-
klona. Uslijed kriticnog guSenja, tijelo nikada ne
prelazi na drugu stranu od polozaja ravnoteze.
(b) Tijelo je iz pocetnog otklona gurnuto dalje
od polozaja ravnoteze. Nakon postizanja mak-
simalnog otklona, tijelo se u kruticnom guSenju
priblizava ravnoteznom polozaju. (c) Tijelo je
iz poCetnog otklona gurnuto prema polozaju rav-
noteze. Nakon prelaska na suprotnu stranu i do-
sezanja nekog manjeg otklona, tijelo se priblizava
ravnoteznom polozaju.
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Kao drugi slu¢aj uzmimo da je tijelo pocetno ot-
klonjeno za u(0) > 0, te mu je takoder dana pocetna
brzina v(0) > 0, tj. gurnuto je dalje od polozaja
ravnoteze. Prema jednadzbi (8.58) je tada D > 0,
pajei (A1 + Dt) > 0 za svaki t. Dakle, ni u tom
slucaju u(t) nikada ne mijenja predznak. Graficki
prikaz je dan na slici 8.8b.

Kao tredi slucaj, uzmimo da je tijelo iz pocetnog
otklona u(0) gurnuto prema polozaju ravnoteze
(v(0) < 0) dovoljno snazno da je ispunjen uvjet

o(0) < ——u(0) = D<0

o (8.60)

To znadi da ¢e za t > Ay /|D| izraz u zagradi (A; +
D t) postati negativan, pa u(t) mijenja predznak.
Nakon sto tijelo postigne neki otklon na suprotnu
stranu od pocetnog, vraca se prema polozaju rav-
noteze, ali viSe ga ne prelazi, tj. nema oscilacija.
To je bitno obiljezje kriti¢cnog gusenja. Graf je pri-
kazan na slici 8.8c.

8.2.3 Nadkriti¢no gusenje

Ako se guSenje poveca iznad kriti¢nog, tako da bude

1
— > W —

2 <1
o0 Wwo T

(8.61)
dobivamo iz jednadzbe (8.35) dva realna rjesenja za
eksponente

1
o=y [1F VI a2
Rjesenje za gibanje tijela zapisujemo u obliku jed-
nadzbe (8.36)

u(t) = G e + Gg 2! (8.63)

Ako su nam zadani pocetnu uvjeti u(0) i v(0),
mozemo iz gornjeg rjesenja izracunati

u(0) = G1 + Ga

d
U(O) = I:C;;] = w; G1 + wy Ga (8.65)
t=0

(8.64)

Konstante G1 1 Go su time odredene


mihaelgrbic
Highlight


256

v(0) + % [1 +4/1— (2w07)2] u(0)

@ %\/ 1 — (2wor)? =00
L [1 +/1- (zwof)ﬂ u(0)
%\/ 1— (2w07)2

Iz jednadzbe (8.62) nalazimo da su oba ekspo-
nenta negativne veli¢ine, tako da je za analizu gi-
banja tijela zgodnije napisati rjeSenje u obliku

v(0) + 5

\]

Gy = —

(8.67)

u(t) = Gy e Mt 4 @y e~ lwelt (8.68)

Takoder iz jednadzbe (8.62) nalazimo da je |wi| <
|wal, $to znaci da prvi ¢lan u gornjem izrazu (8.68)
trne sporije, a drugi brze. PonaSanje pojedinih
¢lanova i njihova zbroja prikazano je na slici 8.9 za
slucaj kada postavimo neki pocetni otklon «(0) > 0
i gurnemo tijelo dalje od polozaja ravnoteze brzi-
nom v(0) > 0.

uAA

&1\ ~luglt
\\[ 646

u(©) S .
r”’— . t
R~ -lwg ]t

G| e

Slika 8.9: Primjer doprinosa pojedinih ¢lanova iz
jednadzbe (8.68) u sluc¢aju kada iz pocetnog otklona
tijelo biva gurnuto dalje od polozaja ravnoteze.

U slucaju kada tijelo naprosto otpustimo (v(0) =
0) iz pocetnog otklona, gibanje tijela je sli¢no
onome kod kriticnog gusenja, ali sa sporijim pri-
blizavanjem ravnoteznom stanju. Ako pak tijelo
gurnemo prema polozaju ravnoteze (v(0) < 0) do-
voljno snazno tako da se ispuni uvjet

POGLAVLJE 8. HARMONIJSKI OSCILATOR

lv(0)] > % {1 +4/1 - (2w07')2] u(0)  (8.69)

dobivamo iz jednadzbe (8.66) da je G < 0, dok je
G2 > 0 prema jednadzbi (8.67). Bududéi da ¢lan s
(5 trne brze, prevlada nakon nekog vremena nega-
tivan ¢lan s Gy, tj. tijelo prijede na drugu stranu
polozaja ravnoteze (u(t) promijeni predznak). Na-
kon dosezanja nekog maksimalnog otklona, tijelo se
vrata prema polozaju ravnoteze, ali vise nikada ne
prelazi na drugu stranu. Ovo je ponaganje sli¢no
onome koje smo upoznali kod kriti¢cnog gusenja.

8.2.4 Postizanje energijskog minimuma

Osvrnimo se na guSeni harmonijski oscilator pos-
tavljajudi iznova pitanje energije.

Vidjeli smo da pocetni uvjeti sadrzavaju bilo
u(0) # 0, ili v(0) # 0, ili oboje. To znaci da u
pocetnom trenutku postoji bilo potencijalna ener-
gija opruge, ili kineticka energija tijela, ili oboje.
U priguSsenom titranju izmjenjuju se potencijalna
i kineticka energija s time da se ukupna energija
oscilatora smanjuje jer se prenosi u okolinu.

Ako se usredotocimo na kona¢no stanje, mozemo
re¢i da se radi o mirovanju u stanju u kojem je po-
tencijalna energija minimalna. To je opée pravilo.
Ako sustav moze izmjenjivati energiju s okolinom,
on ¢e spontano teziti u stanje minimuma energije.

8.3 Prisilno titranje

Razmotrimo sada slucaj u kojem na tijelo u harmo-
nijskom oscilatoru s guSenjem djeluje vanjska peri-
odicka sila F(t) = Fjcoswt, kako prikazuje slika
8.10. Vazno je naglasiti da iznos ove sile ne ovisi o
trenutnom otklonu tijela u(t) iz polozaja ravnoteze.
Takoder, frekvencija w nije odredena gradom osci-
latora, nego pogonskim strojem koji tjera oscilator
na titranje. Jednadzba gibanja tijela glasi

d?u

mﬁ:—Ku—blw—Fo coswt

(8.70)
S desne strane znaka jednakosti imamo ukupnu silu
koja djeluje na tijelo u harmonijskom oscilatoru.
Ovu jednadzbu mozemo preinaciti u oblik uspore-
div s jednadzbom (8.31)
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d*u 1 du 9

—_— 71
dt2+7'dt (8.71)

=0 coswt
Clan u kojem nema varijable u stavljen je na
desnu stranu jednadzbe. U matematickoj ter-
minologiji, ovakva diferencijalna jednadzba naziva
se nehomogenom, dok se jednadzba (8.31) s nu-
lom na desnoj strani znaka jednakosti naziva ho-
mogenom. Iz matematicke je teorije znano da
je opée rjeSenje nehomogene jednadzbe jednako
zbroju opéeg rjeSenja homogene jednadzbe i jed-
nog partikularnog rjesenja nehomogene jednadzbe.
U ovome bismo slu¢aju mogli napisati

u(t) = ug(t) +up(t) (8.72)

Opcée rjesenje homogene jednadzbe uy(t) poznato
nam je iz prethodnog odjeljka. Ono ovisi o nekim
pocetnim uvjetima, te uvijek trne u vremenu. Na-
ime, energija koja je pocetno bila pohranjena u os-
cilatoru, eksponencijalno se smanjuje uslijed gubi-
taka trenjem. S druge strane, pogonski stroj stalno
pobuduje titranje oscilatora, i to svojom frekvenci-
jom w, pa mozemo ocekivati uspostavu stacionar-
nog titranja u kojemu se trenjem gubi upravo ono-
liko snage koliko stroj prenosi oscilatoru.

rly 2277777 7

Slika 8.10: Harmonijski oscilator s gusenjem na koji
djeluje vanjska periodicka sila. Slika prikazuje samo
jedan trenutak u titranju.
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8.3.1 Rjesenje za stacionarno titranje

Osvrtom na jednadzbu (8.72) lako je ustanoviti da
nakon isteka dovoljno dugog intervala vremena, tj.
kada utrne homogeno rjesenje uy (t), mora rjesenje
jednadzbe u(t) odgovarati upravo partikularnome
rjesenju up(t). Takvo bi titranje trebalo trajati u
nedogled, pa napisimo

up(t) = Acos(wt — ) (8.73)

gdje je A pretpostavljena amplituda stacionarnog
titranja, dok konstanta ¢ ukazuje da titranje osci-
latora moze imati neki fazni pomak u odnosu na
pogonsku silu F'(t).

Napomena: Za razliku od slobodnog titranja
izrazenog jednadzbom (8.2), ovdje konstanta ¢
nema nikakve veze s pocetnim uvjetima. Na-
ime, svaka informacija o pocetnim uvjetima se
izgubi kako utrne homogeno rjesenje ug(t), pa
preostaje jedino relativan odnos faze titranja
oscilatora prema pogonskoj sili.

Mozemo provjeriti da izraz (8.73) uistinu pred-
stavlja jedno rjeSenje diferencijalne jednadzbe
(8.71) tako da ga uvrstimo u samu diferencijalnu
jednadzbu

—w?Acos(wt — @) — YA sin(wt — )
T

F
+ wi A cos(wt — ) = =Y coswt
m

(8.74)

Upotrebom poznatih trigonometrijskih relacija za
sinus i kosinus razlike kutova (wt — @), te
sredivanjem dobivene jednadzbe, dobivamo

[—w2 cos i + Y sin © + w? cos cp} Acoswt
T
+ [—wQ sin ¢ — Y cos ©+ wg sin go} Asinwt
T

= coswt (8.75)
m

Ova jednadzba moze biti zadovoljena u svakome
trenutku ¢ samo ukoliko su izjednaceni koeficijenti
uz coswt na obje strane jednadzbe, te ukoliko
iS¢ezava koeficijent uz sinwt na lijevoj strani jed-
nadzbe, buduéi da takvoga ¢lana niti nema na des-
noj strani. To su uvjeti


mihaelgrbic
Highlight


258

F
—w?cosp + Y sin ¢ + w3 cos cp} A==2 (8.76)
T m
—w?sinp — Y cos @+ wising =0 (8.77)
T

1z ove dvije jednadzbe mozemo jednoznac¢no odre-
diti dvije nepoznate konstante A i .

Poc¢nimo od jednadzbe (8.77) iz koje neposredno
slijedi rezultat

N1 E

tgp = R (8.78)
Odmah uocavamo da fazni pomak ¢ stacionarnog
titranja up(t) u odnosu prema pogonskoj sili F'(t)
ovisi o tome koju frekvenciju w ima ta sila u odnosu
prema vlastitoj frekvenciji oscilatora wy, koja je pak
zadana gradom oscilatora. Detaljnije ¢emo o tome
raspravljati nesto kasnije.

Izracunajmo sada amplitudu A stacionarnog ti-
tranja iz jednadzbe (8.77). Posluzimo se pozna-
tim trigonometrijskim relacijama kojima se sin¢ i
cos p mogu izraziti putem tg ¢, koji je pak dan jed-
nadzbom (8.78). Nakon sredivanja dobivenog iz-
raza, dobivamo rezultat

A= fo ! : (8.79)
" e (2)

Mozemo zakljuciti da je funkcija up(t), pretpos-
tavljena u jednadzbi (8.73), uistinu rjesenje dife-
rencijalne jednadzbe (8.71) ukoliko konstante ¢ i A
odgovaraju izrazima u jednadzbama (8.78) i (8.79).

Amplitudu A i fazni pomak ¢ mozemo sma-
trati funkcijama varijable w te ih prikazati na sli-
kama 8.11a i b. Smisao ovih krivulja je u tome da
mozemo izravno oCitati kojom ¢e amplitudom, te
uz koji fazni pomak, titrati dani oscilator ako oda-
beremo neku odredenu pogonsku frekvenciju, npr.
w' na slici 8.11.

Napomena: Podrazumijeva se da amplitudu
vanjske sile Fp drzimo konstantnom. Drugim
rije¢ima, do promjene amplitude titranja osci-
latora ne dolazi zbog promjene amplitude vanj-
ske sile, nego samo zbog odabira druge pogon-
ske frekvencije.

POGLAVLJE 8. HARMONIJSKI OSCILATOR

Maksimalnu amplitudu mozemo to¢no odrediti
kao ekstrem funkcije A(w). U tu je svrhu dovoljno
utvrditi minimum nazivnika u (8.79), odnosno
minimum izraza pod korijenom. Izjednacavajucéi
njegovu prvu derivaciju s nulom, lako dobivamo
rjeSenje za rezonantnu frekvenciju

1

- — 8.80
2w87'2 ( )

Wrez = wo 4/ 1
Tada kazemo da je pogonska sila u rezonanciji s
harmonijskim oscilatorom. Rezonantna frekvencija
je neSto niza od vlastite frekvencije oscilatora, no za
oscilator s malenim guSenjem ta je razlika zanema-
riva, tj. wrer = wg. To je najceséi slucaj u praksi,
te éemo se u daljnjoj obradi zadrzati na ovoj aprok-
simaciji.

U promatranju faznog pomaka, jednadzba (8.78)
upuéuje da se ¢ = 7/2 postize na frekvenciji w =
wp, neovisno o iznosu gusenja. Tako je i naznaceno
na slici 8.11b.

Sirina rezonancije. Korisno je razmotriti krite-
rije za Sirinu krivulje rezonancije na slici 8.11a. Iz-
raz pod korijenom u jednadzbi (8.79) udvostruéi se
u odnosu na svoju minimalnu vrijednost kada po-
gonska frekvencija w odstupa od rezonantne frek-
vencije wq toliko da se ispuni uvjet

(- () =2(2)

T T

(8.81)

Tada se amplituda smanji na 1/v/2 od svoje mak-
simalne vrijednosti, a energija oscilatora padne na
polovicu svoje maksimalne vrijednosti. Taj se kri-
terij uzima za utvrdivanje Sirine rezonancije. Raz-
liku kvadrata iz jednadzbe (8.81) mozemo napisati
u obliku

Aw
wg—wQZ(wo—I—w)(wo—w)%Zu}oT

(8.82)
gdje smo kod zbroja uzeli u obzir da se w ne raz-
likuje mnogo od wy, a ukupnu §irinu rezonancije
oznacili smo s Aw. Uvjet iz jednadzbe (8.81) svodi
se na jednostavan rezultat

(8.83)

Kada je relaksacijsko vrijeme dugacko, tj. kada
se energija oscilatora sporo predaje okolini, osci-
lator ima usku krivulju rezonancije. Sto se energija



8.3. PRISILNO TITRANJE

oscilatora brze gubi, rezonantna krivulja postaje
Sira. Kod jako siroke rezonantne krivulje aprok-
simacija uz koju je izvedena jednadzba (8.83) nije
viSe odrziva, te izraz za Sirinu rezonancije postaje
slozeniji.

Analiza posebnih slucajeva titranja slabo
gusSenog oscilatora

Razmotrimo titranje koje nastaje kada se pogonska
frekvencija w nalazi znatno izvan §irine rezonancije
i to prema niskim frekvencijama, tj.

Aw
w<<w0—7

U tom slucaju, jednadzba (8.79) daje

(8.84)

Slika 8.11: (a) Ovisnost amplitude titranja o frek-
venciji pobude, a uz stalnu amplitudu vanjske sile.
Primjerice, za odabranu frekvenciju pobude w’ os-
tvaruje se titranje amplitudom A’. Naznacena je
Sirina rezonancije Aw. (b) Fazno kasnjenje titra-
nja harmonijskog oscilatora u odnosu na vanjsku
harmonijsku silu.
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2 R
m (w} — w?) m w?

A= (8.85)
Amplituda je manja od one u rezonanciji, ali ne
iSCezava niti kod najnizih frekvencija, nego poprima
neku minimalnu vrijednost u ovisnosti o amplitudi
pogonske sile. Za fazni pomak dobivamo iz jed-

nadzbe (8.78)

w 1
lgpr —S < —<K1
T wj wo T

(8.86)

gdje smo uvazili da je w < wp sukladno jed-
nadzbi (8.85), te wy 7 > 1 zbog malenog gusenja
(wp > Aw), uz ranije dobiveni odnos Aw =~ 1/7.
Dobiveni rezultat znaé¢i da je fazno kasnjenje ¢ za-
nemarivo maleno. To se lako moze vidjeti i na grafu
prikazanom u slici 8.11b. Kao vazan zakljucak,
mozemo upamtiti da se na frekvencijama koje su
znatno ispod rezonantne titranje odvija prakticki u
fazi s pogonskom silom

Fy

u(t) ~ oy (wg — w2)

cos wt (8.87)

Razmotrimo sada odnose koji nastaju kada po-
gonska sila ima istu frekvenciju kao sto je vlastita
frekvencija oscilatora

w = wy (8.88)

Radi se o (pribliznom) uvjetu rezonancije za slabo
guseni oscilator. Titranje se tada odvija amplitu-
dom

F(]T
_TTLLL)Q

A

(8.89)

Mozemo uociti da je uz istu amplitudu pogonske
sile Fj, ostvarena amplituda titranja manja kada
je relaksacijsko vrijeme 7 krace, tj. kada se ener-
gija brze gubi trenjem. To je sasvim razumljiv i
ocekivan rezultat. Na slici 8.12 prikazani su pri-
mjeri rezonantnih krivulja za razli¢ita gusSenja osci-
latora, a uz istu amplitudu pogonske sile. Za dvos-
truko dulje relaksacijsko vrijeme, rezonantna am-
plituda postaje dvostruko veca, a Sirina rezonancije
upola manja.

Fazu titranja u rezonanciji mozemo lako odrediti

iz jednadzbe (8.78)
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Slika 8.12: Primjeri rezonantnih krivulja ampli-
tude harmonijskog oscilatora za dva razli¢ita iz-
nosa gusenja. Sirina rezonancije za svaku krivu-
lju odreduje se na visini koja ¢ini 1/v/2 od maksi-
malne amplitude u toj krivulji. Kod veéeg gusenja,
maksimalna amplituda se smanjuje, a raste Sirina
rezonancije.

U rezonanciji titranje oscilatora zaostaje u fazi za
/2 za pogonskom silom. Ovaj rezultat nije intu-
itivno ocekivan, dapace je pomalo iznenadujudi, pa
ga vrijedi detaljnije analizirati. U tu svrhu razmo-
trimo trenutnu brzinu tijela u rezonantnom titranju
v(t) = CC%L = % cos wt
Vidimo da se brzina tijela mijenja to¢no u fazi s
pogonskom silom. Sada mozemo shvatiti zasto je
amplituda titranja najveca upravo u rezonanciji.
Tada, naime, sila djeluje tako da uvijek gura tijelo
u smjeru trenutne brzine i nastoji povecati iznos
brzine. Time vanjska sila obavlja maksimalan rad,
te unosi maksimalnu energiju u oscilator. Mozemo
izraCunati prosjecnu snagu koju u rezonanciji pre-
nosi vanjska sila

(8.91)

= 17 Fgr1 ("
P:T/O F(t)v(t)dt:g;T/O cos® wt

FO2 T
= — 8.92
™ (8.92)

U stacionarnom se stanju ova snaga trosi putem
trenja tako da amplituda titranja ostaje stalna.

POGLAVLJE 8. HARMONIJSKI OSCILATOR

Razmotrimo konaé¢no i slucaj kada je frekvencija
pogonske sile znatno iznad rezonantne

A
WS> wo + 7“ (8.93)
Za amplitudu nalazimo
F E
A ——2—— — —2 0 (8.94)
m (w? — w}) muw

Povecavanjem pogonske frekvencije daleko iznad re-
zonantne, amplituda titranja postaje sve manja, te
u konacnici tezi nuli. Drugim rije¢ima, pogonski
stroj ne uspijeva znacajnije zatitrati oscilator na
jako visokim frekvencijama, unato¢ tome Sto am-
plituda pogonske sile Fy nije izmijenjena. Razlog
tomu lezi u inerciji kojom se tijelo opire velikoj ak-
celeraciji na visokim frekvencijama, pa se stoga am-
plituda titranja smanji.

Za fazno kasnjenje u titranju znatno iznad rezo-
nancije dobivamo

1
thOZ 2:7 —
—W wT

RERS

p~m (8.95)

Fazno kasnjenje za iznos m moze se takoder vidjeti
u grafu na slici 8.11b. Matematicki mozemo pisati

u(t)

%

(o — o) cos(wt — )

Fy

= 8.96
m (o ) (52

coswt

Znatno iznad rezonantne frekvencije, titranje kasni
u fazi za vanjskom silom gotovo za pola perioda, §to
znaci da se odvija prakticki u protufazi s vanjskom
silom

Apsorpcijska i disperzijska amplituda

Vidjeli smo da je stacionarno titranje oscilatora
potpuno odredeno dvjema konstantama A i . Am-
plitudu izravno uoc¢avamo dok gledamo harmonij-
ski oscilator u titranju. Ako jo§ mozemo uspo-
redno pratiti titranje oscilatora i gibanje pokretacke
rucice pogonskog stroja, lako je utvrditi relativan
fazni pomak.

Medutim, ponekad je prikladnije analizirati ti-
tranje oscilatora putem drugih dviju konstanti na
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sljeded¢i nacin. Rastavimo titranje koriste¢i se tri-
gonometrijskim izrazom za kosinus razlike kutova

u(t) = A cos(wt — )

= A cosp coswt+ A sinp sinwt

= Ay coswt + A, sinwt (8.97)
Titranje je ovdje prikazano kao superpozicija jed-
nog titranja u fazi s pogonskom silom i drugog ti-
tranja koje kasni za pogonskom silom za fazu /2.
Za potonje titranje se obi¢no kaze da je izvan faze.
Amplitude ti titranja su

Ag= A cosp (8.98)
koja se naziva disperzijska amplituda, te
A, = Asing (8.99)

koja predstavlja apsorpcijsku amplitudu. Posluzimo
li se poznatim trigonometrijskim relacijama koje
povezuju sinus i kosinus nekog kuta s njegovim tan-
gensom, dobivamo nakon sredivanja konac¢ne izraze

2 9
Ay = % o 2“’ — (8.100)
(-’ +(7)
ud
Ay = % T (8.101)
(=) (7)
Ae(/ Ac\ /A
a

Slika 8.13: Ovisnost apsorpcijske i disperzijske am-
plitude o frekvenciji pogonske sile.
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Kao $to smo ranije razmatrali amplitudu A i fazu
¢ kao funkcije pogonske frekvencije w (slika 8.11),
mozemo sada prikazati na slici 8.13 frekventnu ovis-
nost Ay i A,. Apsorpcijska amplituda je maksi-
malna kada pogonska frekvencija (priblizno) odgo-
vara vlastitoj frekvencji oscilatora wg, tj. u rezo-
nanciji.
znatno manja i tezi u nulu.

Na visim i nizim frekvencijama, ona je

Napomena: Valja uociti razliku izmedu apsorp-
cijske amplitude A, na slici 8.13 i ampli-
tude A na slici 8.11. Apsorpcijska amplituda
iScezava za w — 0, §to je lako utvrditi iz jed-
nadzbe (8.101) u kojoj se pogonska frekvencija
w pojavljuje u brojniku razlomka. Nasuprot
tome, ukupna amplituda A u tim uvjetima tezi
konacnoj vrijednosti prema jednadzbi (8.85).
Takoder, na frekvencijama iznad rezonantne,
apsorpcijska amplituda iS¢ezava znatno prije
od ukupne amplitude.

Disperzijska amplituda ima posebno zanimljivu
U rezonanciji ona mijenja
predznak od pozitivnih vrijednosti, koje ima na
nizim frekvencijama, na negativne vrijednosti za
viSe frekvencije. Takoder mozemo primijetiti da
je apsolutna vrijednost |A4| veéa od A, na svim
pogonskim frekvencijama znatno udaljenim od re-
zonantne. Ova zapazanja mozemo interpretirati
na sljedeéi na¢in. Na niskim frekvencijama, gdje
je Ag > A,, titranje je dominantno odredeno
disperzijskom amplitudom, a to znac¢i da se ono
odvija u fazi s pogonskom silom na oscilator. U
rezonanciji pak disperzijska amplituda iscezava,
pa imamo samo apsorpcijsku amplitudu koja je
prema jednadzbi (8.97) vezana uz titranje izvan
faze. Konacno, na frekvencijama znatno iznad re-
zonantne, disperzijska amplituda ponovo dominira,
ali je negativna, Sto znaci da se titranje odvija u
protufazi s pogonskom silom.

frekventnu ovisnost.

Napomena: Mozemo takoder primijetiti da se
disperzijska amplituda u granici w — 0 podu-
dara s ukupnom amplitudom prema jednadzbi
(8.85). Za visoke pak frekvencije, izraz (8.100)
se svodi na (8.94).

Apsorbirana snaga. Naziv "apsorpcijska” am-
plituda dolazi od toga sto ona odreduje srednju
snagu koju harmonijski oscilator prima od pogon-
ske sile. Mozemo to pokazati ra¢unanjem
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_ 1 (T
pP== / F(t)v(t) dt (8.102)
T Jo
Za brzinu tijela u svakom trenutku imamo
du .
u(t) = i —wAgsinwt + wA, coswt  (8.103)

Uvrstavanjem ovog izraza u jednadzbu (8.102) do-
bivamo integrale poznatih vrijednosti

1 /7
= / coswt sinwt dt =0 (8.104)
T Jo

1 [T 1
T/o COSthdt:§

Buduéi da samo drugi integral ima neiSc¢ezavajuéu
vrijednost, nalazimo da je prosjecna snaga koju har-
monijski oscilator dobiva od pogonske sile

(8.105)

— 1
P = whyd, (8.106)

Ovaj izraz vrijedi za sve pogonske frekvencije. Vi-
dimo da je samo apsorpcijska amplituda vezana uz
apsorbiranu snagu, pa otud i njen naziv.

Uvrstavajuéi za A, izraz iz jednadzbe (8.101)
mozemo srednju snagu pisati u obliku

&)

f2 .
" g e (D)

2
— _FOT

P(w)

(8.107)

Lako je uociti da se za w = wp drugi razlomak svodi
na jedinicu, a prvi se razlomak podudara s ranije
dobivenim izrazom (8.92). I u detaljnijem razma-
tranju, izjednac¢ujuéi prvu derivaciju funkcije P(w)
s nulom, dobivamo da se maksimum apsorbirane
snage ostvaruje totno na w = wg, bez obzira na
iznos gusenja.

Napomena: Za funkciju A,(w) iz jednadzbe
(8.101) moze se pak pokazati da joj se mak-
simum nalazi na malo nizoj frekvenciji od wy,
ovisno o iznosu guSenja. Ucinak mnozenja s
varijablom w u jednadbi (8.106) pomice mak-
simum na malo visu frekvenciju, upravo na wy.

Mozemo sada detaljnije razmotriti i pitanje Sirine
rezonancije. Ako se postavi uvjet da apsorbirana
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snaga padne na polovicu svoje maksimalne vrijed-
nosti, mora drugi razlomak u jednadzbi (8.106) biti
izjednacen s 1/2, sto vodi na dvije moguée kva-
dratne jednadzbe

Wt b w2 =0 (8.108)
T

Od formalnih ¢etiriju matematickih rjesenja ovih
jednadzbi, uzimamo samo dva pozitivna, buduéi da
negativna frekvencija ne bi imala fizikalnog smisla

1 1
(,U172 = wg + <27_> + E

Dakle, puna Sirina rezonantne krivulje na polovici
maksimalne apsorbirane snage iznosi to¢no 1/7,
kao Sto smo veé pribliznom analizom dobili u jed-
nadzbi (8.83). Stovise, taj je rezultat valjan za bilo
koje guSenje harmonijskog oscilatora, osim za eks-
treman slucaj tako velikog gusenja (wor < 1/v/2)
pri kojemu krivulja (8.106) vise ne pokazuje maksi-
mum. Sto se tice pozicije frekventnog pojasa 1/7,
jednadzba (8.109) pokazuje da se njegova sredina
nalazi na nesto visoj frekvenciji od wg, ovisno o
gusenju. Razlog lezi u asimetri¢nosti funkcije P(w)
koja na frekvencijama visim od wy opada sporije

zbog rastuéeg brojnika u kojemu se nalazi w?.

(8.109)

Lorentzova rezonantna krivulja. Kod slabo
gusenog harmonijskog oscilatora, sto je ¢est sluc¢aj u
praksi, krivulja apsorbirane snage postaje priblizno
simetri¢na oko frekvencije wg. Tada je zgodno pri-
mijeniti aproksimaciju za nazivnik

2 2

-+ (2)
~ 4wd [(wo —w)?+ (217)2] (8.110)

= (w0 — w)? (wo +w)? + (;)

Uz istu aproksimaciju u brojniku jednadzbe
(8.106), dobivamo funkciju

(=)

(wo — w)* + (217>2

Njena je vrijednost jednaka jedinici za w = wq, a
Sirina na pola visine iznosi 1/7. Krivulja koja pred-
stavlja ovu funkciju potpuno je simetricna oko wy.
Ona dobro predstavlja krivulju apsorbirane snage u

R(w) = (8.111)
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slucajevima slabo guSenih harmonijskih oscilatora,
te se uobicajeno naziva Lorentzova rezonantna kri-
vulja.

8.3.2 Prijelazne pojave

Korisno je na kraju razmatranja o prisilnome titra-
nju harmonijskog oscilatora ponoviti uvodne napo-
mene o opéem rjeSenju nehomogene diferencijalne
jednadzbe koje je okvirno zapisano u jednadzbi
(8.72). Mozemo sada utvrditi potpuni izraz

u(t) = e Y (Aj coswy t + Agsinwg t)
+Ag coswt + A, sinwt (8.112)

gdje prvi dio predstavlja opcée rjeSsenje homogene
diferencijalne rjeSenje, a drugi dio je partikularno
rjeSenje nehomogene diferencijalne jednadzbe. Mo-
ramo razmotriti nacin primjene ovog matematickog
rjeSenja u konkretnom fizikalnom problemu.

Ponajprije moramo uociti da je matematicki gle-
dano funkcija u(t) zadana za sve vrijednosti varija-
ble —o0 < t < +00. Medutim, u fizikalnom se pro-
blemu podrazumijeva primjena te funkcije samo za
t > 0. Naime, za t < 0 eksponencijalna bi funkcija
rasla u nedogled, sto bi znacilo da je u prethod-
nim vremenima oscilator imao vec¢u energiju. U
realnosti uvijek postoji neki trenutak u kojemu je
oscilator mogao dobiti neku pocetnu energiju, pa
onda taj trenutak odabiremo kao onaj od kojega
pocinjemo racunati vrijeme, tj. kao trenutak u ko-
jemu je t = 0.

Nadalje, pretpostavlja se da su u trenutku t = 0
poznati pocetni uvjeti, tj. w(0) i v(0). Iz tih je
uvjeta moguce odrediti vrijednosti dviju konstanti
Aq i As, ali postupak nije tako jednostavan kao u
odjeljku 8.2 gdje smo imali samo guseno titranje.
Naime, sada u jednadzbi (8.112) imamo i kons-
tante Ay 1 Aq, koje nisu odredene pocetnim uvje-
tima, nego iznosom pogonske sile, guSenjem i rela-
tivnim odnosom pogonske frekvencije w prema vlas-
titoj frekvenciji oscilatora wg. Drugim rije¢ima, ti
¢lanovi postoje u rjesenju (8.112) veé od pocetnog
trenutka t = 0 i to u punome iznosu. Oni su poslje-
dica matematickog rjeSenja nehomogene diferenci-
jalne jednadzbe koja sadrzi vanjsku silu u svakome
trenutku, te se ne moze pomisljati na to da prisilno
titranje "naraste” od trenutka ukljuc¢ivanja vanjske
sile u t = 0. Prema tome, pocetne uvjete moramo
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zadovoljiti tako se konstante A; i Ay prilagode pos-
tojanju konstanti Ay i A, u rjesenju (8.112).

Kao jednostavan primjer uzmimo da je oscilator
mirovao u polozaju ravnoteze ut = 0. Iz jednadzbe
(8.112) slijedi za polozaj ravnoteze

U(O) = A1 +A4;=0

= A1 =—-Ay (8.113)
dok za pocetno mirovanje imamo
1
v(0) = 5 Al +wgAs +wA, =0
T
1
— A= Ay — 2 A, (8.114)
2wgT Wy

Ukoliko je guSenje oscilatora maleno (wgr > 1), te
ukoliko je pogonska frekvencija w tek malo razli¢ita
od wy, moze se zanemariti prvi ¢lan, dok drugi clan
daje priblizno As ~ —A,. RjeSenje za titranje os-
cilatora poprima jednostavan oblik

u(t) = Aq [cos wt —et?7 cos Wy t}

+ A, [Sin wt — e M7 sin Wy t] (8.115)

Ovo rjeSenje predstavlja titranje harmonijskog os-
cilatora koji je mirovao u polozaju ravnoteze, a u
trenutku ¢ = 0 je ukljuéen pogonski stroj na frek-
venciji w nesto razlicitoj od w,. U samome pocetku,
izrazi u zagradama u jednadzbi (8.115) se uzajamno
gotovo poniStavaju, pa je u(t) jako maleno. No,
zbog ipak postojece razlike u frekvencijama w i wy,
dva se titranje polako razilaze u fazi. Kada dodu u
protufazu, pojavi se u jednadzbi (8.115) efektivno
njihov zbroj, tako da u(t) poprima izrazito velike
vrijednosti. U daljnjem razvoju, titranja se opet
priblizavaju u fazi tako da se wu(t) opet smanjuje.
Zbog eksponencijalnog faktora, vise ne dolazi do
potpunog uzajamnog ponistavanja dvaju c¢lanova,
pa titranje samo ostvari neki minimum, a nakon
toga opet raste, ali do manjeg maksimuma, itd.
Titranje je slikovito prikazano na slici 8.14a. Isto-
dobno titranje na dvjema frekvencijama ocituje se
u obliku udara. Ipak, protekom vremena umanjuje
se eksponencijalni faktor u jednadzbi (8.115) tako
da slabi titranje na frekvenciji wy. Na slici 8.14a
vidi se da amplitude uzastopnih udara bivaju sve
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manje tako da titranje poprima stacionarni oblik
na frekvenciji w koju uvjetuje pogonska sila.
Zanimljivo je analizirati i poseban slucaj kada
pogonski stroj ima frekvenciju w koja je upravo jed-
naka frekvenciji w, slabo guSenog oscilatora. Jed-
nadzba (8.115) se svodi jednostavno na oblik

u(t) = [1 - e_t/QT} (Agcoswt + A, sinwt)
(8.116)
Pogonski stroj predaje oscilatoru energiju tako da
se njegova amplituda kontinuirano povecava kako
prikazuje slika 8.14b. Zasi¢enje nastaje kada osci-
lator gubi onoliko snage koliko je dobiva od pogon-
skog stroja.

wu

(=)

()

Slika 8.14: Vanjska periodicka sila pokre¢e harmo-
nijski oscilator iz pocetnog stanja mirovanja. (a)
Frekvencija pogonske sile se razlikuje od vlastite
frekvencije oscilatora, pa u pocetku titranja nastaju
udari, no kasnije se udari ublazavaju i nastupa sta-
cionarno titranje. (b) Kada frekvencija pogonske
sile upravo odgovara vlastitoj frekvenciji oscilatora,
amplituda titranja kontinuirano raste do zasi¢enja
u stacionarnom titranju.
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Za svako moguce ponasanje koje se javlja od
pocetnog trenutka do uspostave stacionarnog titra-
nja kaze se da predstavlja prijelazne pojave (engl.
transients). Opcenito, prijelazne pojave nastaju
i kada naglo promijenimo frekvenciju pogonskog
stroja. Ako je u tome trenutku oscilator zatecen
s nekim otklonom iz polozaja ravnoteze i nekom
brzinom, mozemo reéi da su zadani pocetni uvjeti i
postupiti primjenom opée jednadzbe (8.112). U pri-
jelaznim pojavama se ocituje superpozicija titranja
na dvjema frekvencijama. Sto je gusenje veée (kraéi
7), brze se uspostavi novo stacionarno stanje.

8.3.3 Metoda rotirajué¢ih vektora

Vremenski promjenljivu funkciju coswt mozemo
dobiti promatrajué¢i rotaciju jedini¢nog vektora
kutnom brzinom w (slika 8.15a). Ako pored funk-
cije coswt zelimo prikazati i funkciju cos(wt — @),

1 ¢ (wot-y)
27N A\Y N

(b)

Slika 8.15: (a) Jedini¢éni vektor rotira kutnom br-
zinom w. Njegovu projekciju na horizontalnu os
moze se povezati s funkcijom coswt. (b) Rotacija
dvaju jedini¢nih vektora istom kutnom brzinom w.
Kut ¢ medu vektorima je stalan. Projekcije dvaju
vektora na horizontalnu os povezane su s funkcijom
coswt i fazno pomaknutom funkcijom cos(wt — ¢).
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crtamo dva rotirajuéa vektora (slika 8.15b). Oba
vektora rotiraju istom kutnom brzinom w, tako da
je kut ¢ medu njima stalan.

Primijenimo sada ovu metodu na vremenski pro-
mjenljive veli¢ine u harmonijskom oscilatoru. Po-
zovimo se na diferencijalnu jednadzbu (8.71)

d?u 1 du

F
+ wg u= =2 coswt
m
Rjesenje ove diferencijalne jednadzbe predstavlja
titranje harmonijskog oscilatora u stacionarnom
stanju

u(t) = A cos(wt — ) (8.118)

Uvrstavanjem ovog rjeSenja u samu diferencijalnu
jednadzbu dobivamo (ponavljamo (8.74) radi pre-
glednosti)

—w?Acos(wt — @) — “A sin(wt — )
T

Fi
+ wi A cos(wt — @) = =2 coswt
m

(8.119)

Sinusnu funkciju mozemo izraziti putem kosinusa
koristeéi se poznatom trigonometrijskom formulom

sina = — cos(a + g) (8.120)

Tako dobivamo jednadzbu

(wg — w2) Acos(wt — ) + YA cos(wt — ¢ + g)
T

= 2 coswt (8.121)
m
Ova tri ¢lana mozemo shvatiti kao projekcije triju
rotirajuc¢ih vektora. Na slici 8.16a prikazani su vek-
tori u trenutku ¢ = 0. Oni rotiraju istom kutnom
brzinom w tako da zadrzavaju relativan odnos faza.
Prikaz vektora u nekom trenutku ¢t > 0 dan je na
slici 8.16b. U svakom trenutku zbroj triju vektora
—w?A, wiAi (w/T)A daje rezultantni vektor Fy/m.

Napomena: Bilo bi pogresno stavljati oznaku
vektora npr. A na slici 8.16 jer se pojedini vek-
tori pojavljuju kao uzajamno okomiti. Stoga
su vektori obiljezeni algebarskim amplitudama
koje se pojavljuju u jednadzbi (8.121).
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Slika 8.16: (a) Vektori —w?A, w2A i (w/T)A, te
njihov zbroj Fy/m u trenutku ¢t = 0. (b) Prikaz
rotiraju¢ih vektora u nekom trenutku ¢ > 0.

Kada vektori rotiraju, mijenjaju se u vremenu
njihove projekcije na horizontalnu os. Medutim,
zbroj projekcija pojedinih vektora uvijek je jednak
projekciji rezultantnog vektora. Time je zadovo-
ljena jednadzba (8.121).

Primjenom Pitagorina poucka na vektore u slici
8.16 dobivamo

(w2 —w?)” A2 + (E>2A2 - (FO>2 (8.122)

T m

Iz ove jednadzbe odmah dobivamo

A= (8.123)

Fo 1
" - (2)

T

Sasvim ocekivano, dobili smo isti rezultat kao ra-
nije u jednadzbi (8.79), ali na mnogo jednostavniji
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nacin. Nadalje, iz trokuta na slici 8.16 mozemo od-
mah odrediti

w
tgp=—T— 8.124
99 oo (8.124)

I ovaj se rezultat podudara s onim koji smo imali

u jednadzbi (8.78).

Odnosi sila u posebnim slucajevima

Korisno je razmotriti znac¢enje pojedinih rotirajuéih
vektora. Osvrnemo li se na jednadzbu (8.117), od-
nosno na (8.119), vidimo da je vektor —w?A po-
vezan s akceleracijom tijela u titranju, w%A do-
lazi od elasti¢ne povratne sile opruga, a (w/7)A
od guSenja. Mozemo reéi da su to sile po jedinici
mase, kao i njihova rezultanta Fj/m. Zanimljivo je
fizikalno interpretirati meduovisnost tih sila u po-
sebnim slucajevima.

Slucaj w < wg je upravo bio odabran za prikaz na
slici 8.16. Kod njega je povratna sila opruge veé¢a od
sile koja je potrebna za davanje akceleracije. Stoga
mozemo rec¢i da se dio povratne sile opruge koristi
za davanje akceleracije tijelu, dok vanjska sila svla-
dava preostalu razliku (wg — w?)A i trenje (w/7)A.

Zanimljivo je nastaviti analizu prema grani¢cnom
slucaju jako niskih frekvencija (w << wp). Zbog
smanjenja amplitude, trenje (w/7)A postaje ma-
leno, a fazni kut ¢ postaje malen zbog niske frek-
vencije. Tada se vektori Fyy/m i w3 A prakticki prek-
lope, tj. vanjska sila uglavnom sluzi za svladava-
nje elasti¢ne povratne sile opruge. Dakle, kada je
frekvencija prisilnih oscilacija mnogo niza od re-
zonantne, odziv harmonijskog oscilatora je domi-
nantno odreden elasti¢noséu opruge.

Slucaj rezonancije je prikazan na slici 8.17. Zbog
w = wp, vektori —w?A i w}A se ponistavaju.
Mozemo reci da je povratna sila opruge upravo ono-
lika koliko je potrebno za davanje akceleracije tijelu,
pa vanjska sila nije potrebna u tu svrhu. Vidimo
da je fazno kasnjenje ¢ = /2, te se vektori Fy/m
i (w/7)A podudaraju. Iz toga slijedi

F()T
m wo

A=

(8.125)

§to je iznova rezultat koji smo imali ranije u jed-
nadzbi (8.89). U rezonanciji se vanjska sila koristi
u cijelosti za svladavanje trenja, pa mozemo re¢i da
se harmonijski oscilator u tome sluc¢aju ponasa kao
otporni sustav.
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Slika 8.17: U rezonanciji se vektori —w?A i wiA
ponistavaju, a (w/7)A je izjednacen s Fy/m. (a)
Prikaz vektora u trenutku ¢ = 0. (b) Rotirajudi
vektori u nekom trenutku ¢ > 0.

Razmotrimo jos i slucaj kada je pogonska frek-
vencija visa od rezonantne (w > wp). Pripadajuci
rotirajuéi vektori prikazani su na slici 8.18. Pomak
iz polozaja ravnoteze u(t) je u fazi s w3 A tako da
je fazno kaSnjenje za vanjskom silom ¢ > /2.

U ovome slucaju, povratna elasti¢na sila opruge
nije dovoljna za davanje akceleracije tijelu. Naime,
brzo titranje podrazumijeva i veliku akceleraciju,
pa veé¢i dio vanjske sile sluzi upravo u tu svrhu.
U slucaju jako visokih frekvencija, mozemo reé¢i da
u odzivu harmonijskog oscilatora dominira inercija
tijela.
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A
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Slika 8.18: Za pogonske frekvencije koje su vece od
rezonantne, vektor —w?2 A po iznosu nadmasuje vek-
tor wiA. Kut ¢ se ra¢una od vektora Fy/m prema
vektoru w3A. (a) Stanje u t = 0. (b) Rotirajudi
vektori u trenutku ¢ > 0.

8.3.4 Metoda kompleksnih brojeva

Analogno metodi rotirajué¢ih vektora, moZemo se
posluziti metodom kompleksnih brojeva prikazanih
u kompleksnoj ravnini. Razmotrimo kompleksan
broj

iwt

e"™" = coswt + i sinwt (8.126)

U kompleksnoj ravnini (slika 8.19) taj je broj pri-
kazan jedini¢nim vektorom koji rotira kutnom br-
zinom w u kompleksnoj ravnini.

Napomena: Pogresno bi bilo pridavati vektoru u
kompleksnoj ravnini bilo kakav smjer u real-
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nom prostoru. Radi se samo o spojnici is-
hodista s tockom koja predstavlja neki kom-
pleksan broj u kompleksnoj ravnini.

Ty
Lot

ot

Re

Slika 8.19: Osi kompleksne ravnine oznacavaju se
oznakama Re i Im. Kompleksan broj exp(iwt) je
predstavljen rotirajué¢im jedini¢nim vektorom:.

Izrazimo vanjsku silu kompleksnim brojem (oz-
naka ~ iznad simbola veli¢ine)

F(t) = Fye™! (8.127)

gdje je Fp realna velicina. Na isti nacin izrazimo
pomak iz polozaja ravnoteze

a(t) = Ae™t (8.128)

gdje je A kompleksna amlituda tako da 7(t) kasni
u fazi za F(t), §to ¢éemo pokazati nize.

Kada radimo s kompleksnim veli¢inama, podra-
zumijevamo da su stvarne fizikalne veli¢ine na-
prosto realni dijelovi kompleksnih veli¢ina, npr.

F(t) = Re [F’(t)} = Fy coswt (8.129)

Rac¢unanje mozemo provesti s kompleksnim
veli¢inama, a tek kada dobijemo konaé¢ni rezultat
potrazimo realni dio koji predstavlja stvarnu
fizikalnu veli¢inu.

Krenimo od diferencijalne jednadzbe za harmo-
nijski oscilator
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Uvrstavanjem kompleksnih veli¢ina i deriviranjem
dobivamo

_WQAeiwt+iEAeiwt+w8A€iwt _ @eiwt
T m

(8.131)

Ova je jednadzba zadovoljena u svakom trenutku ¢

ukoliko vrijedi

. . - R
At it At w2 Ad="2
T m

(8.132)

1z ove jednadzbe neposredno dobivamo rjeSenje za
kompleksnu amplitudu
Foy 1

it
m (w%—w2)+i§

(8.133)

Zgodno je rastaviti kompleksnu amplitudu na realni
i imaginarni dio. MnoZenjem s kompleksno konju-
giranim brojem u brojniku i nazivniku dobivamo

ey MY

Lako mozemo prepoznati da kompleksna amplituda
ima oblik

A=Ag—iA, (8.135)

gdje Ay 1 A, odgovaraju izrazima za disperzijsku,
odnosno apsorpcijsku amplitudu koje smo imali ra-
nije u jednadzbama (8.100), odnosno (8.101). Stoga
mozemo prikazati na slici 8.20 kompleksnu ampli-
tudu kao vektor s komponentama duz realne i ima-
ginarne osi.

Mozemo konacno zapisati kompleksnu amplitudu
na nacin koji se ¢esto rabi kod kompleksnih brojeva,
tj. putem modula i faze

A=|Ale (8.136)

Uvidom u sliku 8.20 i laganim rac¢unom nalazimo

|A|? = A2 + A2

(8.137)

_ (B’ !
() -+ (5)

Odatle slijedi modul kompleksne amplitude
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Slika 8.20: Prikaz kompleksne amplitude A u kom-
pleksnoj ravnini. Realna i imaginarna kompo-
nenta predstavljaju apsorpcijsku i disperzijsku am-
plitudu. Fazni kut ¢ se rac¢una od disperzijske kom-
ponente Ay, koja je u fazi s vanjskom silom Fjy, pa
prema samoj kompleksnoj amlitudi A.

|A| = (8.138)

Fy 1
m 2
2, 2)2 (f)
\/ (wg —w?)” + -
Dobili smo isti izraz koji smo imali za amplitudu
najprije u jednadzbi (8.79), a potom i u jednadzbi
(8.123).
Za fazu kompleksne amlitude imamo prema slici
8.20
w
A, P
tgp=-"2 =T
ge A,

(8.139)

wg — w?
§to se podudara s ranijim rezultatom u jednadzbi
(8.78), te ponovljenim u jednadzbi (8.124).

Pomak tijela iz polozaja ravnoteze mozemo sada
pisati u obliku

a(t) = Aet = |A] e et = | A] €'@17%) (8.140)

Fizikalno znacenje ima realni dio

u(t) = Relu(t)] = |A] cos(wt — ) (8.141)

Vidimo da je u kompleksnom prikazu fazni pomak
zapravo sadrzan u kompleksnoj amplitudi A.
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8.3.5 Impedancija harmonijskog oscila-

tora

Kada razmatramo djelovanje periodicke vanjske sile
na neki sustav zgodno je uvesti pojam impedancije
(lat. impedimentum - zapreka). Opéenito govoredi,
impedancija je veli¢ina koja iskazuje koliko se sus-
tav opire titranju pod utjecajem vanjske sile.

Kod harmonijskog oscilatora impedancija pove-
zuje vanjsku silu i brzinu tijela

F(t) = Z5(t) (8.142)

Sto je impedancija veéa, to je brzina manja uz istu
primijenjenu silu. Da bismo dosli do izraza za kom-
pleksnu impedanciju, krenimo najprije u izracun
brzine tijela u kompleksnom zapisu

da(t) d
dt  dt

(A eiwt) —iw Aeiwt = 1y eiwt

(8.143)
Korisno je prikazati kompleksne vektore A i vp u
kompleksnoj ravnini na slici 8.21. Vrijedi pravilo da
mnozenjem nekog kompleksnog vektora imaginar-
nom jedinicom 4 dobivamo novi kompleksni vektor
koji je zakrenut u fazi za 7/2. U to se lako uvjeriti
ako izratunamo

™2 = cos = i sin~ =i (8.144)
2 2
Tako imamo
o =iwA = e 2w |Al e
= |vo] €7/279) = |p| €' (8.145)

gdje je uveden kut o koji je oznacen na slici 8.21
kao komplementaran kutu ¢.

Mozemo sada pristupiti odredivanju kompleksne
impedancije. UvrStavanjem poznatih veli¢ina u jed-
nadzbu (8.142) nalazimo

Fye' = Ziw At (8.146)

Vidimo da kompleksna impedancija ne ovisi o vre-
menu

Fo
iwA
Posluzimo li se izrazom za kompleksnu amplitudu
iz jednadzbe (8.133), lako dobivamo

Z = (8.147)
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Slika 8.21: Vektor vp u kompleksnoj ravnini je oko-
mit na kompleksnu amplitudu A. Impedancija Z i
brzina vy su simetri¢no poloZeni u odnosu na Fj.

Z="15 i@ -] =Za—iZa (8148)
w Lt
Kompleksna impedancija ima apsorpcijsku i disper-
zigsku komponentu.
Kompleksnu impedanciju mozemo zapisati i u
obliku

Z =|Z|e @ (8.149)

Fazni kut je lako izra¢unati iz omjera imaginarnog
i realnog dijela
VA _
tgo = 7d =% Y (8.150)

a —_

Ovaj nam rezultat pokazuje da je tga = 1/tgy
prema jednadzbi (8.139). Dakle, kutovi a i ¢ su
komplementarni, odnosno vrijedi o = 7/2 — .
Radi se o istome kutu « kao i kod kompleksne br-
zine u jednadzbi (8.145). Konzistentnost ovoga re-
zultata mozemo uvidjeti ako iz jednadzbe (8.142)
napisemo

Fy = |Z| ™" || €* = | Z| || (8.151)
Bududi da je vektor vy zakrenut od realne osi u
pozitivnom smislu za kut «, potrebno je mnozenje
s kompleksnim vektorom koji ima faktor exp(—ic)
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da bi se povratio zakret na realnu os gdje je rezultat
Fy (slika 8.21).

Modul  kompleksne impedancije
izracunati iz jednadzbe (8.148)

\Z| =/ 22+ 72
m\/

= 7_\/1—i—tg o

U rezonanciji (w = wp) je tga = 0 prema jed-
nadzbi (8.150), pa oscilator ima minimalnu impe-
danciju

mozemo

w —w2)2

(8.152)

(8.153)

Vidimo da oscilator koji ima veéu masu i vele
gusenje (manji 7) predstavlja veéu impedanciju za
vanjsku silu koja ga tjera. U rezonanciji je impe-
dancija realna veli¢ina, §to znaci da je brzina tijela
u fazi s vanjskom silom.

U svim slucajevima izvan rezonancije, impedan-
cija je po iznosu veca, te pored realne ima i imagi-
narnu komponentu. To znaci da je brzina po iznosu
manja, te nije u fazi s vanjskom silom.

Mozemo na kraju primijeniti metodu komplek-
snih brojeva na izracunavanje snage koja se trosi
u harmonijskom oscilatoru. Pritom moramo biti
oprezni jer za bilo koja dva kompleksna broja pos-
toji razlika u vremenskom usrednjavanju

<R€[é eith eiwt]> # <R6[C zwt] Re[ zwt]
(8.154)
U to se mozemo lako uvjeriti ako kompleksne am-
plitude izrazimo u obliku

C=|Cle" , D=|D|e? (8.155)

te izrac¢unamo lijevu stranu u nejednadzbi (8.154)

<R€[é Wt D €iwt]> _ ’C¢| ‘D’ <Re[ei(2wt+’y+6)]>
= |C||D| (cos(2wt + v + 9))

=0 (8.156)

U ovome izra¢unu imamo veli¢inu koja titra frek-

vencijom 2w, pa srednja vrijednost u periodu T'
iScezava.
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Sasvim drugi rezultat se dobiva za desnu stranu
nejednadzbe (8.154)

<Re[é’ '] Re[D ei“’t]>
< HC| z(wt+'y)] R€[|D| i(wt+6) ]>
= |C||D| (cos(wt + ) cos(wt + )

1 = =
=3 |C||D| (cos(2wt 4 + ) + cos(y — 9))

_ % G| 1D] cos(y — o) (8.157)
Prvi ¢lan koji titra frekvencijom 2w iS¢ezava kod
usrednjavanja, dok drugi ¢lan ne sadrzi vrijeme, tj.
predstavlja konstantu. Uocimo da je (y — d) fazna
razlika izmedu vektora C i D. Mozemo pokazati da
se isti rezultat dobiva kod izracunavanja izraza

1 - o~ -~ ~ . .
iRe[C D*] = ZRe]|C| eV e D| e P )
|CI|D| Re[e"~?]

|C||D| cos(y — §) (8.158)

N RN RN

Vazno je da jedan od dvaju brojeva u produktu
uzmemo u kompleksno konjugiranom obliku (oz-
naka *). Primijenimo ovaj postupak na izracun
usrednjene snage u harmonijskom oscilatoru

(P) = % Re[F ¥ (8.159)

Uvrstimo izraz za silu iz jednadzbe (8.142), te im-
pedanciju rastavimo na realni i imaginarni dio kao

u jednadzbi (8.148)

(P) = 5 Rel(Zo — i Z4) 5"

= S Bel(Za— i Z0) )

1
= 90 Za (8.160)

Zelimo li povezati usrednjenu snagu s amplitudom,
mozemo se posluziti jednadzbom (8.145)

(P) = %wQ 4127, (8.161)

Usrednjena snaga ovisi o apsorpcijskoj komponenti
impedancije.
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10.3 Primjena Newtonove
mehanike
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Poglavlje 11

RELATIVISTICKA MEHANIKA

U drugom smo poglavlju upoznali klasi¢nu me-
haniku utemeljenu na Newtonovim zakonima, a u
cetvrtom smo poglavlju detaljnije upoznali rela-
tivnost gibanja iskazanu putem Galileijevih tran-
sformacija izmedu dva inercijalna sustava. Sva
opazanja koja su mogla biti provedena na tijelima
u gibanju brzinama mnogo manjim od brzine svje-
tlosti pokazivala su izvrsno slaganje s racunima
klasi¢ne mehanike.

Medutim, krajem 19. stolje¢a eksperimentalno
je utvrdeno da brzina svjetlosti ne podlijeze Ga-
lileijevim transformacijama, nego je naprotiv jed-
naka u svim inercijalnim sustavima. Valjalo je
stoga naciniti znacajnu reviziju klasi¢ne fizike kako
bi se nova teorija uskladila sa svim eksperimental-
nim opazanjima. Albert Einstein je pocetkom 20.
stolje¢a postavio uspjesnu teoriju relativnosti koja
obuhvaca i klasi¢nu fiziku kao dobru aproksimaciju
kod brzina koje su mnogo manje od brzine svje-
tlosti.

U ovome ¢emo poglavlju obraditi osnove relati-
visticke mehanike i time zakljuciti program cjelovi-
tog prikaza mehanike kojoj je posveéena ova knjiga.
Relativisticke pojave u elektrodinamici bit ée pred-
met druge knjige.

11.1 Brzina svjetlosti i
Einsteinovi postulati

Od davnina se postavljalo pitanje o pojavi svje-
tlosti, te posebno o tome Siri li se svjetlost od izvora
do opazaca trenutno, ili nekom brzinom, mozda
jako velikom, ali ipak konac¢nom.

Prvo mjerenje brzine svjetlosti obavio je Roemer
u 17. stolje¢u na temelju astronomskih opazanja.
Njegov je rezultat iznosio 2,14 10%ms™!, ¢ime je u
ono doba ispravno utvrden ne samo red veli¢ine za
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brzinu svjetlosti, nego i vrijednost koja se od is-
pravne razlikuje za faktor manji od dva.

Prvo terestricko mjerenje brzine svjetlosti obavili
su francuski fizicari Fizeau i Foucault sredinom 19.
stoljec¢a. Iz udaljenosti medu postavljenim zrcalima
i vremena potrebnog da zraka svjetlosti prevali za-
dani put, izracunali su da brzina svjetlosti iznosi
2,98 103 ms ™, §to je veoma blizu to¢noj vrijednosti.

No, postavilo se pitanje koje znacenje ima brzina
svjetlosti ako promatranja mozemo vrsiti u raznim
referentnim sustavima. U mehanici je odavna bio
utvrden princip relativnosti gibanja, kojim se po-
drazumijevalo da o brzini tijela nema smisla govo-
riti ukoliko se ne utvrdi referentni sustav u odnosu
na koji se ta brzina odreduje. Za svjetlost se mogla
ocekivati ista zakonitost, ali to nije bilo lako eks-
perimentalno utvrditi zbog velike brzine svjetlosti
napram brzinama raspolozivih referentnih sustava.

Rjesenje je doslo iz glasovitog eksperimenta koji
su Michelson i Morley izveli 1887. godine. Oni
su iskoristili ¢injenicu da, zbog rotacije Zemlje
oko vlastite osi i njena gibanja oko Sunca, svaka
tocka na povrsini Zemlje ima neku trenutnu br-
zinu. Pomocu interferometra prikazanog na slici
11.1 osmislili su moguc¢nost usporedbe brzine svje-
tlosti duz smjera gibanja aparature (zraka 1) i oko-
mito na taj smjer (zraka 2). Na detektor dolazi
superpozicija dviju zraka koje stvaraju interferen-
ciju. Kada se interferometar zakrene za 90°, zami-
jene se uloge dviju zraka u odnosu na smjer giba-
nja aparature. Michelson i Morley su ustanovili da
se zakretanjem interferometra nije promijenila in-
terferencija na detektoru, $to je znacilo da brzina
svjetlosti ima jednak iznos u referentnom sustavu
koji se giba duz smjera zrake svjetlosti kao i u re-
ferentnom sustavu koji se giba okomito na smjer
zrake svjetlosti. Bio je to iznenadujuéi rezultat koji
je potpuno odudarao od poznatih Galileijevih tran-
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Slika 11.1: Michelsonov i Morleyev interferometar.
Na detektoru se opaza interferencija dviju zraka na-
kon njihovih refleksija na zrcalima. Pretpostavljeno
gibanje interferometra (postavljenog na Zemlji) je
u smjeru izvora svjetlosti. Interferometar se moze
zakrenuti za 90° tako da svjetlost dolazi iz nekog
drugog izvora okomito na smjer gibanja interfero-
metra.

sformacija za brzine. Pokazalo se da je brzina svje-
tlosti jednaka u svim inercijalnim sustavima, tj. da
predstavlja univerzalnu prirodnu konstantu.

Rezultat Michelsona i Morleya znacio je ujedno
da ne postoji neki ”preferirani” ili ”glavni” iner-
cijalni sustav u Svemiru. Zakljucilo se da su svi
inercijalni sustavi jednakopravni, barem sto se svje-
tlosti tice.

Albert Einstein je 1905. godine generalizirao gor-
nju tvrdnju kao valjanu za promatranje svih ostalih
fizikalnih procesa, a ne samo svjetlosti. On je iz
gradio novu teoriju relativnosti koja poc¢iva na dva
postulata.

Prvi Einsteinov postulat: Svi fizikalni zakoni
vrijede jednako u svim inercijalnim sustavima.

Drugi Einsteinov postulat: Brzina svjetlosti
jednaka je u svim inercijalnim sustavima.

Ovi se postulati odnose na posebnu (specijalnu)
teoriju relativnosti koja obraduje pojave u inerci-
jalnim sustavima. Za razmatranje pojava u neiner-
cijalnim sustavima, Einstein je kasnije uveo opcéu
teoriju relativnosti.
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11.2 Lorentzove
transformacije

Pokusajmo odrediti jednadzbe za transformaciju
kinematickih veli¢ina iz jednog inercijalnog sustava
u drugi s time da budu zadovoljeni Einsteinovi pos-
tulati. U tu je svrhu na slici 11.2 prikazan jednos-
tavan slucaj dvaju sustava S i S’ kojima se osi @ i
x’ poklapaju, a osi y iy’ su paralelne, te isto tako i
osi zi z/. Sustav S’ giba se relativnom brzinom V u
smjeru osi . Radi jednostavnosti, ra¢unajmo vri-
jeme u odnosu na trenutak kada se sustavi poklope,
tj. taj trenutak proglasimo za t = t’' = 0.

<o
<0 Y

o' /O Xr,x'
%! z

t=t'=o0 |/
OOI A)(r-,xl
x T2
7N
4 4
+50 Y
t' >0

m\\‘
o
Q
Xv
x

Slika 11.2: U odnosu na inercijalni referentni sustav
S, postavljen je drugi inercijalni sustav S’ koji se
giba relativnom brzinom V duz osi z. Dva se sus-
tava podudaraju u odabranom trenutkut = ¢’ = 0.

Razmatrat ¢emo najprije transformacije koordi-
nata dogadaja, a potom trensformacije brzina i ak-
celeracija iz jednog inercijalnog sustava u drugi.
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11.2.1 Transformacije koordinata
dogadaja

Koordinate nekog dogadaja su uvijek relativne, tj.
moramo prvo odabrati neki dogadaj u odnosu na
kojega ¢emo potom utvrdivati koordinate drugih
dogadaja. Zgodno je kao osnovni dogadaj odabrati
poklapanje ishodista O i O’ ut =t¢' = 0. Uzmimo
da se drugi dogadaj ostvario u tocki A. Moramo
sada vidjeti kako promatra¢i u dvama sustavima
utvrduju mjesto i vrijeme tog drugog dogadaja.

Za promatraca u sustavu S, dogadaj se zbio
na udaljenosti x od ishodista O u trenutku ¢, tj.
za promatraca u sustavu S protekao je interval
vremena t od trenutka preklopa dvaju sustava do
dogadaja u tocki A.

Za promatraca u sustavu S’, isti se dogadaj zbio
na udaljenosti z’ od ishodista O’ u trenutku t¢’,
tj. za njega je od preklopa dvaju sustava pa do
dogadaja u tocki A protekao interval vremena t’.

Zelimo naéi jednadzbe transformacije koje pove-
zuju veli¢ine (z,t) s velicinama (z’,t’). Ako ih
nademo, mozemo ih iskoristiti tako da u slucaju
kada su nam poznate veli¢ine (x, t), koje oznacavaju
mjesto i vrijeme nekog dogadaja kako ga vidi pro-
matra¢ u sustavu S, mozemo izra¢unati veli¢ine
(x’,t") koje oznacavaju mjesto i vrijeme istog
dogadaja kako ga vidi promatra¢ u sustavu S”’.

Takoder zelimo da trazene jednadzbe transforma-
cije zadovoljavaju uvjet o jednakosti brzine svje-
tlosti u oba referentna sustava. U tu svrhu
povezimo dva dogadaja svjetlosnim signalom. Neka
je npr. u trenutku ¢t = ¢’ = 0 bljesnula iskra na
mjestu gdje su se poklopila ishodista O i O’. Neka
drugi dogadaj bude dolazak svjetlosnog signala u
tocku A.

Isprobajmo najprije Galileijeve transformacije.
Ako su nam poznate velic¢ine (x,t), mogli bismo
izracunati veli¢ine (x',t’) putem jednadzbi

v =x-Vi (11.1)
t'=t (11.2)

Lako je provjeriti da Galileijeve transformacije ne
udovoljavaju zahtjevu o jednakosti brzine svjetlosti
u dvama referentnim sustavima. Naime, za proma-
traca u sustavu S svjetlosni signal je prevalio put
T u vremenu t, pa je za njega brzina svjetlosti

%: c (11.3)
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Isti svjetlosni signal je za promatraca u sustavu S’
prevalio put z’ u vremenu t’, pa je za njega taj
signal putovao brzinom

/
x
o c' (11.4)
Ako se ove relacije uvrste u Galileijevu transforma-
ciju (11.1), dobivamo

c't'=ct—Vt (11.5)

Uvazavajuéi jo§ i drugu Galileijevu transformaciju
(11.2), po kojoj vrijeme tece jednako u oba inerci-
jalna sustava, nalazimo rezultat

c'=c-V (11.6)

Vidimo da Galileijeve transformacije nisu prihvat-
ljive jer predvidaju da bi promatraci u dva inerci-
jalna sustava opazali razli¢ite brzine istoga svjetlos-
nog signala.

Otvorimo moguénost opcenitih linearnih tran-
sformacija kojima iz poznatih veli¢ina (z,t) nekog
dogadaja u sustavu S izracunavamo veli¢ine (z/,¢")
istoga dogadaja videnog u sustavu S’

v’ =yx+6t (11.7)
t'=ex+nt (11.8)

Ovdje su v, §, € i n neke konstante koje tek trebamo
odrediti uvazavajuéi postulate posebne teorije rela-
tivnosti.

Napomena: Ocito je da bi se ove opcenite line-
arne transformacije svele na Galileijeve kada
bismo za konstante nacinili izbor v = 1, § =
—V,e=01in = 1. No to bi bio, kako smo
vidjeli, pogresan izbor.

Razlog za odabir linearnih transformacija, a ne
kvadrati¢énih ili nekih drugih nelinearnih formi, lako
je obrazloziti fizikalnim zahtjevima. Naime, pos-
tavimo li totku A na dvostruko vecu udaljenost
2z u sustavu S, otekujemo da e svjetlosni signal
sti¢i u nju za dvostruko vece vrijeme 2t. Isto tako
o¢ekujemo da ¢emo i u sustavu S’ imati udvos-
trucenje na 2z’ i 2t’, a to nam osiguravaju linearne
transformacije.

Prije nego li primijenimo Einsteinove postulate,
mozemo ustanoviti da sve ¢etiri konstante ~, ¢, € i
71 ipak nisu medusobno neovisne.
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Razmotrimo najprije jednadzbe gibanja is-
hodista O’ gledano iz dvaju sustava. U sustavu
S, polozaj ishodista O’ u proizvoljno odabranom
trenutku ¢, dan je izrazom

z=Vt (11.9)
U sustavu S’, ishodiste O’ trajno miruje
z' =0 (11.10)

Uvrstimo 1i ove koordinate u linearnu transforma-
ciju (11.7), dobivamo

0=7Vit+dét =  b6=—V (1111)

Dakle, razmatrajuéi jednadzbu gibanja za O’ do-
bili smo da konstanta § nije neovisna o 7, pa je
mozemo eliminirati iz linearne transformacije tako
da pisemo

' =y(x-Vt) (11.12)

Ova bi se relacija svela na Galileijevu kada bismo
stavili v = 1, no to bi bilo pogresno. Mozemo od-
mah zakljuciti da konstanta v ne smije biti jednaka
jedinici, ali pravu vrijednost tek trebamo odrediti.

Razmotrimo sada i jednadzbe gibanja za is-
hodiste O gledano u svakom od dvaju sustava. U
sustavu S ishodiste O trajno miruje

=0 (11.13)

Za promatraca u sustavu S’ cijeli sustav S se giba

brzinom —V', pa je polozaj ishodista O u proizvolj-

nom trenutku ¢’ dan izrazom
x' =Vt (11.14)

Napomena: Promatrac iz sustava S’ uvijek mjeri
vrijeme ¢’ (a ne t).

Uvrstimo li gornje koordinate u linearne transfor-

macije (11.12) i (11.8), dobivamo

~Vt'=—Vt
t' =nt

(11.15)
(11.16)

Iz ovih jednadzbi slijedi jednakost

n=r (11.17)
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Dakle, razmatrajuéi jednadzbe gibanja za O, utvr-
dili smo da ni konstanta n nije neovisna o . Pre-
ostale su nam dvije neovisne konstante tako da jed-
nadzbe transformacije mozemo pisati u obliku

(11.18)
(11.19)

Moramo sada odrediti preostale dvije konstante
€ i v koristeé¢i se dvama Einsteinovim postulatima
za posebnu teoriju relativnosti. Krenimo od drugog
postulata koji utvrduje jednakost brzine svjetlosti
u svim inercijalnim sustavima. Dakle, promatrac
u sustavu S utvrduje dolazak svjetlosnog signala
u tocku A, te izra¢unava brzinu svjetlosti ¢ putem
jednadzbe

T

— =C —
t

No, i promatra¢ u sustavu S’ opaza isti svjetlosni
signal i njegov dolazak u tocku A, ali izra¢un izvodi
pomocu svojih mjerenja i dobiva opet brzinu c

x=ct (11.20)

fl:'/

t’
Uvrstavanjem ovih rezultata u linearne transforma-
cije (11.18) i (11.19) dobivamo

=c — ¥ =ct (11.21)

ct' =~ (ct—Vt)
t'=ect+n~t

(11.22)
(11.23)

Uvrstavanjem t’ iz druge jednadzbe u prvu i
sredivanjem nalazimo odnos

v

e=-75 (11.24)

Tako smo zahtjevom za jednakoS¢u brzine svjetlosti
u oba sustava eliminirali i konstantu € kao neovisnu,
te linearne transformacije piSemo sada u obliku

=7y -Vt

/

(11.25)
(11.26)

Preostalu konstantu v mozemo odrediti iz prvoga
Einsteinova postulata koji utvrduje da su svi inerci-
jalni sustavi ekvivalentni tako da svi fizikalni zakoni
imaju isti oblik kada se iskazuju putem veli¢ina koje
odgovaraju tome sustavu. To se mora odnositi i na
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jednadzbe transformacije koje smo gore dobili. One
transformiraju veli¢ine iz sustava S u sustav S’, pa
isti oblik moraju imati i jednadzbe transformacije
iz sustava S’ u S, ali uz zamjenu V — —V jer se S
giba brzinom —V prema S’. Pisemo, dakle

r=~(x' +Vt') (11.27)

Uvrstimo li u ovu jednadzbu velicine z’ i t’ iz
(11.25) i (11.26) dobivamo

x = W[W(x—Vt)—i—Vv(t—;m)

2
:72<1—V2>:1:
c

Da bi ovaj rezultat bio konzistentan, mora biti is-
punjen uvjet

(11.28)

(11.29)
Dobili smo konstantu v koja igra veoma vaznu
ulogu u jednadzbama relativisticke fizike, te ¢emo je
Cesto upotrebljavati u ovome poglavlju. Ona ovisi
samo o omjeru relativne brzine V' dvaju inercijalnih
sustava i brzine svjetlosti c. Moramo zapaziti da je
uvijek v > 1. U sluc¢ajevima kada je V <« ¢, imamo
~v 2 1 (nerelativisticka aproksimacija).

Do sada smo radi jednostavnosti razmatrali samo
dogadaje na osi x (odnosno z’). U opéenitom
slucaju, mjesto i vrijeme dogadaja opisani su
veli¢inama (x,y, z,t) za promatrac¢a u sustavu S,
te velicinama (z',y’,2’,t’) za promatraca u sus-
tavu S’/. Medutim, relativno gibanje dvaju sustava
duz osi z (odnosno x') nema utjecaja na polozaj
duz poprecnih osi, pa potpune Lorentzove transfor-
macije glase

=7y -Vt) (11.30)

y' =y (11.31)

2/ =z (11.32)
1%

t’:fy(t—c—Qx) (11.33)

Razumije se, relativisticka konstanta v dana je iz-
razom (11.29).
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Op¢u uskladenost Lorentzovih transformacija s
Einsteinovim postulatima mozemo lako provjeriti
tako Sto umjesto tocke A na osi x (odnosno z'),
odaberemo neku proizvoljnu tocku P do koje dode
svjetlosni signal koji je krenuo od iskre iz ishodista
kada su ona bila poklopljena. U sustavu S svje-
tlosni signal prevali put 7 u vremenu t tako da je
ispunjen uvjet » = ct, odnosno

i o T (11.34)

Za promatraca u sustavu S’ isti svjetlosni signal,
stigavsi u istu odabranu tocku, prevali put r’ nakon
vremena t’ s time da je ispunjen uvjet r’ = ct’,
odnosno

x'2—|—y’2+zl2:czt’2 (11.35)

Lako se mozemo uvjeriti da uvrstavanjem Lorent-
zovih transformacija iz jednadzbi (11.30)-(11.33) u
jednadzbu (11.35) dobivamo upravo odnos koji je
zapisan u jednadzbi (11.34). To vrijedi za bilo koju
vrijednost relativisticke konstante v, dakle za bilo
koju vrijednost relativne brzine V' jednog sustava
prema drugome.

Gornje razmatranje zasluzuje jo§ jedan komen-
tar. Promatra¢ u sustavu S moze reéi da se svje-
tlost od upaljene iskre prosirila do sfere radijusa r
oko njegova ishodista O nakon isteka vremenskog
intervala t. Promatra¢ u sustavu S’ opaza pak da
se ista svjetlost prosirila do sfere radijusa r’ i to
oko njegova ishodista O’, a nakon isteka vremen-
skog intervala t’.

Sve ovo zvuci kao paradoks, no moramo prihva-
titi da eksperimentalno utvrdena jednakost brzine
svjetlosti u raznim inercijalnim sustavima mijenja
naSe svakidasnje pojmove o prostoru i vremenu
kao odvojenim veli¢inama, te ideje o apsolutnom
prostoru i apsolutnom vremenu. Lorentzove tran-
sformacije izravno spajaju prostorne i vremenske
koordinate tako da moramo razmisljati u okviru
prostor-vrijeme i to za svaki inercijalni sustav za-
sebno. Dogadaj, koji se za promatraca u sustavu S
dogodio na nekoj udaljenosti od njegova ishodista
O u nekome trenutku ¢, dogodio se za drugog pro-
matraca u sustavu S’ na nekoj drugoj udaljenosti
od njegova ishodista O’, ali i u nekome drugom
trenutku ¢’. To vrijedi za svaki dolazak svjetlosnog
signala u neku od tocaka na sferi oko O, kako to
vidi promatra¢ u sustavu S. Svaki od tih dogadaja
dogodio se za promatraca u sustavu S’ na nekoj
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novoj udaljenosti od njegova ishodista O, te u ne-
kome trenutku ¢’ koji se razlikuje od t.

Sva dosadaS$nja razmatranja bazirali smo na
dogadajima koji se sastoje od dolaska svjetlosnog
signala iz ishodista u neku to¢ku nakon nekog vre-
menskog intervala. Medutim, veli¢ine (z,¢) mogu
se odnositi na bilo koji dogadaj. Naprosto, pro-
matra¢ u sustavu S opazi na udaljenosti x od svog
ishodista O da se u nekome trenutku t dogodio neki
dogadaj. Sigurno i promatra¢ u sustavu S’ moze
opaziti isti dogadaj, no pitanje je jesu li vrijednosti
(x',t") koje taj promatra¢ izmjeri takve da ih se
moze povezati s veli¢inama (z,t) putem Lorentzo-
vih transformacija (11.25) i (11.26).

Odgovor na postavljeno pitanje je potvrdan. U
to se mozemo jednostavno uvjeriti na sljedeéi nacin.
Odaberimo proizvoljno koordinatu x kao mjesto ne-
kog dogadaja, te vrijeme t kada se dogadaj dogodio,
a ono moze biti npr. puno veée nego Sto je po-
trebno da svjetlosni signal dode iz ishodista O do
polozaja z. Mozemo zamisliti da je kroz to vrijeme
svjetlosni signal putovao od ishodista O do nekog
udaljenog polozaja z; za vrijeme %, te se na tome
mjestu reflektirao na zrcalu i zatim putovao natrag
u trajanju t2 do mjesta x. Tako se kona¢ni dogadaj
dogodio u trenutku ¢ = t; + t5. Sigurno mora biti
r1 = cty, te 11 —x = w9 = cty. Sada mozemo
primijeniti Lorentzove transformacije na zamisljene
medukorake. Dolazak svjetlosti do zrcala ostvario
se za promatraca u sustavu S’ na polozaju

=71 —Vt) (11.36)

u trenutku

tll :’y(tl —CKQJZ1) (11.37)
Razmatrajuéi put svjetlosti nakon refleksije na zr-
calu, uvidamo da se taj proces odvija analogno kre-
tanju svjetlosnog signala iz ishodiSta prema nega-
tivnom smjeru osi z dok ne stigne na polozaj —xa
nakon isteka vremenskog intervala ts. Za proma-
traca u sustavu S’, taj bi polozaj bio

—xh = (=29 — Via) (11.38)
a trenutak bi bio
v
ty=7 |- % (0] (11.39)

Zbrajajuéi jednadzbe (11.36) i (11.38) dobivamo
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v —zh=7[(z1—x22) =V (t1 +t2)] (11.40)

Napomena: Moramo uociti da u jednadzbi
(11.38) nije zamijenjeno to — —to, tj. vrijeme
teCe u pozitivnom smislu, samo je zamijenjeno
T9 — —x2 jer opisujemo proces Sirenja svje-
tlosti duz negativnog smjera osi z. Stoga se
u jednadzbi (11.40) pojavljuje (x; — z2), ali
(tl + t2).

Zbrojimo jos jednadzbe (11.37) i (11.39) tako da
pisemo

ti+ty =7 [t +t2) =V (x1 —x2)]  (1141)

Mozemo sada identificirati u sustavu S veli¢ine z =
r1—x2 1t =ty +to kao polozaj i vrijeme utvrdenog
dogadaja, te analogno veli¢ine =z’ = z| — z} i
t" =t} +t} kao polozaj i vrijeme istoga dogadaja
u sustavu S’. Jednadzbe (11.40) i (11.41) svode se
upravo na Lorentzove transformacije

' =v(x-Vt)

/

(11.42)
(11.43)

Pokazali smo, dakle, da Lorentzove transformacije
vrijede univerzalno za bilo koji dogadaj. One po-
vezuju koordinate istog dogadaja u dva inercijalna
sustava.

Neke primjene Lorentzovih transformacija

transformacija navest ¢emo fenomen koji je dobio
naziv kontrakcija duZine i fenomen dilatacije vre-
mena. Pravilno tumacenje tih fenomena pomaze u
razumijevanju naravi teorije relativnosti.

Kontrakcija duzine. Zamislimo stap koji mi-
ruje polozen duz osi x sustava S.
tome sustavu moze utvrditi duljinu Stapa tako da
izmjeri polozaje njegovih krajeva kao x1 i x2, pa
je L = x2 — x1. To mjerenje moramo shvatiti kao
dva dogadaja u sustavu S. Naime, promatrac¢ u
sustavu S utvrduje da se jedan kraj Stapa nalazio
na polozaju x1 u trenutku t;, Sto je dogadaj s ko-
ordinatama (z1,t1), a drugi je kraj Stapa bio na

Promatrac¢ u
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(b)

Slika 11.3: (a) U referentnom sustavu .S, §tap mi-
ruje i promatrac¢ utvrduje njegovu duljinu L. Mje-
renja polozaja njegovih krajeva ne moraju se izvesti
istodobno. (b) U referentnom sustavu S’/ stap se
giba brzinom —V. Promatrac¢ u tome sustavu mora
istodobno utvrditi polozaje oba kraja stapa. Po
njegovoj izmjeri, Stap ima duljinu L’.

polozaju zo u trenutku to, Sto je dogadaj s koordi-
natama (x2,t2). Pri tome, trenutak ¢; ne mora biti
isti kao i to jer stap ionako miruje u sustavu S, pa je
jedan njegov kraj uvijek na polozaju x1, a drugi je
uvijek na polozaju zg, tako da trenuci utvrdivanja
tih polozaja nisu bitni za ishod mjerenja. Prikaz
Stapa koji miruje u sustavu S dan je na slici 11.3a.

Postavlja se pitanje kako ¢e promatra¢ u sustavu
S’ izmjeriti duljinu istoga Stapa koji se za njega
kreée brzinom —V. Prikaz se nalazi na slici 11.3b.
Da bi mjerenje koje izvodi taj promatra¢ bilo is-
pravno, mora on polozaje oba kraja Stapa odre-
diti istodobno. Dakle, on ¢e utvrditi dva dogadaja
s koordinatama (z/,t’) 1 (z4,t’), gdje je t’ neki
proizvoljno odabrani trenutak, zajednic¢ki za oba
dogadaja. Za promatraca u sustavu S’, stap ée
imati duljinu L’ = zf, — /.

Da bismo mogli usporediti rezultate mjerenja
dvaju promatra¢a moramo zamisliti da se oba mje-
renja zapravo zasnivaju na utvrdivanju jednog te
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istog para dogadaja na krajevima Stapa s time da
svaki promatra¢ utvrduje koordinate tih dogadaja
na svoj na¢in. Za dogadaj na jednome kraju Stapa
vrijede Lorentzove transformacije

=71+ Vt) (11.44)

t zv(t’+cK2x'1) (11.45)
Ovdje smo primijenili transformacije iz sustava S’
u sustav S, koji se u odnosu na S’ giba brzinom
—V. Stoga u zagradama stoji +, a ne — kao u
jednadzbama (11.42) i (11.43).

I za dogadaj na drugome kraju Stapa mozemo
upotrijebiti Lorentzove transformacije

zy=7(zH+Vt') (11.46)

t2:7(t’+cK2x’2) (11.47)
Primjenjujué¢i Lorentzove transformacije, uvazeno
je da dogadaji u sustavu S’ moraju biti istodobni
(jedan trenutak t'), dok se u sustavu S ti dogadaji
mogu dogoditi u razli¢itim trenucima buduéi da
Stap u tome sustavu miruje. Upravo jednadzbe
(11.45) i (11.47) pokazuju da istome trenutku ¢’
odgovaraju dva razli¢ita trenutka ¢ i to, koja ovise
o dva razli¢ita polozaja x| i x¥,.

Sada mozemo izracunati iz jednadzbi (11.44) i
(11.46)

xo —m1 =7 (xh — 1)) (11.48)

Prema tome, ako promatra¢ u sustavu .S izmjeri
duljinu L Stapa koji miruje, promatra¢ u sustavu
S’ izmjerit ¢e duljinu istoga Stapa
=t
~
Najvecu duljinu stapa mjeri promatra¢ u sustavu
u kojemu taj stap miruje. Kazemo da je to vlastita
duljina stapa. U svim sustavima u kojima se Stap
uzduzno giba, promatra¢ mjeri neku manju duljinu
Stapa, pa je taj fenomen nazvan kontrakcijom Stapa
u gibanju. Sto se §tap giba brze, to je njegova du-
ljina za promatraca kraca.

(11.49)

Dilatacija vremena. Razmotrimo sada malo
detaljnije kako se odreduje vremenski interval
izmedu dva dogadaja. Neka su se u sustavu S
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dva dogadaja dogodila na istome mjestu, ali u
razli¢itim vremenskim trenucima, tako da su koor-
dinati tih dogadaja (x,t1) i (z,t2). Za promatraca
u tome sustavu, izmedu dva dogadaja protekao je
interval vremena At = t5 —t1. Ako te iste dogadaje
opaZa promatrac¢ u sustavu S’, za njega se oni nisu
dogodili na istome polozaju u odnosu na njegovo is-
hodiste, a i vremenski trenuci su drugaciji. Za prvi
dogadaj vrijedi

ri=v(x—-Vt) (11.50)
V
th :’y(tl—c—Qaj) (11.51)
a za drugi dogadaj
rh=v(x—-Vt) (11.52)
V
t’gzy(tQ—c—ﬁ) (11.53)

Polozaji dogadaja u sustavu S/ ovise o vremenskim
trenucima t; i to kako ukazuju jednadzbe (11.50) i
(11.52). Interval vremena izmedu dogadaja lako
izra¢unavamo iz jednadzbi (11.51) i (11.53)

At'=th—th=~(ta—t1) =vAt  (11.54)
Dakle, najkra¢i interval vremena izmedu dva
dogadaja mjeri onaj promatra¢ za kojega su se
ta dva dogadaja dogodila na istome mjestu. Taj
se interval cesto naziva wvlastiti interval dvaju
dogadaja. Za promatrace u drugim inercijalnim
sustavima u kojima su se ti dogadaji dogodili na
razli¢itim polozajima, vremenski interval izmedu
tih dogadaja je dulji. Razumije se, Sto je razmak
izmedu polozaja vedli, to je zabiljezeni interval vre-
mena izmedu dogadaja dulji. Taj je fenomen na-
zvan dilatacijom vremena.

Zgodno je fenomen dilatacije vremena ilustrirati
jednim primjerom. Na slici 11.4a prikazan je nas-
tanak iskre u trenutku ¢; na polozaju = u sustavu
S. Promatramo zraku svjetlosti koja se §iri duz osi
y 1 nailazi na postavljeno zrcalo, te se na njemu re-
flektira i vrati se u trenutku to na isto mjesto gdje
je bila bljesnula iskra. Polazak i povratak svjetlos-
nog signala u sustavu S predstavljaju dva dogadaja
koja su se dogodila na istom polozaju, a izmedu njih
je protekao vremenski interval

POGLAVLJE 11. RELATIVISTICKA MEHANIKA
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Slika 11.4: (a) U sustavu S svjetlosni signal se na-
kon vremenskog intervala At vrati na isto mjesto
odakle je krenuo. (b) U sustavu S’ isti se fizikalni
proces vidi tako da je svjetlosni signal krenuo iz
jednog mjesta x|, te je nakon vremenskog intervala
At' stigao na drugo mjesto z5.

2
At="Y
C

(11.55)
Promatrac u sustavu S’ opaza ista dva dogadaja
na nacin prikazan na slici 11.4b. Zrcalo na visini
y kreée se brzinom —V tako da i svjetlosni sig-
nal putuje od mjesta x| gdje je bljesnula iskra do
mjesta gdje ¢e se naéi zrcalo nakon vremenskog in-
tervala At’/2, a nakon refleksije putuje do mjesta
x}, takoder za vremenski interval At’/2. U tome
trenutku, nalazi se i zrcalo iznad polozaja x5, pa
mozemo da je
zhy—xh =V At (11.56)
Iz geometrijskih odnosa na slici 11.4b, te ¢injenice
da se i u sustavu S’ svjetlost $iri brzinom c, slijedi

/ I\ 2 N\ 2
L1~ %y 2_2A7t
(57) = ()

Uvrstavajuéi jednadzbe (11.55) i (11.56) u jed-
nadzbu (11.57) dobivamo nakon sredivanja

(11.57)
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At =~ At
To je isti rezultat kao u jednadzbi (11.54).

(11.58)

11.2.2 Transformacije brzina

Nakon §to smo upoznali Lorentzove transforma-
cije koje se odnose na mjesto i vrijeme dogadaja,
mozemo se sada zapitati kako se u relativistickoj
fizici opisuje gibanje tijela. Krenimo od razmatra-
nja brzine kao osnovne kinematicke veli¢ine. Pret-
postavimo da promatra¢ u inercijalnom sustavu S
utvrdi da se neka cestica giba duz osi x brzinom v,
te se pitamo koliku ¢e brzinu v, izmjeriti promatrac
u S’ gledajuéi to isto gibanje.

Problem mozemo ispravno rijeSiti ako ga sve-
demo na utvrdivanje dva dogadaja. Neka je prvi
dogadaj nalazenje Cestice na nekome polozaju x u
trenutku ¢, a drugi dogadaj nalazenje te Cestice na
polozaju z+Az u trenutku t+At. Brzinu u sustavu
S utvrdujemo na poznati nacin

y _(z+Az)—2
T+ A —t

Az dw

i 11.59
At dt ( )

Ako se sada stavimo u ulogu promatraca u sus-
tavu S’, nalazimo da se prvi dogadaj dogodio na
polozaju z’ u trenutku t’, a te su koordinate pove-
zane s onima iz sustava S putem Lorentzovih tran-
sformacija

=y -Vt

v
t’zv(t—gx)

(11.60)
(11.61)

Drugi se dogadaj za promatraca u sustavu S’ do-
godio na polozaju z’ + Az’ u trenutku ¢’ + At’.
I ove koordinate mozemo putem Lorentzovih tran-
sformacija povezati s onima iz sustava S

'+ Ax' =v[(x+ Ax) -V (t+ At)]  (11.62)

|4
t'+ At" = [(t + At) — — (t + At)] (11.63)
c
Prema tome, promatra¢c u sustavu S’ moze
izracunati brzinu cestice

, (z'+ Az’ -2’

YT A —
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Y[+ Az) =V (t+At)] —v(x - Vi)
[+ A0 — 5 (4 A0 — 7 (t— 5 2)

Ax v
Az —V At -
_ Bz VAL At (11.64)
AV ae 1o YA
c2 2 At
Konacan rezultat za transformaciju brzine glasi
v = =V (11.65)
V
1 o) Ve
c

Ova relacija je egzaktna za sve brzine v, koje neka
Cestica moze imati, te za bilo koju relativnu brzinu
V izmedu dva inercijalna sustava.

Kod brzina koje su mnogo manje od brzine svje-
tlosti (vy < ¢,V < ¢), vidimo da se relacija (11.65)
svodi jednostavno na Galileijev izraz v}, ~ v, — V.
Dakle, u svim nerelativistickim slu¢ajevima na koje
smo navikli u svakodnevnom zivotu, vrijedi u do-
broj aproksimaciji Galileijeva transformacija za br-
zine.

Zanimljivo je razmotriti drugi ekstrem u primjeni
relacije (11.65). Uzmimo foton (kvant svjetlosti)
kao cesticu koja se giba brzinom c¢ u sustavu S. Za
promatraca u sustavu S’, brzina fotona je

, =V
V= 7‘/— =C
1- po) c
Vidimo da relativisticki izraz za transformaciju br-
zina daje ocekivani rezultat i u sluc¢aju fotona. Bez
obzira na iznos relativne brzine V' izmedu dva iner-
cijalna sustava, foton ima uvijek istu brzinu c. To je
najzgodnija potvrda konzistentnosti izraza (11.65)
s drugim postulatom posebne teorije relativnosti.

Razmotrimo sada opcenitiji slucaj u kojem se
Cestica giba istodobno duz osi x i duz osi y, tako
da za promatraca u sustavu S ona ima kompo-
nente brzine v, i vy. Pitanje je kolike su kom-
ponente brzine te Cestice za promatraca u sustavu
S’. Problem moramo opet rjesavati pozivanjem na
dva dogadaja. Prvi dogadaj predstavlja nalazenje
Cestice u sustavu S na polozaju (z,y) u trenutku ¢.
Za promatraca u sustavu S’, isti se dogadaj dogo-
dio na polozaju (z’,y’) u trenutku ¢’

(11.66)

=~y -Vt (11.67)
y' =y (11.68)
t/—’y(t—cKQx) (11.69)
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Drugi dogadaj predstavlja nalazenje cestice na
polozaju (x4 Az, y+Ay) u trenutku t+At. Za pro-
matraca u sustavu S’, isti se dogadaj dogodio na
polozaju (z'4+ Az’ y’+ Ay’) u trenutku ¢’ + At’.
Lorentzove transformacije nam daju

'+ Az’ =~v[(z+ Az) -V (t+ At)]  (11.70)
y' + Ay =y + Ay (11.71)

At =y [(E+ Af) — CK2 (@ +Az)]  (11.72)

Mozemo izracunati komponentu brzine duz osi z’.
Postupak je identican onome iz jednadzbe (11.64),
pa je i rezultat kao u jednadzbi (11.65). Razlog lezi
u ¢injenici $to z’ i ¢’ ne ovise o y.

Izracunajmo sada komponentu brzine duz osi y’

, WAy -y’

’Uy - (t/—f—At/) —t/

_ (y+Ay) —y
V v
0% [(t+At)—c2(t+At)] — (t— 02x>
A
- yV (11.73)
~ <At - Al’)
c
Kona¢ni rezultat glasi
o= (11.74)

Y %
1-— x
1 (1-a)

Mozemo uociti da v; OVisi ne samo o vy, Nego 1 0 Vg,

a razlog lezi u tome $to ¢’ ovisi o z. Da bismo kom-
pletirali Lorentzove transformacije za brzine, nave-
dimo jos i slucaj kada postoji brzina cestice duz
osi z. Iz simetrije problema uvidamo da se giba-
nje duz osi z ne razlikuje od onoga duz osi y jer
su oba u ravnini okomitoj na os  duz koje postoji
pretpostavljeno relativno gibanje dvaju inercijalnih
sustava. Stoga vrijedi transformacija
Uz

Y - 0*2 Uz
Primjena na sluc¢aj gibanja duz osi y

Neka se u sustavu S Cestica giba samo duz osi y
kako pokazuje slika 11.5a, tj. neka je v, = 0, a
vy # 0. Bududi da se sustav S giba brzinom —V
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Slika 11.5: (a) U referentnom sustavu S ¢estica se
giba duz osi y brzinom v,. (b) Promatrac u sustavu
S’ opaza da ista Cestica ima komponente brzine
vy, = =V i}, sto daje ukupnu brzinu v'.

u odnosu na sustav S’, onda i éestica mora imati
brzinu v/, = —V za promatraca u sustavu S’. Uz
to, ¢estica ima i neku brzinu v; kako prikazuje slika
11.5b.

Formalnom primjenom Lorentzovih transforma-
cija za brzine, nalazimo

7
vh= o ==V (11.76)
1— C*ZUx
Y R (11.77)
v

. , . ~
Zbog v > 1 dobivamo v, < vy, tj. za promatraca u
sustavu S’ Cestica ima manju komponentu brzine
duz osi y’. Medutim, izracunavajuéi ukupnu brzinu
Cestice za promatraca u sustavu S’
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02
— v5+V2<1—cg> > vy

nalazimo da promatra¢ u sustavu S’ uvijek opaza
vedi iznos brzine Cestice nego $to to opaza proma-
tra¢ u sustavu S.

Zanimljivo je na kraju provesti analizu za brzinu
fotona u istim okolnostima. Ako se u sustavu S
foton giba duz osi y, komponente negove brzine su
vy = 01 v, = c. Lorentzove transformacije za br-
zinu daju

(11.78)

oV

vh= e =V (11.79)
1 0—2113;

v ke (11.80)

Zbog v > 1, komponenta brzine duz osi y’ je uma-
njena (v; < ¢), ali je ukupni iznos brzine za pro-
matraca u sustavu S’

(11.81)

Dobili smo opet ocekivani rezultat u skladu s
drugim postulatom posebne teorije relativnosti.
Videnje promatra¢a u dvama referentnim susta-
vima prikazano je na slici 11.6.

-V

I
A ‘(uk_('tcgm S

w Slz\.\'bﬂ\uv\ S

Slika 11.6: Brzine istog fotona videne u dvama iner-
cijalnim sustavima.
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Izracunavanje transformacija brzine putem
diferenciranja

Nakon $to smo na elementaran nacin izveli izraze
(11.65) i (11.74) za transformaciju brzina iz jed-
nog inercijalnog sustava u drugi, te stekli pouzda-
nje kroz njihovu primjenu, mozemo pokazati mate-
maticki elegantniji izvod putem diferenciranja.

Potrazimo diferencijale u Lorentzovim transfor-
macijama za polozaj i vrijeme iz jednadzbi (11.30)-
(11.33)

do' =~ (dx — V dt) (11.82)

dy' = dy (11.83)

dz' =dz (11.84)

dt’ =~ (dt— Vd:c) (11.85)
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Uoc¢imo da promjena dz’ u jednadzbi (11.82) moze
nastati zbog promjene dx, ali i zbog promjene dt
zbog toga §to z’ u jednadzbi (11.30) ovisi o dvije
neovisne varijable x i t. Analogno zapazanje imamo
izadt'.

Brzine u sustavu S’ je sada lako odrediti iz
omjera diferencijala

de'  dx—Vdt

/!

,03327/_
gV
C
dx
=y
Ve —V
= dtde: - (11.86)
—za Tav

Dobili smo isti rezultat kao u jednadzbi (11.65).
Takoder lako nalazimo

/
A (11.87)

R v
(1=5)
C

sto se podudara s rezultatom (11.74).  Opet
mozemo primijetiti da ovisnost komponente v’ o

y
v, dolazi od ¢lana s dz u izrazu za dt’.

11.2.3 Transformacije akceleracija

U trazenju izraza za transformacije akceleracija
najlakse nam je primijeniti postupak diferencira-
nja. Tako iz izraza za v/, dobivamo
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(11.88)

Diferencijal dt’ iz jednadzbe (11.85) mozemo napi-
sati u obliku

V V dx
! = —_—— p—y —_— = =
dt’ =~ <dt 2 da:) 0% <1 2 dt> dt

1%

Iz omjera gornjih diferencijala dobivamo

(11.89)

o dvi, 1 dvg

T = gt v o\® dt
7 (1-5)

1
= v 3 Oz (11.90)
73 <1 - 072 Uz)

Pomalo neoc¢ekivano, akceleraciju a’, u sustavu S’
ne mozemo dobiti poznavajuéi samo akceleraciju a,
u sustavu .9, nego je potrebno poznavati i trenutnu
brzinu v,. O tome ¢e jos biti rije¢i kasnije kod
razmatranja djelovanja sile.

Izracunajmo jos diferencijal izraza za kompo-
/
y

duvy |1 — K Vg | — v —K dvg
Y 2 Y 2
dv! = (11.91)

i 2
Vv
v@—@%)

Uz to se koristimo izrazom za dt’ iz jednadzbe
(11.89), te dobivamo

nentu brzine v

/
a! = dvy
Yy dt/
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Komponentu akceleracije aj, cestice u sustavu S’
mozemo dobiti ako poznajemo obje komponente
akceleracije a, i a, u sustavu S, te obje kompo-
nente trenutne brzine v, i v, Cestice u sustavu S.
U posebnom sluc¢aju kada Cestica u sustavu S
kreée iz polozaja mirovanja, tj. kada njena trenutna
brzina iscezava (v, = 0, v, = 0), izrazi za transfor-
macije akceleracija poprimaju jednostavnije oblike

a
a' = 7@ (11.93)
1 Ay

Ovim ¢emo se izrazima koristiti kasnije u razmatra-
nju transformacija sile iz jednog inercijalnog sus-
tava u drugi.

11.3 Relativisticka dinamika

Nakon §to smo utvrdili kakve posljedice stvara po-
sebna teorija relativnosti na izraze za transforma-
ciju kinematickih veli¢ina iz jednog inercijalnog sus-
tava u drugi, mozemo se zapitati kako se odvija di-
namika u okvirima posebne teorije relativnosti. U
trazenju odgovora, moramo se ¢vrsto drzati prvoga
Einsteinova postulata prema kojemu svi prirodni
zakoni moraju biti jednako valjani u svakome iner-
cijalnom sustavu.

U klasi¢noj (nerelativistickoj) mehanici imali
smo drugi Newtonov zakon dp = Fdt kao temeljni
zakon dinamike. Mozemo se zapitati zadovoljava li
taj zakon uvjet koji postavlja prvi Einsteinov pos-
tulat, tj. vidi li promatrac u sustavu S’ isti fizikalni
proces u obliku dp’ = F'dt’. Da bismo to mogli
provjerili, morali bismo prethodno poznavati izraze
za transformacije pojedinih veli¢ina iz jednog sus-
tava u drugi. No poznata nam je jedino transfor-
macija za vrijeme, dok nam odgovarajuce transfor-
macije za dinamicke veli¢ine p' i F nisu poznate.

Mozemo pokusSati i s obrnutim postupkom doka-
zivanja. Pretpostavimo da drugi Newtonov zakon
uistinu vrijedi u svim inercijalnim sustavima, te se
zapitajmo je li moguée iz tog uvjeta naci relati-
visticke izraze za transformacije p’ i F. Odgovor
je nijecan jer iz jedne jednadzbe koja predstavlja
drugi Newtonov zakon nije moguce nac¢i transfor-
macije za dvije dinamicke veli¢ine.

Potrazimo neki drugi zakon mehanike iz kojega
bismo mogli odrediti prvu dinamicku veli¢inu u re-
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lativistickoj formi. U tu bi svrhu moglo biti po-
godno razmatranje zakona o o¢uvanju koli¢ine gi-
banja u zatvorenom sustavu zato Sto taj zakon ne
sadrzi drugih dinamickih veli¢ina. Problem bi se
tada sveo na utvrdivanje uvjeta koje mora zado-
voljavati relativisticka koli¢ina gibanja da bi zakon
o o¢uvanju te veli¢ine vrijedio u svim inercijalnim
sustavima.

11.3.1 Relativisticka kolicina gibanja

Da bismo dosli do relativistickog izraza za koli¢inu
gibanja, razmotrimo sraz dviju jednakih kuglica
viden u dva inercijalna sustava. Neka u sustavu S
sraz izgleda potpuno simetri¢no kako pokazuje slika
11.7a. Kuglice imaju jednake mase m, a brzine su
im jednake po iznosu, ali suprotnih smjerova. Prije
sraza, komponente brzine kuglice A oznacene su kao
vz 1 vy, dok kuglica B ima komponente brzine —uv,
i —vy. Parametri sraza na slici 11.7a postavljeni
su tako da se dodir kugli ostvaruje kada su srediSta
kugli na pravcu paralelnom s osi y, odnosno kada
je tangencijalna ravnina paralelna s osi z. U tim
uvjetima, kuglice zadrzavaju svoje brzine duz osi x
i nakon sraza, dok im komponente brzina duz osi y
mijenjaju predznak.

Ako preuzmemo definiciju koli¢ine gibanja iz
Newtonove mehanike kao p' = m ¥, mozemo napi-
sati zakon o¢uvanja za komponente koli¢ine gibanja
duz osi y

muy +m (—vy) =m(—vy) +muy (11.95)

VvV
prije sraza

poslije sraza

Zbog simetrije problema, ovaj je zakon zadovoljen
s Newtonovom definicijom koli¢ine gibanja.

Odaberimo sada sustav S’ koji se u odnosu na
sustav S giba brzinom V', koja je upravo jednaka
komponenti v;, tako da kuglica A ima samo kom-
ponentu brzine duz osi y’. Slika 11.7b prikazuje
isti sraz viden u sustavu S’. Primijenimo izraze za
transformaciju brzine kuglice A prije sraza iz sus-
tava S u sustav S’ uz izbor V = v,

e
Vod = — v
1——wv,

c

=0 (11.96)
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Slika 11.7: (a) Elastican sraz dviju jednakih ku-
glica viden u sustavu S gdje su brzine kuglica pos-
tavljene simetri¢no. Gornja slika prikazuje stanje
u nekom trenutku prije sraza, a donja slika se od-
nosi na neki trenutak nakon sraza. (b) Sustav S’
je odabran tako da u njemu kuglica A ima gibanje
iskljucivo duz osi y’. Zbog relativistickih transfor-
macija, dvije kuglice nemaju jednake po iznosu br-
zine duz osi y’. Ipak, komponente koli¢ine gibanja
duz osi ¥’ moraju za obje kuglice biti jednake po
iznosima da bi i u sustavu S’ bio zadovoljen zakon
ocuvanja koli¢ine gibanja kao §to je zadovoljen u
sustavu .S.

2
/Ufl'
o — Uy _ Y 2
yA \% v2
==L (11.97)
L v
2

Pritom smo i u relativistickom faktoru « zamijenili
V' s vy. Komponenta brzine v’ , is¢ezava, dok je
: / )
komponenta brzine v yA veca od vy.
Izra¢unajmo sada i komponente brzine kuglice B
prije sraza u sustavu S’ uz izbor V = v,

;o =V 2y
VB~ vV - 2

v
1_072(_2}93) 1+?§

(11.98)
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N
v’ Uy o Y c?
S vB T 174 N v2
i e
(11.99)

Primjeéujemo da je komponenta brzine v; p Do iz-
nosu manja od vy.

Usporedujuéi brzine kuglica u sustavu S’ nala-
zimo

V4 > VYR (11.100)

Kuglice nemaju jednake po iznosu brzine duz osi
y’, iako su bile jednake u sustavu S. To je vazna
posljedica relativistickih transformacija.

Nakon sraza, kuglica A mijenja brzinu v, — —v,,
pa bismo transformirajué¢i novu brzinu u sustav S’
dobili takoder vy, — —vy 4. Isto vrijedi i za ku-
glicu B, pa bismo nakon sraza dobili v p — —v} 5.
U pokusaju primjene zakona ocuvanja koli¢ine gi-
banja u sustavu S/, a uz Newtonovu definiciju
koli¢ine gibanja, dobili bismo

muvy s +m(—vyp) #m(—vys) +muyp

Vv Vv
prije sraza poslije sraza

(11.101)
gdje nejednakost nastupa uslijed uvjeta (11.100).
S ovim rezultatom stavljeni smo pred izbor
izmedu napusStanja zakona ocCuvanja koli¢ine gi-
banja kao neprihvatljivog u relativistickoj me-
hanici, ili pak napuStanja Newtonove definicije
koli¢ine gibanja kao neodgovarajuce za potrebe re-
lativisticke mehanike. Kao oslonac u promisljanju,
moze nam posluziti prethodno ste¢eno znanje o
kinematickim veli¢inama, pa i u razmatranju di-
namickih veli¢ina postavimo zahtjev da kod male-
nih brzina relativisticke veli¢ine postaju priblizno
jednake klasi¢nima. S tom idejom, odlu¢imo se
zadrzati zakon ocuvanja koli¢ine gibanja i u re-
lativistickoj mehanici, a definiciju relativisticke
koli¢ine gibanja postavimo u obliku

p=yp(v)mv (11.102)

gdje je uveden neki faktor 7,(v), ovisan o brzini
tijela, koji bi za malene brzine morao postati pri-
blizno jednak jedinici, tj. v,(v < ¢) ~ 1. Razumije
se, ovdje se radi o opéoj definiciji koli¢ine gibanja

POGLAVLJE 11. RELATIVISTICKA MEHANIKA

smatrajuéi da tijelo promatramo u nekome referent-
nom sustavu u kojemu ono ima brzinu ¢. Zbog izo-
tropnosti prostora, nema razloga da bi faktor ~,(v)
ovisio o smjeru brzine, nego samo samo o njenu iz-
nosu v = |7].

Mozemo sada zahtijevati da zakon ocuvanja
koli¢ine gibanja bude zadovoljen u slu¢aju sraza ku-
glica u sustavu S’ na slici 11.7b, tj. da vrijedi

Ww(va) moya+ i) m(—vyp) =

W(a)m(—vya) +pp)muyp  (11.103)
Nakon sredivanja dobivamo uvjet
’yp(v%)mv;A:’yp(v’B)mv;B (11.104)

Dakle, komponente koli¢ina gibanja duz osi y’ za
dvije kuglice moraju biti medusobno jednake. To
je fizikalno jasan uvjet jer se jedino tada svaka ku-
glica odbije u srazu tako da komponenta koli¢ine
gibanja duz osi y’ zadrzi isti iznos, ali promijeni
predznak. Jednakost komponenti koli¢ine gibanja
dviju kuglica moze se posti¢i jedino tako da fak-
tor 7, bude veéi za onu kuglicu koja ima manju
komponentu brzine duz osi y’, te obrnuto za drugu
kuglicu.

Mozemo pokazati da zakon o¢uvanja koli¢ine gi-
banja vrijedi ukoliko se u opéoj definiciji relati-
visticke koli¢ine gibanja iz jednadzbe (11.102) pos-
tavi

(11.105)

Sto je u nekom referentnom sustavu brzina tijela
veca, to je i faktor v, (v) vedi.

Napomena: Faktor v, ima istu formu kao i rela-
tivisticki faktor «v u Lorentzovim transformaci-
jama. Ipak, medu njima postoji bitna razlika.
U faktoru + nalazimo brzinu V kojom se jedan
inercijalni sustav giba prema drugome, dok se
u faktoru «y, nalazi brzina tijela u nekom zada-
nom referentnom sustavu.

Usmjerimo se sada na dokaz uvjeta (11.104).
Mozemo ga napisati u obliku
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v v
A B
L2 = 4 (11.106)
2 2 2
YA . VB +tv yB
c? c?

Ovdje smo uvazili da se kuglica A giba samo duz
osi y’, dok kuglica B ima i komponentu brzine duz
osi z’, pa se u nazivniku uzima odgovarajuéi iznos
ukupne brzine. U dokazu ¢emo krenuti od izraza
za kuglicu B, koji je slozeniji, te pokazati da ga se
nizom transformacija moze svesti na izraz za ku-
glicu A koji je jednostavniji. Pritom se sluzimo ra-
nije izvedenim transformacijskim izrazima (11.97)-

(11.99)

2
D)
v
1Y%
vy 2
2
lvx
_ te
2
2 2 Uy
14’UI+Uy 1—02)
) 2
c 1+ﬁ
c
2
/Ux
Uy 1—072
N 2\ 2 2
Uy 1 2 2 Uy
2 2 el )
2
Ux
B Uy 1—0—2
- 2
1+2~’%+Ui—4”§—vy< —”5%>
2 2 c? c2
2
U.’K
Uy 1*672
o 2 2
AN
c2 c? c2
Uy 1
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(11.107)

Dakle, dokazali smo jednakost (11.106), a time
i ispravnost izraza za relativisticku koli¢inu giba-
nja (11.102) uz relativisticki faktor -, u obliku
(11.105).

11.3.2 Drugi Newtonov zakon u relati-
vistickoj mehanici

Nakon 8§to smo utvrdili relativisticki izraz za
koli¢inu gibanja, mozemo se vratiti na pitanje o
drugome Newtonovu zakonu. Nema viSe prepreke
da bismo kao relativisticki ispravan zakon prihvatili
izvornu Newtonovu formulaciju

dp = Fdt (11.108)
U tom smo koraku prihvatili da sila F bude rela-
tivisticka velicina. O njenim svojstvima transfor-
macije iz jednog inercijalnog sustava u drugi bit ¢e
rijeci kasnije.

Da bismo analizirali odnos sile i promjene brzine,
zgodno je zapisati gornju jednadzbu u obliku

dj d | m3
dt ~ dt 2
C

F = (11.109)

Podrazumijeva se da tijelo promatramo u nekom
referentnom sustavu, te da ono ima neku trenutnu
brzinu ¥ u tome sustavu, a na njega djeluje sila
F koja mu nastoji promijeniti brzinu. Taj odnos
mozemo bolje analizirati ako vektore F i ¥ rasta-

vimo na komponente u danome sustavu Ozyz

U starijim se udzbenicima navodio pojam relativisticke
mase kao m(v) = v, m tako da se relativisticka koli¢ina gi-
banja zapisivala u obliku § = m(v) 7. U toj se formulaciji
govorilo da je m masa mirovanja, te da porastom brzine ti-
jela njegova masa m(v) raste. U ovoj je knjizi prihvaéena
formulacija koja prevladava u suvremenoj literaturi, a po
njoj masa m ostaje relativisticka invarijanta, tj. ne mije-
nja se s brzinom, odnosno ima istu vrijednost za dano tijelo
ako ga se promatra iz bilo kojeg inercijalnog sustava. U tom
slucaju, faktor 7, se unosi u definiciju relativisticke koli¢ine
gibanja p' =, m .
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) R R d m(vx%—l—vyj—i-vzl%)
Fri+Fyj+F.k=—
z?t y]+ z dt U:%—I—UQ—FUE
1-x Yy -z
2
(11.110)
Vidimo da za komponentu sile duz osi z vrijedi

Fz:i MUy

dt . v; + vy + V2
i

(11.111)

Zbog faktora 7, koji mora stajati u relativistickoj
koli¢ini gibanja, dobili smo da je komponenta sile
F, povezana ne samo s derivacijom od v, po vre-
menu, nego i s derivacijama od vy i v, po vremenu.
Analogno vrijedi i za komponente Fy i F,. Dakle,
relativisticka sila koja je na ovaj nacin uvedena,
razlikuje se uvelike od sile u klasi¢noj (nerelati-
vistickoj) fizici.

Cak i u jednostavnijem sluéaju kada sila djeluje
u smjeru brzine tijela, npr. oboje duz osi x, od-
nosi medu velicinama nisu kao u klasi¢noj meha-
nici. Mozemo izra¢unati

P = i ™mvg
dt } Ué
2
dvug 1 v2 N v2 v? 2 o,
dt 2 2 c2 dt
=m 2
%
2
1
—m (11.112)

N
(1-%)
2

Neka je sila F; konstantna u vremenu. Za akcele-
raciju dobivamo

& <1 - 11%)3/2
m c2

Samo u trenutku kada tijelo krec¢e iz mirovanja
imamo akceleraciju a, = F,/m. Kako s vreme-
nom brzina raste, smanjuje se akceleracija sukladno
formuli (11.113). Brzina i dalje raste, ali sve spo-
rije, iako je sila konstantna. Kada v, — ¢, imamo

(11.113)

Ay —
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a, — 0, pa nema daljnjeg porasta brzine. To je iz-
uzetno vazan relativisticki rezultat koji kaze da niti
jedno tijelo ne moze dosegnuti brzinu svjetlosti.

11.3.3 Relativisticka energija

U klasicnoj smo mehanici uveli pojam rada
kao djelovanja sile na nekom putu, te stvaranja
veli¢ine koju smo nazvali kinetickom energijom ti-
jela. Mozemo sada ispitati $to se dogada s tim
velicinama i odnosima medu njima kada uvodimo
relativisticku mehaniku.

Silu i put smo veé¢ definirali kao relativisticke
veli¢ine, pa mozemo zadrzati pojam rada sile i nas-
taviti s racunanjem. Uzmimo jednostavan slucaj u
kojemu tijelo krene iz stanja mirovanja pod utjeca-
jem sile F koja djeluje duz osi z, tako da na putu
dx rad sile iznosi

AW = F,dx (11.114)

Za silu F, mozemo iskoristiti prethodno izvedeni
izraz (11.112), te ujedno preracunati

d
aggalac:ﬁvxalt:vgcdviE

11.115
o ( )
Rezultat za infinitezimalni rad iznosi
m Vg dvg
dW = (11.116)

1_@ 3/2
c2

Mozemo pokazati da je dobiveni izraz jednak dife-
rencijalu jedne nove veli¢ine

1 v
2| _ —9 z
mc? e [ 2 ( c? duy

d 5 | — 3/2
v v2
el 2

d
= MU (11.117)

C

Prema tome, infinitezimalni rad relativisticke sile
iznosi

mec

AW =d (11.118)

c2
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Ukupan rad koji sila izvrsi u pokretanju tijela iz
stanja mirovanja (v, = 0), pa dok tijelo ne postigne
neku brzinu v, # 0, iznosi

Vx Vg 2
W:/ dW:/ gl me
0 0 /1_ﬁ
2
mc? 9
= = —mc (11.119)
L
2

Potrebno je razmotriti interpretaciju dobivenog re-
zultata. U klasi¢noj mehanici smo naucili da rad
sile dovodi do promjene kineticke energije tijela.
Pritom se podrazumijevalo da je tijelo slobodno,
odnosno da se ne nalazi u nekom potencijalnom
polju. Ako je tijelo u pocetku mirovalo, njegova
je kineticka energija bila jednaka nistici, a na kraju
djelovanja sile tijelo je imalo neku kineticku ener-
giju. Ovdje smo utvrdili da se rad relativisticke
sile svodi na razliku dvaju ¢lanova od kojih prvi
ovisi o konac¢noj brzini tijela v;, a drugi je kons-
tanta neovisna o brzini tijela. Einstein je za-
kljucio da i energija mora biti postavljena kao re-
lativisticka veli¢ina, drugacija od klasi¢ne energije,
te je nacinio logican izbor proglasivsi prvi ¢lan u
rezultatu (11.119) za relativisticku energiju

2
E= 22 (11.120)
v
62

1z tog izraza logicno slijedi da drugi ¢lan u rezultatu
(11.119) odgovara energiji mirovanja (v, = 0)

Ey=mc? (11.121)

Ovo predstavlja glasoviti Einsteinov rezultat. Sa-
mim time $to neko tijelo ima masu, ono ima i odgo-
varajucu energiju. Ekvivalentnost mase i energije
potvrdena je kasnije u procesima nuklearne fisije i
fuzije o kojima ne ¢emo detaljnije govoriti u ovoj
knjizi.

Jednadzbu (11.119) mozemo sada interpretirati
tako da razliku ¢lanova gledamo kao porast energije
tijela koji je nastao uslijed rada sile, te samo taj
porast smatramo kinetickom energijom
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Ex=F—-Fy=mc | —— — 1| (11.122)

Za malene brzine tijela (v, < ¢), vrijedi aproksi-
macija

1 1 v?
S~ 14 Z—; (11.123)
L
C2

Tada za kineticku energiju dobivamo

2
1 vz

1
Ex =mc? (1+2 —1>:2mv§ (11.124)

2
Dakle, relativisticki izraz za kineticku energiju
postavljen u jednadzbi (11.122) ima ispravno
ponaSanje na niskim brzinama tijela, tj. svodi se
na izraz za kineticku energiju u nerelativistickoj
(klasi¢noj) mehanici.

EtE

K

Ezwmd
o]

1%y
Cc

Slika 11.8: Ovisnost ukupne relativisticke energije
E i kineticke energije Ex o brzini v tijela (¢estice)
izrazenoj relativno prema brzini svjetlosti c.

Kada brzina tijela raste prema brzini svjetlosti
(vy — c¢), relativisticka energija E postaje be-
skonacno velika, a isto se zbiva i s kinetickom ener-
gijom Eg. Ti su odnosi zgodno prikazani na slici
11.8.
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Napomena: U gornjem smo razmatranju rabili
oznaku v, za brzinu tijela kako bismo imali
izravnu poveznicu s prethodnim izrazima za
drugi Newtonov zakon. Razumije se, u svim
tim izrazima mozemo naprosto pisati oznaku
v za brzinu jer se radi o gibanju po pravcu
koji moze imati bilo koji smjer, a u konaé¢nici
mozemo os x postaviti upravo duz tog smjera.

11.3.4 Transformacija energije i kolicine
gibanja

Vidjeli smo da je moguée uspjesno uvesti koli¢inu
gibanja i energiju kao relativisticke dinamicke
veli¢ine tako da se pomocu njih mogu izrazavati
neki zakoni mehanike koji su sukladni s postula-
tima posebne teorije relativnosti. Potrebno je jos
istraziti kako se te relativisticke veli¢ine transfor-
miraju iz jednog inercijalnog sustava u drugi.

Da bismo ustanovili jednadzbe transformacije,
analizirajmo iznova izraze za relativisticku energiju
i koli¢inu gibanja tijela u nekom inercijalnom sus-
tavu S

mc? muv

Ezi ﬁ:
2 )
v v
-2 -2

(11.125)

Buduéi da obje veli¢ine ovise o brzini tijela, a tran-
sformacije brzine iz jednog sustava u drugi su nam
poznate, mogli bismo krenuti putem odredivanja
energije £’ i koli¢ine gibanja p” u sustavu S’. No,
bio bi to dugacak rac¢un, a bilo bi potrebno i ponesto
intuicije da se dode do pravog rezultata za jed-
nadzbe transformacije.

Razmotrimo alternativni put tako da jos malo
analiziramo gornje dvije relativisticke veli¢ine.
Lako je uociti da izmedu njih postoji odnos

p==7 (11.126)

Mozemo sada izvesti jos jednu korisnu relaciju
tako da kvadriramo gornji izraz za koli¢inu gibanja

(11.127)

Kvadrirajmo takoder i izraz za energiju
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2 4 2
=" = pP-Lp-nd
v c?
-z
(11.128)
2

Ako dobiveni izraz podijelimo s c¢“, te zatim u
njega uvrstimo izraz iz jednadzbe (11.127), dobi-
vamo vaznu relativisticku jednadzbu

E\2
() _ 2= m?
c

2

(11.129)

Buduéi da je m?c? relativisticka invarijanta, tj.
predstavlja konstantu koja se ne mijenja kod tran-
sformacije iz jednog inercijalnog sustava S u drugi
inercijalni sustav S’, to je i izraz na lijevoj strani
jednadzbe (11.129) takoder relativisticka invari-
janta. Moramo detaljnije razjasniti znacenje ove
tvrdnje. Relativisticka energija i koli¢ina gibanja
nisu zasebno relativisticke invarijante, ali zbog jed-
nadzbe (11.129) vrijedi

E/ 2 E 2
(2 -r-(E)
C C

NV
u sustavu S

(11.130)

u sustavu S’

Dakle, ako promatra¢ u sustavu S utvrdi da neko
tijelo ima energiju F i koli¢inu gibanja p, onda ée
promatra¢ u sustavu S’ utvrditi da isto tijelo ima
energiju E’ i koli¢inu gibanja p”’ za koje vrijedi gor-
nji uvjet.

Jednadzba (11.130) sama po sebi ne daje jos uvi-
jek postupak transformacije veli¢ina iz jednog sus-
tava u drugi. Naime, ako su zadane veli¢ine F i
P u sustavu S, ne mozemo samo putem jednadzbe
(11.130) izracunati velicine E’ i p’ u sustavu S'.
Medutim, jednadzba (11.130) nas potice da uspos-
tavimo analogiju s Lorentzovim transformacijama
za t 1 7. Naime, usporedujuéi ranije izvedene jed-
nadzbe (11.34) i (11.35), mozemo lako utvrditi da
za, te veliCine vrijedi

212 2

=22 —r? (11.131)
———

u sustavu S’ u sustavu S

Jednadzbe (11.130) i (11.131) su po formi identi¢ne.
Mozemo reéi da se samo radi o zamjeni simbola ¥ —
p,tect — E/c (odnosno t — E/c?). To znaéi da po
analogiji s Lorentzovim transformacijama (11.30)-
(11.33) mozemo odmah napisati
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P =" (px - ;E> (11.132)
Py =Dy (11.133)
pL=Dp: (11.134)
E'=~(E-Vp,) (11.135)

Dobili smo relativisticke jednadzbe transformacije
energije i koli¢ine gibanja iz jednog inercijalnog sus-
tava u drugi. Ako su nam poznate veli¢ine F i p'u
sustavu S, onda putem ovih jednadzbi transforma-
cija mozemo izracunati £’ i p” koje bi za isto tijelo
opazio promatra¢ u sustavu S’.

11.3.5 Transformacija sile

Preostala nam je jos relativisticka sila kao di-
namicka veli¢ina za koju je potrebno utvrditi jed-
nadzbe transformacije iz jednog inercijalnog sus-
tava u drugi. Razmotrimo najprije jednostavan

TS
4rs  q1rs
L __E
| .
: Ccet LC&T‘&
! V
0 o' ) XX
A IN ¢l
: c‘:’c.s‘l:dcqw’u_,
-V ! qlx %
I .
oo

(k)

Slika 11.9: (a) U sustavu S Cestica se giba duz osi
x nekom trenutnom brzinom v,. Na Cesticu djeluje
sila takoder duz osi x, tako da ona ima trenutnu
akceleraciju a;. (b) Za promatraca u sustavu S’
ista Gestica ima trenutnu brzinu v’,. Postojeée dje-
lovanje na tu ¢esticu ocituje se kao sila F'!, koja
Cestici daje akceleraciju a’,.
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sluéaj prikazan na slici 11.9a. Cestica (tijelo) ima
u sustavu .S trenutnu brzinu v, i na nju djeluje sila
F, tako da ima i trenutnu akceleraciju a,. Ve¢ smo
ranije analizirali takav slucaj i dobili rezultat u jed-
nadzbi (11.112)

mag (11.136)

Mozemo promatrati istu ¢esticu u sustavu S’ koji
se giba brzinom V u odnosu na sustav S. Slika
11.9b prikazuje tu cesticu u sustavu S’, gdje ona
ima brzinu v/ . Ono isto djelovanje na cesticu, koje
se u sustavu S iskazivalo silom F), sada se iskazuje
postojanjem neke sile F'/, koja Cestici daje akcele-
raciju a!. Transformacije za brzinu i akceleraciju
su nam poznate, te se pitamo kako glasi transfor-
macija za silu, tj. ako poznamo silu F}, kako bismo
izracunali silu F/,.

Drugi Newtonov zakon u relativistickoj formi vri-
jedi u svim inercijalnim sustavima, te mozemo po
analogiji s jednadzbom (11.136) pisati u sustavu S’

F! =

T

1
572 ma’, (11.137)

L e
02

Posluzimo se izrazom =za transformaciju brzine
(11.65) da bismo izracunali

2
17ﬁ_1 1 Ve —V
2 2 . V
2%
v o\ 1
(1—621)1;) ?(Ux_V)Q
(1-5w)
V V2 o, 02 v, Vo V2
1-2 zvx+—4vw—c—; 2 2 2
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- c? (11.138)

Ako uvrstimo ovaj rezultat u izraz za silu (11.137),
te iskoristimo i izraz za transformaciju akceleracije
(11.90), dobivamo

V 3
+(2)
, c 1
P, = N v 3 g
( _ vf"’) ~3 <1 — = >
c? 2
1
= 573 M F, (11.139)
v
2
Pomalo iznenadujuce, mnakon tako slozenog

racunanja dobili smo rezultat kao i u nerelati-
vistickoj Newtonovoj fizici. Promatra¢i u oba
sustava opazaju istu po iznosu silu koja djeluje
na Cesticu. Naglasimo jo$ jednom da smo ovdje
proveli dosljedno relativisticko razmatranje. U
sustavu S Cestica ima trenutnu brzinu v, i sila F}
joj daje trenutnu akceleraciju a,, dok u sustavu
S’ ista Cestica ima brzinu v’ i sila F'! joj daje
trenutnu akeeleraciju a’,. U transformacijama smo
pokazali da, iako Cestica ima u dvama sustavima
razlicite brzine (v’ # v,), te razlicite akceleracije
(a!, # ag), ipak za sile vrijedi F/, = F,. Iako
neocekivan, ovaj je rezultat ipak tocan.

Razmotrimo sada drugi jednostavan slucaj koji
je prikazan na slici 11.10a. Cestica se u sustavu S
giba samo duz osi y, tj. ima neku trenutnu brzinu
vy. Ako na cesticu djeluje sila F, koja takoder ima
smjer kao trenutna brzina, estica ¢e imati neku
akceleraciju a,. Za gibanje duz pravca imamo drugi
Newtonov zakon u relativistickoj formi

1
Fy: T _a, May

3/2
2

Razmotrimo sada istu cesticu sa stajaliSta pro-
matraca u sustavu S’ koji se giba brzinom V u

(11.140)
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Slika 11.10: (a) U sustavu S Cestica se giba duz osi
y nekom trenutnom brzinom v,. Na Cesticu djeluje
sila takoder duz osi y, te joj daje trenutnu akcele-
raciju a,. (b) Za promatraca u sustavu S’ Cestica
ima trenutnu brzinu s komponentama v, i vy, od-
nosno ukupnom brzinom v’. Fizikalno djelovanje
na Cesticu, koje se u sustavu S iskazuje silom Fy,
vidi se u sustavu S’ kao sila s dvjema komponen-

tama F') i F[.

odnosu na sustav S. Na slici 11.10b vidimo da ista
Cestica promatrana u sustavu S’ ima komponente
brzine koje je lako izracunati

-V
v = “”“7‘/ =V (11.141)
1 gvx
vl = & — % (11.142)
(1)
Ovdje smo uzeli u obzir da je v, = 0 u sustavu

S. Rezultati se podudaraju s onima koje smo imali
ranije u jednadzbama (11.76) i (11.77). Za ukupnu
brzinu ¢estice u sustavu S’ imamo
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V=0l ol =Vt oy (11.143)

Koli¢ina gibanja cestice u sustavu S’ ima takoder
dvije komponente

!/
—-mV
pl=—"0z  _ m (11.144)
1= 1- 2
muv! muv!
Y = Y (11.145)
(%

Varijabla u ovim izrazima je vy. Naime, sila F),
u sustavu S mijenja brzinu vy, a time se i u sus-
tavu S’ mijenja brzina vj = wv,/y prema jed-
nadzbi transformacije (11.142). Stoga se u vre-
menu mijenja i komponenta koli¢ine gibanja p!,
iako se odgovarajuca komponenta brzine ne mi-
jenja v!, = —V = konst. Nadalje, prema dru-
gome Newtonovu zakonu, ako postoji vremenska
promjena p’,, onda postoji i komponenta sile F'/,

I :dpf,c _d —mV
S TV TY V202
1-—t
L,
= —mV (_1> 2 dt’
2 2 2\ 3/2
Lty
2
v
50y
c /

m a (11.146)
5 . an32%
<1 Vituy )
2

U sustavu S postoji samo sila F),, te otekujemo
da je njenom transformacijom u sustav S’ nastala
komponenta F'!. Da bismo dosli do poveznice, iz-
razimo veli¢ine na desnoj strani jednadzbe (11.146)
pomocu veli¢ina iz sustava S, tj. iskoristimo jed-
nadzbu transformacije za vy iz (11.142) i ranije iz-
vedenu jednadzbu transformacije za aj, iz (11.142),
koja se za ovaj slucaj (v, = 01 a, = 0) svodi na
a), = a,/v*. Tako dobivamo
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2 v 1
Fl.=-m T ?ay (11.147)
vig
1— ik
2
Izraz u nazivniku mozemo preinagiti
2
v
24 Y
Ll vy a1 (g
2 2 22 A2 2
(11.148)

Uvrstimo li ovaj izraz u jednadzbu (11.147), dobi-
vamo

= —m a
x 2 3 1 Ug 3/2 7Y
sl =
y c

Ovdje mozemo prepoznati Clanove koji odgova-
raju sili Fy iz jednadzbe (11.140), tako da pisemo
konacan rezultat

(11.149)

v
F?E:—C*QUyFy

(11.150)
Dobili smo jednadzbu transformacije putem koje
mozemo izra¢unati komponentu sile F'/. u sustavu
S’ ukoliko nam je poznata sila F, u sustavu S.
Korisno je analizirati rezultat koji smo upravo
dobili. U posebnom slucaju kada se Cestica u sus-
tavu S upravo pokreée iz mirovanja, njena je tre-
nutna brzina v, = 0, pa nalazimo iz jednadzbe
(11.150) da je F/ = 0, tj. u tome trenutku
nema sile duz osi ' u sustavu S’. Medutim, na-
kon §to sila Fy u sustavu S pokrene Cesticu, tako
da ona postigne neku trenutnu brzinu v,, nuzno
u sustavu S’ djeluje komponenta sile F'/, na istu
cesticu. Stovise, kako raste brzina vy U sustavu
S, povecava se i komponenta sile F'! u sustavu
S’. Objasnjenje ove pojave moramo potraziti u
prirodi relativisticke koli¢ine gibanja koja raste s
povecanjem brzine Cestice. U ovome slucaju, kom-
ponenta brzine v/, = —V je konstantna, ali raste
komponenta v;, pa time i ukupna brzina v’. No,
kako raste ukupna koli¢ina gibanja ¢estice p’, nuzno
raste i njena komponenta p’ . U zakljucku mozemo
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reéi da je komponenta sile F'/, potrebna da bi se
uredno povecavala komponenta koli¢ine gibanja p?,
iako je brzina cestice duz osi x’ pritom konstantna
vl = —=V. I ovdje smo suoCeni s neobi¢nim poslje-
dicama relativisticke fizike.

Preostalo nam je jos izra¢unati komponentu sile
F, usustavu S’. Prema drugome Newtonovu za-

konu, imamo

dp’ d muv’
F="2=— s | (1151)
1_ﬂ
2

Nakon pazljivog ra¢unanja dobivamo izraz

1
a!  (11.152)

F' = m
Y 5 2\ 3/2 Yy
2 (1_V +vy>

c2

Zelimo sada komponentu sile F y 1z sustava S’ po-
vezati sa silom Fy iz sustava S. U tu svrhu pos-
tupimo kao kod jednadzbe (11.146) i postavimo
v, = vy/v, te v, = vy/y*. Uotimo da u naziv-
niku jednadzbe (11.152) imamo isti izraz kao i u
(11.146), tako da u daljnjem ra¢unanju mozemo is-

koristiti preinaku iz jednadzbe (11.148), te pisati

1
m— ay (11.153)

VT2 .2 3/27" 2
_ Y
2

Nakon sredivanja, mozemo prepoznati izraz za Fy
iz jednadzbe (11.140), tako da je kona¢an rezultat

1

F ; - 5 Ey

Buduéi da je uvijek v > 1, komponenta sile F; u
sustavu S’ manja je od sile F}, u sustavu S.

Jednadzbe (11.150) i (11.154) predstavljaju tran-

sformaciju sile F}, iz sustava S u silu s komponen-

tama F') i F'} usustavu S'. One vrijede za pose-

ban slucaj kada se u sustavu S Cestica giba duz osi

Y.

(11.154)

Napomena: Sila koja djeluje na neku esticu do-
lazi uvijek od nekog drugog tijela. To djelo-
vanje je fizikalna realnost. U opisanome pri-
mjeru, promatra¢ u sustavu S opaza da se dje-
lovanje na promatranu Gestici odvija u smjeru
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osi y, tj. kao sila F. Za promatraca u sustavu
S’, to isto djelovanje ima oblik sile s kompo-
nentama F'}, i F'y.

Mogli bismo razmatrati opéenit slucaj u kojemu
na Cesticu, koja se u sustavu S giba u proizvoljnom
smjeru s trenutnim komponentama brzine v, i vy,
djeluje sila u nekom drugom proizvoljnom smjeru
tako da su njene komponente F, i F,. Problem je
matematicki slozen i dugotrajan, te ga ne ¢emo ov-
dje izvoditi. Bitne karakteristike relativisticke sile
ve¢ su iskazane u prethodnim primjerima.

Zavr§imo ovo izlaganje osvrtom na posebno jed-
nostavan slucaj u kojemu se Cestica u sustavu S
upravo pokrece iz stanja mirovanja (v; = 01 v, =
0) pod utjecajem sile koja djeluje u proizvoljnom
smjeru, tj. ima komponente Fj i Fy (slika 11.11a).

Y=V T
=0
1

(o)

Slika 11.11: (a) U sustavu S Cestica se pokrece iz
trenutnog stanja mirovanja djelovanjem neke sile
F, koja opcenito ima komponente F, i Fy,. (b) U
sustavu S’, koji se giba brzinom V u odnosu na
sustav S, Cestica se giba trenutnom brzinom —V.
Isto fizikalno djelovanje se ocituje u sustavu S’ kao
sila F/' s komponentama F/, = F}, i Fi =F,/v.

Sukladno prethodno obradenim primjerima, mo-
gli bismo transformirati komponente F, i F, kao
zasebne sile. Naime, zbog v, = 0 mozemo silu F
transformirati kao da se radi o gibanju duz osi x, pa
je F!, = F,. S druge strane, zbog v, = 0 mozemo
primijeniti pravila za gibanje duz osi y. No, kako
je u tome trenutku v, = 0, jednadzba (11.150) uka-
zuje da sila F, ne doprinosi komponenti F'/,. Ona
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doprinosi samo komponenti F' ’y prema jednadzbi
(11.154). Dakle, ako su nam poznate komponente
sile I, i Fyy u sustavu S, moZemo izracunati kom-
ponente F'} i F'} u sustavu S’ pomocu jednadzbi
transformacije

F' =F, (11.155)
1
Fl = B (11.156)

Komponente sile u sustavu S’ prikazane su na slici
11.11b. U sustavu S’ u kojemu cestica ima tre-
nutnu brzinu v, = —V, komponenta F’y je manja
od Fy, u sustavu u kojemu cestica trenutno miruje.
Ove ¢e nam jednadzbe transformacije biti od velike
koristi u relativistickim izvodima u elektrodinamici
koja ée biti predmet druge knjige.
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