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1. Uvod

Racunala svakodnevno skupljaju i obraduju sve vece koli¢ine informacija. Kako bi se
takvo skupljanje i obrada mogli uspjeSno izvrSavati pronadeni su razliiti nacini po-
hranjivanja informacija u formi baza podataka. Pritom neki tipovi baza podataka omo-
gucavaju prirodniji nacin pohrane odredenih podataka od preostalih tipova. Pojavom
druStvenih mreZa, semantickog weba i izraZenijim proucavanjem bioloskih mreZa, po-
javila se 1 potreba za tipom baza podataka koji uspjeSno predstavlja takve informacije.
Te se informacije pritom sastoje od objekata s njihovim svojstvima te vezama izmedu
njih. Novi tip baze podataka koji na prirodan nacin predstavlja takve informacije su
grafovi s podatcima.

U bazama podataka efikasnost postavljanja upita nam je jedno od najvaZnijih svoj-
stava te je potrebno definirati nacine postavljanja upita ¢ija sloZzenost je zadovoljava-
juca. U ovom se radu promatraju neka svojstva razliitih nacina postavljanja upita kako
bi mogli odvojiti efikasne nacine od onih Ciji se upiti sporo evaluiraju. Takoder, po-
sebno promatramo skupinu upita zadanih s dva ekvivalentna nacina predstavljanja koji
se temelje na teoriji automata i formalnih jezika. Odnosno, upite gradimo koriStenjem
posebnih konaénih automata i regularnih izraza te promatramo njihova svojstva.

Rad je organiziran na sljedeci nacin. U sljedeCem poglavlju definiramo kontekstno
neovisnu gramatiku, osnovne pojmove iz teorije sloZenosti te detaljnije prou¢avamo
neka pitanja teorije konac¢nih automata i regularnih jezika. Poglavlje 3 uvodi grafove s
podatcima i formalizme za definiranje upita nad njima te proucava neka njihova svoj-
stva. Konacni automati s registrima i regularni izrazi s memorijom definiraju se u
poglavlju 4. Dokazujemo ekvivalentnost takvih regularnih izraza i automata, te ispi-
tujemo sloZenosti evaluacije upita zadanih s njima. Na kraju dajemo zakljucak rada s

osvrtom na moguca preostala pitanja vezanih uz upite nad grafovima s podatcima.



2. Osnovni pojmovi

2.1. Formalni jezici i kontekstno neovisna gramatika

Racunala prilikom rjeSavanja problema ne djeluju izravno nad strukturom na kojoj je
definiran problem, ve¢ na odredenom zapisu te strukture koja je podloZnija za racu-
nanje. Kako bi takve zapise mogli formalno definirati i grupirati s obzirom na neka
interesantna svojstva sluZimo se formalnim jezicima. Pritom se svaki zapis sastoji od
niza znakova nekog unaprijed odredenog skupa. Takav skup nazivamo alfabetom i oz-
nacavamo sa X te ga formalno definiramo kao proizvoljan konac¢ni skup ¢ije elemente
nazivamo znakovima. Uz definiran alfabet, mogude je definirati pojmove rijeci i jezika
nad danim alfabetom. Definicije prezentirane u ovom odjeljku uobicajene su definicije

te se mogu naci u vecini knjiga o teorijskom raCunarstvu, primjerice (Sipser, 2006).

Definicija 2.1 (Rijeci i jezici). Rije¢ w alfabeta ¥ je svaki konac¢an niz znakova iz %,
pri Cemu se broj znakova od kojih se rije¢ sastoji naziva duljina rijeci, u oznaci |w|. S
€ oznacavamo praznu rijec duljine 0.

Jezik L nad alfabetom Y. je neki skup rijeci alfabeta Y.. Odnosno, L je podskup od

Y, gdje sa X oznacavamo skup svih rijeci alfabeta ..

Jedan od jednostavnih naCina definiranja jezika je koriStenjem formalnih grama-
tika. Formalne gramatike naSle su mnoge primjene jer omogucéavaju izgradnju stabla
nad rijeci §to nam moZe pruZiti dodatne informacije o svojstvima same rijeci. U ovom
radu gramatike i njihova svojstva se ne proucavaju detaljno, ve¢ se koristi jedan pose-
ban tip gramatike kako bi jednostavno definirali nama zanimljive izraze. Tip gramatike
koji koristimo je kontekstno neovisna gramatika ¢ija je definicija dana u nastavku. U
daljnjem tekstu prilikom spominjanja gramatike podrazumijevat ¢emo da je rije¢ o

kontekstno neovisnoj gramatici.

Definicija 2.2 (Kontekstno neovisna gramatika). Kontekstno neovisna gramatika G je

uredena Cetvorka (V, %, P, S) gdje je



V' konacan skup cije elemente nazivamo nezavrsnim znakovima,

> konacan skup, disjunktan sa V', cije elemente zovemo zavrsnim znakovima,

P konacni skup, Cije elemente nazivamo pravila i zapisujemo ih u obliku:

A — w, prifemuje A €V, w e X7,

— § € V element kojeg nazivamo pocetnim nezavrsnim znakom.

U slucaju kada imamo vise pravila koja sadrZe isti nezavrsni znak A na lijevoj

strani, A — wy, A = wo, ..., A — wy, tada taj niz pravila zapisujemo u obliku:
A—>w1|w2 | |wk

Kako nam sama definicija kontekstno neovisne gramatike jo§ ne pruza poveznicu
s rijeima nekog jezika, potrebno je definirati $to znac¢i da gramatika izvodi rije¢. Uz
tu definiciju moc¢i ¢emo definirati i jezik gramatike, odnosno skup svih rijeci koji pri-

padaju zadanoj gramatici. Ti pojmovi formalizirani su sljede¢om definicijom.

Definicija 2.3 (Kontekstno neovisni jezici). Neka je G = (V, X, P, S) neka kontekstno
neovisna gramatika, a uy,uy € (V U X)* neki nizovi nezavrsnih i zavrsnih znakova.
Primjenu pravila A — v € P gramatike G nad nizom uy Aus definiramo kao zamjenu
tog niza s nizom uivUsy, U 0ZnAci uy Aus = uivus. Pritom kaZemo da smo primjenom
pravila A — v iz niza uy Aus dobili niz u vus.

Za kontekstno neovisnu gramatiku G kaZemo da izvodi rije¢ w € X%, ako je moguce
iz pocetnog nezavrsnog znaka S, uz konacno mnogo primjena pravila gramatike G,
dobiti rije¢ w. Skup svih rijeci w € ¥* koje izvodi gramatika G nazivamo jezikom

gramatike G i oznacavamo s L(G).

Kontekstno neovisnim gramatikama mogu se definirati mnogi jezici od prakti¢nog
interesa. Primjerice, kontekstno neovisnom gramatikom mogucde je definirati formule
propozicionalne logike zadane u konjunktivnoj normalnoj formi. Konjunktivna nor-
malna forma jedan je od bitnih oblika zapisa logickih formula koji se koristi u te-
orijskom racunarstvu. Formalnu definiciju konjunktivne normalne forme moguce je
pronadéi u mnogim knjigama o logici ili raCunarstvu, primjerice (Vukovié, 2009). Pri-
mjer koriStenja kontekstno neovisne gramatike pri definiranju logic¢kih formula dan je

u nastavku.

Primjer 2.4. Definirajmo gramatiku za generiranje logickih formula u konjunktivnoj

normalnoj formi, pri ¢emu necemo razlikovati sudove te cemo ih sve oznacavati s p.



Gramatika G = (V. X, P, S) sadrZi tri nezavrsna znaka V- = {S, K, L} te zavrsne
znakove za oznaku suda, logicke veznike i zagrade > = {p,\,V,—, (,)}. Pravila P

gramatike su:

S—= (K)|(K)AS
K—L|LVK
L—pl|-p

Nezavrsni znak S prvo generira konjunkciju klauzula koje se Sire koristenjem pra-
vila pridijeljenih nezavrsnom znaku K. Iz nezavrsnog znaka L dobivamo literale, od-
nosno sudove ili njihove negacije. Primjer generiranja logicke formule (p \/ —p) A (p)

koristenjem gramatike G dan je sljedecim nizom primjena pravila P:

S=(K)ANS=(K)AN(K)=(LVK)N(K)= (LVL)A(K)
= (LVL)A(L)= (pVL)AN(L)= (pV-p)A(L)= (pV—p)A(p)

U nastavku promatramo druge nacine definiranja jezika, koji nam omogucavaju da
govorimo o sloZenijim problemima te da tocno ocijenimo kolika je zapravo njihova
sloZenost. Zbog toga, u sljedeem odjeljku definiramo osnovne pojmove teorije izra-

cunljivosti i sloZenosti.

2.2. Teorija sloZenosti

Osnovni model racunala koji se koristi u teoretskom raunarstvu je Turingov stroj. Tu-
ringov se stroj sastoji od kona¢nog skupa stanja i kona¢nog broja beskonac¢nih traka na
kojima se provodi raCunanje. Na pocetku rada Turingovog stroja mozemo imati ulazni
podatak, odnosno rijec, na prvoj traci koju zovemo ulaznom trakom stroja. Odluku
o tome S$to se zapisuje na trake, u koje se stanje prelazi i na koju stranu se pomicu
glave, Turingov stroj donosi na temelju trenutnog stanja i znaka kojeg trenutno cita.
Iako Turingovi strojevi ne moraju stati za svaku pocetnu rijec, ovdje promatramo samo
takve Turingove strojeve i poistovjeCujemo ih s pojmom algoritma. Takoder, obi¢no
su pocetne rijeci Turingovog stroja kodovi nekog matemati¢kog objekta. Za objekt O
s (O) oznatavamo njegov kod, a detalje samog kodiranja opisujemo prilikom defini-
ranja objekta O. Formalne definicije Turingovog stroja i ostalih pojmova o kojima je
rije¢ u ovom odjeljku preuzete su, te se mogu naci u (Sipser, 20006).

Glavna primjena Turingovog stroja je u prihvacanju jezika. Odnosno, nakon racu-

nanja nad ulaznom rijeci Turingov stroj staje i prelazi u prihvatljivo ili neprihvatljivo
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stanje ovisno o tome je li rije€ u jeziku. Kako su jezici uobic¢ajeno kddovi nekih ma-
tematiCkih objekata s odredenim svojstvima, u nastavku poistovjeéujemo problem is-
pitivanja svojstva nekog objekta s odgovarajué¢im jezikom. Ako Turingov stroj uvijek
staje za sve rijeci alfabeta, onda nas zanima i koliko je resursa potrosio prije nego §to je
zavrSio s radom. Odnosno, zanimaju nas vremenska 1 prostorna sloZenost Turingovog

stroja 7 koje definiramo u nastavku.

Definicija 2.5 (Vremenska i prostorna sloZenost). Neka je zadan Turingov stroj T.
Vremenska sloZenost Turingovog stroja T je funkcijat : N — N, pri cemu je t(n)
najveci broj koraka koje stroj ‘T napravi prilikom racunanja za sve rijeci veli¢ine n.
Prostorna sloZenost Turingovog stroja 7 je funkcija s : N — N, pri demu je s(n)

najveci broj Celija koje stroj ‘T iskoristi prilikom racunanja za sve rijeci velicine n.

Kako nas obi¢no ne zanima to¢na funkcija vremenske sloZenosti, ve¢ samo pribli-

Zan iznos, koristimo asimptotske granice za odredivanje sloZenosti Turingovih strojeva.

Definicija 2.6 (Asimptotska gornja granica). Neka su f,g : N — N dvije funkcije za
koje postoje prirodni brojevi ¢ i ng takvi da za svaki n > ng vrijedi f(n) < cg(n). Ka-

Zemo da je funkcija g asimptotska gornja granica funkcije f, u oznaci f(n) = O(g(n)).

Posebno nas zanima slucaj kad je asimptotska gornja granica vremenske sloZenosti
Turingovog stroja neki polinom. Jezike koje takvi Turingovi strojevi prihvacaju grupi-
ramo u posebnu klasu sloZenosti koju poistovjecujemo s efikasno rjeSivim problemima.
Sli¢nu situaciju imamo i u slucajevima kada je asimptotska gornja granica prostorne
sloZenosti polinom ili logaritam, pri cemu za definiranje logaritamske prostorne sloZe-
nosti ne promatramo ulaznu traku. Formalne definicije tih osnovnih klasa sloZenosti

dane su u nastavku.

Definicija 2.7 (Klase sloZenosti). P je klasa svih jezika za koje postoji Turingov stroj
T koji u polinomnoj vremenskoj sloZenosti, tj. t(n) = O(n') za neki i, prihvaéa taj
Jjezik. PSPACE je klasa svih jezika za koje postoji Turingov stroj T koji u polinomnoj
prostornoj sloZenosti, tj. s(n) = O(n') za neki i, prihvacéa taj jezik. L je klasa svih
jezika za koje postoji Turingov stroj ‘T koji u logaritamskoj vremenskoj sloZenosti, tj.

s(n) = O(logn), prihvaca taj jezik.

Prethodno definirane klase sloZzenosti odnose se na deterministicke Turingove stro-
jeve, odnosno strojeve koji za svaki par stanja i znaka imaju tocno jedan prijelaz. Mo-
Zemo promatrati i nedeterministi¢ke Turingove strojeve koji imaju viSe izbora prilikom
odredivanja prijelaza. Prilikom definiranja sloZenosti takvih strojeva promatra se po-

sebno svaki niz nedeterministickih izbora koje moZemo napraviti za odredenu pocetnu
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rije€. Vremenska i prostorna sloZenost se definiraju promatranjem niza nedeterminis-
tickih izbora koji vodi do najveceg broja koraka, odnosno broja koristenih éelija. Uz

to mozemo definirati nedeterministicke klase slozenosti.

Definicija 2.8 (Nedeterministicke klase sloZenosti). NP je klasa svih jezika za koje
postoji nedeterministicki Turingov stroj Ty koji u polinomnoj vremenskoj sloZenosti,
4. t(n) = O(n') za neki i, prihvaca taj jezik. NPSPACE je klasa svih jezika za koje
postoji nedeterministicki Turingov stroj T koji u polinomnoj prostornoj sloZenosti,
4. s(n) = O(n') za neki i, prihvaca taj jezik. NL je klasa svih jezika za koje pos-
toji nedeterministicki Turingov stroj Ty koji u logaritamskoj vremenskoj sloZenosti, tj.

s(n) = O(logn), prihvaca taj jezik.

Za nedeterministicke se strojeve smatra da mogu prihvatiti vise jezika nego $to
ith mogu deterministicke verzije uz koriStenje jednako resursa. S druge strane, kod
prostorne sloZenosti imamo teorem koji nam govori da ne trebamo iskoristiti mnogo
viSe prostora kako bi ga rijesili na deterministi¢kom stroju. Teorem je dokazao Savitch

(1970) i iskazujemo ga u nastavku.

Teorem 2.9. Za svaki jezik L za koji postoji nedeterministicki Turingov stroj Ty koji
ga prihvacéa u prostornoj sloZenosti O( f(n)) postoji i deterministicki Turingov stroj T

koji prihvaca isti jezik u prostornoj sloZenosti O(f(n)?).

Primijetimo da iz tog teorema dobivamo jednakost NPSPACE = PSPACE jer kva-
driranjem polinoma dobivamo opet polinom. Druga vazna primjena Turingovih stro-
jeva su Turingovi strojevi koji ne prihvacaju neki jezik ve¢ na posebnoj traci zapisuju
neki izlaz ovisan o ulaznoj rijeci. Tu traku zovemo izlaznom trakom te ju takoder ne
brojimo prilikom ra¢unanja prostorne sloZzenosti. Uz takve Turingove strojeve moZemo

definirati i pojam redukcije s jezika L na jezik Ls.

Definicija 2.10 (Redukcija s jezika L; na Ly). Turingov stroj T reducira jezika L, na
jezik Lo ako za svaku pocetnu rijec wy na izlaznoj traci zapisuje rijec¢ wy za koju vrijedi

wy € Ly ako i samo ako wy € Lo.

Za Turingov stroj logaritamske prostorne sloZenosti kazemo da radi u logaritam-
skom prostoru. Slicno kaZzemo i u slucaju vremenske slozenosti te kad sloZenosti nisu
logaritamske, ve¢ polinomne ili eksponencijalne. Posebno, redukciju s jezika L; na
L4 koju provodimo u logaritamskom prostoru skra¢eno oznacavamo s L; <; L. Ko-
riStenjem redukcija moZemo definirati posebne klase problema koji sadrze ,,najteze*

probleme neke od prije definiranih klasa sloZenosti C.



Definicija 2.11 (C-tezina i C-potpunost). Neka je zadan jezik L i klasa sloZenosti C.
Za jezik L kazemo da je C-tezak ako se svaki jezik iz C moZe u logaritamskom prostoru
reducirati na jezik L. Dodatno, ako se jezik L nalazi u klasi sloZenosti C kazemo da je

taj jezik C-potpun.

Iako tvrdnja nije ocita, kompozicija dvije redukcije koje rade u logaritamskom
prostoru takoder radi u logaritamskom prostoru. Dokaz te tvrdnje moZe se pronaci u
knjizi (Sipser, 2006). Primijetimo da zbog toga jednom kad pronademo neki C-potpuni
jezik L, C-tezinu drugog jezika L' mozemo dokazati samo pronalazeci neku redukciju

s jezika L na L' koja radi u logaritamskom prostoru, odnosno dokazujuéi L <; L'.

2.3. Konacni automati i regularni izrazi

Najjednostavniji strojevi koji prepoznaju neke jezike i koji su nasli Siroku primjenu
su konac¢ni automati. Glavno svojstvo kona¢nih automata je da ne mogu pamtiti po-
datke koje procitaju te onda ne mogu provoditi sloZenije operacije nad rijeCima. Cijelo
upravljanje radom kona¢nih automata temelji se na kona¢nom broju upravljackih sta-
nja i pravila kako se ta stanja mijenjaju ovisno o procitanim znakovima. U slucaju
kada za svako stanje i svaki znak koji procitamo imamo definirano sljedece stanje go-
vorimo o deterministickim kona¢nim automatima. Definicije automata i jezika koje
prihvacaju, prikazane u nastavku, mogu se na¢i u mnogim knjigama o automatima i

teoretskom racunarstvu, primjerice (Sipser, 2006).

Definicija 2.12 (Deterministicki konacni automat). Za zadani alfabet 3., determinis-

ticki kona¢ni automat M je uredena cetvorka M = (Q, qo, F', §) gdje je:

— @ konacni skup Cije elemente zovemo stanja automata,

qo € Q) element kojeg nazivamo pocetnim stanjem automata,

F C @ skup cije elemente nazivamo prihvatljivim stanjima automata i

0: Q x X — Q funkcija koju nazivamo funkcijom prijelaza.

Iz definicije automata nije odmah vidljivo kako su oni povezani s jezicima. Kako
bi se ta veza ostvarila, potrebno je definirati ponaSanje automata na nekoj proizvoljnoj
rijeCi w alfabeta >. Automat zapocinje svoj rad u pocetnom stanju ¢, te ¢ita zadanu
rije¢ w znak po znak mijenjajuci pritom svoje stanje ovisno o funkciji prijelaza. Od-
nosno, ako se automat nalazi u stanju ¢, nakon Citanja znaka a automat ¢e prijeéi u

stanje d(q, a). Koriste¢i takve promjene stanja, automat racuna hoce li prihvatiti rije¢



ili ne ovisno o konacnom stanju u kojem se nalazi. Formalna definicija prihvacanja

rijeci i jezika kod deterministickog konacnog automata dana je u nastavku.

Definicija 2.13 (Jezik deterministicCkog kona¢nog automata). Za deterministicki ko-
nacni automat M = (Q, qo, I, §) kaZemo da prihvaca rije¢ w € ¥* ako se automat,
zapocinjuci izvodenje u stanju qo, nalazi u nekom prihvatljivom stanju q € F' nakon
citanja rijeci w. Skup svih rijeci koje automat prihvaca nazivamo jezikom automata i

oznacavamo s L(M).

U definiciji deterministickog konacnog automata koristili smo funkciju prijelaza
koja je morala biti totalna funkcija nad kartezijevim produktom stanja i simbola al-
fabeta. Prilikom samog konstruiranja automata to moze predstavljati problem, jer je
potrebno definirati sve prijelaze od kojih nam mnogi ne moraju biti uopce interesantni.
Dodatno, ako bi automat imao veéi broj stanja u koje moZze prijeci ovisno o proci-
tanom znaku, to bi mu pruzilo vecu izrazajnu mo¢. Zbog toga ¢emo definirati novi
konac¢ni automat u kojem se funkcija prijelaza zamjenjuje s relacijom prijelaza koja ¢e

zadovoljiti prethodne zahtjeve.

Definicija 2.14 (Nedeterministi¢ki konacni automat). Za zadani alfabet Y, nedetermi-

nisticki konacni automat N je uredena cetvorka N' = (Q, qo, F, §) gdje je:

— Q) konacni skup Cije elemente zovemo stanja automata,

qo € Q) element kojeg nazivamo pocetnim stanjem automata,

— F C Q skup cije elemente nazivamo prihvatljivim stanjima automata i

0 C @ x X x Q relacija koju nazivamo relacijom prijelaza.

Kako viSe nemamo totalnu funkciju, ponaSanje nedeterministickih automata za za-
danu rije¢ w ne moze se definirati jednako kao i u deterministickom slucaju. Kod
nedeterministickog automata, ako se nalazimo u stanju ¢ i trenutno ¢itamo znak a mo-
Zemo prijeci u bilo koje stanje ¢’ za koje vrijedi da se trojka (¢, a, ¢’) nalazi u relaciji
prijelaza. Ako u cijelom procesu racunanja odredimo tocno koje prijelaze je automat
koristio za pojedine znakove rijeci w, definirat ¢emo jednu granu raunanja nedetermi-
nistickog automata nad rijec¢i w. Odnosno, grana racunanja je niz stanja qo, q1, - - - , Gn,
gdje za svaki ¢;_1 i ¢; vrijedi da je (¢;_1, a, ¢;) u relaciji prijelaza automata, a a je i-ti
znak rijeci w. KoriStenjem pojma grane racunanja moZemo definirati prihvaéanje rijeci

1 jezika za nedeterministicke konane automate.

Definicija 2.15 (Jezik nedeterministickog konac¢nog automata). Za nedeterministicki

konacni automat N' = (Q, qo, F, ) kaZemo da prihvaca rije¢ w € ¥* ako postoji



grana racunanja automata takva da se automat, zapocinjuci u stanju qo, nalazi u ne-
kom prihvatljivom stanju q € F nakon citanja rijeci w. Skup svih rijeci koje automat

prihvacéa nazivamo jezikom automata i oznacavamo s L(N).

S obzirom na veli¢inu ulazne rijeci nedeterministicki konacni automat ima ekspo-
nencijalno mnogo grana racunanja od kojih je dovoljno da jedna bude prihvatljiva kako
bi automat prihvatio rije¢. Bez obzira na to, nedeterministi¢ki kona¢ni automati prihva-
¢aju isti skup jezika kao i deterministicki. Odnosno, za svaki nedeterministicki konacni
automat mozemo konstruirati deterministic¢ki koji prihvaca isti jezik. Konstruirani de-
terministicki automat pamtit ¢e u svom stanju sva stanja nedeterministickog automata
do kojih nedeterministi¢ki automat moze doci Citajuci neki niz znakova. Prijelazi de-
terministickog automata definirani su tako da simuliraju prijelaze nedeterministickog
automata iz jednog skupa stanja u drugi. KoriStenjem takve konstrukcije dobivamo da

vrijedi sljedeci teorem (Rabin i Scott, 1959).

Teorem 2.16. Neka je zadan nedeterministicki konacni automat N nad alfabetom X..
Tada postoji deterministicki konacni automat M koji prihvaca isti jezik kao i nedeter-
ministicki automat N, tj. L(M) = L(N).

Iako ne mogu definirati nove jezike, nedeterministicki automati nam pruzaju veéu
ekspresivnost u odnosu na broj koriStenih stanja. Odnosno, postoje jezici Ciji deter-
ministicki kona¢ni automati mogu imati bitno viSe stanja od ekvivalentnih nedeter-
ministickih automata. Primjer jednog takvog nedeterministickog automata, preuzet iz

(Hopcroft et al., 2001), prikazan je u nastavku.

Primjer 2.17. Na slici 2.1 prikazan je primjer nedeterministickog konacnog automata
N = (Q,q, F,d). Stanja Q = {qo,q1,...,qn} prikazana su kruZnicama, pri Cemu
je pocetno stanja qy oznaceno strelicom, a prihvatljiva stanja su oznacena duplom
kruznicom, pa je F' = {q,}. Prijelazi automata prikazani su strelicama nad kojima
pise za koje simbole alfabeta vrijedi prijelaz. Automat je nedeterministicki jer u stanju
Qo za procitani znak 1 moZe prijeci natrag u stanje qq ili u stanje q.

0,1

o 1 o - e — -

Slika 2.1: Primjer nedeterministickog kona¢nog automata.

Prikazani nedeterministicki konacni automat prihvaca sve rijeCi koje se sastoje

od 0 i 1 te se znak 1 nalazi n znakova prije kraja rijeci. Takvo ponasanje automata je
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osigurano prijelazom iz stanja qq u q, koje je jedino moguce ostvariti u slucaju nailaska
na znak 1. Ekvivalentan deterministicki konacni automat morao bi u svojim stanjima
pamtiti zadnjih n znakova kako bi mogao odluciti je li prije n znakova procitao 0 ili
1. Kako za pamcenje n znakova trebamo 2" stanja, deterministicki automat bi imao

eksponencijalno veci broj stanja u odnosu na nedeterministicki.

Jezici koje prihvacaju konacni automati imaju razna povoljna svojstva, kao §to je
zatvorenost s obzirom na mnoge operacije. Jedna takva operacija je uzimanje komple-
menta jezika, odnosno skupa svih rije¢i zadanog alfabeta 3. koje se ne nalaze u jeziku.
U nastavku je dan jednostavan dokaz tvrdnje da za svaki jezik L kojeg prihvaca neki
kona¢ni automat M postoji neki drugi konacni automat M’ koji prihvac¢a komplement

tog jezika.

Propozicija 2.18. Neka je M neki deterministicki konacni automat nad alfabetom
Y. Tada postoji deterministicki konacni automat M’ koji prihvaca komplement jezika
automata M, L(M') = £*\ L(M).

Dokaz. Definiramo kona¢ni automat M’ = (@', ¢(, F', 0") takav da sadrZi skup stanja,
pocetno stanje i funkciju prijelaza koji su jednaki kao i kod automata M, tj. Q' = Q,
gy = qo i’ = . Jedino u Cemu se automati razlikuju je skup prihvatljivih stanja,
gdje je F’ komplement od F', F’ = @ \ F. Lako se vidi da e svaka rije¢ w jezika
L(M) izvornog automata zavrSiti u neprihvatljivom stanju automata M’, dok ¢e sve
ostale rijeCi zavrSiti u prihvatljivom stanju automata M’. Slijedi da je jezik automata

M’ komplement jezika automata M. Q.E.D.

U dokazu prethodne tvrdnje koristili smo deterministicke konacne automate, ali
zatvorenost na komplement vrijedi i za nedeterministicke automate po teoremu o ekvi-
valenciji s deterministic¢kim (teorem 2.16). Nedeterministicki automati razlikuju se od
deterministi¢kih u tome da konstrukcija prikazana u dokazu neée vrijediti za njih. Sto-
viSe, u nekim slu¢ajevima nedeterministicki automat N koji prihvaca komplement je-
zika drugog nedeterministi¢kog automata A imat ée eksponencijalno vise stanja. Kao
primjer takvog jezika i nedeterministickog automata moZemo ponovno uzeti primjer
2.17, gdje smo komentirali da se sli¢an eksponencijalni rast dogada prilikom prijelaza
s nedeterministickog na deterministi¢ki kona¢ni automat.

Prethodnim dokazom pokazali smo da mozemo iz zadanog konacnog automata do-
biti drugi automat koji ¢e prihvacati komplement jezika izvornog automata. Opcenito
nas nece samo interesirati je li moguce generirati automat sa zadanim svojstvima, ve¢
i u kojoj sloZenosti ga moZemo generirati. Zbog toga trebamo definirati neki nacin

kodiranja kona¢nih automata. Jedan primjer kodiranja je dan sljede¢om definicijom.
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Definicija 2.19 (Kodiranje kona¢nih automata). Neka je zadan alfabet 3. te neki ko-
nacni automat N' = (Q, qo, F, 0), pri Cemu automat moZe biti i nedeterministicki. Neka
je skup stanja Q = {qo, q1, - - - , Qi } te alfabet > = {ag, ay, ..., a;}. Stanjima i znako-
vima alfabeta pridjeljujemo prirodne brojeve tako da je stanju q; pridijeljen prirodni
broj n,, = 1, a znaku a; pridijeljen broj n,, = 1.

Relaciju prijelaza automata § prikazujemo kao rije¢ ws koja se sastoji od niza
trojki brojeva (ng, ng,, ny) za svaki element (q, a,q') € 0, pri emu su brojevi zapisani
u binarnoj bazi. Kodiranje automata (N') je rijec koja se dobiva konkateniranjem rijeci
wg I rijeCi koja se sastoji od niza brojeva kojima su predstavljena prihvatljiva stanja

automata.

Primijetimo da pri takvom kodiranju automat ¢iji je kdd duZine n moZe imati naj-
viSe n stanja te isto toliko znakova alfabeta. Ali kako stanja i znakove kodiramo kao bi-
narne brojeve, slijedi da ée se svako stanje i znak mo¢i kodirati nizom duzine O(logn).
Zbog toga kodovi stanja i znakova alfabeta automata zauzimaju najviSe logaritamski
prostor u odnosu na duZinu koda automata. Uz takvo kodiranje dokazujemo sljedeci

teorem i njegov korolar o presjeku jezika dva nedeterministicka kona¢na automata.

Teorem 2.20. Postoji Turingov stroj ‘T koji za svaka dva nedeterministicka konacna
automata N, i N3 nad alfabetom Y. generira nedeterministicki konacni automat N koji
prihvaca presjek njihovih jezika, tj. L(N') = L(N7) N L(N3). Stovise, Turingov stroj

T radi u logaritamskom prostoru.

Dokaz. Neka su N; = (Q;, q(()i), F;,8;), 1 = 1,2, dva nedeterministicka kona¢na auto-
mata. Konstruiramo nedeterministi¢ki automat A/ ¢ija su stanja uredeni parovi stanja
izvornih automata N} i V3, tj. Q = Q; x Q.. Pocetno stanje tog automata bit e ure-
deni par pocetnih stanja izvornih automata g, = (qél), q(()z)). Skup prihvatljivih stanja F'
sadrzavat Ce sve uredene parove prihvatljivih stanja poCetnih automata, tj. F' = F; X F5.

Relacija prijelaza § sadrzi sve prijelaze iz jednog para stanja u drugi par stanja za
znak a za koje vrijedi da 1 izvorni automati sadrZze odgovarajuce prijelaze za isti znak
a. Odnosno, vrijedi ((q1,42), a, (¢4, ¢3)) € 0 ako je (g1, a,¢1) € d1i (q2,a,¢5) € da.
Algoritam Turingovog stroja 7 koji u logaritamskom prostoru generira automat A dan
je naslici 2.2.

Lako se vidi da algoritam generira prethodno opisani automat A/, pri ¢emu linija
1 generira pocCetno stanja, linije 2—4 generiraju prijelaze, a linije 57 generiraju zavr-
Sna stanja automata. Tijekom rada algoritam treba pratiti najviSe pet oznaka stanja i

znakova alfabeta kako bi uspjesno proveo petlje na linijama 2—4 1 5-7. Kako oznake
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Ulaz:

1zlaz:

N1, N3), gdje su N i NV nedeterministi¢ki kona¢ni automati.

o~ o~

N, gdje je N nedeterministicki kona¢ni automat za koji vrijedi
L(N) = L(Ny) N L(N).

1 Zapi$i na izlaz (q((]l), q(()2)) kao pocetno stanje.

2 Ponovi za svaku cetvorku stanja q1, ¢y € Q1, qa, q5 € Q2 i svaki znak a € X
3 Ako pOStOji (qh a, qa) S 51 I (Q27 a, QQ) € 51 Onda
4 t Zaplgl prijelaz ((Qh QZ)J a, (in q;)) na izlaz.

s Ponovi za svaki par stanja q; € Q1, ¢z € Q>
6 AkoqleFliQQEFQ Onda

7 t Zapisi na izlaz stanje (q;, ¢2) kao prihvatljivo stanje.

Slika 2.2: Algoritam za presjek jezika nedeterministickih kona¢nih automata.

stanja automata 1 znakova alfabeta zauzimaju najviSe logaritamski prostor, slijedi da

Turingov stroj generira automat A/ u logaritamskom prostoru. Q.E.D.
Korolar 2.21. Skup svih jezika konacnih automata zatvoren je na konacne presjeke.

Osim pitanja sloZenosti generiranja kona¢nog automata sa zadanim svojstvima,
moZemo postaviti 1 pitanje kolika je slozenost odredivanja ima li automat neko svoj-
stvo. Jedno od najjednostavnijih takvih svojstava koje bi nas moglo zanimati i Ciju
sloZenost ¢emo koristiti u nastavku je pitanje postoji li neka rije¢ koju automat ne pri-
hvaca. Kako bi to definirali uvodimo pojam univerzalnosti automata koji nam govori

da automat prihvaca sve rijeci nekog alfabeta ..

Definicija 2.22 (Univerzalnost nedeterministickog konacnog automata). Neka je za-
dan alfabet Y. Za nedeterministicki konacni automat N kaZemo da je univerzalan za

alfabet Y. ako prihvaca sve rijeci jezika, odnosno vrijedi L(N') = ¥*.

Primijetimo da ¢e nas sloZenost ispitivanja postoji li rije¢ koju automat ne pri-
hvaca zanimati samo u slucaju nedeterministickih automata, jer je pitanje jednostavno
za odgovoriti u deterministiCkom slucaju. Razlog tome je da je tada pitanje ekviva-
lentno problemu dostiZivosti u grafu, $to je uobicajeni NL-potpuni problem. Dokaz
NL-potpunosti problema dostiZivosti u grafu moze se naci u vecini knjiga o teorijskom
racunarstvu 1 teoriji sloZenosti, primjerice (Sipser, 2006).

Formalno, problem ispitivanja postoji li neka rije¢ alfabeta > koju nedeterminis-

ticki kona¢ni automat ne prihvaéa definira se kao

coUNIVyka = {(N) | L(N) # ="}

12



Sljedec¢im teoremom dokazujemo gornju ogradu za sloZenost tog jezika, ¢iji je dokaz

malo modificirana verzija slicnog dokaza iz Meyer i Stockmeyer (1972).

Teorem 2.23. Problem ispitivanja postoji li rije¢ alfabeta Y. koju nedeterministicki

konac¢ni automat N ne prihvacéa je u klasi PSPACE, tj. kratko:

coUNIVyka € PSPACE.

Dokaz. U dokazu prvo prezentiramo nedeterministicki algoritam koji radi u linearnom
prostoru. Odnosno, algoritam je u klasi NSPACE(n) i prihvaéa samo one nedeterminis-
ticke automate koji ne prihvacaju sve rijeci jezika 2*. Tada je koriStenjem Savitchevog
teorema (Savitch, 1970) moguce konstruirati deterministicki algoritam koji rjeSava isti
problem u kvadratnom prostoru, tj. klasi DSPACE(n?). Iz toga slijedi da se problem
coUNIVyka nalazi u klasi PSPACE. Algoritam je dan na slici 2.3.

Ulaz: (N) gdje je N = (Q, qo, F, 0) nedeterministi¢ki kona¢ni automat.
Izlaz: Prihvaca ulaz ako je L(N) # 2*.

1 Stavi oznaku na pocetno stanje gy automata N

[

Ponovi 29 puta, gdje je q broj stanja u N'

3 Nedeterministicki izaberi neki znak a € .
4 Pomakni oznake na stanjima automata A tako da simuliraju Citanje znaka a.
5 Ako se nijedna od oznaka ne nalazi na stanju iz I, prihvati ulaz.

6 Odbaci ulaz.

Slika 2.3: NSPACE(n) algoritam za coUNIVNgka uz dokaz teorema 2.23.

Algoritam radi u linearnom prostoru jer samo treba Cuvati trenutne oznake stanja
kojih moZe najvie biti koliko i stanja automata. Uvedemo oznaku ¢, kao i u algo-
ritmu, za broj stanja automata A i neka postoji rije¢ w duljine manje ili jednake 29
koju automat N ne prihvaca. Tada e algoritam prihvatiti automat A jer ¢e u jednoj
nedeterministi¢koj grani raCunanja simulirati ponaSanje automata za tu rijec i utvrditi
da ju automat ne prihvaca. Preostaje dokazati da u sluc¢aju kada automat prihvaca sve
rijeCi duljine manje ili jednake 29, slijedi da je automat univerzalan. Ali to vrijedi jer
postoji samo 29 razli€itih nacina na koji se mogu postaviti oznake na stanja te svaki
ulazni niz koji je duZi od 29 ée ponoviti neko oznacavanje. Uklanjanjem dijela ulaznog

niza izmedu ponovljenih skupova oznaka, dobivamo niz koji je manji ili jednak 27 i

13



kojeg automat prihvaca ako i samo ako prihvaca duZi niz. Kako automat prihvaéa sve

takve nizove slijedi da mora biti univerzalan. Q.E.D.

Kako bi dokazali drugi smjer teorema, odnosno da je coUNIVyka PSPACE-tezak,
te da olakSamo zapis jezika koje moZemo predstaviti konaénim automatima uvest ¢emo
pojam regularnih izraza. Ali, prije nego Sto moZemo definirati regularne izraze i do-
kazati da predstavljaju iste jezike kao 1 kona¢ni automati moramo uvesti nekoliko de-
finicija. Zapocinjemo s definicijama regularnih operacija koje ¢e nam biti osnova za
konstruiranje regularnih jezika, pa i regularnih izraza. Definicije regularnih operacija i

regularnih jezika su preuzete iz (Sipser, 2006).

Definicija 2.24 (Regularne operacije). Neka su Ly i Ly dva jezika. Regularne operacije

unije, konkatenacije i zvijezde definirane su kao:
Unija L,ULy, = {z |z € Ly iliz € Ly},
Konkatenacija Ly o0 Lo ={xy |z € Liiy € Ly} i
Zvijezda L} = {x1xo... 2 | k > 0isvaki x; € Ly}

Uz regularne operacije moZzemo definirati regularne jezike, pri ¢emu uzimamo da
su svi jezici koji se sastoje od samo jednog znaka alfabeta ili praznog niza regularni
jezici. Preostale regularne jezike gradimo koriStenjem regularnih operacija kako je

opisano sljedecom definicijom.

Definicija 2.25 (Regularni jezik). Za zadani alfabet 3., skup regularnih jezika defini-

ramo rekurzivno kao najmanji skup koji zadovoljava sljedece uvjete:
a) prazan jezik () i jednoclani jezici {a}, za sve a € (X U €), su regularni jezici,

b) ako su Ry i Ry regularni jezici, tada su i skupovi koji se dobivaju koristenjem

regularnih operacija
R1UR2, RlORQ I Rik
regularni jezici.

Regularne jezike mozemo jednostavno zapisati koriStenjem regularnih izraza, koji
¢e na intuitivan nacin predstaviti jezik koji moZemo izgraditi koriStenjem prethodne
definicije. Odnosno, iz samih regularnih izraza bit ¢e lako iS¢itati koji bi niz regular-
nih operacija nad elementima alfabeta trebali napraviti kako bi dobili Zeljeni regularni

jezik. Definicija regularnih izraza dana je u nastavku.
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Definicija 2.26 (Regularni izrazi). Neka je X. neki alfabet. Gramatika regularnih iz-
raza Gree = (V, X', P, S) je uredena cetvorka gdje je V = {S}, ¥/ = {a | Va € ¥} U
{@, é, U }, pri cemu skup P sadrZi samo pravila:

S 0lelal(SUS)|(SS)]|(S*), Vaex.

Jezik gramatike Grgg oznacavamo s REG = L(GRrgg) i njegove elemente nazivamo

regularnim izrazima.

Regularne izraze moZemo povezati s regularnim jezicima pridajuéi svakom izrazu
neki jezik koriStenjem intuitivne semantike. Neka su 7; i1 79 regularni izrazi kojima su
pridjeljeni regularni jezici Ry i Ry. Tada rekurzivno pridjeljujemo regularnom izrazu

r regularni jezik R
-r= @predstavlja jezik R = (),
— r = é predstavlja jezik R = {e},
— r = a predstavlja jezik R = {a} za svaki a € %,
— r = (ryUry) predstavlja jezik R = Ry U Ry,

r = (rirq) predstavlja jezik R = Ry o Ry i

— 7 = (r1)* predstavlja jezik R = R}.
U nastavku rada ne¢emo pisati tocku iznad simbola u regularnim izrazima te ¢emo po-
istovjecivati regularne izraze i regularni jezik koji oni predstavljaju. Za neki regularni
izraz r koristit ¢emo oznaku L(r) kako bi predstavili regularni jezik koji mu odgovara.
Takoder, izostavljat ¢emo zagrade u zapisu regularnih izraza te ¢emo koristiti priori-
tet regularnih operacija. Pritom, najveci prioritet ima zvijezda, pa konkatenacija te na
kraju unija.

Sljededi teorem i njegov obrat povezuju konacne automate s regularnim izrazima,
odnosno regularnim jezicima. Odnosno, dobivamo da je skup regularnih jezika to¢no
onaj skup koji sadrZzi sve jezike koji se mogu predstaviti nekim konacnim automatom.
Pritom, regularni izrazi nam predstavljaju jednostavniji zapis jezika od automata, dok
su automati blizi samom nacinu na koji racunala prepoznaju jezike. Kako smo 1 prije
spomenuli da nas zanimaju sloZenosti pojedinih operacija nad automatima, a sada i
izrazima, u nastavku dokazujemo da u logaritamskom prostoru mozemo iz regularnog
izraza generirati pripadni nedeterministicki kona¢ni automat. Kodiranje regularnih iz-
raza kako bi ih Turingov stroj mogao procitati nije problem, jer su izrazi sami po sebi

veC rijeCi odredenog jezika.
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Teorem 2.27. Postoji Turingov stroj ‘T koji u logaritamskom prostoru za proizvoljni
regularni izraz r € REG na izlaznoj traci generira nedeterministicki konacni automat
N koji prihvaéa isti jezik, tj. LIN) = L(r).

Dokaz. Prvo ¢emo induktivno po strukturi regularnog izraza definirati konstrukciju
nedeterministickog kona¢nog automata N\, nakon ¢ega ¢emo argumentirati da se takva
konstrukcija moZe provesti na Turingovom stroju u logaritamskom prostoru. Konstruk-
cije nedeterministickih kona¢nih automata ilustrirane su slikom 2.4. Plavom bojom
oznacena su stanja i prijelazi koji se dodaju tijekom konstrukcije, dok je iscrtkanom
linijom oznaceno da stanje gubi svoju prethodnu funkciju, odnosno nije viSe pocetno
ili prihvatljivo stanje.

U slu¢ajevima kad je regularni jezik prazan ili sadrZi samo praznu rije¢, automat
¢e imati ¢e samo jedno stanje bez ikakvih prijelaza. Pritom Ce to stanje biti prihvatljivo
u slucaju kada jezik sadrzi praznu rije¢. U slucaju kada imamo jednoc€lani jezik L =
{a}, automat N\ ¢ée imati samo jedan prijelaz (qo,a,q;), pri ¢emu je gy poCetno, a
¢1 prihvatljivo stanje. Potrebno je jo§ promatrati slucajeve kada se regularni jezik R
tvori koriStenjem neke regularne operacije na proizvoljnim regularnim jezicima R,
i Ry. Prilikom izgradnje takvog automata pretpostavljamo da ve¢ imamo automate
N; = (Q;, qéi), F;,8;),i = 1,2 za jezike Ry i R, pri ¢emu vrijedi Q1 N Q2 = 0, pa je
onda i F; N I,y = (). Novi automat A koji prihvaca jezik R gradi se kombiniranjem
automata N 1 Ns.

Automat N koji prihvaca uniju jezika dva automata gradi se tako da se u skup stanja
dodaju sva stanja prvotnih automata te novo pocetno stanje, tj. Q@ = Q1 U Q2 U {qo}-
Prihvatljiva stanja novog automata Cine uniju prihvatljivih stanja prvotnih automata
F = F|; U F5,. Relacija prijelaza sadrzi sve njihove relacije te dodatne relacije koje

povezuju novo pocetno stanje s automatima:

0= 51 U52 U {<QO7G7Q) | (q((]l),a,q) € 51 \% (q((]2)7a’Q) < 62}

Dodatnu pozornost treba obratiti na slucaj kad je neko od pocetnih stanja izvornih
automata prihvatljivo. U tom slucaju potrebno je dodati i novo pocetno stanje gy u
skup prihvatljivih stanja F'.

Automat za konkatenaciju jezika od dva automata gradimo uzimajuci sva stanja
izvornih automata () = ()1 U ()2 i njihove prijelaze, te dodajuci dodatne prijelaze

izmedu prvog i drugog automata:

6=006U{(g0d) qeFiAG aq)en}.
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Slika 2.4: Prikazi konstrukcija nedeterministickih konacnih automata za: (a) prazan skup; (b)
praznu rije¢; (¢) znak a; (d) uniju regularnih jezika; (e) konkatenaciju regularnih jezika; (f)

operator zvijezde nad regularnim jezikom.
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Djelovanje operatora zvijezde nad jezikom nekog automata obuhvacamo dodavanjem
novog prihvatljivog pocetnog stanja kako bi se obuhvatilo prihvac¢anje prazne rijeci, tj.
Q) = Q1 U {qo}. Dodatno, potrebno je dodati prijelaze iz prihvatljivih stanja u stanja
koja slijede pocetno stanje kako bi se ostvarila mogucnost ponavljanja rijeci jezika

izvornog automata. Formalno, relacija prijelaza definira se kao:

§=6,U {(qO,a,q) | (8", a,q) € 51} Y {(q, a,q) g€ Fin (gl a,q) € 51}'

Sada dokazujemo da postoji Turingov stroj 7 koji provodi opisano pridruzivanje
nedeterministickog kona¢nog automata nekom regularnom izrazu, pri ¢emu 7 radi u
logaritamskom prostoru. Prilikom provodenja algoritma svakom znaku i operatoru u
regularnom izrazu pridjeljuje se njegov redni broj, te se znakovima pridjeljuju stanja
koriStenjem njihovog rednog broja. Kako jedan znak regularnog izraza uvodi najvise
dva nova stanja, ¢-tom znaku regularnog izraza pripadaju stanja ¢; i ¢;1. Generiranje
prijelaza 1 prihvatljivih stanje je tada relativno lako provesti. Pritom Turingov stroj
treba samo pamtiti za koji trenutno znak generira prijelaze, kao i konstantan broj po-
mo¢nih varijabli koje sluZe prilikom pretrazivanja izraza. Kako sve te varijable nece
zauzimati viSe od logaritamskog prostora, Turingov stroj 7 provodi transformaciju u

logaritamskom prostoru. Q.E.D.

Kao $to smo spomenuli i prije, vrijedi i obrat prethodnog teorema, ali njega ovdje
nec¢emo dokazivati jer nam nece biti od vece vaznosti u nastavku. Za regularne izraze
mozZemo postaviti ista pitanja kao 1 za konacne automate. Zbog toga moZemo analogno
jeziku coUNIV gk definirati jezik coUNIVRggq koji predstavlja sve regularne izraze
za koje postoji rije¢ alfabeta . koja nije sadrzana u njihovom jeziku. Po prethodnom
teoremu vrijedi da u logaritamskom prostoru moZemo iz regularnih izraza dobiti pri-
padni nedeterministi¢ki automat. Zbog toga mozZemo 1 problem coUNIV g reducirati
na problem coUNIVyka, tj. UNIVgee <; UNIVika. KoriStenjem te redukcije i te-
orema 2.23 slijedi da je ispitivanje postoji li rije¢ koja nije sadrZana u jeziku zadanog
regularnog izraza u klasi PSPACE.

Sada dokazujemo drugi smjer teorema, odnosno da je jezik coUNIVggrg PSPACE-
tezak. Kao 1 u slu€aju teorema 2.23, dokaz je malo izmijenjena verzija dokaza iz
(Meyer i Stockmeyer, 1972).

Teorem 2.28. Jezik coUNIVRggq je PSPACE-teZak.

Dokaz. Sli¢no kao i u dokazu Cook-Levinovog teorema NP-teZine problema SAT, do-

kaz PSPACE-tezine jezika coUNIVRgq koristi tablicu izracunavanja. Primjer tablice
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izraCunavanja dan je slikom 2.5, pri ¢emu retci tablice predstavljaju stanje na traci Tu-
ringovog stroja 7 u nekom trenutku ¢. Stupci tablice predstavljaju pojedine Celije trake
Turingovog stroja. Kako promatramo jezike iz klase PSPACE broj stupaca tablice iz-

racunavanja je za ulaz veli¢ine n ograni¢en s n*

, za neki k. Za tablicu kazemo da je
prihvatljiva ako se svaki redak, osim po¢etnog, moZe dobiti primjenom nekog prijelaza

Turingovog stroja 7 te se u nekoj Celiji tablice nalazi prihvatljivo stanje ¢pa.

Prostor
0 1 P n—1 n nk
Vrijeme 0 Qo Wy ...  Wp_1 W L
1 w} g1 ...  Wp_1 Wy, L
t abc
t+1 de f
qNE

Slika 2.5: Tablica izraCunavanja.

Neka je A € PSPACE neki jezik kojeg prihvaca Turingov stroj 7 koji koristi naj-
vise n* éelija trake te neka je ¥ alfabet tog stroja 7. Za zadanu rije¢ w € ¥* konstruirat
¢emo regularni izraz r Ciji jezik nece biti univerzalan ako i samo ako Turingov stroj 7
prihvaca rije¢ w. Kako bi mogli konstruirati regularni izraz r proSirit ¢emo alfabet >
sa znakovima () koji predstavljaju stanja stroja 7, znakovima za regularne operacije
te znakom #. Novi alfabet éemo oznacavati s A = ¥ U Q U {U,*, #}. Jezik regu-
larnog izraza r sadrZavat Ce sve rijeci koje ne predstavljaju neku tablicu izraCunavanja
Turingovog stroja 7 nad rijeci w takvu da stroj 7 prihvaca rije¢ w. Odnosno, skup
A*\ L(r) sadrzavat ¢e najviSe jedan element koji ¢e predstavljati prihvatljivu tablicu
izraCunavanja stroja 7 nad rije¢i w ako ona postoji. Tada moZemo ispitivanjem uni-
verzalnosti jezika od r utvrditi postojanje prihvatljive tablice izraCunavanja, tj. vrijedi
(r) € coUNIVRgq ako i samo ako w € A.

Kako bi tablica izraCunavanja mogla biti tretirana kao rije¢ trebamo ju transfor-
mirati u niz, $to radimo nadovezujuéi retke tablice jedne na druge. Pritom koristimo
simbol #, koji smo dodali u alfabet, kako bi odvojili retke tablice. Regularni izraz
r unija je tri razlicita regularna izraza koji osiguravaju da se u L(r) nalazi sve osim

prihvatljive tablice raCunanja:

r= Tlos_pocetak U rlos_pm’jelaz U Tlos_kmj-
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Izrazom 755 pocetar Obuhvacamo sve rijeCi w koje ne sadrze ispravni zapis prvog
retka tablice izraCunavanja. Predstavljamo ga kao uniju regularnih izraza koji ée izra-

Zavati da u ¢-tom stupcu prvog retka tablice ne piSe ispravan znak:
Tlos_pocetak = So U Ss1 U ... Us, Usppi U Uspe Usy.

U prvom stupcu prvog retka tablice treba se nalaziti znak koji predstavlja pocetno
stanje Turingovog stroja 7. Sve rijeci koje ne zadovoljavaju taj uvjet obuhvacamo
izrazom sy = A_, A", pri ¢emu sa A_; oznacavamo uniju svih simbola alfabeta A
osim simbola s. Kako sljedeéih n stupaca prvog retka sadrzi rije¢ w, koriStenjem iz-
raza s; = A'A_, A* i € {1,2,...,n}, osiguravamo da se prihvacaju zapisi tablice
izraunavanja koji ne sadrZe w u prvom retku. Pritom, s A’ oznatavamo konkatenaciju
¢ izraza predstavljenih simbolom A. Potrebno je joS definirati regularne izraze kojima
se izrazava da neki od preostalih stupaca ne sadrZi prazno mjesto _, koje bi trebao
sadrzavati, s izrazom s; = A'A_ A* i € {n+ 1,n + 2,...,n*}. Takoder, defini-
ramo regularni izraz koji kaZe da se na n* + 1 mjestu rije¢i ne nalazi znak # kojim
razdvajamo retke tablice s s.» = A" TTA_LA*,

U ispravnoj tablici raCunanja svaki redak tablice treba slijediti iz prethodnog po
pravilima funkcije prijelaza Turingovog stroja 7. Kako bi ispitali slijedi li neki niz od
tri susjedna znaka de f iz prethodnog retka potrebno je promatrati samo tri znaka abc
koja se u prethodnom retku nalaze direktno iznad znakova def. Zbog toga mozemo
definirati regularni izraz kojim osiguravamo da rije¢ sadrZi barem jedan nedozvoljeni

prijelaz izmedu redaka:

ke
Tlos_prijelaz = U A*abeA™ “tdef A,
los(abe,def)
gdje los(abc, def) oznaCava da ne mozemo dobiti niz znakova def iz niza abc kori-
Stenjem funkcije prijelaza Turingovog stroja 7. Konac¢no, definiramo regularni izraz

kojim izrazavamo da Turingov stroj 7 ne zavrSava u neprihvatljivom stanju gyg:

*
Tlos_kraj = A—QNE'

Svi dijelovi regularnog izraza r imaju strukturu koja sadrzi znacajnu koli¢inu ponav-
ljanja u sebi te su najvise polinomno veci od duljine ulazne rije¢i w. Pritom nam za
brojenje do n* treba O(log n) prostora jer brojace moZemo zapisati u binarnom zapisu.
Za pohranjivanje ostalih podataka potrebnih Turingovom stroju 7 nam takoder treba
samo logaritamski prostor i zbog toga mozemo konstruirati regularni izraz r u logari-

tamskom prostoru. Iz toga slijedi da je jezik coUNIVggg PSPACE-tezak. Q.E.D.

20



Korolar 2.29. Jezik coUNIVRggq je PSPACE-potpun.

Tvrdnja prethodnog korolara vrijedi 1 za nedeterministicke konacne automate 1 je-
zik coUNIVyka, Sto dobivamo koriStenjem redukcije iz teorema 2.27. Kako ¢emo
tu tvrdnju koristiti u nastavku da dokazemo PSPACE-potpunost nekih drugih jezika,

iskazujemo ju sljedeéim korolarom.

Korolar 2.30. Jezik coUNIVyka je PSPACE-potpun.
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3. Upiti nad grafovima s podatcima

Grafovi s podatcima pojavili su kao prirodan nacin predstavljanja baza podataka u ko-
jima su objekti povezani u mreZnu strukturu razli¢itim medusobnim vezama. Pritom
se objekti predstavljaju kao ¢vorovi grafa, dok se odnosi izmedu objekata predstav-
ljaju usmjerenim vezama koje sadrZe opis tipa veze, odnosno labelu. Opisujuci bazu
podataka s takvim grafom ¢uvamo sve odnose medu objektima, ali gubimo informa-
cije o njihovim svojstvima koja nas takoder mogu zanimati. Zbog toga je jo§ potrebno
svakom objektu, odnosno vrhu, dodijeliti podatke koji e opisivati njegova svojstva. U
ovom radu promatra se situacija kada vrhovi sadrZze samo jedan podatak, dok se slucaj
s viSe podataka moZe lako modelirati koriStenjem dodatnih ¢vorova i veza medu njima.
Pregled prethodno opisanog i jo§ nekih drugih modela baza podataka koji koriste gra-
fove moZe se naci u (Angles i Gutierrez, 2008). Opisani model baze podataka zovemo

grafom s podatcima te ga formalno definiramo u nastavku (Libkin i Vrgoc, 2012a).

Definicija 3.1 (Grafovi s podatcima). Neka su zadani konacni alfabet Y. i prebrojiv

skup podataka D. Graf s podatcima nad X i D je trojka G = (V, E, p) gdje je:

— V konacan skup Cije elemente zovemo vrhovima,
— ECV x X xV jeskup cije elemente zovemo oznacenim bridovima i
— p: V= D je funkcija koja svakom elementu iz V' pridjeljuje podatak iz D.

Kao $to je i prije spomenuto, u grafu s podatcima najviSe nas zanimaju odnosi
medu vrhovima. Kako neposredne odnose izmedu vrhova predstavljamo bridovima,
do sloZenijih odnosa dolazimo pradenjem viSe bridova. Ideju pracenja viSe bridova
kako bi povezali dva vrha formalno definiramo kao put u grafu s podatcima. Definicije

sljedeca tri pojma koja su vezana uz put u grafu preuzeta su iz (Libkin i Vrgoc, 2012a).

Definicija 3.2 (Put). Neka su zadani alfabet 3. i skup podataka D, te neka je zadan
graf s podatcima G nad ¥ i D. Put u grafu G izmedu vrhova v, i v, je niz

Ty1v, = V1A102020V3 . . . Up_10p—1Up,

takav da je svaka trojka (v, a;,viy1),1 < n, iz skupa bridova E grafa G.
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Kada postavljamo upite nad bazama podataka obi¢no nas viSe zanimaju svojstva
objekata, odnosno podatci vrhova, nego konkretni vrhovi. Dodatno, i same oznake
vrhova mozemo promatrati kao jedan tip podatka koji taj vrh sadrZzi tako da se podatci
vrha mogu promatrati kao proSirenje pojma identifikatora vrha. Zbog toga uvodimo
dodatni pojam podatkovnog puta u kojem se vrhovi zamjenjuju svojim podatcima.
Uvodenjem podatkovnih puteva pratimo rad (Libkin i Vrgoc¢, 2012a) koji se razlikuje

od uobicajene literature u kojoj se koristi slican pojam podatkovnih rijeci.

Definicija 3.3 (Podatkovni put). Neka je zadan graf s podatcima G nad alfabetom 3.
i skupom podataka D. Svakom putu m,,,, = V14102 ... a1V, U grafu pridjeljuje se

pripadni podatkovni put

W, ., = p(v1)a1p(v2)azp(vs) ... p(Vn-1)an-10(vn),

koji se sastoji od niza alternirajucih podataka i znakova alfabeta, pri cemu pocetni i
zavrsni elementi niza moraju biti neki podatci. Skup svih podatkovnih puteva nad . i

D oznacavamo sa X[D]*.

Iako smo posebnu paznju dali uvodenju podataka u grafu, ponekad nas zanimaju
samo odnosi medu vrhovima bez obzira na njihove podatke. U slucaju takvih upita
jednostavnije je promatrati samo niz oznaka koji preostaje izbacivanjem vrhova iz puta,

odnosno podatkovnog puta. Takav niz oznaka nazivamo labelom puta.

Definicija 3.4 (Labela puta). Neka je zadan graf s podatcima G nad alfabetom ¥. i sku-
pom podataka D. Labela puta \ je funkcija koja svakom putu m,,,, = v1a;1 ...0n-10,
ili pripadnom podatkovnom putu wy, , = p(vi)ax ... a,—1p(v,) pridjeljuje rije¢ koju

dobijemo uklanjanjem vrhova, odnosno podataka, iz puta:
)\(’/Tvlvn) = Q1G9 ...0n_1 € .

Prethodni pojmovi predstavljaju osnovne pojmove grafova s podatcima te nam
omogucavaju da precizno govorimo o tipu veze izmedu vrhova zadanog grafa. S druge
strane, prilikom koriStenja baza podataka ne Zelimo analizirati neke postojece veze,
ve Zelimo unaprijed definirati neko svojstvo veze te dohvatiti sve parove vrhova koji
su povezani takvom vezom. Zbog toga je potrebno definirati upite nad grafovima s
podatcima, ¢ime omoguéavamo razlikovanje razlicitih tipova upita i analizu njihovih
svojstava. Kako upiti za odredeni graf trebaju vratiti sve parove vrhova povezanih ve-
zom odredenog svojstva, definiramo ih kao funkcije koje za zadani graf vracaju upravo
takve parove vrhova. Definicija upita je preuzeta iz (Libkin i Vrgoc, 2012a) uz neko-

liko manjih modifikacija.
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Definicija 3.5 (Upiti nad grafovima s podatcima). Neka su zadani alfabet 3. i skup
podataka D, te prebrojiv skup V. S G oznacimo skup svih grafova s podatcima nad 3.
i D takvih da su vrhovi svih grafova G iz G elementi skupa V.

Za zadani jezik L C X[DJ*, funkciju @ : G — P(V x V') nazivamo upitom nad
grafom s podatcima, u oznaci () = x L, y, ako svakom grafu G € G pridjeljuje skup

parova vrhova (v,v") takvih da vrijedi:

(v,v") € Q(Q) ako i samo ako postoji podatkovni put w , € L u grafu G koji

povezuje vrhove v i V.

Primjer 3.6. Neka su zadani alfabet . = {a, b} i skup podataka D = N. Slika 3.1
prikazuje jedan primjer grafa s podatcima G = (V, E, p) nad . i D. Vrhovi grafa
V = {v1,vs,...,vs} prikazani su kruZnicama, pri cemu su podatci grafa zapisani u
kruZnicama. Oznaceni bridovi grafa predstavljeni su strelicama s oznakom zapisanom

pored strelice.

Slika 3.1: Primjer grafa s podatcima.

Put ,,,, = vsavsav,bvy predstavlja jedan primjer puta izmedu vrhova vs i v4, pri
cemu je pripadni podatkovni put w,_, = la2alb3, a labela puta M Tyse,) = aab.
Promatrajmo jezik L., C X[D]* svih podatkovnih puteva koji sadrZe dva jednaka
podatka te pripadni upit nad grafovima s podatcima () = x i> y. Prema primjeru
puta T, slijedi da je par vrhova (vs, v4) u rezultatu upita Q(QG), jer put sadrZi vrhove
vs 1 vy koji imaju isti podatak 1. Odnosno, u slucaju grafa G sa slike za svaki par
vrhova (v,v") vrijedi da su rezultat upita Q(G). To je posljedica toga da iz svakog
vrha postoji put do svih preostalih vrhova. Zbog toga uvijek moZemo pronaci put
izmedu dva vrha koji sadrZi ciklus te onda i pripadni podatkovni put ima barem dva

ista podatka.

24



Uvodenjem grafova s podatcima definirali smo izgled Zeljene baze podataka, dok
smo s upitima definirali funkciju koja odreduje sve parove vrhova izmedu kojih postoji
podatkovni put sa Zeljenim svojstvom. Upiti kako su trenutno definirani ovise o zada-
nom jeziku te se za njihovo definiranje trebamo oslanjati na neki opis trazenog jezika.
Opisi upita koriStenjem prirodnog jezika nisu pogodni za analizu njihovih svojstava i
njihovo koriStenje u racunalu. Zbog toga definiramo formalizme za definiranje upita.
Opéenito, formalizmi nam omogucavaju da koriStenjem strogo definiranih objekata i
njima pridruzenih jezika odredimo koji su tipovi upita uopce dozvoljeni. Uz tu defini-
ciju moZemo odrediti i neka ogranicenja na ekspresivnost u opisu jezika koriStenog u

upitu uz koja ¢e evaluacija upita biti efikasnija.

Definicija 3.7 (Formalizam za definiranje upita). Neka su zadani konacni alfabet .
i prebrojiv skup podataka D. Formalizam F = (£, L) nad X i D je uredeni par pri
cemu je:

— & prebrojiv skup i

- L : & — P(X[D]") funkcija koja svakom elementu iz € pridruZuje neki jezik
L' C S[D.
Za element e € & jezik L(e) nazivamo jezikom elementa e. Za formalizam F

kaZemo da moZe izraziti jezik L' C X[D|* ako postoji element e € & takav da je
L' = L(e).

U nastavku poistovjecujemo formalizam F s njegovim elementima &, koje ¢emo
ovisno o kontekstu nazivati izrazima, automatima, reCenicama, itd. Funkcija L koja ¢e
povezivati elemente s jezicima bit ¢e implicitna iz konteksta i elemenata formalizma
F. Sada kada imamo definiciju formalizma moZemo ju povezati s upitima te definirati

Sto znaci imati upit zadan u formalizmu F.

Definicija 3.8 (Upiti nad grafovima s podatcima u formalizmu F). Neka su zadani
alfabet ¥ i skup podataka D, te formallzam ]: nad ¥ i D. Svakom elementu e € £
formalizma F pridruZujemo upit Q = x z, y, pri Cemu je L' jednak jeziku L(e)
elementa e. Takve upite jo§ oznacavamo s Q = x — y i kazemo da je upit () zadan u
formalizmu F. Za formalizam F kaZemo da moZe izraziti neki upit Q = x , y ako

formalizam moZe izraziti pripadni jezik L.

Definicija formalizma je opcenita i moZe obuhvatiti prili¢no razli¢ite naine defi-
niranja elemenata i pripadnih jezika. U nastavku su dana dva primjera formalizama za

definiranje upita. Prvi se formalizam sastoji od jednostavnih elemenata o kojima je ve¢
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bilo rije¢ u ovom radu: regularnim izrazima. KoriStenjem obi¢nih regularnih izraza ne
mozemo izraziti uvjete nad podatcima te pitanje jesu li dva vrha rjeSenje upita ovisi

samo o labelama puteva izmedu ta dva vrha.

Primjer 3.9. Neka su zadani alfabet Y. i skup podataka D. Definiramo formalizam
RPQ = (&, L) tako da su elementi skupa E svi regularni izrazi REG nad alfabetom %
kako je zadano definicijom 2.26. Oznacimo s L, regularni jezik pridijeljen regularnom
izrazu r. Tada funkcija L pridjeljuje svakom regularnom izrazu r jezik L(r) C X[D]*

podatkovnih puteva cije labele su iz L,:
L(r) = {w, € £[D]* | Mw,) € L,}.

Primjerice, regularnim izrazima moZemo izraziti upit koji kaZe da su dva vrha po-
vezana putem Ciji svi bridovi imaju oznaku a, osim zadnjeg koji ima oznaku b. Re-
gularni izraz koji iskazuje takav jezik je r1 = a*b te je Zeljeni upit Q1 = © — 1.
Put 7,.,, = vsavsav,bvy iz primjera 3.6 je jedan put Ciji je pripadni podatkovni put
element jezika L(ry) te je i par vrhova (vs,vs) element upita Q,(G). Primijetimo da
se upit () = x i> y iskazan u primjeru 3.6 ne moZe iskazati regularnim izrazima,
Jer nam regularni izrazi ne govore nista o podatcima. Premda oba upita sadrZe par
(vs,v4), kao jedan primjer gdje se oni razlikuju je par vrhova (vy,v3). Taj par nije u
upitu ()1 jer svi ulazni bridovi od vs imaju labelu a pa zadnja labela puta ne moZe biti
b, dok smo u primjeru 3.6 da su svi parovi vrhova u upitu Q).

Najjednostavniji primjer upita kojeg moZemo izraziti je postojanje proizvoljne veze
izmedu dva vrha. Takav upit Qs = v —= y lako se izraZava regularnim izrazom
ro = X*, gdje sa X podrazumijevamo uniju svih znakova a iz .. Racunanje tog upita

svodi se na rjeSavanje pitanja dostiZivosti u zadanom grafu s podatcima G.

Segoufin (2006) opisuje vise formalizama u kojima je moguce izraziti uvjete nad
podatcima medu kojima su fragment logike prvog reda i konacni automati s registrima.
Kao drugi primjer formalizma u nastavku je opisan fragment logike prvog reda, dok su
konacni automati s registrima detaljno obradeni u sljedeem poglavlju. Opis koriSte-
nog fragmenta logike prvog reda je nesto drugaciji od opisa iz (Segoufin, 2006), jer se

u tom radu promatraju podatkovne rijeci, dok su ovdje promatrani podatkovni putovi.

Primjer 3.10. Neka je zadan alfabet . i skup podataka D. Skup elemenata formalizma
FO(~, <,+1) Cine recenice fragmenta logike prvog reda s tri binarne relacije ~2,
<2 i 412, unarnom relacijom d, te po jednom unarnom relacijom a' za svaki simbol

alfabeta a € X. Prilikom pridruZivanja nekog jezika L' C YX[D]* recenici ¢, varijable
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reCenice ¢emo interpretirati kao pozicije znaka ili podatka u podatkovnom putu. Za
svaki a € ¥ relacija a(z) je zadovoljena ako se na poziciji x nalazi znak a, dok s
relacijom d(x) oznacavamo da se na poziciji x nalazi proizvoljan podatak. Relacije
r < yiy = x+ 1 su uobicajene relacije poretka i sljedbenika, dok dvije pozicije
x i y zadovoljavaju relaciju x ~ y ako sadrZe isti podatak, odnosno znak. Uz takvu
interpretaciju jezik L(¢) pridruZen reCenici ¢ sastoji se od svih podatkovnih puteva
w € X[D]* koji zadovoljavaju recenicu ¢.

U primjeru 3.9 komentirali smo kako regularni izrazi ne mogu posluZiti pri defini-
ranju upita L., kojim iskazujemo da podatkovni put ima dva ista podatka. Promotrimo

sada kako bi takav upit izrazili u logici prvog reda te stoga definiramo recenicu:

¢1 =33y ((z <y) V(y <z)) Ad(x) A (z ~y)).

Tom recenicom iskazujemo da postoje dvije razlicite pozicije, jer x mora biti ili strogo
manje ili strogo vece od y, takve da je na prvoj poziciji podatak. Takoder, zbog (z ~ y)
mora vrijediti da je na pozicijama x iy jednak podatak. Vrijedi da jezik kojeg definira
ta reCenica odgovara jeziku L., te definiramo upit ()1 = x o, y. S druge strane,
primijetimo da negiranjem prethodne recenice ¢ = —¢1 dobivamo drugi upit () =
z 2 y koji iskazuje da su svi podatci na putu razliiti. Taj upit bit ¢e nam od posebne

vaznosti u nastavku ovog poglavlja te ¢emo jezik tog upita oznacavati s L.,.

Osim ekspresivnosti formalizma u iskazivanju razlicitih upita, posebno ¢e nas zani-
mati u kojoj sloZzenost moZemo evaluirati upite formalizma. Kako bi to mogli formalno
izraziti potrebno je definirati jezike Ciju ¢emo sloZenost ispitivati, a koji su povezani
s intuitivnom idejom evaluacije upita. Pritom trebamo nekako kodirati grafove s po-
datcima kako bi ih mogli predstaviti kao ulaze Turingovog stroja. Vrhove grafa i veze
izmedu njih kodiramo sli¢no kao $to smo kodirali stanja i prijelaze konacnih automata
u definiciji 2.19. Podatcima grafa pridruZimo prirodne brojeve, $to je moguce jer je
skup podataka prebrojiv, te ih kodiramo kao niz parova vrha 1 pripadnog podatka. Ta-
koder, prilikom utvrdivanja sloZenosti evaluacije upita trebamo naci neko kodiranje
Zeljenog formalizma, ali ono ovisi o samom formalizmu. Prvo definiramo kombini-
ranu sloZenost u kojoj se kao ulazi Turingovog stroja dovode i elementi formalizma.
Definicije sljedecih sloZenosti uobicajene su definicije koje su uz manje modifikacije

preuzete iz (Vardi, 1982).

Definicija 3.11 (Kombinirana sloZenost evaluacije upita). Neka su zadani alfabet 3. i
skup podataka D, te formalizam F = (E,L) nad ¥ i D. Za formalizam F, kombi-

niranom sloZenosti evaluacije upita formalizma F nazivamo klasu sloZenosti C kojoj
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pripada jezik
L. = {(6, G, vs,vy) | za upit Q = x = y vrijedi (vy,v,) € Q(G)} ,
pri Cemu je e element formalizma F, G neki graf s podatcima, a v, i v; dva vrha iz G.

Jednostavniji slu¢aj je kad pretpostavimo da je upit unaprijed zadan. Tada kao ulaz
Turingovog stroja imamo samo graf s podatcima i par vrhova te tu sloZzenost zovemo

podatkovnom sloZenosti.

Definicija 3.12 (Podatkovna sloZenost evaluacije upita). Neka je zadan alfabet 3. i
skup podataka D, te neki jezik podatkovnih puteva L C Y[D]*. Podatkovna sloZenost

evaluacije upita () = = N y je klasa sloZenosti C kojoj pripada jezik

Lae,q = {{G,v5,01) | (vs,00) € Q(G)},

pri Cemu je G neki graf s podatcima, a vs i v; dva vrha iz G.

Za formalizam F kaZemo da je podatkovna sloZenost evaluacije upita formalizma
F u klasi C ako se za svaki upit Q = © — vy, kojeg formalizam moZe izraziti, jezik
Lae, g nalazi u klasi C. Dodatno, ako formalizam moZe izraziti upit Q = x ~ y Cija je
podatkovna sloZenost C-potpuna, kaZemo da je i podatkovna sloZenost evaluacije upita

formalizma F takoder C-potpuna.

KoriStenjem prethodnih definicija sloZenosti moZemo govoriti o efikasnosti eva-
luacije upita te ju uzeti u obzir prilikom izbora formalizma kojeg ¢emo koristiti. U
slucaju da imamo upit koji govori da postoji proizvoljna veza izmedu dva vrha lako
mozZemo utvrditi njegovu podatkovnu sloZzenost. Taj slucaj detaljnije promatramo u

sljede¢em primjeru.

Primjer 3.13. Neka je zadan alfabet Y. i skup podataka D, te upit Qs = © —= y uz
ro = X* kao u primjeru 3.9. Taj upit nam govori da postoji proizvoljan put izmedu
vrhova vs i vy u grafu G. Odnosno, jezik Lg. o podatkovne sloZenosti odgovara o
problemu dostiZivosti u grafu. Pritom je dostiZivost u grafu uobicajeni NL-potpuni
problem, a dokaz toga moZe se naci u svakoj knjizi o sloZenosti, primjerice (Sipser,
2006). Zbog toga je i podatkovna sloZenost evaluacije upita Qy = © — y takoder
NL-potpuna.

S prethodim smo primjerom dobili donju granicu za podatkovnu sloZenost forma-
lizama, jer najmanji zahtjev koji moZemo imati na formalizam je da moZe izraziti pos-

tojanje proizvoljne veze izmedu vrhova. To se odnosi i na formalizme u ovom radu, pa
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dokazivanjem da je podatkovna sloZenost evaluacije upita nekog formalizma F u klasi
NL dokazali smo da je ta slozenost i NL-potpuna. Bez obzira §to smo s tim primjerom
dobili donju granicu podatkovne sloZenosti za sve razumne formalizme, trebamo pro-
naci dodatna svojstva formalizama koja ¢e nam omoguciti da eliminiramo formalizme
s veCom slozenosti. U nastavku definiramo jedno takvo svojstvo koje nam omogu-
¢ava eliminaciju formalizama, ali prvo trebamo definirati pomoc¢ni pojam: zatvorenost

formalizma za komplement.

Definicija 3.14 (Zatvorenost formalizma za komplement). Neka su zadani alfabet . i
skup podataka D te formalizam F = (€, L) nad njima. Za formalizam F kaZemo da
Je zatvoren za komplement ako za svaki jezik L' koji F moZe izraziti, slijedi da F moZe

izraziti i njegov komplement X[D]* \ L.

Odredeni formalizam ¢emo eliminirati iz promatranja ako moZe izraziti upit za
koji smo dokazali da mu je podatkovna sloZenost prevelika, npr. NP-teSka. Jezik na
temelju kojeg definiramo takav upit smo ve¢ prikazali u primjeru 3.10, gdje je on bio

jezik drugog upita iz primjera. Naglasimo ovdje joS jednom definiciju tog jezika:
L., = {w, € S[D]* | svi podatci u podatkovnom putu w,, su razli¢iti}

i pripadnog upita () = x L, y Cija je podatkovna slozenost NP-teska, $to je dokazano
u nastavku ovog poglavlja.

Kako bi dokazali NP-teZinu podatkovne sloZenosti upita () = = LN Y provest
¢emo redukciju s prethodno poznatog NP-potpunog problema. Problem koji koristimo
kaZe da obican graf sadrzi dva puta izmedu dva razliCita para vrhova, takve da ti putovi

nemaju zajednickih vrhova:

2—NEZAVISNA—PUTA = {(G, v,,, ¢, Vs, Vs, |

postoje putovi my, v, 1 Ty, v, takvida je my, v, N Ty, 0, = Q)} ,

¢ija je NP-potpunost dokazana u (Fortune et al., 1980). Redukcija tog problema na
o Y . . . Leq . “

jezik podatkovne sloZenosti evaluacije upita () = x —— y provodi se udvostrucava-
njem izvornog grafa te koriStenjem podataka kako bi se osigurala nezavisnost puteva.

Formalni dokaz preuzet je iz (Libkin i Vrgoc, 2012a) te je dan sljede¢om propozicijom.

Propozicija 3.15. Neka je zadan alfabet ¥ i skup podataka D, te jezik L_eq. Podatkovna

.o . LE . Vv
sloZenost evaluacije upita Q = v — y je NP-teska.
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Dokaz. Prilikom dokazivanja NP-teZine podatkovne sloZenosti upita () = x SN Yy
provodimo redukciju s NP-potpunog problema 2—NEZAVISNA—PUTA. Neka je za-
dana neka instanca (G, vs,, vt,, Us,, ¥,) problema 2—NEZAVISNA—PUTA. Graf u toj
instanci je obican graf G = (V, E), pri ¢emu je skup vrhova V' = {vy,vq,...,0,}, a
bridovi nisu oznaceni, odnosno £ C V' x V. Provodimo redukciju te instance na ins-
tancu (G', v’ v}) jezika L. o podatkovne sloZenosti upita ), gdje je G' = (V', E', p)
graf s podatcima nad alfabetom . i skupom podataka D. Pritom se alfabet sastoji od
samo jednog znaka > = {a}, a skup podataka je skup prirodnih brojeva D = N.

Novi graf s podatcima G’ sastoji se od dvije kopije izvornog grafa povezane s
jednim bridom izmedu vrhova koji odgovaraju vrhovima vy, 1 vs, izvornog grafa. Prvo,
vrhove novog grafa dobivamo kao uredene parove starih vrhova i1 indeksa 1 ili 2 koji

oznacava o kojoj kopiji izvornog grafa se radi:
V' =(Vx{1}) U (V x{2}).

Svaka kopija izvornog grafa sadrzi jednake bridove uz dodatni brid koji spaja te dvije

kopije preko vrhova (vy,, 1) 1 (vs,, 2):

B = {((Ui7k)7a7 (Ujvk)) | (Uivvj> ceLike {172}} U {((Utu 1),&, (U3272>)}'

Podatci koji se pridruzuju vrhovima novog grafa predstavljaju identifikatore vrhova
izvornog grafa:
p((vlvk)) =1, zak € {172}

Za potpuno definiranje instance jezika L. ¢ potrebno je jo§ definirati vrhove v/ i v}
Vrhovi v’ i v; nalaze se u razli¢itim kopijama grafa i predstavljaju pocetak i kraj razli-
Citih disjunktnih puteva izvornog grafa, odnosno v/, = (vg,, 1) i v; = (vy,, 2).

Dokazimo da u grafu GG postoje dva disjunktna puta izmedu parova vrhova (vs, , vy, )
i (vs,,v,) ako i samo ako u grafu G’ postoji put izmedu vrhova v/, i v; u ¢ijem su
pripadnom podatkovnom putu svi podatci razliciti. Pretpostavimo da postoje dva di-
sjunktna puta 7 i Ty u grafu G' izmedu parova vrhova (vs,, vy,) i (vs,, vt,). U grafu
G’ put 7’ dobivamo tako da prvo slijedimo put 71 u prvoj kopiji grafa, prijedemo brid
(v, 1), a, (vsy,2)) 1 onda slijedimo put 75 u drugoj kopiji grafa. Zbog disjunktnosti
puteva 71 i o slijedi da za svaki vrh v izvornog grafa GG put 7’ sadrZava najvise jedan
od vrhova (v, 1) i (v, 2). Iz toga slijedi da pripadni podatkovni put w, izmedu v, i v}
ima sve podatke razli¢ite, odnosno (v, v;) € Q(G").

Pretpostavimo sada da vrijedi (v}, v;) € Q(G’), pri cemu je Wryy podatkovni put

koji pripada jeziku L.,. Dokazimo da postoje disjunktni putovi izmedu parova vrhova
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(Vsy, V1) 1 (Vsy, vy,) izvornog grafa G. Kako put 7, povezuje vrhove v, = (v, 1)
iv, = (v,,2) slijedi da mora sadrzavati brid ((vy,, 1), a, (vs,,2)) jer jedino taj brid
povezuje dvije kopije grafa. Takoder, zbog razliCitosti podataka na putu vrijedi da
nijedna kopija vrha v izvornog grafa nije obidena vise od jednom. Rastavimo put 7.,
na dvije komponente 7, i 7y, pri ¢emu je 7 dio puta prije brida ((vy,, 1), a, (vs,,2)), @
7o dio puta poslije tog brida. Tada komponenti puta 7, odgovara put 7} izmedu vrhova
v, 1 vy, uizvornom grafu, a komponenti o odgovara put 7}, izmedu vrhova vg, i vy, u
izvornom grafu. Pritom su putovi 7} i 7} disjunktni §to dokazuje tvrdnju.

Opisana redukcija moZe se provesti u logaritamskom prostoru jer se ve¢inom svodi

na prepisivanje zapisa izvornog grafa uz dodavanje podataka svim vrhovima. Podatci

stanu u logaritamski prostor jer predstavljaju binarne brojeve od 1 do |V|, pri ¢emu je

|V | = O(n), pa podatci zauzimaju O(log n) prostora. Q.E.D.

Koristenjem prethodne propozicije mozemo eliminirati formalizme koji mogu iz-
P Lo L " . . .
raziti upit Q = x — y, jer ée im podatkovna sloZenost biti prevelika za prakti¢ne
svrhe. Kao jednostavni korolar dobivamo 1 drugo svojstvo prema kojem eliminiramo

formalizme koje uzima u obzir zatvorenost formalizma za komplement.

Korolar 3.16. Neka su zadani alfabet Y. i skup podataka D te formalizam F = (€, L)
nad njima. Ako formalizam moZe izraziti jezik L., i zatvoren je za komplement, tada je

podatkovna sloZenost evaluacije upita formalizma F u nekoj natklasi klase NP.

Upit koji trazi parove vrhova takve da na podatkovnom putu izmedu njih postoje
barem dva jednaka podatka je jednostavan i o¢ekujemo da ¢e ga svaki razumni for-
malizam mo¢i izraziti. KoriStenjem prethodnog korolara imamo da se vec¢ina formali-
zama koji su zatvoreni za komplement mogu eliminirati iz prakti¢nih razmatranja. Od
formalizama koji su opisani u (Segoufin, 2006) konacni automati s registrima 1 podat-
kovni automati su jedini formalizmi za koje vrijedi da nisu zatvoreni za komplement.
Prednost kona¢nih automata s registrima u odnosu na podatkovne automate je Sto su
bliskiji dobro istraZzenom pojmu nedeterministickih kona¢nih automata. Zbog toga su
konacni automati s registrima, njihovi regularni izrazi i njihova svojstva daljnja tema

ovog rada.
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4. KonacCni automati s registrima i

prosirenje regularnih izraza

4.1. Konacni automati s registrima

Sli¢no kao i nedeterministicki kona¢ni automati, kona¢ni automati s registrima sastoje
se od konacnog skupa stanja i nedeterministickih prijelaza izmedu stanja. Jedina je
razlika u tome S$to kona¢ni automati s registrima mogu koristiti i podatke koji se po-
javljuju u podatkovnom putu. Kako bi mogli iskoristiti podatke, konacni automati s
registrima imaju konacan skup registara u koje mogu pohraniti procitani podatak ko-
riStenjem posebnog tipa prijelaza. Takoder, taj tip prijelaza nam osim pohranjivanja
podataka omogucava i usporedbu trenutno procitanog podatka s podatcima pohranje-
nim u registrima. Pritom su dozvoljene usporedbe koje se tvore koriStenjem logickih
veznika i varijabli koje predstavljaju jednakost proCitanog podatka s podatkom u ne-
kom registru. Formalno, Libkin i Vrgo¢ (2012a) definiraju za zadani broj koriStenih

varijabli £ skup uvjeta koje mozemo izraziti.

Definicija 4.1 (Skup uvjeta). Neka je zadan prirodan broj k veci od 0 i skup varijabli
X = {z1,29,..., 2z} Skup uvjeta Cy s k varijabli je skup svih elemenata jezika Le,

zadanog gramatikom
C—oela |27 | (CAC)|(CVC)]|(=C), 1<i<k

Prethodna nam definicija daje sintaksu uvjeta koju moramo povezati sa pripadnom
semantikom kako bi ju mogli iskoristiti. Pritom se zadovoljavanje uvjeta za logicke

veznike definira kao Sto je uobicajeno u logici (Vukovié, 2009), dok se posebno defi-
#

i

broj k veci od 0, podatak d € D i neka k-torka podataka 7 = (dy, do, ..., dy) € DF.

Zadovoljavanje uvjeta iz C;, definira se rekurzivno:

niraju slucajevi zadovoljavanja izraza x;, x] 1 e. Formalno, neka su zadani prirodan

—d, 7 = evrijedizasved € DiT € D*,
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— d, 7 |= 27 ako i samo ako vrijedi d = d;,

d, 7 |= x7 ako i samo ako vrijedi d # d;,

d, 7 |= (c1 A\ ¢2) ako i samo ako vrijedi d, 7 = ¢; 1 d, T |= ca,

d, T |= (c1 V ¢2) ako i samo ako vrijedi d, 7 = ¢y ilid, 7 = o i
— d,7 |= (—¢;) ako i samo ako vrijedi d, 7 [~ ¢,
pri ¢emu su ¢; i ¢ proizvoljni uvjeti iz Cy.

KoriStenjem definicije uvjeta definiramo dodatne prijelaze koji nam omoguéavaju
prihvacanje podatkovnih puteva. Ti novi prijelazi automata, koji obraduju podatke,
alterniraju s prethodno definiranim prijelazima, koji obraduju znakove alfabeta, kako
bi pratili alterniranje podataka i znakova u podatkovnom putu. Kako podatkovni putovi
zapocinju i zavrSavaju s podatkom, posebno se razlikuje koji tip prijelaza moze biti
prvi, odnosno zadnji. U nastavku koristimo skraceni zapis [k] kako bi prikazali skup

brojeva {1, 2, ..., k}. Formalna definicija kona¢nog automata s registrima preuzeta je
iz (Libkin 1 Vrgoc, 2012a).

Definicija 4.2 (Konac¢ni automat s registrima). Neka je zadan alfabet 3., skup podataka
D, neki prirodan broj k veci od 0 i skup uvjeta s k varijabli C. Kona¢ni automat s k

registara je uredena petorka A = (Q, qov, F, 10, 9) gdje je:
- Q = Qu U Qy, gdje su Q, i Qg dva konacna disjunktna skupa cije elemente
zovemo znakovnim i podatkovnim stanjima,
— qo € Qg je element kojeg nazivamo pocetnim stanjem,
— F C Qy je skup Cije elemente nazivamo prihvatljivim stanjima,
— 7o € DF je k-torka koju zovemo pocetnom konfiguracijom registara i

— 0 = (0w, 0q) je uredeni par relacija koje zovemo relacijama prijelaza:
e ), C Q. X X X Qg zovemo znakovnom relacijom prijelaza i

e 05 C Qg X Ci, x P([k]) x Q. zovemo podatkovnom relacijom prijelaza.

Kako je bio i slucaj kod obi¢nih konac¢nih automata, samim definiranjem automata
jos$ nismo odredili kako automat prihvac¢a odredeni podatkovni put. U tu svrhu mo-
ramo definirati kako se provodi raCunanje s konaCnim automatima s registrima. U
slucaju znakovnih prijelaza to je racunanje isto kao i kod obi¢nih konacnih automata,
dok u slucaju podatkovnih prijelaza imamo drugacije ponasanje koje ovisi o uvjetima i
podatcima u registrima. Formalno, neka su zadani alfabet ., skup podataka D, podat-

kovni put w = dyaod; . . . d, € X[D]* i konani automat s registrima 4. Konfiguracija
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automata A nad podatkovnim putem w je uredena trojka (7, ¢, 7) pri ¢emu je j pozicija
simbola u rije¢i w kojeg automat A &ita, ¢ je trenutno stanje automata, a 7 € DF je
trenutna konfiguracija registara. Pocetna konfiguracija automata je (0, o, 79), dok su
prihvatljive konfiguracije sve konfiguracije (j, ¢, 7) gdje je stanje ¢ iz skupa prihvat-
ljivih stanja F'. Za podatkovni put w, iz konfiguracije C' = (j, ¢, 7) moZemo prijeci u
konfiguraciju C" = (j + 1,4/, ') ako vrijedi jedno od sljededeg:

— j-ti simbol podatkovnog puta w je znak a alfabeta ¥ i postoji prijelaz (¢, a, ¢') €

O te vrijedi 7/ = 7 ili

— Jj-ti simbol podatkovnog puta w je podatak d iz D i postoji prijelaz (¢, ¢, I,q') €
dq takav da vrijedi d, 7 = ¢ i konfiguracija registara 7' podudara se s konfigu-
racijom 7 u svim vrijednostima osim §to je i-ti element iz 7’ jednak d svaki put

kadajei € I.

Uz prethodni opis nacina raCunanja automata definiramo prihvacanje podatkovnog

puta, odnosno jezika, za kona¢ne automate s registrima (Libkin i Vrgo¢, 2012a).

Definicija 4.3 (Jezik konacnog automata s registrima). Neka su zadani alfabet 3., skup
podataka D i konac¢ni automat s registrima A = (Q, qo, F, 7o, 0). Za zadani podatkovni
put w € X[DJ*, niz konfiguracija (Cy, Ch, . ..,Cy,|) automata A nad podatkovnim
putem w nazivamo prihvatljivim nizom konfiguracija ako je Cy pocetna, a C\,| neka
prihvatljiva konfiguracija te iz svake konfiguracije C;,0 < i < |w|, moZemo prijeéi u
konfiguraciju C; . Automat A prihvaca podatkovni put w ako postoji neki prihvatljivi
niz konfiguracija automata A nad podatkovnim putem w.

Skup svih podatkovnih puteva koje automat prihvaca nazivamo jezikom automata
A i oznacavamo s L(A). Posebno, s L(A,T,T") oznacavamo skup svih podatkovnih
putova wy, za koje automat A s pocetnom konfiguracijom registara T moZe zavrsiti s

konfiguracijom registara 7' nakon citanja podatkovnog puta w.

U proslom smo poglavlju kod pitanja podatkovne sloZenosti formalizama detalj-
nije promatrali jezik L., podatkovnih putova koji imaju barem dva jednaka podatka.
Takoder, dokazali smo da svi formalizmi koji mogu izraziti taj jezik, a zatvoreni su
za komplement, imaju NP-teSku podatkovnu sloZenost. U nastavku dajemo primjer
konac¢nog automata s registrima koji prihvaca jezik L., te dokaz da ne postoji konacan
automat s registrima koji prihvaéa njegov komplement L.,. Iz toga slijedi da kona¢ni
automati s registrima nisu zatvoreni za komplement te ith ne mozemo eliminirati na te-
melju neefikasnosti evaluacije podatkovnih upita koriStenjem korolara 3.16. Automat

koji prihvaca jezik L., dan je sljede¢im primjerom.
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Primjer 4.4. Slika 4.1 prikazuje konacni automat s registrima A = (Q,q%, F, 1y, 6)
koji prihvaca jezik L.,. Kao i kod nedeterministickih konacnih automata, stanja auto-
mata prikazujemo kruZnicama, pri cemu podatkovna stanja Qq = {q¢¢, ¢} prikazu-
jemo iscrtkanim kruZnicama, a znakovna stanja Q., = {q\", ¢y} punim kruznicama.
Pocetno i prihvatljiva stanja oznacavamo jednako kao i kod nedeterministickih konac-
nih automata, dok prijelaze razlikujemo na temelju zapisa pored strelice. Automat ima
jedan registar k = 1, §to nije direktno prikazano slikom, jednoclani alfabet ¥ = {a}
i proizvoljan skup podataka D. Pocetna konfiguracija registara je 1o = (L), odnosno

registar x1 sadrZi podatak L za koji znamo da se nece pojaviti u podatkovnom putu.

Slika 4.1: Konacni automat s registrima koji prihvaca jezik L.,.

Iz prijelaza (¢}, x7, 0, ¢¥) automata A vidljivo je da moZemo prijeci u prihvatljivo
stanje q5 tek kada procitamo podatak jednak podatku sadrianom u registru x,. Kako
prije toga mora postaviti registar 1 na neku vrijednost, znamo da automat mora u
nekom trenutku iskoristiti prijelaz (qf, e, {1}, q") umjesto prijelaza (¢¢,¢,0,q%). Iz
toga slijedi da jedini nacin na koji automat moZe prihvatiti podatkovni put je taj da
podatkovni put ima na dvije razlicite pozicije jednake podatke. Takoder, vrijedi da
za svaki podatkovni put koji ima na dvije razlicite pozicije jednake podatke moZemo
definirati niz konfiguracija automata u kojem ¢e zadnja konfiguracija biti prihvatljiva.

Zbog toga slijedi da automat A prihvaca jezik L.,.

U sljedecoj propoziciji dajemo dokaz da ne postoji konacni automat s registrima
koji prihvac¢a komplement jezika L.,. Posljedi¢no vrijedi da konacni automati s regis-

trima nisu zatvoreni za komplement.

Propozicija 4.5. Neka su zadani alfabet 3. i beskonacno prebrojiv skup podataka D.

Ne postoji konacni automat s registrima A koji prihvaca jezik L.,.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji kona¢ni automat A s k registara
koji prihvaéa jezik L.,. Promatrajmo podatkovni put w, = doaod; . ..ardy1 koji
sadrZi tocno k + 2 podatka, pri ¢emu su svi podatci razliCiti, tj. d; # d; za i # j.
Ako automat A ne prihvaca podatkovni put w,, onda automat ne prihvaca sve podat-
kovne putove iz L., i dokaz je gotov. Pretpostavimo zbog toga da automat prihvaca
podatkovni put w,.

Promatrajmo prihvatljiv niz konfiguracija C' = (Cy, C4,. .., C)) automata A nad
podatkovnim putem w,. Prilikom prijelaza iz stanja C;_; u C; automat ¢ita zadnji po-
datak dj; podatkovnog puta w, te je ve¢ procitao k41 razliCitih podataka. Kako auto-
mat ima samo k registara za pohranjivanje podataka, slijedi da postoji neki podatak d;,
0 <7 <k, koji se ne pojavljuje u registrima konfiguracije C;_;. Definiramo novi po-
datkovni put w!. = dyapd; . . . ard; u kojem smo zamijenili zadnji podatak s podatkom
d;. Tada za podatkovni put w!. postoji prihvatljiv niz konfiguracija C" = (Cy, ..., C))
koji se podudara s nizom konfiguracija C' u svemu, osim u zadnjoj konfiguraciji. Sto-
viSe, zadnja konfiguracija C] razlikuje se od konfiguracije C; samo u sadrZaju regis-
tara. To vrijedi jer oba podatka d; i dj 2 nisu sadrZana u registrima konfiguracije C;_;
te zbog toga, zajedno s registrima 7;_; konfiguracije C;_1, zadovoljavaju iste atomarne

uvjete z; , odnosno xf

. Posljedi¢no, oba podatka zadovoljavaju i iste opCenite uvjete,
pa onda automat moze koristiti isti prijelaz prilikom njihova ¢itanja. Zbog toga auto-
mat A mozZe prihvatiti i podatkovni put w! koji nije u jeziku L_eq te slijedi da automat
A ne prihvaca jezik L.,. Q.E.D.

Kroz prethodnih nekoliko definicija i dokaza dali smo formalne osnove konacnih
automata s registrima i ispitali neka njihova svojstva. U nastavku ispitujemo jo$ jedno
njihovo svojstvo prije nego Sto prijedemo na proucavanje automata kao formalizma za
definiranje upita. Svojstvo koje proucavamo je slozenost ispitivanja je li jezik zadanog
automata neprazan, odnosno prihvaca li automat barem jedan podatkovni put.

Ako bi automati koji prihvacaju barem jedan podatkovni put morali prihvacati 1
neki podatkovni put ¢ija je duZzina najviSe polinomno veca od broja stanja automata,
tada bi kao gornju ogradu sloZenosti ispitivanja je li jezika automata neprazan imali
klasu NP. To bi vrijedilo zato jer bi u tom slu¢aju mogli pogoditi sve podatkovne
putove polinomne veli¢ine 1 onda ispitati prihvaca li automat neki od tih puteva. Ipak,
moze se dokazati da ta tvrdnja opcenito ne vrijedi, odnosno da postoje automati kod
kojih je duzina najkraceg podatkovnog puta kojeg prihvacaju eksponencijalno veca od
broja stanja automata. Takav automat dan je sljedecim primjerom i on nam sugerira da

¢emo za rjeSavanje prethodnog pitanja trebati promatrati neku natklasu klase NP.
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Primjer 4.6. Neka su zadani alfabet ¥ = {a} i skup podataka D = {0,1}. Pri-
mjer automata Ciji najkraci podatkovni put kojeg automat prihvaca ima duZinu eks-
ponencijalno vecu od broja stanja automata dan je na slici 4.2. Pritom automat
ima k registara za neki proizvoljni k > 2, a pocetna konfiguracija registara za-

dan je s 19 = (0,0,...,0). Uokvireni se dio automata ponavlja za svaki i iz skupa
I={2,3,...,k—1}

X7 A xg, {k}

= = = =
X] AX; AXSA L AX, D '\

Slika 4.2: Primjer konacnog automat s registrima koji se ponasa kao brojac.

Automat ce prihvatiti rijec tek kada svi podatci u registrima, osim prvog, budu raz-
liciti od prvog podatka, odnosno kada budu jednaki 1. Vidljivo je da automat u stanju
qgl prilikom citanja podatka d ocekuje da je podatak jednak podatku sacuvanom u
prvom registru, odnosno d = 0. Takoder, u tom stanju se promatra i i-ti registar te
se ispituje je li njegova vrijednost jednaka trenutnom podatku d = 0 ili ne. U sluc¢aju
kad je razlicita od 0, odnosno jednaka 1, automat postavlja i-ti registar na vrijednost
0 i prelazi u stanje qszrL | prateci jos jedan znakovni prijelaz. S druge strane kada je
vrijednost i-tog registra jednaka 0, pracenjem nekoliko prijelaza automat ju postavlja
na 1 i vraca se u pocetno stanje.

Primijetimo da smo s time opisali proces pribrajanja jedinice nekom binarnom
broju. Zbog toga i uvjeta koji imamo za prijelaz u prihvatljivo stanje, prva podatkovna
rije¢ koju automat prihvacéa bit ée duZine O(k2%), gdje je k broj registara. Takoder,
imamo da je broj stanja automata jednak O(k) jer za svaki registar imamo konstantan
broj stanja koji ga obraduje. Iz toga slijedi da je duZina najmanje rijeci koju automat

prihvaca eksponencijalno veéa od broja stanja.

Kako bi dokazali kojoj to¢no klasi slozenosti pripada problem ispitivanja je li je-
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zik kona¢nog automata s registrima neprazan trebamo definirati dvije stvari: kodiranje
automata i jezik s kojim ¢emo predstavljati taj problem. Kodiranje kona¢nih automata
s registrima provodimo sliéno kao i kodiranje nedeterministickih kona¢nih automata
zadano definicijom 2.19. Potrebno je jedino obratiti paznju na podatkovne prijelaze
(q,c,I,q'), ali njih moZemo kodirati kao uredene Cetvorke, pri ¢emu se posebno treba
obraditi kodiranje uvjeta c i skupa indeksa /. Kodiranje uvjeta ¢ mozemo obaviti pro-
Sirtivanjem alfabeta Turingovog stroja s logickim simbolima i predstavljanjem uvjeta
27 binarnim brojem ¢, dok se skup I predstavlja kao lista binarnih brojeva iz I.

Uz opisano kodiranje kona¢nih automata s registrima definiramo problem ispitiva-

nja je li jezik kona¢nog automata s registrima neprazan kao jezik:

coEaur = {(A) | L(A) # 0} .

Sada kad imamo formalnu definiciju jezika moZemo dokazati da se on nalazi u klasi
PSPACE. U primjeru 4.6 prikazali smo konac¢ni automat s registrima ¢iji najkraci po-
datkovni put kojeg automat prihvaca ima duZinu eksponencijalno vecu od broja stanja
automata. SljedeCom propozicijom dokazujemo da je to ujedno i gornja granica za
duljinu najkraceg podatkovnog puta sadrZzanog u jeziku automata. Iz toga slijedi da
je za ispitivanje je li jezik automata neprazan dovoljno provjeriti podatkovne putove
¢ija duZina je najviSe eksponencijalno veca od broja stanja automata. Kako za zapis
eksponencijalnog broja trebamo najviSe polinomno prostora, strategijom pogadanja
podatkovnog niza i provjerom nalazi li se taj niz u jeziku automata dobivamo da se
problem nalazi u klasi PSPACE.

Propozicija 4.7. Jezik coEayr je u klasi PSPACE.

Dokaz. Prvo opisujemo nedeterministi¢ki algoritam koji u O(nlogn) prostora pri-
hvaca sve konacne automate s registrima Ciji je jezik neprazan. KoriStenjem Savitche-
vog teorema (Savitch, 1970) tada postoji deterministi¢ki algoritam koji u O(n? log® n)
prostora prihvaca iste automate. Time smo onda dobili i Zeljenu tvrdnju da se jezik
coEur nalazi u klasi PSPACE. Takav nedeterministicki algoritam dan je slikom 4.3.
Primijetimo da algoritam u svakom trenutku nedeterministic¢ki bira neki znak alfabeta
a, odnosno podatak d iz kona¢nog skupa {0, 1, ..., k}, te bira jedan od dozvoljenih
prijelaza. Zbog toga imamo da ¢e automat sigurno pronaci neki podatkovni put, ako
takav postoji, koji se sastoji od najvise q(k + 1)* simbola i sadrZi samo podatke iz
skupa D = {0,1,...,k}. Preostaje nam jo§ dokazati da ako automat prihvaca neki
podatkovni put, onda mora prihvacati i podatkovni put takvog oblika, te da je pros-

torna sloZenost algoritama jednaka O(n logn).
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Ulaz: (A), gdje je A = (Q, qo, F, 70, 9) konacni automat s registrima.
Izlaz: Prihvaca ulaz ako je L(A) # 0.

1 Stavi oznaku na pocetno stanje gy automata A.

Ponovi q(k + 1)* puta, gdje je q broj stanja, a k broj registara automata A

[

3 Nedeterministicki izaberi neki znak a € ¥ ili podatak d € {0, 1, ..., k}.
4 Nedeterministicki pomakni oznaku stanja tako da simulira koriStenje nekog

prijelaza iz  za izabrani znak « ili podatak d.

5 Ako oznaka dode na prihvatljivo stanje, prihvati ulaz.

6 Odbaci ulaz.

Slika 4.3: NSPACE(n log n) algoritam za coEAyT uz dokaz propozicije 4.7.

Prvo dokaZimo da je koristenje samo podataka iz skupa D = {0,1,... &k} do-
voljno kada automat ima £ registara. Pretpostavimo da imamo neki podatkovni put
w, duljine [ kojeg automat prihvaca i ¢iji svi podatci nisu iz skupa D. Neka je zadan
prihvatljiv niz konfiguracija C' = (Cy, C1, . .., C)) automata A nad tim podatkovnim
putem te neka se u konfiguraciji C; prvi put pojavljuje neki podatak d ¢ D. Tada mo-
Zemo zamijeniti podatak d u toj konfiguraciji i na pripadnoj poziciji podatkovnog puta
s drugim podatkom d’ € D, pazei pritom da se podatak d’ ne nalazi u nijednom od
registara konfiguracije C;. Takoder, potrebno je zamijeniti svaki podatak d s podatkom
d’ u svim konfiguracijama i pripadnim pozicijama podatkovnog puta koje neposredno
slijede konfiguraciju C;, a sadrZe podatak d u jednom od registara. Takva je zamjena
moguca jer skup D ima k + 1 podataka, a registara ima samo k. Novi niz konfiguracija
je takoder valjan niz konfiguracija automata jer zadovoljava iste uvjete prijelaza kao
i pocetni niz C'. Provodenjem takvih zamjena sve dok ima podataka koji nisu iz D
dobivamo novi podatkovni put kojeg automat prihvaca ¢iji su svi podatci iz D.

Uzimajuéi u obzir da moZemo koristiti samo %k + 1 podataka za automat s k regis-
tara, moZzemo ograniCiti broj parova stanja i konfiguracija registara u kojima automat
moze biti. Svaki od k registara moZe sadrZavati jedan od k£ + 1 podataka Sto ukupno
ograni¢ava broj razli¢itih konfiguracija registara na (k+1)*. Kako automatima ¢ = |Q)|
stanja, slijedi da automat ima ¢(k + 1)* parova stanja i neke konfiguracije registara, te
ée se nakon &itanja toliko simbola sigurno ponoviti neki par. Zbog toga je q(k + 1)k
ujedno i gornja granica duzine najmanjeg podatkovnog puta kojeg automat prihvaca.

Kako trebamo brojati do q(k+1)*, broja¢ ¢e nam zauzimati prostor veli¢ine log ¢+

klog(k+1) $to je jednako O(nlogn), pri ¢emu je veli¢ina ulaza (.A) jednaka n. Pored
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brojaca algoritam treba Cuvati i trenutnu konfiguraciju registara koja zauzima k log(k+
1) = O(nlogn) prostora, te trenutno stanje i pogodeni znak, odnosno podatak, od
kojih svaki zauzima O(logn) prostora. Zbog toga je i prostorna sloZenost algoritma

jednaka O(nlogn), §to smo i trebali dokazati. Q.ED.

Prethodnim smo dokazom pokazali da se problem coE syt nalazi u klasi PSPACE.
U nastavku dokazujemo da vrijedi i jaca tvrdnja, odnosno da je problem coEsyr
ujedno i PSPACE-tezak. Kako bi dokazali tu tvrdnju, opisujemo redukciju s PSPACE-
potpunog problema coUNIVyka na traZeni problem coEayr. Pritom coUNIVyka
predstavlja problem ispitivanja postoji li rije¢ koju nedeterministicki kona¢ni automat
ne prihvaca i Ciju smo PSPACE-potpunost ve¢ dokazali u korolaru 2.30. Za zadani
nedeterministicki konacni automat, redukcija generira konacni automat s registrima
koji simulira izvodenje nedeterministickog konacnog automata nad proizvoljnom ri-
jeci. Ulazi tako generiranog konacnog automata s registrima su podatkovni putovi koji
opisuju tijek simulacije nedeterministickog automata. Pritom automat s registrima pri-
hvaca jedino one podatkovne putove koji opisuju simulaciju nedeterministickog ko-
na¢nog automata u kojoj nedeterministi¢ki automat ne prihvaéa procitanu rijec.

Prilikom simulacije postavlja se pitanje kako za procitani znak alfabeta simulirati
prijelaz nedeterministickog automata iz jednog skupa stanja u drugi skup. Kao rjeSenje
koristimo ideju sli¢nu ideji koju smo koristili prilikom izgradnje konacnog automata
s registrima iz primjera 4.6. U tom primjeru, automat s registrima simulira brojac¢
tako da pri raCunanju sljedece vrijednosti zasebno obraduje svaki bit brojaca. Sli¢no,
generirani automat s registrima ne odreduje u jednom koraku novi skup stanja u koji
nedeterministicki automat treba prijeci, ve¢ se taj skup odreduje zasebnom obradom
svakog stanja pocCetnog skupa. U nastavku su raspisani detalji tog dokaza Cija je os-

novna struktura preuzeta iz (Libkin i Vrgoc, 2012a).
Teorem 4.8. Jezik coEayT je PSPACE-teZak.

Dokaz. Provodimo redukciju s PSPACE-potpunog problema coUNIVyka na Zeljeni
problem coEyr. Redukcija se provodi tako da zadanom nedeterministicCkom konac-
nom automatu N = (Q, ¢, F,d) pridruZujemo konalni automat s registrima A =
(@', qb, F',7,0"). Pritom je nedeterministi¢ki automat A definiran nad alfabetom ¥,
dok je automat s registrima definiran nad alfabetom ¥/ = ¥ U {#}, # ¢ 3, i skupom
podataka D = {¢, f}. U nastavku pretpostavljamo da je skup stanja nedeterministic-
kog konacnog automata zadan s Q = {q1, 2, ..., qn }-

Oznacimo s Ay funkciju koja podatkovnom putu w, pridruzuje rije¢ koju dobi-

jemo uklanjanjem podataka i znakova # iz tog podatkovnog puta. Tada, pridruzeni
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automat s registrima .4 za procitani podatkovni put w, simulira rad nedeterministickog
automata N nad rije¢i Ay (w,). Automat s registrima .A prihvaca jedino podatkovne
putove &iju pridruZenu rije¢ Ay (w,) nedeterministi¢ki automat N ne prihvaéa. Zbog
toga imamo da nedeterministi¢ki automat A ne prihvaca neku rijec alfabeta ako i samo
ako postoji podatkovni put kojeg prihvaca automat s registrima .A.

Konacni automat s registrima A ima 2n + 2 registara, pri cemu je n broj stanja ne-
deterministi¢kog kona¢nog automata A/. U registrima automata A se pohranjuje skup
stanja nedeterministi¢kog automata N u koja je nedeterministicki automat mogao pri-
jeci Citajudi neku rije¢. Skup stanja se pohranjuje izmedu drugog i (n + 2)-og registra
tako da (¢ + 2)-gi registar automata .4 sadrzi podatak ¢ ako i samo ako se nedetermi-
nisti¢ki automat A nalazi u stanju ¢;. Podatci u prva dva registra fiksirani suna ¢ i f
kako bi olakSali usporedbu prilikom odredivanja novog skupa stanja nedeterministic¢-
kog automata N. Izmedu (n + 3)-eg i zadnjeg registra nalazi se pomo¢ni skup stanja
pomocu kojeg se racuna novi skup stanja.

Pocetno se automat A nalazi u stanju ¢, = qi, a pocetna konfiguracija registara
jet, = (t,f,t,f, f,..., f). Tom smo konfiguracijom registara oznacili da se ne-
deterministicki automat N na pocetku rada nalazi jedino u stanju ¢;. Po zavrSetku
simulacije Citanja jednog znaka, automat A prelazi u jedno od znakovnih stanja iz
skupa Q') = {¢%4,q%}. Automat A prelazi u stanje ¢%, jedino ako nedeterminis-
ti¢ki automat N prihvaca rije¢ A4 (w,), gdje je w, pro€itani podatkovni put. Inace,
automat prelazi u stanje g¢y. Znakovno stanje ¢y ujedno je i jedino prihvatljivo
stanje automata A, tj. F' = {¢¥y}, jer ozna¢ava da smo pronasli rije¢ A4 (w;,) koju
nedeterministicki automat A ne prihvaca. Posebnu paZnju obra¢amo sluaju kada ne-
deterministi¢ki automat A prihvaca praznu rije¢ €. Kako bi rijesili taj slucaj koristimo

posebni podatkovni prijelaz koji iz pofetnog stanja prelazi u jedno od stanja skupa Q' :
oF = {(qi,e,@,q;”) |(z=DA& e F)N(z=NE & q ¢ F)},

pri Cemu automat A prelazi u stanje g%, jedino ako automat A prihvaca rijec e.
Stanja skupa Q?, ujedno su i stanja iz kojih zapoCinje simulacija ¢itanja jednog
znaka alfabeta. Iz tih stanja automat s registrima A nedeterministicki ,,bira* znak

alfabeta Y kojeg Ce sljedeéeg nedeterministi¢ki automat N proditati:
i, ={(¢¥,a,q%) | Va € S AVx € {DA,NE}} .

Pritom za svaki znak a alfabeta ¥ imamo podatkovna stanja Q5 = {q¢Z | Vi € [n]}
i pripadna znakovna stanja Q%, = {¢¥ | Vi € [n]} preko kojih se provodi simula-

cija. Nakon izbora znaka a, automat s registrima pojedinacno prolazi oznake trenutnog
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skupa stanja koji je pohranjen u njegovim registrima i odreduje novi skup stanja, koji
se pohranjuje u pomocne registre. Ako je stanje g; u trenutno aktivnom skupu stanja
nedeterministickog automata N\, odnosno (i+2)-gi registar automata A sadrzi podatak
t, tada u pomoc¢nim registrima automata .4 oznacavamo sva stanja u koja nedetermi-
nisticki automat N moZe prijeéi iz stanja ¢; Citanjem znaka a. Odnosno, zapisujemo
podatak ¢ na pripadne indekse pomo¢nih registara. U slucaju kada stanje ¢; nije u tre-
nutno aktivnom skupu stanja, preskacemo ga. Formalno, opisana podatkovna relacija

prijelaza zadana je sa:

6 = {(ql 2T ANx50, 1,q%) | Vi € ) AV ((gi,a,q;) €5 (2 +2) € 1)} U
{(q¢ a3 N27y,0,q%) | Vie [n]}.

Pripadna znakovna relacija prijelaza automata .4 samo propagira obradu s i-tog na
(i 4+ 1)-vo stanje. U slucaju zadnjeg znakovnog stanja g;’ vezanog uz procitani znak
a, automat A prelazi na sljedecu fazu simulacije koja zapoCinje stanjem qffl. Odnosno,

formalno vrijedi:

o, = {(qu. A0t | Vi€ =1} U{(a, #.04)}

U sljedecoj fazi simulacije prepisujemo novi skup stanja iz pomo¢nih registara u
glavne registre. To ¢inimo koristenjem novih podatkovnih stanja Q5 = {¢ | Vi € [n]}
i znakovnih stanja Q, = {¢* | Vi € [n]}. Podatkovni prijelazi koji prepisuju (2i 4 2)-
ti podatak u (¢ + 2)-gi zadani su s:

05 = { (s, T, (i + 2}, ¢%) | Vi € [0]}

dok su pripadni znakovni prijelazi prijelazi:

o, = {(au. At al,) Vi€ =11 b U {2, #.0D)}

Kao 1 u prosloj fazi simulacije, znakovni prijelazi nam sluZe samo kako bi propagirali
obradu s i-tog na (i + 1)-vo stanje, odnosno na sljedecu fazu simulacije.

Zadnja faza simulacije, koja zapo€inje sa podatkovnim stanjem ¢Z, postavlja sve
podatke iz pomo¢nih registara na f kako bi omogudila novu iteraciju Citanja nekog
znaka alfabeta 3. Takoder, u toj fazi prelazimo u jedno od znakovnih stanja iz Q)
ovisno o tome sadrZi li trenutno aktivni skup stanja nedeterministickog automata N

neko prihvatljivo stanje. Formalno, imamo podatkovni prijelaz:

0g = {(qf,x?/\ (:ci\/xi\/\/:ci) ,LQ%A>7

(qzlax; N (‘szl /\27]:2 AURS /\.T]:k) 7Iaq1]1\;E) | F= {qjl—Zaqu—% s aqjk—Q}}7
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pri ¢emu je skup I jednak skupu {n + 3,n +4,...,2n + 2}. Vraéanjem u neko od
stanja iz skupa QY, moZemo ponovno zapodeti simulaciju Citanja nekog drugog znaka
za nedeterministi¢ki automat .

Konacni se skup podatkovnih stanja automata .4 sastoji od unije prethodno defi-
niranih skupova: Qq = {¢4} U (U,ex @5) U Q5 U {¢}, a slino vrijedi i za skup
znakovnih stanja: Q, = Q% U (U,c5, Q%) U Q5. Podatkovni prijelazi su unija pret-
hodno definiranih podatkovnih prijelaza: 6, = 5? U (Upex 02) U 85U 85, a znakovni
prijelazi su: 6, = &’ U (Uaez 53}) U d%,. Iz opisanog rada automata A lako se vidi da
automat A za zadani znak alfabeta a simulira prijelaze nedeterministickog automata
N iz jednog skupa aktivnih stanja u drugi. Dolaskom u stanje ¢%, automat prihvaca
podatkovni put w, te vrijedi da pripadna rije¢ A4 (w,) nije u jeziku automata N

Kako se struktura automata .4 ponavlja, prijelaze automata moZemo generirati
pamcéenjem stanja za koje trenutno generiramo prijelaze te nekoliko pomo¢nih zna-
kova, stanja i brojaca koji nam sluZe za odredivanje prijelaza. Tih pomoc¢nih podataka
ima kona¢no mnogo i zauzimaju najvise logaritamski prostor, pa postoji Turingov stroj
T koji u logaritamskom prostoru pridjeljuje automat s registrima .4 zadanom nedeter-

ministickom automatu N Q.E.D.

Iz prethodnog teorema i propozicije 4.7 slijedi PSPACE-potpunost problema ispi-

tivanja nepraznosti jezika konac¢nih automata s registrima coEayr.
Korolar 4.9. Jezik coExyr je PSPACE-potpun.

Konacne smo automate s registrima uveli kako bi nam posluZili kao temelj za de-
finiranje efikasnih upita nad grafovima s podatcima. Kako bi ostvarili taj cilj defini-
ramo formalizam Ciji su elementi konacni automati s registrima kojima pridruZujemo
pripadni jezik podatkovnih putova. Takve upite zovemo regularnim upitima nad po-

datkovnim putovima i formalno ih definiramo u nastavku.

Definicija 4.10 (Regularni upiti nad podatkovnim putovima). Neka su zadani alfabet
Y1 i skup podataka D. Formalizam konacnih automata s registrima je formalizam F 4 =
(€, L) gdje je € skup svih konacnih automata s registrima nad 3. i D za sve brojeve
registara k. Pritom, funkcija L pridruZuje svakom automatu A € € njegov jezik L(A).
Regularni upit nad podatkovnim putem (RDPQ) je upit zadan u formalizmu F 4.

Kako je glavna svrha upita njihovo evaluiranje nad nekim grafom i utvrdivanje
koji mu vrhovi pripadaju, u nastavku promatramo postupak evaluacije regularnih upita

nad podatkovnim putovima. Evaluacija upita provodi se tako da se grafu s podatcima
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1 kona¢nom automatu s registrima pridruZze dva nedeterministicka kona¢na automata.
Ti nedeterministi¢ki automati prihvacaju jedino rijeci koje odgovaraju podatkovnim
putovima koji postoje u grafu, odnosno koje konacni automat s registrima prihvaca.
Tada evaluaciju upita moZemo provesti traZzenjem presjeka tih automata i ispitivanjem
postoji li rijeC koju taj presjek prihvaca.

Iako nedeterministicki konac¢ni automati prihvaéaju rijeci, u nastavku govorimo
za generirane nedeterministiCke automate da prihvacaju neki podatkovni put. Pritom
imamo na umu da nedeterministicki automati zapravo prihvacaju rije¢ koja odgovara
nekom podatkovnom putu koji sadrzi podatke iz nekog konacnog podskupa skupa po-
dataka. Dokaz provodimo koriStenjem dvije leme koje opisuju pridruZivanje nedeter-
ministickog kona¢nog automata grafu s podatcima, odnosno kona¢nom automatu s re-
gistrima. Ti dokazi, kao 1 dokaz teorema o evaluaciji regularnih upita nad podatkovnim
putovima koji iz njih slijedi, preuzeti su iz (Libkin i Vrgo¢, 2012a). Prvo opisujemo
generiranje nedeterministickog kona¢nog automata koji prihvaca sve podatkovne pu-
tove izmedu dva odredena vrha zadanog grafa s podatcima. To je generiranje lako
provesti pretvaranjem podataka u oznake bridova, nakon ¢ega vrhove i bridove grafa

poistovje€ujemo sa stanjima i prijelazima nedeterministickog kona¢nog automata.

Lema 4.11. Neka su zadani alfabet . i skup podataka D. Postoji Turingov stroj T koji
u logaritamskom prostoru za ulaz (G, vs, v;) vraca izlaz (N') pri cemu je:

— G graf's podatcima nad ¥ i D, a vy i vy su neki vrhovi grafa i

— N je nedeterministicki konacni automat koji prihvaca sve podatkovne putove

W, ,, koji odgovaraju nekom putu 7, ., izmedu vrhova v, i v, u grafu.

Dokaz. Neka je zadan alfabet X i skup podataka D. Zadanom grafu s podatcima G =
(V, E, p)nad ¥ i D, i vrthovima v, i vy pridruZzujemo nedeterministicki kona¢ni automat
N = (Q,q, F,d). Graf s podatcima ima oznaCene bridove, pa smo promatranjem
vrhova kao stanja automata i bridova kao prijelaza vrlo blizu definiranja pripadnog
nedeterministickog kona¢nog automata . Jedini problem nam predstavljaju podatci
grafa koje trebamo pretvoriti u prijelaze.

Oznacimo s D konacan podskup skupa podataka D koji sadrzi sve podatke koji
se nalaze u grafu G. Nedeterministi¢ki automat N tada koristi alfabet ¥/ = ¥ U D.
Podatke grafa pretvaramo u prijelaze tako da vrh v, koji sadrZi podatak d, rastavimo u
dva stanja (v, 1) i (v, 2) s prijelazom izmedu njih ¢ija je oznaka d. Takvo rastavljanje
vrha prikazano je slikom 4.4.

Formalno, skup stanja nedeterministickog automata je unija dvije kopije vrhova
grafa G, tj. Q = (V x {1}) U (V' x {2}). Prijelaze gradimo tako da kopije istog vrha
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OO
Slika 4.4: PridruZivanje prijelaza automata vrhovima i bridovima grafa.

povezujemo prijelazom koji sadrzi podatak pohranjen u tom vrhu, a razlicite parove

vrhova povezujemo prijelazima koji imaju oznaku jednaku oznaci brida u grafu:

0 ={((v,1),d,(v,2)) | p(v) = d} U{((v,2), 0, (v",1)) | (v,a,0) € E}.

Kako trazimo podatkovne putove iz v, u v;, pofetno stanje automata N odgovara vrhu
Vs, §j. o = (vs, 1), a prihvatljiva se stanja sastoje od samo jednog stanja koje odgovara
vrhu v, tj. F' = (v, 2).

Automat N prihvacéa podatkovni put w, ako i samo ako postoji put izmedu vrhova
vs 104 u grafu G Ciji je podatkovni put jednak w,. U slucaju kada postoji podatkovni put
w, u grafu G, slijedenjem pripadnih prijelaza nedeterministi¢kog automata N prijeéi
¢emo iz pocetnog u prihvatljivo stanje. Slicno vrijedi i u drugom smjeru dokaza te
tvrdnje. Lako je konstruirati Turingov stroj 7 koji za zadani graf s podatcima G vraca
takav nedeterministicki automat A jer se cijela konstrukcija temelji na prepisivanju
bridova. Kako prilikom prepisivanja treba pamtiti najviSe nekoliko stanja i znakova

alfabeta, Turingov stroj 7 radi u logaritamskom prostoru. Q.E.D.

Prethodni teorem nam daje postupak pridruZivanja nedeterministickih konacnih
automata grafovima s podatcima. Kako bi mogli do kraja provesti Zeljenu konstruk-
ciju pomocu koje evaluiramo upite, moramo opisati i postupak pridruZivanja nedeter-
ministickih kona¢nih automata konacnim automatima s registrima. Opcenito je takav
postupak nemoguce provesti, jer je skup podataka beskonacan. Zbog toga pridruZiva-
nje provodimo za neki konacan podskup skupa podataka. Uz konacan skup podataka,
nedeterministicki automat moZe u svojim stanjima cuvati stanje automata s registrima
1 cijelu njegovu konfiguraciju registara. SloZenost tog pridruzivanja ovisi o tome je
li broj koriStenih registara promjenjiv ili ne. Odnosno, sloZenost pridruzivanja ovisi
o tome zadajemo li automat s registrima kao ulaz Turingovog stroja ili je automat s

registrima fiksiran te je konacan skup podataka jedini ulaz.

Lema 4.12. Neka su zadani alfabet Y i skup podataka D. Postoji Turingov stroj T koji

u polinomnom prostoru za ulaz (A, D) vraca izlaz (N') pri cemu je:
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— A konacni automat s registrima nad . i D,
— D je konacni podskup skupa podataka D i

— N je nedeterministicki konacni automat koji prihvaéa sve podatkovne putove

wy koji imaju podatke samo iz skupa D i prihvaca ih automat A.

Dodatno, ako unaprijed zadamo automat A i kao ulaz uzimamo samo skup podataka

D, Turingov stroj radi u logaritamskom prostoru.

Dokaz. Zadanom kona¢nom automatu s registrima A = (Q, qo, F, 70, 9) 1 konaénom
podskupu podataka D pridruzujemo nedeterministi¢ki automat N' = (@', ¢f, F”,9').
Pritom nedeterministi¢ki automat A radi nad alfabetom Y’ koji je unija alfabeta X
automata s registrima A i kona¢nog podskupa podataka D, tj. ¥’ = ¥ U D. Zbog
koriStenja kona¢nog podskupa skupa s podatcima, nedeterministicki automat moZze u
svojem stanju pohranjivati stanje automata s registrima i cijelu konfiguraciju registara,
j. Q' = Q x DF. Poletno stanje nedeterministickog automata A je stanje koje od-
govara pocetnom stanju automata s registrima A i njegovoj pocetnoj konfiguraciji re-
gistara: g = (qo, 7o). Prihvatljiva stanja nedeterministickog automata N\ su sva stanja
koja odgovaraju nekom prihvatljivom stanju automata s registrima A uz proizvoljnu
konfiguraciju registara, tj. [’ = F x D,

Potrebno je jos koristenjem relacije prijelaza automata s registrima A definirati re-
laciju prijelaza nedeterministickog automata A/. Kako se relacija prijelaza automata s
registrima A sastoji od dvije relacije prijelaza, definiranje relacije prijelaza nedetermi-
nistikog automata A/ provodimo u dva dijela. Iz znakovnih prijelaza je lako definirati
prijelaze nedeterministickog automata, jer se znakovni prijelazi ne razlikuju od uobi-

Cajenih nedeterministickih prijelaza te ne utjeCu na konfiguraciju registara:

0 ={((a,7),0,(¢,7)) | (g,0,q") € 0w} -

Prilikom definiranja prijelaza nedeterministickog automata A koji odgovaraju podat-
kovnim prijelazima automata s registrima A trebamo obratiti paznju i na konfiguraciju
registara koju ¢uvamo u stanju nedeterministickog automata. Odnosno, novi se pri-
jelazi nedeterministickog automata A definiraju u zavisnosti od uvjeta ¢ i skupa I

indeksa registara sadrZanih u izvornim podatkovnim prijelazima kao:

oy =1{q,7),d, (¢, 7)) | (g,¢,1,¢') € daNd, T }=c},

te vrijedi da je 7’ jednak 7 u svim pozicijama, osim $to su i-ti elementi od 7’ jednaki
d svaki put kad je 7 iz skupa I. Relacija prijelaza nedeterministi¢kog automata N je

unija prosle dvije relacije prijelaza: § = 6;, U d/;.
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Potrebno je dokazati da nedeterministicki automat N prihvaca to¢no one putove
koje prihvaca i automat s registrima A, a koji sadrZe samo podatke iz kona¢nog skupa
D. U slu¢aju kada nedeterministi¢ki automat A/ prihvaca neki podatkovni put, tada
konac¢ni automat s registrima .A moZe slijediti prijelaze koji odgovaraju prijelazima ne-
deterministickog automata te takoder zavrsiti u prihvatljivom stanju. Slicno dobivamo
i u drugom smjeru dokaza kada pretpostavimo da automat s registrima A prihvaca neki
podatkovni put &iji su svi podatci iz skupa D. Tada i nedeterministi¢ki automat A pri-
hvaca taj podatkovni put jer moZe simulirati registre pohranjujuci njihove vrijednosti
u svojim stanjima.

Turingov stroj 7 prilikom generiranja pojedinog prijelaza treba pratiti kombinaciju
trenutnog stanja automata i konfiguracije registara, te stanja automata i konfiguracije
registara u koje prelazi. Pritom jedno stanje automata zauzima O(log |Q|) prostora,
dok jedna konfiguracija registara zauzima O(k log | D|) prostora zbog k registara. Po-
trebno je jos pamtiti i znak, odnosno podatak, za koji se prijelaz racuna, Sto zauzima
dodatnih O(log |X

deterministickog automata koji odgovaraju znakovnim prijelazima nije potrebno Cu-

), odnosno O(log|D|) prostora. Prilikom generiranja prijelaza ne-

vati nikakve dodatne podatke, jer se generiranje takvih prijelaza svodi na prepisivanje
ulaza. Kod podatkovnih prijelaza je potrebno iskoristiti jo§ prostora Turingovog stroja
T kako bi se provjerio uvjet ¢ i meduovisnost konfiguracija registara 7, 7’ i skupa po-
dataka /. Provjeru uvjeta prijelaza moZemo provesti tako da zapiSemo uvjet na traku
i ratunamo onda nad njime, za $to nam treba O(|(c)|) prostora. Kod ispitivanja podu-
daranja konfiguracija registara 7 i 7’ u ovisnosti o skupu / mozemo na traku zapisati
skup ! i onda provoditi usporedbu, za §to Ce trebati O(|(I)|) prostora.

U slu¢aju kada Turingov stroj kao ulaz dobiva kdd (A, D) automata s registrima A
i skupa podataka D, sve vrijednosti iz skupa {k, |Q|, |D|, |2|,|{I}|, |{c)|} su veli¢ine
O(n), gdje je n duljina koda (A, D). Zbog toga je prostorna sloZenost takvog Turin-
govog stroja O(nlogn) te Turingov stroj radi u polinomnom prostoru. Primijetimo
da ée kod generiranog nedeterministickog automata N biti eksponencijalan u veli¢ini
ulaza, ali to nam ne utjeCe na prostornu sloZenost jer se koriSteni prostor mjeri samo
za radne trake Turingovog stroja.

U slucaju kada fiksiramo automat s registrima .4 i promatramo samo kdd skupa po-
dataka D kao ulaz, vrijednosti iz skupa {k, |Q|, ||, [{I)],|{c)|} su konstante veli¢ine
O(1), dok vrijednost | D| ostaje veli¢ine O(n). Zbog toga u tom sluc¢aju Turingov stroj
koristi O(logn) prostora i cijelo se pridruzivanje provodi u logaritamskom prostoru,

¢ime je i nasa tvrdnja dokazana. Q.E.D.
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KoriStenjem prethodnih lema moZemo dobiti gornje granice za podatkovnu i kom-
biniranu sloZenost evaluacije upita zadanih koriStenjem konacnih automata s regis-
trima. Pritom koristimo i teorem 2.20, koji kaZe da je moguce u logaritamskom pros-
toru generirati nedeterministicki konac¢ni automat koji prihvaca presjek jezika neka
druga dva nedeterministicka konacna automata. Iz toga slijedi da je podatkovna slo-
Zenost evaluacije upita zadanih kona¢nim automatima s registrima u klasi NL, dok je
kombinirana slozenost u klasi PSPACE. Donju granicu podatkovne sloZenosti evalu-
acije upita jednostavno dobivamo iz razmatranja prezentiranih u primjeru 3.13, dok
¢emo za donju granicu kombinirane sloZenosti evaluacije upita morati uvesti poseban

tip regularnih izraza koji odgovaraju kona¢nim automatima s registrima.

Teorem 4.13. Podatkovna sloZenost upita iz RDPQ je NL-potpuna. Kombinirana slo-
Zenost upita iz RDPQ je u PSPACE.

Dokaz. KoriStenjem leme 4.11 imamo da proizvoljnom grafu s podatcima G i paru
vrhova v, 1 v; moZemo u logaritamskom prostoru pridruziti nedeterministicki konacni
automat Ng ,, ., koji prihvaca sve podatkovne putove koji postoje izmedu vrha v; i
vy. S druge strane, iz leme 4.12 slijedi da i automatu s registrima A i zadanom konac-
nom podskupu podataka D moZemo pridruZiti nedeterministi¢ki automat N4 p koji
prihvaca iste podatkovne putove kao i automat A. Uz ograniCenje da se promatraju
samo podatkovni putovi Ciji su svi podatci u skupu D. Pridruzivanje nedeterministic-
kog automata N4 p automatu s registrima .A moZemo provesti u polinomnom prostoru,
odnosno logaritamskom ako je automat 4 fiksiran.

Zbog toga, evaluaciju kombiniranog upita (A, G, v, v;) mozemo provesti tako da
grafu s podatcima i kona¢nom automatu s registrima pridruZimo pripadne nedeter-
ministicke konacne automate Ng . ,, i N4 p. Pritom se konaéni podskup D skupa
podataka D sastoji samo od podataka koji se pojavljuju u grafu GG. Oznacimo s 7; Tu-
ringov stroj koji generira nedeterministicki automat N ., ., te s T2 Turingov stroj koji
generira nedeterministi¢ki automat V4 p. Koristenjem teorema 2.20 imamo da postoji
Turingov stroj 7 koji za zadana dva nedeterministicka automata generira novi nedeter-
ministicki automat koji prihvacéa presjek jezika zadanih nedeterministickih automata.
Turingov stroj 7 pritom radi u logaritamskom prostoru u odnosu na veli¢inu koda
ulaznih nedeterministi¢kih automata. Kompozicijom prethodno definiranih strojeva
Ti, T2 1 TA dobivamo Turingov stroj 7 koji za zadani upit generira nedeterministicki
automat A koji prihvaéa presjek jezika nedeterministickih automata Ng . », 1 N4 p.
Pritom, Turingov stroj 7 radi u polinomnom prostoru, jer se generiranje automata

N4 p provodi u polinomnom prostoru.
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Vrhovi vy i vy grafa G zadovoljavaju upit definiran automatom s registrima A ako
i samo ako jezik nedeterministi¢kog automata N nije prazan. Ako postoji podatkovni
put u grafu GG izmedu vrhova v; i v; kojeg prihvaca automat s registrima 4, slijedi da ga
moraju prihvadati i nedeterministicki automati N, », 1 Va4 p. Zbog toga se taj podat-
kovni put nalazi i u presjeku jezika tih nedeterministi¢kih automata, odnosno u jeziku
nedeterministickog automata . Sli¢no moZemo dokazati i da svaki podatkovni put
koji se nalazi u jeziku nedeterministickog automata N odgovara nekom podatkovnom
putu izmedu vrhova v, i v; kojeg prihvaca automat s registrima A.

Evaluaciju kombiniranog upita provodimo traZenjem postoji li neki podatkovni put
kojeg prihvaca nedeterministicki automat A/. Ako nedeterministicki automat A pro-
matramo kao graf ¢ija su stanja vrhovi, a prijelazi bridovi, taj problem svodimo na
pitanje postoji li put izmedu pocetnog i nekog od prihvatljivih stanja nedeterministic¢-
kog automata . Odnosno, imamo problem dostizivosti u grafu za koji znamo da je u
klasi sloZzenosti NL. Kdd nedeterministickog automata N~ eksponencijalno je veéi od
koda ulaza (A, G, v, v;), jer je i kod nedeterministickog automata N4 p eksponenci-
jalno vedéi, Sto smo i istaknuli u dokazu leme 4.12. Zbog toga pri raCunanju prostora
trazimo logaritam eksponencijalne funkcije i problem evaluacije upita se nalazi u klasi
sloZzenosti NPSPACE, odnosno PSPACE.

U slucaju podatkovnog upita (G, vs, v;) 1 zadanog automata s registrima .4 generi-
ranje automata \ 4 p je u logaritamskom prostoru. Takoder, kona¢ni nedeterministi¢ki
automat V' je polinomno veéi od ulaza i sama evaluacija se moZe provesti u klasi NL.
NL-potpunost podatkovne sloZenosti imamo jer se kona¢nim automatima s registrima

moze izraziti postojanje proizvoljnog puta, odnosno problem dostiZivosti. Q.E.D.

U prethodnom dokazu da kombinirana sloZenost evaluacije regularnih upita nad
podatkovnim putovima pripada klasi PSPACE za sloZenost je presudna bila mogucnost
koriStenja automata s proizvoljnim brojem registara. Kada bi fiksirali broj registara na
neku unaprijed zadanu konstantu, kombinirana sloZenost upita bi bila u logaritamskom
prostoru. To povecanje sloZenosti koje ostvarujemo koristenjem varijabilnog broja re-
gistara je takoder vidljivo i prilikom dokaza donje granice kombinirane sloZenosti.
Kako bi tu granicu mogli dokazati, uvodimo poseban tip regularnih izraza koji odgo-
varaju kona¢nim automatima s registrima. Drugi razlog uvodenja tih regularnih izraza
je taj Sto je ljudima lakSe postavljati upite u obliku regularnih izraza, nego u obliku

konacnih automata. U sljede¢em odjeljku promatramo te regularne izraze.
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4.2. Regularni izrazi s memorijom

Regularni su nam izrazi sluZili kao alternativan nacin opisivanja nedeterministickih
konacnih automata. S druge strane, kako radimo nad grafovima s podatcima koji sa-
drze i podatke, nedeterministi¢ki konac¢ni automati nisu nam dovoljni. Zbog toga smo
uveli konacne automate s registrima, ali definiranje upita preko njih je komplicirano za
ljude. Ljudima je lakSe raditi s regularnim izrazima nego s automatima te nam je stoga
cilj definirati pripadne regularne izraze za konac¢ne automate s registrima. Jedina raz-
lika izmedu konacnih automata s registrima i nedeterministickih kona¢nih automata
je postojanje podatkovnih prijelaza. Zbog toga je potrebno definirati novi tip regu-
larnog podizraza kojim moZemo predstaviti podatkovne prijelaze. Regularne izraze s
tim novim tipom podizraza nazivamo regularnim izrazima s memorijom te formalno

definiramo po uzoru na (Libkin i Vrgo¢, 2012b).

Definicija 4.14 (Regularni izrazi s memorijom). Neka je zadan alfabet ¥, prirodan
broj k veci od 0, skup varijabli X = {x1,xs,...,x} i skup uvjeta Cy, s k varijabli.
Skup regularnih izraza s memorijom REG(X[x1, 2o, ..., xx]) velicine k je skup svih

elemenata jezika Lrec(siey s,...,x,)) 2adanog gramatikom:
S— 0]l ald 111 (SUS)[(SS) (S,

pri Cemu je a proizvoljan simbol alfabeta Y. = XU {>},>¢ ¥, ¢ proizvoljan uvjet iz
skupa uvjeta Cy, a I proizvoljan podskup skupa X.

Primijetimo da smo u definiciji uveli novi znak alfabeta > koji nam u nastavku sluzi
kako bi oznacili pocetak podatkovnog puta. Uz definiciju sintakse regularnih izraza s
memorijom potrebno je definirati i njihovu semantiku kako bi ih mogli koristiti. Za
definiciju semantike potreban nam je novi pojam: konkatenacije podatkovnih putova.
Neka su w, = dpag...a,_1d, i W, = dya,...an_1d, dva podatkovna puta nad
istim alfabetom X i skupom podataka D. Konkatenaciju putova w, i w,. definiramo
kao podatkovni put w,w! = doag...a,—1dpay, ... ay_1d,. Primijetimo da podatci
na kraju podatkovnog puta w, i na pocetku podatkovnog puta w’ moraju biti jednaki
kako bi konkatenacija bila mogucéa. Takva se definicija prirodno proSiruje i na slucaj
konkatenacije viSe podatkovnih putova. Ako podatkovni put w, moZemo zapisati kao
konkatenaciju putova w; = Wx, Wy, ... Wy, tada kaZzemo da se podatkovni put w,
rastavlja na podatkovne putove wy,, Wy,, . .., Wy,.

Neka su zadani alfabet ¥, skup podataka D i prirodan broj k& veéi od 0. Semantiku

regularnih izraza definiramo koriStenjem relacije izvoda (e, w,, 7) F 7/, gdje je e neki
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regularni izraz iz REG(X[xy, . .., zx]) koji koristi najvise & varijabli, w, neki podat-
kovni put, a 7 i 7’ su k-torke podatka iz skupa D¥ = (D U {L})*. Pritom se L ne
nalazi u skupu podataka D, a varijablu z; poistovjecujemo s ¢-tom pozicijom u k-torci
podataka 7. Relaciju izvoda definiramo rekurzivno:

— (0, wy, 7) F 7' nije zadovoljena za nijedan w,, 71 7/,

(€, wr,7) F 7" akoisamo akojew = ei7’ =T,

(alc] } I,wy,T) F 7" ako i samo ako je w = ad, pri Cemu je d podatak za koji

vrijedi d, 7 = ci 7’ dobivamo iz T tako da pridruzimo d svakom z; iz I,

((e1Ues), wy, 7) = 7" ako i samo ako (eq, wy, 7) = 7 ili (e, wy, 7) = 7/,

((er€2),w,, 7) F 7" ako i samo ako je w, = wy, w,, i postoji k-torka podataka

7" takva da vrijedi (e, wx,, 7) F 771 (€9, Wy, 7") F 7/, 1
— ((e*,wy, 7) 7" ako i samo ako
.
o w,=€eiT=11l
® W, = Wy, Wy, 1 postoji k-torka podataka 7" takva da (e, w,,,7) F 7" i

(e, W, T") 7.

Uz tako definiranu semantiku relacije izvoda moZemo definirati i pojam jezika regu-
larnog izraza s memorijom. Pritom posebno koristimo novo uvedeni znak alfabeta za

pocetak podatkovnog puta >>.

Definicija 4.15. Neka je zadan alfabet Y., skup podataka D i prirodan broj k veci od
0. Takoder, neka su zadani regularni izraz s memorijom e € REG(X[z1, 2o, . .., 7))
i neki podatkovni put w, = doay . . . ap—1d,. Oznacimo s wy . niz znakova i podataka
koji dobijemo dodavanjem znaka > na pocetak podatkovnog puta w,, odnosno wy . =
>dpag . . . ap—1dy,. Niz znakova w, . zovemo podatkovni put s oznakom pocetka.

Za regularni izraz e kazemo da izvodi k-torku podataka T € D nad podatkov-
nim putom w, ako vrijedi (e, wy ., 1*) = 7. Jezik regularnog izraza s memorijom e,
u oznaci L(e), je skup svih podatkovnih putova w, za koje postoji neka k-torka po-
dataka T koju regularni izraza e izvodi. Posebno, s L(e, T, T’) oznacavamo skup svih

podatkovnih putova w, za koje vrijedi relacija izvoda (e, w, ., T) = 7'.

Kao i u slu¢aju obi¢nih regularnih izraza, u nastavku rada zanemarujemo tocku iz-
nad oznaka simbola te ne piSemo zagrade kad to nije potrebno. Pored toga, ignoriramo
uvjet ¢ i skup I u izrazu alc] | I ako je uvjet ¢ jednak ¢, a I prazan skup. Odnosno,

izraz ale] | () zapisujemo jednostavno kao a. Sli¢nu situaciju imamo i u sluajevima
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kada vrijedi samo jedno od to dvoje, odnosno kad je ili ¢ = € ili I = (), te tada u za-
pisu ignoriramo odgovarajudi dio izraza. U slu¢aju kada je I jednoclani skup [ = {z}
regularni izraz a[c] | I zapisujemo kao alc| | z ili kao a | z, ako je ¢ = €. Takoder,
obi¢no ignoriramo pojavu oznake pocetka podatkovnog puta > i pretpostavljamo da
se ona nalazi na pocetku regularnog izraza. U nastavku prikazujemo nekoliko primjera

regularnih izraza s memorijom.

Primjer 4.16. Neka su zadani alfabet 3. i skup podataka D. Ako Zelimo izraziti tvrd-
nju da podatkovni put ima sve podatke jednake, to moZemo ostvariti koristenjem re-
gularnog izraza e; =) x(X[x~])*. Pritom koristimo X[x~] kao skraceni zapis izraza
(a1[x=] U agz=| U ... U ay[x™]), pri Cemu su a;,1 < i < n, svi simboli alfabeta
Y.. Zbog podizraza | x, izraz e; pamti prvi podatak, nakon cega provjerava za svaki
sljedeci podatak odgovara li podatku sacuvanom u varijabli .

Drugi primjer regularnog izraza s memorijom je izraz es koji izraZava tvrdnju da
podatkovni put sadrZi barem dva jednaka podatka. Odnosno, za jezik izraza es vrijedi
L(es) = L, pri ¢emu je L., prethodno uvedena oznaka za jezik podatkovnih putova
s dva jednaka podatka. Takav regularni izraz je zadan s ey = ¥* (X | x)X*(X[x7]) X%,
pri Cemu koristimo oznaku Y. | x kao skraceni zapis izraza (aq Jx Uas Lz U.. . Uay |
x). Podatkovni put koji odgovara tom regularnom izrazu sastoji se od proizvoljnih
podputova oznacenih sa 3%, izmedu kojih se pohranjuje podatak u varijablu x te poslije
ispituje jednakost trenutnog podatka s onim pohranjenim u .

Kao treci primjer regularnog izraza s memorijom promatramo regularni izraz za-
dan s ez =, x(a[z=])*alz?] Ly (b]y~])*b[z” A y7]. Podatkovni putovi koji odgovaraju
tom izrazu sastoje se od podputa dada . . . da, podputa d'bd' . ..d'b i podatka d’ nado-
vezanih jedan na drugi. Pritom se svi podatci d, d' i d’ medusobno razlikuju. To je
osigurano s uvjetima a[z7] i blx” A y7|, a jednakost podataka na podputovima osigu-

rana je kao kod izraza ey, primjerice | x(a[z=])*.

Regularne izraze s memorijom smo uveli kako bi nam predstavljali jednostavniji
zapis jezika konacnih automata s registrima. Sada kad imamo definicije izraza i auto-
mata potrebno je dokazati ekvivalentnost ta dva prikaza. Prvo dokazujemo da se sva-
kom regularnom izrazu moZe pridruZiti neki konacni automat s registrima. Kako nas
zanimaju 1 sloZenosti provodenja operacija nad izrazima i automatima, promatramo
1 sloZenost spomenutog pridruZivanja. Prilikom odredivanja sloZenosti potrebno je
kodirati regularne izraze s memorijom kako bi Turingov stroj mogao raditi s njima.
Kodiranje regularnih operacija provodi se kao i kod obi¢nih regularnih izraza, dok se

kodiranje uvjeta c i skupova I provodi kao kod kona¢nih automata s registrima. Dokaz
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da regularnim izrazima s memorijom moZemo pridruZiti ekvivalentne konacne auto-
mate s registrima preuzet je iz (Libkin i Vrgoc¢, 2012b). Ideja dokaza sli¢na je kao i
kod teorema 2.27, u kojem smo dokazali analognu tvrdnju za regularne izraze i nede-

terministiCke konaCne automate.

Teorem 4.17. Neka su zadani alfabet 3. i skup podataka D. Postoji Turingov stroj T
koji u logaritamskom prostoru za ulaz {(e) vraca izlaz (A) pri cemu je:
— e regularan izraz s memorijom iz REG(X[xq, 2o, . . ., xx]), gdje je k proizvo-

ljan prirodan broj veci od 0 i

— A konacni automat s k registara za koji vrijedi L(A,T,7") = L(e,7,7") za

svaki T,7" € DX,

Dokaz. Zadanom regularnom izrazu e € REG(X[z1, x9, . . ., 2%]) pridruZujemo auto-
mat s registrima A za koji vrijedi L(A,7,7") = L(e,7,7'). Taj automat gradimo
u dvije faze. U prvoj se fazi regularnom izrazu e pridruzuje modificirani konacni
automat s registrima .4,;. Modificirani se automat razlikuje od obi¢nih automata s
registrima utoliko $§to se sastoji od samo jednog tipa stanja (), i prijelaza 6,;, C
Qum X Yo X C, x P([k]) X Q. Primijetimo da u modificiranom automatu jedan
prijelaz obraduje po jedan par (a, d) znaka a alfabeta Y. i podatka d iz skupa D. Pri-
hvaéanje niza alterniraju¢ih znakova i podatka w = agdpayd; ... a,d, s automatom
A\, definira se na prirodan nacin. Za modificirani automat .4,; koji pridruZujemo re-
gularnom izrazu e vrijedi da .4), moZe promijeniti konfiguraciju registara iz 7 u 7’
prilikom ¢itanja rije¢i w ako i samo ako vrijedi (e, w, T) F 7’

Konstrukcija modificiranog automata .A,; provodi se kao i konstrukcija nedeter-
ministickog automata iz obi¢nih regularnih izraza u teoremu 2.27. Jedino je potrebno
posebno obraditi slu¢aj podizraza a[c] | I. Odnosno, u slucaju da je regularni izraz € ili
(), automat A, sastoji se od samo jednog stanja koje je u slucaju prazne rijeéi e prihvat-
ljivo. Unija dva podizraza tvori se uzimanjem odgovarajucih automata Ay i Apr2 te
njihovim povezivanjem s novim pocetnim stanjem iz kojeg se nedeterministicki bira
neki od prvih prijelaza automata A, ; ili Ay ». Konkatenacija se tvori povezivanjem
zavr$nih stanja automata A,y 1, koji odgovara prvom podizrazu, i prvih stanja u koje
automat A, moze prijeci. Operatoru zvijezde pridruZuje se automat s novim pocet-
nim stanjem i prijelazima iz svojih zavrsnih stanja u stanja koja slijede pocetno prateci
odgovarajuce prijelaze. Analognim zaklju€ivanjem kao 1 u slucaju dokaza teorema
2.27, lako se vidi da tako stvoreni automati zadovoljavaju uvjete teorema.

Potrebno je jos opisati slu¢aj kada je regularni izraz zadan s e = a[c| | I, pri Cemu

je to lako definirati za modificirane automate. Modificirani automat A;;, koji je ekvi-
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valentan izrazu e, sastoji se od dva stanja: pocetnog ¢)! i zavr§nog stanja ¢} koja su
povezana prijelazom § = {(¢}!, a,c, I, ¢})}. U slucaju kada vrijedi (e, ad, 7) - 7/, u
automatu A, moZemo slijediti njegov jedini prijelaz, pri ¢emu se njegova konfigura-
cija registara mijenja na identi¢an nacin kao 1 konfiguracija varijabli regularnog izraza
e. Sli¢no vrijedi i u drugom smjeru da ako moZemo slijediti prijelaz automata, onda
vrijedi i odgovarajuca relacija izvoda za izraz e. Za generiranje ovog prijelaza potreban
je logaritamski prostor kako bi pohranili trenutno i budude stanje. Kako je i za ostatak
konstrukcije potreban logaritamski prostor, slicno kao i u dokazu teorema 2.27, slijedi
da moZemo generirati cijeli modificirani automat .4,; u logaritamskom prostoru.

Sada kad mozemo izrazu e pridruziti modificirani automat .4,;, potrebno je samo
jos opisati pridruzivanje obi¢nog automata s registrima .4 modificiranom automatu.
U toj se konstrukciji prijelazi (g, a, ¢, I, ¢") modificiranog automata A, rastavljaju u
dva nova prijelaza (¢, a,q”) 1 (¢",¢c, I, q’) obi¢nog automata A. Pritom su ¢ i ¢’ zna-
kovna stanja novog automata, dok je ¢” novo podatkovno stanje razlicito od ostalih.
Takva se zamjena provodi za sve prijelaze (¢, a, ¢, I, ¢') kod kojih je znak a razli¢it
od oznake pocetka >. Za pocetno stanje obi¢nog automata .4 uvodimo novo podat-
kovno stanje ¢d. Tom stanju pridajemo prijelaze (g¢,c, I, d) za svaki prijelaz oblika
(g, >, ¢, I, q) modificiranog automata Ay, pri ¢emu je ¢} poCetno stanje modifici-
ranog automata. Kako prihvatljiva stanja F; modificiranog automata .4, imaju odgo-
varajuca znakovna stanja u obi¢nom automatu .4, ta stanja su im jednaka, tj. F' = F),;.

Prilikom citanja nekog podatkovnog puta s oznakom pocetka, za svaki prijelaz mo-
dificiranog automata .4,; moZemo pratiti odgovarajuéi par prijelaza obi¢nog automata
A. Takoder, pracenjem nekog znakovnog prijelaza obi¢nog automata .4 tocno smo
odredili sljedeci podatkovni prijelaz, te taj par prijelaza odgovara nekom prijelazu mo-
dificiranog automata 4,,. U slu¢aju prijelaza automata .4 prilikom ¢itanja podatka d
postoje analogni prijelazi u modificiranom automatu .4, koji sadrze oznaku pocetka
>>. Zbog toga i u tom slucaju, oba automata A i A;; zavrSavaju u analognim zna-
kovnim stanjima. Konstrukcija obi¢nog automata .4 iz modificiranog automata .4,
svodi se na prepisivanje ulaza. Potrebno je dodatno pratiti najmanji indeks neiskori-
Stenog stanja kako bi ga mogli pridijeliti novom stanju prilikom rastavljanja prijelaza
modificiranog automata A,;. Takvih novih stanja je najvise O(n), jedno po prijelazu
obi¢nog automata i jedno pocetno, pa se zbog toga taj indeks moZe Cuvati u logaritam-

skom prostoru. Slijedi da i cijeli algoritam radi u logaritamskom prostoru. Q.E.D.

Prethodni nam teorem daje jednu poveznicu izmedu regularnih izraza s memorijom

1 konacnih automata s registrima. Kako bi do kraja dokazali ekvivalenciju automata

54



1 izraza, potrebno je jo§ provesti drugi smjer dokaza. Odnosno, potrebno je opisati
pridruZivanje regularnih izraza s memorijom zadanim konacnim automatima s regis-
trima. Ideja se temelji na uvodenju generaliziranih kona¢nih automata s registrima ¢iji
prijelazi sadrzavaju proizvoljne regularne izraze s memorijom. Do regularnog izraza
koji odgovara pocetnom automatu dolazimo tako da odgovaraju¢em generaliziranom
automatu uklanjamo pojedina stanja odrzavajuci pritom jezik koji taj generalizirani
automat prihvaca. Dokaz je preuzet iz (Libkin i Vrgo¢, 2012b), a temelji se na ideji
koriStenoj u dokazu ekvivalentnosti nedeterministickih kona¢nih automata i obi¢nih

regularnih izraza iz (Sipser, 2000).

Teorem 4.18. Neka je zadan alfabet 3 i skup podataka D. Postoji Turingov stroj T

koji u eksponencijalnom vremenu za ulaz (A) vraca izlaz (e) pri cemu je:

— A konacni automat s k registara, gdje je k prirodan broj vecéi od 0 i

— e regularan izraz s memorijom iz REG(X[xy, xg, ..., xx]) pri cemu vrijedi
L(e,7,7") = L(A, ,7') za svaki 7,7 € D*.

Dokaz. Uvodimo generalizirane konacne automate s registrima u kojima prijelazi sa-
drZe proizvoljne regularne izraze. Takvi automati imaju dva posebna stanja koja oz-
nacavaju pocetno i zavrSno stanje automata, pri ¢emu nema prijelaza u pocetno te
prijelaza iz zavr$nog stanja. Odnosno, za zadani prirodan broj k£ veci od 0 imamo ge-
neralizirani kona¢ni automat s k registara Ag = (Qg, q5', ¢%, 7%, 0¢). Pritom je 5

podetno, a ¢ zavrino stanje automata, dok je d relacija prijelaza definirana kao:

6c C (Qc \ {4F}) x REG(S[21, 22, ..., 2x]) X (Qa \ {a5'}) -

Generalizirani automat prihvaca rijeci koje se sastoje od alternirajucih znakova al-
fabeta 1 podataka, sli¢no kao i modificirani automat iz dokaza teorema 4.17. Prihva-
Canje rijeCi definira se na prirodan na¢in, odnosno generalizirani automat A prihvaca
rijeC w ako se w moze rastaviti na niz rije¢i w = wyws . . . W,,, pri ¢emu postoji niz od
m + 1 konfiguracija automata C; = (i, ¢;, 7;),0 < i < m, i vrijedi:

— () je pocetna konfiguracija, tj. Cy = (0, ¢§', 7),
— C,, je zavr$na konfiguracija, tj. C,,, = (m, ¢%, 7,,) uz neki 7, C D%, i
— za svaki prirodan broj ¢ manji od m vrijedi (e;, w;, 7;) F 741 gdje je e; regu-
larni izraz s memorijom za koji vrijedi (¢;, €;, gi+1) € 0c-
Uz prihvacanje rijeci kod generaliziranog kona¢nog automata, na prirodan nacin defi-

niramo i jezik generaliziranog kona¢nog automata te oznaku L(Ag, T, 7).
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Zadanom obi¢nom automatu 4 s k registara pridruzujemo generalizirani automat
Ag s k registara. Stanja generaliziranog automata A odgovaraju znakovnim stanjima
obi¢nog automata A te generalizirani automat ima dva nova stanja: poetno ¢S’ i zavr-
$no stanje ¢%. Izmedu svaka dva stanja generaliziranog automata A¢ postoji najvise
jedan prijelaz, a te prijelaze tvorimo iz prijelaza obi¢nog automata sljedeci pravila:

— (¢§,e,q) € dg pri Cemu je e unija izraza oblika (> [c| | I) za sve prijelaze

(qd, ¢, I,q) obi¢nog automata A,
— (g,¢,4%) € ¢ ako je q prihvatljivo stanje obi¢nog automata A i

- (q,e,q') € ¢ pri Cemu je e unija izraza oblika (a[c] | I) za sve parove pri-
jelaza (q,a,q") i (¢",¢c,I,q") obitnog automata A, pri ¢emu je ¢” neko pro-
izvoljno podatkovno stanje.

Lako moZemo vidjeti da obi¢ni automat A prihvaca podatkovni put w, ako i samo ako
generalizirani automat A prihvaca pripadni podatkovni put s oznakom pocetka wy .

Ostatak dokaza provodimo opisivanjem postupka uklanjanja proizvoljnog stanja
generaliziranog automata uz ocuvanje jezika kojeg prihvaca. Uklanjanjem svih stanja,
osim pocetnog i zavr$nog stanja, dobivamo jedan prijelaz Cija je oznaka regularni izraz
e za koji vrijedi L(e, 7,7") = L(A, ,7’). Oznacimo stanje koje uklanjamo u jednom
koraku s ¢, € Qg \ {¢5,q%}. Novi generalizirani automat A/, tvorimo tako da
iz starog automata uklonimo stanje ¢,;,. Svaki par prijelaza (q, e1, ¢yip) 1 (¢rip, €2, 4’)
generaliziranog automata A mijenjamo s prijelazom (g, e1(e3)*ex U ey, ¢'), gdje je:

— ey regularni izraz uz prijelaz iz stanja ¢,,, u samo sebe, tj. (¢ip, €3, Grip)» 1

— ey regularni izraz uz prijelaz koji direktno povezuje stanje q i ¢, tj. (¢, €4, ¢).

Prijelazi koji povezuju stanja ¢ i ¢/, a koja nisu dodatno povezana preko stanja ¢y,
koriste se i u novom generaliziranom automatu .Ay,.

U slucaju da automat A prihvaca rije¢ w, tada iz odgovarajuceg prihvatljivog niza
konfiguracija moZemo izbaciti sve konfiguracije koje sadrZe stanje ¢,;,. Novi niz kon-
figuracija je prihvatljiv niz konfiguracija novog generaliziranog automata A/, jer su
prijelazi koji su bili sadrzani u stanju ¢,;, opisani novim regularnim izrazom. Sli¢no
vrijedi i u slucaju kada novi generalizirani automat Ay, prihvaca rije¢ w. Odnosno,
tada svaki par konfiguracija C; i C; 1, gdje se iz C; prelazi u C;,, koriStenjem novog
regularnog izraza, moZemo zamijeniti s odgovarajuéim nizom od nekoliko konfigura-
cija izvornog generaliziranog automata .A.. Zbog toga za jezike takvih generaliziranih
automata vrijedi L(Ag, 7,7') = L(Al, 7, 7'). Pritom novi generalizirani automat Af,

ima jedno stanje manje od izvornog generaliziranog automata A.
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Postoji Turingov stroj 7 koji zadanom konacnom automatu s registrima pridruzuje
generalizirani kona¢ni automat te provodi prije opisano uklanjanje stanja dok ne preos-
tanu samo dva stanja. Svi takvi automati prihvacdaju isti jezik, uz uvjet da podatkovnim
putovima koje prihvaca pocetni automat .A dodamo oznake pocetka. Zbog toga izraz
e koji je ekvivalentan poCetnom automatu 4 ¢itamo na kraju postupka kada imamo
generalizirani automat s jednim prijelazom ¢iji je regularni izraz ba$ traZeni izraz e.
Prilikom generiranja generaliziranog automata, uklanjanjem nekog podatkovnog sta-
nja ¢¢ u koje ulazi 7, a iz kojeg izlazi [ prijelaza dobivamo novih j - [ prijelaza. Sli¢na
situacija je 1 kod uklanjanja jednog stanja generaliziranog automata, samo $to u tom
slucaju ne dobivamo novih j - [ prijelaza, ve¢ se za toliko poveca veliCina regularnih
izraza automata. Povecavaju se izrazi, a ne broj prijelaza, jer je izmedu dva stanja q i
¢’ ve¢ mogao postojati prijelaz i u tom slucaju mijenjamo taj prijelaz s novim, koji je
unija starog i novog regularnog izraza.

Konacni regularni izraz je tada veli¢ine O(I1;l;), pri Cemu je [; broj prijelaza koji
izlaze iz i-tog stanja generaliziranog automata, a ¢ se racuna po svim stanjima. Kako
stanja ima O(n) i prijelaza iz svakog stanja je takoder O(n), konacni regularni izraz
je veli¢ine O(n™). Ta veli¢ina je eksponencijalna te provodenje koraka algoritma ne
zahtjeva puno viSe vremena od tog. Zbog toga opisanu konstrukciju provodimo u

eksponencijalnom vremenu. Q.E.D.

Prethodna dva teorema nam daju ekvivalenciju regularnih izraza s memorijom 1
kona¢nih automata s registrima. Primijetimo da imamo puno vecu sloZenost pridru-
Zivanja regularnih izraza kona¢nim automatima od sloZenosti pridruZivanja konacnih
automata regularnim izrazima. Dokaz ove ekvivalencije, pogotovo smjer iz teorema
4.17, nam je od velike koristi u nastavku rada pri promatranju upita zadanih s regu-
larnim izrazima. Kako bi mogli ispitati sloZenost tih upita i njithova svojstva, moramo

prvo definirati formalizam koji dobivamo koriStenjem regularnih izraza s memorijom.

Definicija 4.19 (Regularni upiti s memorijom nad podatkovnim putovima). Neka su
zadani alfabet Y. i skup podataka D. Formalizam regularnih izraza s memorijom je
formalizam F, = (£, L) gdje je € skup svih regularnih izraza s memorijom nad % i D
za sve brojeve varijabli k. Pritom, funkcija L pridruuje svakom izrazu e € & njegov
jezik L(e). Regularni upit s memorijom nad podatkovnim putem (RDPQem) je upit

zadan u formalizmu F..

Sada promatramo podatkovnu i kombiniranu sloZenost regularnih upita s memori-
jom. Iz teorema 4.17 imamo da u logaritamskom prostoru moZemo regularnom izrazu

s memorijom pridruziti ekvivalentni konacni automat s registrima. Zbog toga prilikom
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evaluacije upita zadanog s regularnim izrazom s memorijom moZzemo prvo provesti
to pridruzivanje, a onda evaluirati upit koriStenjem dobivenog konanog automata s
registrima. Kako se pridruZivanje provodi u logaritamskom prostoru, sloZenosti eva-
luacije upita koje smo dobili u teoremu 4.13 za konaCne automate s registrima vrijede
1 za regularne izraze. Odnosno, uzimajuci u obzir da s regularnim izrazima moZemo

izraziti 1 postojanje proizvoljnog puta, imamo sljedeci korolar.

Korolar 4.20. Podatkovna sloZenost upita iz RDPQem je NL-potpuna. Kombinirana
sloZenost upita iz RDPQem je u PSPACE.

Preostaje nam joS dokazati drugi dio tvrdnje, koji smo prethodno najavili, vezan
uz kombiniranu sloZenost evaluacije upita zadanih s kona¢nim automatima s regis-
trima. Odnosno, preostaje nam dokazati da je ta sloZzenost PSPACE-potpuna. Kako bi
to dokazali, prvo dokazujemo PSPACE-teZinu kombinirane sloZenosti evaluacije upita
zadanih s regularnim izrazima s memorijom. Kao i u slu¢aju dokaza PSPACE-teZine
problema coEyr nepraznosti jezika konac¢nih automata s registrima provodimo re-
dukciju s PSPACE-potpunog problema coUNIVyka. Pritom je coUNIVyka prije de-
finirani problem ispitivanja postoji li rije¢ koju zadani nedeterministi¢ki konacni auto-
mat A ne prihvaéa. Za zadani graf i par vrhova, konstruirani regularni izraz jedino
prihvaéa podatkovni put koji odgovara simulaciji nedeterministickog automata N, a
koja zavrsava s neprihvacanjem rijeci. Dokaz je preuzet iz (Libkin i Vrgoc, 2012a).
Teorem 4.21. Kombinirana sloZenost upita iz RDPQen je PSPACE-teska.

Dokaz. Provodimo redukciju s PSPACE-potpunog problema coUNIVygka u kojem is-
pitujemo prihvaéa li neki nedeterministi¢ki kona¢ni automat sve rije¢i nekog alfabeta.
Zadanom nedeterministickom kona¢nom automatu N pridruZzujemo graf s podatcima
G, par vrhova (vg, v;) te regularni izraz s memorijom e. Pritom je graf G zadan slikom
4.5, pri ¢emu je vrh v, jednak vrhu vy, a v; jednak vrhu v5. U tom grafu postoji podat-
kovni put izmedu vrhova v; i1 v; koji se nalazi u jeziku regularnog izraza s memorijom

e ako i samo ako nedeterministi¢ki kona¢ni automat A ne prihvaéa neku rijec alfabeta.

a a
a
: j : :: : : @
A v, Vs a v, Vs

Slika 4.5: Prikaz grafa s podatcima uz dokaz teorema 4.21.

Regularni izraz e tvorimo sli¢no kao i konac¢ni automat s registrima u dokazu te-

orema 4.8. Odnosno, regularni izraz simulira ponasanje nedeterministickog konacnog
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automata koriStenjem 2n + 2 varijable, gdje je n broj stanja nedeterministickog auto-
mata V. Bez smanjenja opéenitosti, pretpostavljamo da su stanja nedeterministickog
kona¢nog automata N zadana s Q = {q1, ¢, ., qn}, pri Cemu je ¢; poCetno stanje.
Regularni izraz e definiramo nad jednoc¢lanim alfabetom > = {a} i skupom podataka
D = {0, 1}. Isto kao i u dokazu teorema 4.8, imamo dvije varijable ¢ i f kako bi po-
hranili oznake s kojima oznacavamo nalazimo li se u nekom stanju. Takoder, imamo
radne varijable sq, s, ..., s, koje predstavljaju stanja automata te pomocéne varijable
Wi, Wy, . . . , Wy, koji nam sluZe u ra¢unanju novog skupa stanja automata .

Konac¢ni regularni izraz e sastoji se od tri izraza povezana kao:

*
€= epocemk(ekomk) Ckraj

pri Cemu S €pocerqr predstavljamo pocetnu inicijalizaciju varijabli, s €porqr jedan ko-
rak simulacije automata N te s ey,,; kraj simulacije automata A/ u kojoj smo dosli u
skup stanja od kojih nijedno nije prihvatljivo. Inicijalizacijski regularni izraz epocetak

zapisujemo kao:

€pocetak :\Lt (a[t#] \Lf) (G[t:] i/sl) (Cl[f:] ¢{527 53, ..., 3n}>

Slijededi brid (v1, a, v9) grafa G prvo postavljamo varijable ¢ i f na razliCite vrijednosti
11 0. Nakon toga, slijedeci brid (v, a, v3) postavljamo varijablu s; na vrijednost vari-
jable t, a varijable s, s3, . . ., S, na vrijednost varijable f kori$tenjem brida (vs, a, v4),
Time smo oznacili da se automat A na po¢etku nalazi samo u stanju ¢; .

Kako bi definirali regularni izraz ey, koji simulira ¢itanje jednog znaka alfabeta,
prvo moramo definirati ratunanje skupa stanja u koje iz stanja ¢; prelazi automat N\
Citajuci znak b. Neka je zadan skup stanja Q.5 = {¢j,, %, - - - » 45, } automata N za

koje vrijedi da je (g;, b, q;,), 1 <1 < m, prijelaz automata /. Imamo regularni izraz

Ugs,b = (a[t: N Si:]a[t:] i{w]i’ Wiy -+ 7wj7n}) U (a[f: N Sz‘:])a

koji provodi to racunanje postavljanjem vrijednosti radnih varijabli koje odgovaraju
skupu stanja (), » na vrijednost varijable ¢, u slu¢aju kada je stanje ¢; aktivno. Pritom,
a[t= A s7] ispituje aktivnost stanja ¢;, a a[t=] | {wj,,wj,,...,w;, } postavlja stanja
Qg b- Ako je skup Q) » prazan, odgovarajuci regularni izraz zadajemo kao ug, , = €.
Varijable se ispituju i postavljaju koristenjem vrhova vs i v, grafa GG, izmedu kojih se
u jednom koraku moZe do¢i do bilo kojeg od podataka 0 ili 1.

KoriStenjem regularnih izraza u,, ;, kojima mijenjamo varijable ovisno o jednom
stanju i znaku alfabeta moZemo definirati promjenu neovisnu o znaku i stanju:

€promjena = U Uqy bUqgg,b - - - Ugy,bs
bex
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pri ¢emu s unijom nedeterministic¢ki biramo sljedeéi znak b za koji se simulira prijelaz,
a onda konkatenacijom izraza u,, , raunamo prijelaze za svako stanje automata .
Regularni izraz ey, sadrzi jos i izraz koji poniStava vrijednosti sauvane u pomoc-
nim varijablama, te izraz koji na kraju raCunanja promjene iz izraza e, prepisuje

pomocne u radne varijable. Konacno, izraz ey, je zadan kao:

Chorak = (alf7] L{wr, wa, s wa})epromjena (a[wy] Ls1)(alwy ] 4 so) .. (alwy] dsn),

gdje prvo postavljamo sve pomocne varijable na vrijednost varijable f, nakon ega
raCunamo promjenu i koriStenjem izraza oblika aw;] | s; prepisujemo pomocne u
radne varijable. Podatkovni put koji slijedi ta postavljanja varijabli takoder moZemo
ostvariti koriStenjem petlji izmedu vrhova vs i vy.

Zadnji regularni izraz ey,,; izrazava da moZemo zavrsiti simulaciju u slu¢aju kada
nijedno prihvatljivo stanje automata N nije aktivno. Odnosno, kada odgovarajuce
radne varijable ne sadrZe podatak jednak podatku iz varijable ¢. Za zadani skup pri-

hvatljivih stanja F' = {qu,, Gy, - - - , qn,,, } @utomata N’ imamo prijelaz:
Chraj = AQ[fT N Spy A Spy Ao A Sp, ]

Koristimo dva znaka a jer se nakon prethodnog raCunanja koraka simulacije mozemo
nalaziti u vrhu v3, pa koriStenjem najmanje dva prijelaza moZemo do¢i do vrha vs.
Prethodno smo opisali kako povezujemo odredene podizraze izraza e s podatkov-
nim putovima grafa GG. 1z toga lako vidimo da podatkovni put izmedu vrhova v; 1 vs
koji se nalazi u jeziku izraza e postoji ako i samo ako automat N ne prihvaca neku
rije€. Kako se struktura regularnog izraza ponavlja, vrijedi da paméenjem nekoliko
indeksa i znakova alfabeta moZemo u logaritamskom prostoru konstruirati regularni
izraz e. KoriStenjem jo$ konstantnog prostora koji nam je potreban za konstruiranje
grafa G imamo da u logaritamskom prostoru moZemo za zadani ulaz (N) vratiti Ze-
ljeni izlaz (e, G, vs,v;). Time smo dokazali PSPACE-teZinu kombinirane sloZenosti
evaluacije upita iz RDPQem. Q.E.D.

Primijetimo da smo u prethodnom dokazu imali fiksan graf s podatcima, jedno-
Clani alfabet te da smo operator zvijezde Koristili samo jednom. Iz toga moZemo za-
kljuciti da je donja granica kombinirane sloZenosti regularnih izraza s memorijom po-
prili¢no Cvrsta te da su nam potrebna nesto veca ogranicenja da se ona spusti. Kako
za gornju granicu kombinirane sloZenosti evaluacije upita iz RDPQ,e, vrijedi da je
u klasi PSPACE slijedi i PSPACE-potpunost te kombinirane sloZenosti. Takoder, kori-

Stenjem rezultata teorema 4.17 o pridruZivanju automata regularnim izrazima, imamo
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i PSPACE-potpunost kombinirane sloZenosti evaluacije upita RDP(Q zadanih s konac-

nim automatima s registrima. Formalno to iskazujemo kroz sljedeca dva korolara.
Korolar 4.22. Kombinirana sloZenost upita iz RDPQem je PSPACE-potpuna.
Korolar 4.23. Kombinirana sloZenost upita iz RDPQ je PSPACE-potpuna.

Konacne automate s registrima i regularne izraze s memorijom smo uveli kao for-
malizme u kojima je sloZenost upita prihvatljiva. Bez obzira na prihvatljivu podat-
kovnu sloZenost, PSPACE-potpunost kombinirane sloZenosti tih upita nam je jos§ uvi-
jek prevelika te bi Zeljeli pronaci formalizam s jo§ manjom sloZenosti. Ve¢ smo spo-
menuli da su potrebna veca ogranic¢enja da se kombinirana slozenost upita spusti. Zbog
toga u nastavku promatramo jedno takvo ogranicenje koje nam omoguéava postavlja-
nje upita Cija kombinirana sloZenost je NP-potpuna. Ti su upiti zadani s regularnim
izrazima s memorijom u kojima se ne koristi operator zvijezde. NP-potpunost kombi-
nirane sloZenosti evaluacije tih upita dokazana je u (Libkin i Vrgoc, 2012a), pri ¢emu
je kod dokaza NP-teZine koriStena redukcija s problema pronalaZenja klike u grafu. U
nastavku prezentiramo dokaz te tvrdnje. Pritom je dokaz da se kombinirana sloZenost
nalazi u NP preuzet iz (Libkin i Vrgoc¢, 2012a), dok je dokaz NP-teZine drugaciji od
njihovog dokaza. U naSem dokazu provodimo redukciju s poznatog NP-potpunog pro-
blema SAT ispunjivosti formule zadane u propozicionalnoj logici, ¢ija je NP-potpunost
dokazana u (Cook, 1971; Levin, 1973).

Propozicija 4.24. Kombinirana sloZenost upita zadanih s regularnim izrazima s me-

morijom koji ne koriste operator zvijezde je NP-potpuna.

Dokaz. Prvo dokazujemo da je kombinirana sloZenost takvog upita u NP, odnosno da
je jezik (e, @, v, v;) u klasi NP. Kako se od regularnih operatora jedino koritenjem
operatora zvijezde dobivaju proizvoljno veliki podatkovni putovi, slijedi da regularni
izraz bez operatora zvijezde prihvaca podatkovne putove ogranicene veli¢ine. Od-
nosno, za takav regularni izraz e duljine n vrijedi da najdulji podatkovni put kojeg
moze prihvatiti ima najviSe n znakova alfabeta. Nedeterministicki Turingov stroj tada
moze nedeterministicki izabrati put izmedu vrhova v, 1 v; koji prati najviSe n bridova.
Takoder nedeterministicki se bira koji se od elemenata svake unije iz regularnog iz-
raza e koriste. Uz takve nedeterministicke odabire mozemo u polinomnom vremenu
provjeriti odgovara li podatkovni put zadanom regularnom izrazu, pa je kombinirana
sloZenost evaluacije upita u klasi NP.

Dokaz NP-teZine kombinirane sloZenosti evaluacije upita provodimo redukcijom

s NP-potpunog problema SAT ispunjivosti formule propozicionalne logike. Zadanoj
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Slika 4.6: Prikaz grafa s podatcima uz dokaz teorema 4.24.

formuli propozicionalne logike ¢ pridruZzujemo graf s podatcima G, vrhove v i v te
regularni izraz s memorijom e koji ne sadrZi operator zvijezde. Graf G jednak je grafu
sa slike 4.6 te su vrhovi v, i v; jednaki vy = v 1 v4 = v4. Ako formula ¢ ima k varijabli
x1,T9, ..., Tk, tada Ce regularni izraz e imati istih k varijabli te dodatnu varijablu ¢.
Varijabla ¢ nam sli¢no kao 1 prije sluzi za oznacavanje koje od preostalih varijabli
su istinite. Skup podataka sastoji se od samo dva podatka D = {0, 1}, a alfabet je
jednoclani skup ¥ = {a}.

Regularni izraz s memorijom e je zadan kao:

e=\talalz)(alxs)...(alzy)aalt™ A,

gdje je ¢’ logiCka formula jednaka formuli ¢, pri ¢emu su varijable x; zamijenjene s
izrazima z; . Regularni izraz nad grafom G prvo postavlja varijablu ¢ na vrijednost
1, nakon ¢ega proizvoljno postavlja preostale varijable z; vrteéi se u petljama izmedu
vrhova vy 1 v3. Dva znaka a na pocetku izraza nam sluZe kako bi mogli doéi do pro-
izvoljnog vrha iz para vrhova v; 1 vs, te postaviti varijablu z; na bilo koju od vrijednosti
0ili 1. Zadnja dva a nam sluZe kako bi u slu¢aju da nas je zadnja varijabla koju smo
postavili dovela u vrh v5 mogli doéi u vrh v,.

U vrhu vy ispitujemo ispunjuje li proizvoljno postavljanje varijabli z; logicku for-
mulu ¢’. Zbog povezanosti te formule i formule ¢, podatkovni put izmedu v; i v4 koji
se nalazi u jeziku izraza e postoji ako i samo ako je ¢ ispunjiva. Graf G je konstantan, a
regularni izraz e tvorimo brojanjem varijabli x; formule ¢ prilikom generiranja podiz-
raza (a | z;), te prepisivanjem formule ¢ na kraju izraza. Zbog toga trazenu redukciju

s problema SAT provodimo u logaritamskom prostoru. Q.E.D.

Primijetimo da iako smo s takvom restrikcijom dobili regularne izraze ¢ija bi kom-
binirana sloZenost trebala biti manja, takvi regularni izrazi nam nisu od izrazito velike
koristi. Naime, kako je i spomenuto u dokazu, takvi regularni izrazi mogu izraziti samo
svojstva podatkovnih putova konacne duzine. Zbog toga bi trebalo prouciti drugacija

ogranicenja koja bi mogla dovesti do prakti¢nijeg formalizma.
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5. Zakljucak

U ovom su se radu proucavali upiti nad grafovima s podatcima temeljeni na konac-
nim automatima i regularnim izrazima. Kao uvod u glavnu temu, prezentirani su neki
osnovni teoremi iz teorije obi¢nih konacnih automata i regularnih izraza. Posebice
se promatrala racunska sloZenost pojedinih problema vezanih uz te kona¢ne automate
1 regularne izraze, Ciji su se rezultati koristili u kasnijim dokazima. Definirali smo
pojam grafa s podatcima i upita nad njime. Pritom nam je posebnu vaznost predstav-
ljao nacin postavljanja tih upita te nas je doveo do pojma formalizma. Eliminacijom
pojedinih formalizama zbog prevelike podatkovne sloZenosti evaluacije upita, kao pri-
hvatljiv formalizam smo izabrali konacne automate s registrima. Proucili smo neka
svojstva konacnih automata s registrima i sloZenosti evaluacije upita. Takoder, uveli
smo regularne izraze s memorijom i dokazali njihovu ekvivalenciju s kona¢nim auto-
matima s registrima. Proucili smo i neka svojstva tih regularnih izraza te dokazali
¢vrste granice za sloZenosti evaluacije takvih upita.

Dobivena kombinirana sloZenost evaluacije upita zadanih s regularnim izrazima
s memorijom, odnosno s konacnim automatima s registrima, josS uvijek je prevelika.
Zbog toga bi se u nastavku mogla proucavati neka ogranienja takvih regularnih izraza,
kao Sto je primjerice koriStenje regularnih izraza s jednakosti (Libkin 1 Vrgoc, 2012a).
Kako smo i prije spomenuli, varijabilan broj registara jedna je od glavnih prepreka za
niZzu kombiniranu sloZenost. Zbog toga bi za prakti¢ne svrhe koriStenja takvih izraza
mogli promatrati i sluc¢aj kada imamo najviSe neki fiksiran broj registara. Takoder,
postoji joS pitanja vezanih uz regularne izraze i konane automate koja ovdje nismo
obradili, kao $to je pitanje kada je jezik jednog regularnog izraza podskup jezika nekog
drugog izraza. SloZenosti tih pitanja za razne modifikacije regularnih izraza i konacnih

automata predstavljaju joS jedan moguci smjer proucavanja.
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Upiti nad grafovima s podatcima i proSirenja regularnih izraza

Sazetak

Razvoj raCunala i prikupljanje sve vece koliCine informacija dovelo je do povecane
vaznosti razli¢itih modela baza podataka. Pritom grafovi s podatcima predstavljaju
posebno dobar model za opisivanje informacija dobivenih iz druStvenih i bioloskih
mreZa, te kao prikaz semantickog weba. U ovom se radu proucava pitanje postavlja-
nja efikasnih upita nad grafovima s podatcima. Ispitana su neka svojstva grafova s
podatcima i pripadnih formalizama za postavljanje upita, medu kojima su poglavito
svojstva vezana uz slozenost upita. Kao jedni efikasni tipovi formalizama za definira-
nje upita predstavljeni su konacni automati s registrima i regularni izrazi s memorijom.
Dokazana je ekvivalentnosti ta dva nacina definiranja upita i PSPACE-potpunost kom-

binirane sloZenosti evaluacije njihovih upita.

Klju¢éne rijeci: Regularni jezici, grafovi s podatcima, formalizmi za definiranje upita,
podatkovna i kombinirana sloZenost, konacni automati s registrima, regularni izrazi s

memorijom.
Queries on Graphs with Data and Extensions of Regular Expressions

Abstract

Development of computers and the acquisition of greater amounts of information
led to an increase in importance of different database models. Graphs with data pre-
sent an especially good model for describing information gathered from social and
biological networks, and for representing the semantic Web. This work investigates
the question of how to efficiently query graphs with data. Some properties of graphs
with data and their formalisms for specifying queries were examined with the main
focus being on properties related to query complexity. Register automata and regular
expressions with memory were introduced as one efficient formalism. The equiva-
lence of register automata and regular expressions with memory was proven, as well

as PSPACE-completeness of the combined complexity of their queries.

Keywords: Regular languages, graphs with data, formalisms for specifying queries,

data and combined complexity, register automata, regular expressions with memory.



