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1. Uvod 1

1 Uvod

Cilj ovog rada je dokazati drugi Lindstromov teorem. Lindstromovi teo-
remi sluze nam za karakterizaciju logike prvog reda. Na osnovi njih vidjet
¢emo da logika prvog reda zauzima jedinstveno mjesto medu svim logickim
sustavima.

U ovom poglavlju istaknut ¢emo neke osnovne ¢injenice koje ¢emo koris-
titi u kasnijim razmatranjima. Pojmove i teoreme koje ovdje budemo spomi-
njali ne¢emo detaljno proucavati. Detaljnija pojasnjenja i dokaze mozete
pogledati u [6].

1.1 Izomorfizmi o-struktura

U ovoj tocki definirat ¢emo neke odnose razlicitih o-struktura, te vezano
za to navesti neke bitne rezultate. Sve to ¢e nam biti potrebno u zadnjem
poglavlju. Prvo definiramo izomorfnost dvaju o-struktura.

Definicija 1.1. Neka su 9t i 91 dvije o-strukture. Svaka bijekcija
7 || — [N je izomorfizam sa M u N ako vrijedi:

1.) za svaki n-mjesni relacijski simbol R € o i (ay, ..., a,) € |9 vrijedi

(a1, ...,an) € R™ ako i samo ako (7(ay), ..., m(a,)) € R™,

2.) za svaki n-mjesni funkcijski simbol f € o i (aq,...,a,) € |9M| vrijedi
m(fMay,...,a,)) = P (7(ay), ..., m(ay)),

3.) za svaki konstantski simbol ¢ € o vrijedi

Kazemo da su o-strukture 9t i M 1zomorfne ako postoji izomorfizam sa 9
u N. To oznacavamo sa M ~ N.

Sljede¢a lema daje nam jednu vaznu posljedicu izomorfnosti o-struktura.
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Lema 1.2. (Lema o izomorfizmu)
Ako su M i N izomorfne o-strukture tada za svaku o-recenicu ¢ vrijedi:

M E ¢ ako 1 samo ako N F .

Osim ovog standardnog izomorfizma dvaju o-struktura, postoje jos neke
vrste izomorfizama. Sada ¢emo navesti njihove definicije i neka vazna
svojstva.

Definicija 1.3. Neka su 9t i 91 dvije o-strukture. Svaka injekcija
p: S C M — N je parcijalni izomorfizam sa M u N ako vrijedi:

1.) za svaki n-mjesni relacijski simbol R € ¢ i (ay, ...,a,) € S vrijedi

(a1, ...,an) € R™ ako i samo ako (p(ay), ..., p(ay)) € R”,

2.) za svaki n-mjesni funkcijski simbol f € o i (aq,...,a,) € S vrijedi
p(fm(ala ) an)) = fm(p(a1)7 "'7p(an)>7

3.) za svaki konstantski simbol ¢ € o takav da je ¢™ € S vrijedi
p(e™) = ™.
U nastavku poistovje¢ujemo preslikavanje p s njegovim grafom
{(a,p(a)) | a € Dom(p)} te u skladu s tim sa p C ¢ oznacavamo da je

preslikavanje ¢ prosirenje preslikavanja p.

Definicija 1.4. Za o-strukture 9 i N kazemo da su konaéno izomorfne

ako postoji niz (I,,),en nepraznih skupova parcijalnih izomorfizama takav da

vrijedi:

(forth) za svaki p € I,41 1 a € |9 postoji parcijalni izomorfizam ¢q € I,
tako da vrijedi @ € Dom(q) i ¢ 2 p,

(back) zasvakip € I,,411b € || postoji parcijalni izomorfizam ¢ € I, tako
da vrijedi b € Rng(q) i ¢ 2 p.

Neformalno, (forth) i (back) svojstva mozemo izreéi na sljede¢i nacin:
parcijalni izomorfizmi iz I,, ;1 mogu biti prosireni (n + 1) puta; odgovarajuéa
prosirenja leze u I, ..., Iy i Iy redom. Ako niz (I,,)nen zadovoljava (forth) i
(back) svojstva tada pisemo:

([n)neN CON s N ili m =r .
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Definicija 1.5. Za o-strukture 2 i 91 kazemo da su parcijalno izomorfne
ako postoji neprazan skup I parcijalnih izomorfizama izmedu o-struktura 9t
i 9 tako da vrijedi:

(forth) za svaki p € I ia € |9M| postoji ¢ € tako da vrijedi
a € Dom(q) igq2p,

(back) zasvakip e I1b e |MN| postoji ¢ € I tako da vrijedi
be Rng(q) g2 p.

Ako postoji skup I iz prethodne definicije, tada pisemo:
M ~, N.
Sljedec¢a lema daje nam relacije medu razli¢itim vrstama izomorfizama.
Lema 1.6. Neka su 9 1 N dvije o-strukture. Tada vrijedi:
a) ako M ~ N tada M ~, N.
b) ako M ~, N tada M ~; N.
c) ako M ~; M i M konacna tada M ~ N.

d) ako M ~, N te su M i N prebrojive ili konacne strukture tada N ~ N.
(Karpov teorem)

Navodimo sada Fraisséov teorem koji karakterizira elementarnu ekviva-
lenciju pomocu kona¢nog izomorfizma.

Teorem 1.7 (Fraisséov teorem).
Neka je o konacan skup nelogickih simbola te neka su 9N 1N dvije o-strukture.
Tada vrijedi:

M ~¢ N ako i samo ako M = N.

Kao mjeru slozenosti formule definiramo kvantifikatorski rang formule.
Kwvantifikatorski rang formule ¢, oznaka qr(y), definiramo iduktvno:

(i) gr(e) =0 ako je ¢ atomarna formula,

(i) qr(=p) = qr(p),
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(iii) qr(e V) = maz{qr(y),qr(¥)},
(iv) qr(3zp) = qr(e) + 1.

Kvantifikatorski rang formule je u stvari maksimalan broj ugnijezdenih kvan-
tifikatora. Na primjer, ¢qr(¢) = 0 ako formula ¢ ne sadrzi kvantifikator;
kvantifikatorski rang formule -3z (VyR(z,y) A Q(y)) je 2. Ovaj pojam, kao i
sljedeca definicija, bit ¢e nam potrebni za dokaz drugog Lindstromovog teo-
rema.

Na kraju definiramo jos jednu vrstu izomorfnosti o-struktura.

Definicija 1.8. Za dvije o-strukture 9t i N kazemo da su m-izomorfne
ako postoji niz Iy, ..., [, nepraznih skupova parcijalnih izomorfizama sa 9t u
M takav da vrijedi:

(forth) zan+1 < m, p € I,11 1a € |9M| postoji parcijalni izomorfizam
q € I, tako da vrijedi a € Dom(q) i ¢ 2 p,

(back) zan+1 < m,p € I,.11b € |N| postoji parcijalni izomorfizam
q € I, tako da vrijedi b € Rng(q) i ¢ 2 p.

Ako postoji niz Iy, ..., I,, koji zadovoljava svojstva iz prethodne definicije
tada pisemo:
(In)n<m = M 2, il M ~,, N.

Za m-izomorfne strukture vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 1.9. Neka je o konacan relacijskih skup nelogickih simbola te 9 4
N dvige o-strukture. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

a) M~, N

b) Za svaku o-recenicu ¢ takvu da joj je kvantifikatorski rang mangi ili
jedanak m, tj. qr(p) < m, vrijedi:

M E p ako 1 samo ako N FE .
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1.2  Odlucivost i rekurzivna prebrojivost

U ovom dijelu definirat ¢emo pojmove odlucivosti i rekurzivne prebro-
jivosti. Glavni cilj nam je do¢i do Trakhtenbrotovog teorema koji nam
je potreban za dokaz drugog Lindstromovog teorema. Pojmove i teoreme
koje ovdje budemo spominjali ne¢emo detaljno proucavati. Za detaljnija
pojasnjenja i dokaze mozete pogledati u [6].

Promotrimo sustav aksioma @, = {¢o, p1, 2} za teoriju grupa. Iz teo-
rema potpunosti slijedi da za sve og,-recenice ¢ vrijedi:

@, F ¢ ako i samo ako @, - .

Stoga, ¢ je teorem teorije Thy, := {¢ | ¢ je og-recenicai &y F 1} ako i
samo ako postoji izvod za ¢ iz skupa aksioma ®,.

Sistematicki primjenjujuéi sva pravila izvoda mozemo generirati sve moguce
izvode i time dobiti popis svih teorema teorije grupa. Dakle, o4-recenicu ¢
dodajemo popisu ako dodemo do izvoda koji zavrSava sa . Stoga, postoji
postupak kojim ,, mehanicki” mozemo popisati sve teoreme teorije grupa. Tre-
balo bi biti moguce da, koriste¢i prikladno programirano rac¢unalo, mozemo
izvrsiti takav postupak. Pri tom bi trebalo biti moguce po potrebi povecavati
kapacitet racunala buduéi da izvodi i formule mogu biti proizvoljno dugi.

Za skupove poput T'hg, koji se mogu opisati takvim postupkom kazemo
da su rekurzivno prebrojivi.

Medutim, gornji popstupak donosi i mnoge trivijalnosti, poput
Ve(r = ¢ — = = x). Osim toga, ponekad nas samo zanima da li se
neka recenica nalazi u nekom skupu. Na primjer, za og4-recenicu ¢ Zelimo
znati vrijedi li ¢ € T'hy,.. Nazalost, u tom slucaju nam rekurzivno prebrojiv
postupak, poput ovog kojeg smo prije opisali, nije od velike pomo¢i. Naime,
za danu og-recenicu ¢ mogli bi zapoceti postupak da vidimo pojavljuje li
se ¢ u Thy.. Medutim, ako vrijedi ¢ ¢ Thy, gornji postupak nam nece
dati tu informaciju budu¢i da pri svakom koraku nismo sigurni da li ¢e se ¢
pojaviti kasnije ili se uopce nece pojaviti. Stoga nam treba drugaciji postu-
pak koji mozemo primijeniti na proizvoljnu o,4-reCenicu ¢ takav da on staje
nakon konacno koraka dajuci pritom odgovor na pitanje da li je ¢ € T'h,
ili nije. Ako takav postupak postoji za danu teoriju, onda tu teorju zovemo
odlucivom.

Sada ¢emo te pojmove i formalno definirati.

Postupak u nasem smislu (efektivan postupak, proces, algoritam) radi s
konkretnim objektima poput konac¢nih nizova simbola. U definicijama koje
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slijede trebamo imati na umu da je pojam postupka intuitivan i uveden
pomocu primjera.

Definicija 1.10. Neka je A alfabet, W neki skup rijeci od A, tj. W C A* i
B postupak.

(a) B je odluéiv postupak za W ako za svaku rije¢ ¢ € A* postupak B
nakon nekog vremena stane dajuci toéno jedan izlazni podatak n € A*
takav da je

71 je prazna rije¢ ako p € W,
n je razlicit od prazne rijeci ako ¢ & W.

(b) W je odluéiv ako postoji odluciv postupak za W.

Dakle, kad se primjeni odlu¢iv postupak za W na neku proizvoljnu rijec
©», on u konacno mnogo koraka daje odgovor na pitanje da li je ¢ u W.
Odgovor je ,da” ako je izlazni podatak prazna rije¢, a ,ne” ako je izlazni
podatak neprazna rijec.

Definicija 1.11. Neka je A alfabet, W C A* i B postupak.

(a) B je rekurzivno prebrojiv postupak ako B, jednom kad je pokrenut,
na kraju daje kao izlazni podatak tocno rijeci iz W (nekim redoslijedom,
moguce s ponavljanjima).

(b) W je rekurzivno prebrojiv ako postoji rekurzivno prebrojiv postupak
za W.

Dakle, neki skup smatramo rekurzivno prebrojivim ako postoji postupak
koji, kad se pokrene, kao izlazni podatak daje popis svih rijeci iz tog skupa.
Za logiku prvog reda vrijedi sljedec¢a propozicija:

Propozicija 1.12. Skup valjanih recenica logike prvog reda je rekurzivno
prebrojiv.

Tvrdnja prethodne propozicije jednostavno slijedi iz Godelovog teorema
potpunosti za logiku prvog reda.
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Promotrimo sada odnos izmedu odlucivosti i rekurzivne prebrojivosti
skupa. Upravo smo vidjeli da se skup valjanih o-recenica prvog reda moze
opisati pomocu rekurzivno prebrojivog postupka. Postavlja se pitanje da li
za proizvoljnu o-recenicu mozemo odluciti da li je ona valjana. Kao i ranije,
gornji postupak nam tu ne pomaze. Pokazuje se da skup valjanih o-recenica
uopce nije odluéiv (to je tzv. Churchov teorem; viditi npr. u [11]). Medutim,
vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 1.13. Svaki odluciv skup je rekurzivno prebrojiv.

Kao prosirenje prethodnog teorema imamo:

Teorem 1.14. Podskup W C A* je odluc¢iv ako i samo ako su i W i AX\W
rekurzivno prebrojivi.

Neka su A i B dva alfabeta. Postupak koji za svaki ulazni podatak
iz A* daje rijec iz B* odreduje funkciju sa A* u B*. Za funkcije ¢ije vri-
jednosti mozemo izracunati na ovaj nac¢in pomocu postupka kazemo da su
1zracunljive.

Definicija 1.15. Neka je o neki skup nelogickih simbola.

a) Za o-recenicu prvog reda ¢ kazemo da je konaéno-ispungiva ako postoji
konacna o-struktura 91 koja je model za .

b) Za o-recenicu prvog reda ¢ kazemo da je konaéno-valjana ako je svaka
konac¢na o-struktura model za .

Uvodimo sada i sljedeé¢e oznake:

Qs := {p | ¢ je konacno-ispunjiva o-recenica}
O, = {¢ | ¢ je konacno-valjana o-recenica}

Vrijedi sljededi teorem kojeg ne¢emo dokazivati (dokaz mozete naéi u [6]),
ali nam je potreban za dokaz Trakhtenbrotovog teorema.

Teorem 1.16. Skup ®, nije odluciv.
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Sada imamo sve potrebno da bi iskazali i dokazali Trakhtenbrotov teorem.

Teorem 1.17. (Trakhtenbrotov teorem)
Skup svih konacno-valjanih o-recenica prvog reda nije rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Sa L oznac¢imo skup svih o-recenica prvog reda. O¢cito za svaku
o-recenicu prvog reda ¢ vrijedi:

p € LY\Pss akoisamo ako —p € Py, (%)

Pretpostavimo suprotno, tj. da je skup ®y, rekurzivno prebrojiv. Tada
je po () 1 L§\® ¢4 rekurzivno prebrojiv: jednostavno zapo¢nemo rekurzivno
prebrojivi postupak za ®, i kad god on navede rec¢enicu —¢, mi zapisemo ¢.
Ovim bi dobili i odluciv postupak za @y, na sljedeéi nacin:

Za rijec ( iz A*, odluc¢imo prvo da li je ( o-recenica. Ako jest, zapotnemo
rekurzivno prebrojiv postupak za ®y, i za L]\ @y, i cekamo dok se u jednom
od ova dva postupka ne pojavi ( kao izlazni podatak. Tako dobivamo odluku
o tome da li je ¢ € ®y,.

Dakle, time smo dobili odluciv postupak za skup ®;, pa odatle slijedi i
da je @4, odluciv skup, a to je u kontradikciji s teoremom 1.16.

Q.E.D.
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2 Neki metateoremi o logici prvog reda

U ovoj tocki prvo ¢emo se podsjetiti definicije racuna logike prvog reda
te ¢emo navesti neke vazne teoreme za logiku prvog reda koji ¢e nam kasnije
trebati. Cilj nam je samo prisjetiti se rezultata koji vrijede za logiku prvog
reda, stoga te teoreme ovdje neé¢emo dokazivati; dokaze mozete pogledati
u [6]. Nakon toga uvodimo pojmove eliminacije funkcijskih simbola i rela-
tivizacije te ¢emo njih detaljnije proucavati.

2.1 Racun logike prvog reda

U sljedecoj definiciji dajemo aksiome i pravila izvoda kojima ¢emo generirati
sve valjane formule logike prvog reda.

Definicija 2.1. Racun logike prvog reda zadan je s pet shema aksioma
i dva pravila izvoda.
Sheme aksioma su sljedece:

(A1) A— (B — A);

(A2) (A= (B = (C)) = (A= B) = (A= 0Q));

(A3) (-B — —A) — (A — B);

(A4) Yz A(z) — A(t/x), gdje je term ¢ slobodan za varijablu x u
formuli A;

(A5) V(A — B) — (A — VaB), gdje formula A ne sadrzi

slobodnih nastupa varijable x.

Pravila izvoda su:

A A—B
B modus ponens
A o
VoA generalizacija.

Ovako definiran sistem oznacavamo za RP (ra¢un predikata).

Podsjetimo se sada definicija dokaza u sistemu RP, teorema sistema RP
te izvoda u sistemu RP.
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Definicija 2.2. Za konacan niz formula Aq, ..., A, kazemo da je dokaz za
formulu A u sistemu RP ako vrijedi:

1) A, = A,
2) zasve i € {1,...,n} vrijedi jedno od sljedeceg:

a) A; je aksiom sistema RP,
b) A; je nastala iz nekih A; i Ay, pri ¢emu je j, k < ¢, primjenom nekog

pravila izvoda.

Ako za formulu A postoji dokaz u sistemu RP tada kazemo da je A teorem
sistema RP i to oznacavamo sa Frp A. Sa Frp A oznacavamo da A nije
teorem sistema RP.

Definicija 2.3. Neka je I' skup formula sistema RP te G neka formula. Za
niz formula Gy, ..., G,, kazemo da je tzvod za formulu G iz skupa I' u sistemu
RP ako vrijedi:

a) G, =G,

b) za sve i € {1,...,n} vrijedi jedno od sljedeceg:
(a) A; je aksiom sistema RP,
(b) Al erl,

(c) A; je nastala iz nekih A; 1 Ay, pri ¢emu je j, k < ¢, primjenom nekog
pravila izvoda.

Oznaka za to je I' Frp G.

Sada ¢emo navesti teorem adekvatnosti za logiku prvog reda.

Teorem 2.4. (Teorem adekvatnosti za sistem RP)
Svaki teorem sistema RP je valjana formula.

Napomena 2.5. Teorija T prvog reda zadana je svojim jezikom te skupom
aksioma i pravila izvoda. Smatramo da je zadan jezik teorije 1" prvog reda
ako je zadan skup nelogickih simbola, tj. signatura. Jedina pravila izvoda
teorije prvog reda su modus ponens i genaralizacija. Znaci, promatramo
teorije koje moraju imati, i imaju samo ta dva pravila izvoda. Po definiciji
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smatramo da svaka teorija 1" prvog reda sadrzi sve sheme aksioma sistema
RP, tj. logika prvog reda po definiciji je sadrzana u svakoj teoriji prvog
reda. Aksiomi teorije T koji nisu valjane formule nazivaju se nelogickim
aksiomima. Smatramo da je zadan skup aksioma teorije T" ako je zadan skup
nelogickih aksioma.

Dakle, prilikom zadavanja teorije 7" samo naglasavamo njen skup ne-
logickih simbola ¢ i nelogicke aksiome. Od njih tvorimo teoriju tako da o
dodamo ostali alfabet (onaj dio koji je u svakoj teoriji isti; varijable, logicke
simbole i zagrade) ¢ime dobivamo jezik te teorije, a skupu nelogickih simbola
dodajemo aksiome i pravila izvoda iz RP.

Definicija 2.6. Kazemo da je teorija T" konzistentna ako ne postoji for-
mula F' takva da sui F'i —F teoremi teorije T'. Inace kazemo da je teorija
T wnkonzistentna.

Za skup formula I' jezika teorije T" kazemo da je konzistentan ako ne po-
stoji formula F' takva da vrijedi I' -p F'i ' b —F. Inace kazemo da je skup
formula I' inkonzistentan.

Sljededi teorem slijedi direktno iz prethodne definicije i teorema adekva-
tnosti za teoriju RP.

Teorem 2.7. Teorija RP je konzistentna.

Navedimo neka svojstva konzistentnih skupova.

Propozicija 2.8. Neka je T' neka teorija prvog reda i I' skup formula teorije
T. Tada vrijedi:

a) Skup formula ' je konzistentan ako i samo ako je svaki konacan podskup
od I" konzistentan.

b) Skup formula T je konzistentan ako i samo ako postoji formula F takva
da vrigedi I ¥p F.

c) Ako postoji model za T' tada je ' konzistentan skup.

Prisjetimo se sada teorema potpunosti, fundamentalnog teorema u mate-
matickoj logici, koji nam daje i obrat teorema adekvatnosti. Nakon toga
navodimo jos neke teoreme koji se dobiju kao jednostavne posljedice ovog
teorema.
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Teorem 2.9. (Generalizirani teorem potpunosti)
Za svaku konzistentnu teoriju T prvog reda postoji prebrojiv model.

Vazna posljedica ovog teorema je prvi teorem o potpunosti kojeg je dao
Godel.

Teorem 2.10. (Gédelov teorem potpunosti)
Neka je T teorija prvog reda i F' formula pripadnog jezika. Tada vrijedi:

Fr F' ako i samo ako je F' istinita u svim modelima za T.

Posebno: Frp F ako i@ samo ako je F wvaljana formula.

Sljededi teorem je vazan za teoriju modela jer daje korisnu metodu za
konstruiranje modela.

Teorem 2.11. (Teorem kompaktnosti)
Neka je T' skup formula neke teorije T prvog reda. Vrijedi sljedece:

a) Postoji model za T' ako i samo ako za svaki konacan podskup od T' postogi
model.

b) T'E F ako i samo ako postoji konacan podskup T od T' takav da vrijedi
I"EF.

Na kraju navedimo jo§ dvije vazne posljedice generaliziranog teorema
potpunosti.

Teorem 2.12. (Lowenheim-Skolemov teorem ,na dolje”)
Svaka teorija prvog reda koja ima model itma 1 prebrojiv model.

Teorem 2.13. (Léwenheim-Skolemov teorem ,na gore”)
Neka je A beskonacan kardinalni broj 1 T proizvoljna konzistentna teorija
prvog reda. Tada za teoriju T postogi model kardinalnosti X.

Teorem kompaktnosti i Lowenheim-Skolemov teorem ,na dolje” su dva
kljuéna svojstva koja se koriste u Lindstromovim teoremima da bi se kara-
kterizirala logika prvog reda. Naime, teorem kompaktnosti i Lowenheim-
Skolemov teorem istovremeno ne vrijede u ,ja¢im” logickim sustavima od
logike prvog reda.
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2.2 Eliminacija funkcijskih simbola

[ako nam prisutstvo funkcijskih i konstantskih simbola uvelike olaksava zapise
raznih formula i tvrdnji u pripadnoj teoriji, i njihovo odsustvo nam cesto
moze biti jako korisno. U tu svrhu zelimo funkcijske i konstantske simbole
yeliminirati”, odnosno zamijeniti ih odgovaraju¢im relacijskim simbolima.
Prirodan nacin da se to napravi je da umjesto samih funkcija i konstanti
promatamo njihove grfove. Time ¢emo skup nelogickih simbola zamijeniti
skupom nelogickih simbola koji sadrzi samo relacijske simbole. Takav skup
nazivamo relacijsks.

Neka je o neki skup nelogickih simbola. Za svaki n-mjesni funkcijski
simbol f € o neka je F' novi (n+1)-mjesni relacijski simbol, te za svaki
konstantski simbol ¢ € o neka je C novi jednomjesni relacijski simbol. Sa
o” oznacimo skup koji sadrzi relacijske simbole iz o i nove relacijske simbole
koje smo upravo uveli. Kako skup ¢” sadrzi samo relacijske simbole, to je
relacijski skup.

Sada svakoj o-strukturi 9t pridruzujemo o"-strukturu 9" zamjenjujuci funk-
cijske i konstantske simbole njihovim grafovima. To ¢inimo na sljede¢i nacin:

a) [D07] = |90},
b) za svaki relacijski simbol R € o definiramo R™ = R™,

c¢) za svaki n-mjesni funkcijski simbol f € o neka je interpretacija novog
relacijskog simbola F' definirana kao graf funkcije f™, tj. za sve
A1y ey Ay Aprp € |9 definiramo:

(A, ..., Gny Gnpr) € F™ ako i samo ako f™(aq, ..., ap) = Gpyr,

d) za svaki konstantski simbol ¢ € o interpretaciju novog jednomjesnog rela-

cijskog simbola C' definiramo pomo¢u grafa konstantske funkcije a — ™,

tj. za svaki a € |9| definiramo:

a € C”™ akoisamo ako ¢™ = a.

Jos nam preostaje svaku o-formulu transformirati u ¢"-formulu zamje-
njujuci sve podformule oblika:

a) A(...f(Z)...) sa F(Z,y) — A(..y/f(Z)...)
b) A(...c...)sa C(xz) — A(...z/c...).
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Sada ¢emo malo detaljnije opisati nacin na koji to radimo.

Prije svega, uo¢imo da svaki konstantski simbol mozemo shvatiti kao speci-
jalni slucaj funkcijskog simbola, tocnije kao O-mjesni funkcijski simbol. U
tom smislu, sve Sto u sljede¢em razmatranju napravimo za funkcijske simbole
takoder vrijedi i za konstantske simbole, pa ih stoga nije potrebno promatrati
kao poseban slucaj.

Prva ¢injenica koju trebamo je da je svaka o-formula logicki ekvivalentna
o-formuli u kojoj se svi funkcijski simboli pojavljuju jedino neposredno nakon
znaka jednakosti. To znaci da se ni jedan funkcijski simbol ne pojavljuje kao
argument nekog relacijskog ili funkcijskog simbola, kao ni prije znaka jed-
nakosti, tako da se n-mjesni funkcijski simbol f moze pojaviti samo u atom-
arnim podformulama oblika y = f(x1,...,x,), gdje su y i z; za i=1,...n,
ne nuzno razlicite, varijable.

Dokaz toga je lak. Neka je ¢ neka o-formula u kojoj se barem jedan
funkcijski simbol pojavljuje na mjestu koje nije neposredno nakon znaka jed-
nakosti. U svakom takvom pojavljivanju f je prvi simbol nekog terma ¢ koji
se pojavljuje (moguée kao podterm nekog slozenijeg terma) u nekoj atom-
arnoj podformuli A(t). Neka je y proizvoljna varijabla koja se ne pojavljuje
u . Sa ¢~ ozna¢imo o-formulu koju dobijemo od ¢ zamjenom A(t) s njenim
logickim ekvivalentom Jy(y = t A A(y)). Tada je ¢ logicki ekvivalentna s ¢,
te ¢~ sadrzi jedno pojavljivanje manje od ¢ funkcijskog simbola na mjestu
koje nije neposredno nakon znaka jednakosti. Ovaj postupak ponavljamo
kona¢no mnogo puta tako da se svaki put rijesimo jednog nezeljenog nastupa
funkcijskog simbola te time dolazimo do o-formule u kojoj nema ni jednog
takvog nastupa i logicki je ekvivalentna polaznoj formuli ¢.

Iz takve o-formule lako eliminiramo funkcijske simbole, jedan po jedan.
Neka je f m-mjesni funkcijski simbol koji se pojavljuje u takvoj o-formuli
te F' pripadni novi (n+1)-mjesni relacijski simbol. Sada svaku podformulu
oblika y = f(x1,...,z,) u kojoj se pojavljuje f, a to su ujedno i jedina po-
javljivanja f, zamijenimo sa F(z1, ..., 2,,y). Time smo dobili novu formulu
u kojoj imamo jedan funkcijski simbol manje. Taj postupak ponovimo za
svaki funkcijski simbol koji se pojavljuje u danoj formuli te time dolazimo
do zeljene o"-formule u kojoj nema funkcijskih simbola.

Ako je G neka o-formula, tada s G" oznacavamo o”-formulu koja je do-
bivena iz formule G eliminacijom svih funkcijskih i konstantskih simbola.

Teorem 2.14. Za svaku o-formulu G @ svaku o-strukturu MM vrijedi:

ME=G  ako 1 samo ako M E G.
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Dokaz. Neka je G neka o-formula. Indukcijom po slozenosti formule G
pokazat ¢emo da vrijedi:

M E G ako 1 samo ako IM" = G".

Slozenost formule G je broj svih logickih veznika i kvantifikatora u G racu-
najuéi ponavljanja. Oznacavamo ga sa x(G).

Baza indukcije: Neka je x(G) = 0, tj. G je atomarna formula. Tada
je G je oblika R(ty,...,t,) gdje je R € o relacijski simbol, a ti, ..., , termi.
Bazu indukcije takoder pokazujemo indukcijom, ali po broju pojavljivanja
funkcijskih i konstantskih simbola racunajuc¢i ponavljanja.

Taj broj ozna¢imo sa m(G).

Baza indukcije: Neka je m(G) = 0.
Tada je G = R(xy, ..., z,) gdje su x1, ..., x,, individualne varijable.
Kako u formuli G nema funkcijskih ni konstantskih simbola, to
je G" = G. Primijetimo da je R™ = R™ i || = |9M"|. Redom
imamo sljedece ekvivalenicije:
M E G ako i samo ako M E R(zy, ..., z,)
ako i samo ako za sve ay, ..., a, € || vrijedi (ay, ..., a,) € R™
ako i samo ako za sve ay, ..., a, € || vrijedi (a1, ...,a,) € R™
ako i samo ako IMM" F G".

Pretpostavka indukcije: Neka je s € N, s > 0, takav da za svaku
atomarnu o-formulu G za koju je m(G) < s vrijedi:

M E G ako i samo ako M = G".

Korak indukcije: Neka je G atomarna o-formula takva da je
m(G) = s. Kako je s > 0 to u G postoji barem jedan
funkcijski ili konstantski simbol. Tada neki od terma tq,...,¢,
ima funkcijski ili konstantski simbol kao prvi simbol. Neka je to
term t;. Kao u razmatranju prije teorema, imamo da je tada G
logicki ekvivalentna formuli

Gi = E|y<y = tz A\ R(tl, ...,tifl,y,thrl, >tn>)

gdje je y proizvoljna varijabla koja se ne pojavljuje u GG. Kako
je G~ logicki ekvivalentno G, tada ako je M E G, to je ME G,
tj. za svaku valuaciju v : {vg, vy, ...} — || vrijedi

m ':v E"y(y = tz A R(tl, ...,tifl,y,ti+1, ;tn))
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To po definiciji vrijedi ako i samo ako postoji valuacija v, takva
da vrijedi

m':vy Yy = t /\R(tl, Z 1,y,t1+1,...,tn)

gdje je v, valuacija koja je jednaka valuaciji v osim mozda u y,
V) {wo,vn, Nyt = Vylfwo,on,.\{y}- Ovo posljednje vrijedi ako i
samo ako

ﬂ)ﬂzvyyzti 1 97“: R(tl, Z 17y7t1+17-~-7tn)~

S druge strane G = Jy((y = ;)" A(R(t1, ooy tic1, Yy ti1,s ooy tn))7)-
Ako vrijedi 9 E G7, tj.

S)JIT ': Hy((y = tz>r A\ (R(tl, ceey ti—l;ya tz‘+17 ceey tn))T),

to znaci da za svaku valuaciju v vrijedi

SIW ':U Ely((y = tz)r A\ (R(th ceny ti—h Yy, ti—f—l; ...,tn>)T).

Posljednje vrijedi ako i samo ako postoji valuacija v, takva da je

om” ':Uy (y == t,)r VAN (R(tl, ---»ti—la y,ti+1, ...,tn»r,
Sto vrijedi ako i samo ako
mtr Izvy (y = tz)r 1 mtr i:vy (R(tl, ceey ti—la Yy, ti+17 ceny tn))r)
Rezimirajmo; da bi pokazali tvrdnju dovoljno je da dokazemo
sljedece:

za svaku valuaciju v postoji valuacija v, za koju vrijedi:
m ':Uy Yy = tz i9m ':vy R(tl, ...,ti_l, y,tz‘+1, 7tn)

ako i samo ako
omr ':Uy (y = tl)r 19 ':vy (R(tl, ceey tifl, Yy, ti+17 ceey tn))r

Dakle, tvrdnju ¢emo dobiti ako dokazemo da vrijedi:

1.) ME,, y =t; ako i samo ako M" F, (y =1t;)"

) imla,y R(tl, 7, 1,y, i1y ceey )
mr ': Vy (R(th Lic1, Yy i1y oons

ko 1 samo ako

n)"
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Uocimo da, kad dokazemo 1.), da smo dokazali i 2.) jer za svaki
funkcijski i konstantski simbol koji se pojavljuje u G mozemo
napraviti gornje razmatranje, tj. eliminirat ga iz argumenta od R,
¢ime dobijemo slucaj 1.). U kona¢no mnogo koraka sve funkecijske
i konstantske simbole eliminirat ¢emo iz argumenata od R tako
da ¢e svi argumenti od R biti varijable, a za to po bazi indukcije
znamo da tvrdnja vrijedi.

Dakle, ostaje pokazati:
MFE,, y =t; ako i samo ako M" k=, (y=1t;)".

Prisjetimo se da smo na pocetku poglavlja o eliminaciji funkcij-
skih i konstantskih simbola za svaki n-mjesni funkcijski simbol
f € o uveli novi (n 4+ 1)-mjesni relacijski simbol F' te za svaki
konstantski simbol ¢ € o novi jednomjesni relacijski simbol C'.
Razlikujemo slucajeve:

i) t; = ¢, tj. y = ¢, gdje je ¢ konstantski simbol. Tada vrijedi:
M F,, y = c ako i samo ako
postoji a € |9M| takav da je v,(y) =ai ™ =a
ako i samo ako v,(y) =aia € C™  tj. v,(y) € C™
ako i samo ako M" F, C(y) = (y =1t;)".
i) t; = f(t),...,t,), odnosno y = f(t,....,t;), gdje je f € o
funkcijski simbol, a t/, ..., ¢} termi. Imamo:
ME,, y=f(t),.., 1) ako i samo ako
postoje ai,...,ar,b € [M| takav da je v,(t)) = ay,
zaj=1,..k v(y)=0bif™(a,..,ar) =b
ako i samo ako postoje ay,...,a,b € |9N"| takvi da je
vy (th) = aj,zaj =1,.... k,v,(y) = bi(ay,..,ar,b) € F?
ako i samo ako M" F, F(t), .. .t,y) = (y=1)"

Time smo pokazali bazu indukcije, tj. da za svaku atomarnu
o-formulu G vrijedi:

M = G ako 1 samo ako M = G".

Pretpostavka indukcije: Neka je m € N takav da za sve o-formule G za koje

je k(G) < m vrijedi:
MEG akoisamoako M EG".

Korak indukcije: Neka je G o-formula takva da je x(G) = m.
Tvrdnju dobivamo koriste¢i pretpostavku indukcije i sljede¢a pravila:
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(_'G)r =-G",
(GO V Gl)r = GOT V Glr,
(J2G)" = J2G".
Ovisno o obliku formule G razlikujemo slucajeve:

G=-F, G=FVH, G=3dzF.

Za ilustraciju pokazimo tvrdnju za G = —F, ostali slucajevi dokazuju se
analogno.
Neka je dakle G = —F. Tada je k(F') < m pa imamo:
M E —F ako i samo ako M F F
ako i samo ako 9" ¥ F" (po pretpostavci indukcije)
ako i samo ako M" E =F" = G".
Q.E.D.

Vazna posljedica ovog teorema je sljedeci korolar, no prije iznosenja samog
korolara prisjetimo se definicije elementarne ekvivalencije dvaju o-struktura.

Definicija 2.15. Za dvije o-strukture 91 i O kazemo da su elementarno
ekvivalentne, u oznaci MM = N, ako za svaku o-formulu G vrijedi:

MEG akoisamo ako NE G.

Korolar 2.16. Neka su 9 i N dvije o-strukture. Tada vrijedi:
M=MN ako i samo ako M =N".

Dokaz. Neka je MM = N te neka je G proizvoljna o-formula. Iz definicije
elementarne ekvivalencije znamo da vrijedi:

MEG akoisamo ako MNE G.
Koriste¢i prethodni teorem dobivamo:
MEG akoisamo ako IM" E G

MEG akoisamoako M EG"
Odavde ocito slijedi:

M E G akoisamo ako N E G
Q.E.D.
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2.3 Relativizacija

Ako promatramo vektorski prostor kao strukturu jedne vrste, tada njen nosac
sadrzi i vektore i skalare. Kada formuliramo aksiome vektorskog prostora u
odgovarajuc¢em jeziku potrebno je relativizirati aksiome polja na skup skalara
te aksiome grupe na skup vektora. Na primjer, za aksiom polja Va(z -1 = x)
to mozemo napraviti koristenjem novog jednomjesnog relacijskog simbola F
za skup skalara i reformuliranjem aksioma na sljede¢i nacin
Ve(F(z) — (-1 = z)). Dakle, u ovom poglavlju bavimo se odnosom
izmedu formule i njene relativizacije.

Prvo uvodimo pojam podstrukture koji ¢emo kasnije koristiti. Podstruk-
tura je u stvari ,,podskup” dane strukture koji je i sam struktura.

Definicija 2.17. Neka su 91 i 91 dvije o-strukture.
o-strukturu M nazivamo podstrukturom od 9N, u oznaci N C M, ako
vrijedi:

(a) 9] < 9]

(b) (1) za n-mjesni relacijski simbol R € o vrijedi R™ = R™ N |N|",
tj. za svake aq, ..., a, € |MN|,

(ay,...,a,) € R ako i samo ako (ay, ..., a,) € R™,

(2) za n-mjesni funkcijski simbol f € o je f™ restrikcija od f™ na [N,

N _ M

(3) za konstantski simbol ¢ € o je ¢ c

Definicija 2.18. Neka je 9 neka o-struktura. Za neprazan skup S C |90]
kazemo da je o-zatvoren skup u strukturi 9 ako vrijedi:

a) za svaki konstantski simbol ¢ € ¢ vrijedi ¢™ € S,

b) za svaki n-mjesni funkcijski simbol f € o i sve ay,..,a, € S vrijedi
™(ay, ...,a,) € S.

Ako je M C M tada je skup |N| jedan o-zatvoren skup u strukturi M. S
druge strane, zbog uvjeta b) u prethodnoj definiciji, svaki o-zatvoren skup
S u o-strukturi 9 nosac je jedinstvene podstrukture dane strukture 9. Tu
podstrukturu oznacavamo sa [S]™.

Sada proucavamo pojam relativizacije.
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Definicija 2.19. Neka je o neki skup nelogickih simbola te U neki jedno-
mjesni relacijski simbol takav da U ¢ o. Za svaku o-formulu ¢ induktivno
definiramo o U {U }-formulu Y, koju nazivamo U -relativizacija od ¢, na
sljede¢i nacin:

U

a) ¢’ =, ako je ¢ atomatna formula,

b) (mp)¥ = =Y,

)
c) (pV) =" vy,
d) Bop)” = 32(U(z) A ).

Iz definicije direktno imamo da je

(Vop)Y = (~3z-¢)" = -3z(U(z) A =",

a ta je formula logicki ekvivalentna formuli Vo (U (x) — pY).

Zelimo vidjeti kakva je veza izmedu istinitosti formule ¢ i njene rela-
tivizacije za dani U. Prvo iznosimo jednu pomoc¢nu lemu.

Lema 2.20. Neka su M i N dvige o-strukture takve da je N C M te neka
je v :{v,|n € N} — |MN| neka valuacija. Tada za svaku atomarnu formulu ¢
vrijeds:

NE, ¢ akoisamo ako ME, .

Prethodna lema jednostavno slijedi iz definicije.
Bitno je napomenuti da prethodna lema ne vrijedi za proizvoljnu o-formulu.
To pokazuje sljedeéi primjer.
Teorija polja zadana je signaturom o = {+,-,0,1} i skupom nelogickih
aksioma @ sq4:

VaVyVz((z +y) + 2 =z + (y + 2)),VaVyVe((z - y) -z =z - (y - 2)),
Vedy(z +y=0),VaVy(z +y =y + x),~(0 = 1),
Ve(zr+0=2x),Ve(r-1=2),Vo(-(x =0) — Jy(x -y = 1)),
VaVy(z -y =y - x),VaVyvz(z - (y+ 2) = (z - y) + (z - 2)).

N = (N,+Y .N0,1) je podstruktura od srukture R = (R,+% % 0,1) u
teoriji polja. Formula ¢ = J3x(z + 1 = 0) vrijedi u R, ali ne i u N.
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Sada ¢emo iskazati i dokazati lemu o relativizciji koja nam govori o odnosu
izmedu istinitosti formule ¢ i njene relativizacije ¢V. Lema u stvari kaze da,
relativizacija ¢V ima isto znacenje u M kao i p u podstrukturi [U™)™.

Lema 2.21. (Lema o relativizaciji)

Neka je M neka o U {U}-struktura, gdje je U jednomgesni relacijski simbol
takav da U ¢ o te neka je U™ neki o-zatvoren skup u struturi M. Tada za
svaku o-recenicu @ vrijedi:

UMM E ¢ ako i samo ako M E V.
Dokaz. Indukcijom po slozenosti formule ¢ dokazujemo tvrdnju:
Za sve valuacije v : {v,|n € N} — U™ vrijedi

UMM, ¢ akoisamo ako Mk, V.

Baza indukcije: Ako je ¢ atomarna formula tada je po definiciji ¢¥ = ¢
pa tvrdnja slijedi iz prethodne leme.

Pretpostavka indukcije: Neka je n € N takav da za sve o-recenice ¢ ¢ija
je slozenost k(p) < n vrijedi:

UMM, ¢ akoisamo ako Mk, V.

Korak indukcije: Neka je ¢ o-formula takva da je k(¢) = n.
Za ¢ = o i@ = gV @1 tvrdnja slijedi direktno iz pretpostvke indukcije
za o 1 p1. Za @ = Jxrpe imamo:

[UM™ |, Tz vrijedi ako i samo ako postoji a € U™ takav da je
(U] Fu, /. $o- Kako je r(po) < n, to po pretpostavci indukcije
vrijedi:

U™k, ¢ akoisamoako M, .

Nadalje, M F,, , oY vrijedi ako i samo ako je O Fu, . U(T) A go.
Po definiciji istinitosti formule, to vrijedi ako i samo ako
M E, Fz(U(z) A @p), odnosno M E, Y.

Q.E.D.
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3 Primjeri logickih sustava

Logika prvog reda jako je vazna za osnove matematike gdje je postala
standardnom formalnom logikom aksiomatskih sustava. Njena izrazajna
mo¢ dovoljna je za formaliziranje nekih vaznih matematickih teorija poput
Zermelo-Fraenkelove teorije skupova. Medutim, nijedan sustav aksioma u
logici prvog reda nije dovoljno jak da se opisu beskonacne strukture poput
prirodnih ili realnih brojeva. U njoj ¢ak ne mozemo formalizirati ni neke
relativno jednostavne pojmove kao na primjer ,,biti konacan” ili , biti pre-
brojiv”. Primjeri poput ovih poti¢u nas na uvodenje i proucavanje jezika sa
jacom izrazajnom moci od jezika logike prvog reda. Postoji i dodatni razlog
za proucavanje izrazajnijih jezika. Pokazalo se da su rezultati poput teorema
kompaktnosti, za kojeg smo vidjeli da vrijedi za logiku prvog reda, korisni u,
primjerice, algebarskim istrazivanjima. Stoga se ¢ini vrijednim truda istraziti
druge izrazajnije jezike u nadi da ¢emo doéi do jos nekih alata sa dalekoseznim
primjenama u matematici. U ovom poglavlju navodimo nekoliko logickih su-
stava koje promatramo imajuéi na umu gore navedene ciljeve. Teoreme koje
ovdje budemo navodili ne¢emo dokazivati; dokaze mozete pogledati u [6].

3.1 Logika drugog reda, L;;

Logika drugog reda je prosirenje logike prvog reda u smislu da, dok u logici
prvog reda kvantificiramo isklju¢ivo po individualnim varijablama, u logici
drugog reda osim po individualnim varijablama kvantifikaciju mozemo provo-
diti i po ,svojstvima”. Ta svojstva mozemo poistovjetiti sa skupovima tako
da nam logika drugog reda u stvari omogucuje kvantifikaciju po skupovima.
Ovo prosirenje jezika povecava njegovu izrazajnu mo¢ bez dodavanja novih
nelogickih simbola.

Definicija 3.1. Neka je o skup nelogickih simbola. Alfabet logike drugog
reda sastoji se od alfabeta logike prvog reda kojem je dodano jos za svaki
n € N prebrojivo mnogo n-mjesnih relacijskih varijabli V", V5, V5* ... Te
relacijske varijable najcesce oznacavamo sa X,V ...

Skup formula logike drugog reda dobijemo od skupa formula logike
prvog reda tako da definiciji za formule logike prvog reda dodamo jos dva
sljedeca pravila:
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a) Ako je X mn-mjesna relacijska varijabla i ti,...,t, o-termi tada je
X(t1,...,t,) o-formula.

b) Ako je G o-formula te X relacijska varijabla tada je i 3IXG o-formula.

Nakon sto smo definirali alfabet i formule logike drugog reda, sada defini-
ramo istinitost formule za logiku drugog reda.

Definicija 3.2. Valuacija drugog reda v u o-strukturi 9 je preslikavanje
koje svakoj individualnoj varijabli v; pridruzuje neki element iz |90t| te svakoj
n-mjesnoj relacijskoj varijabli V" n-mjesnu relaciju na |9|.
Istinitost formule drugog reda definiramo kao prosSirenje definicije istini-
tosti o-formule logike prvog reda dodavanjem jos sljedec¢ih dvaju pravila:
Neka je 9 o-struktura te v valuacija drugog reda na 1.

a’) ME, X(t,...,t,) ako i samo ako vrijedi v(X)(v(t1), ..., v(tn)),

b’) ako je X m-mjesna relacijska varijabla i G o-formula logike drugog reda
tada vrijedi:

M E, IXG ako i samo ako postoji C' C || takav da je
ME, ., G gdje je ve valuacija koja je jednaka v svugdje osim

uX kOJeg preshkava uC.

Upravo opisani logicki sustav nazivamo logikom drugog reda i oznaca-
vamo je sa L. Napomenimo da za logiku prvog reda koristitimo oznaku F'O.

Na slican nac¢in kao za logiku prvog reda definirali bi slobodne i vezane
nastupe varijabli i relacijskih varijabli u o-formulama drugog reda te model
za o-formulu drugog reda.

Formula VX G oznacava pokratu za formulu =3-XG. Za nju vrijedi:

M =, VXG ako i samo ako za svaki C' C |9]" vrijedi M F, . G.
X

Sada, u logici drugog reda, mozemo formalizirati Peanove aksiome:

(P1) Va=(s(z) = 0)
(P2) Vavy(s(z) = s(y) — = =y)
(P3) VX((X(0) A V(X (2 ) X(s(x)))) — VyX(y))

Ovo su {s,0}-formule logike drugog reda. Odavde odmah vidimo da smo
prelaskom s logike prvog reda na logiku drugog reda uistinu povecali izrazajnu
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mo¢ jezika jer znamo da aksiom matematicke indukcije nismo mogli forma-
lizirati u jeziku logike prvog reda. Medutim, cijena koju u ovom slucaju
placamo da bismo mogli kvantificirati po objektima drugog reda je gubitak
nekih centralnih svojstava o ¢emu nam govori sljedeci teorem.

Teorem 3.3. Teorem kompaktnosti i Lowenheim-Skolemouv teorem ne vrijede
za logicki sustav Lyy.

Na pocetku ovoga poglavlja naveli smo dva cilja kao motivaciju za prouca-
vanje izrazajnijih jezika, a to su laksa formalizacija matematickih tvrdnji i
pronalazenje novih alata za matematicka istrazivanja. Ve¢ smo uocili da smo
s logikom drugog reda uistinu dobili izrazajniji sustav pa smo u odredenom
smislu napravili neki napredak k prvom cilju. Medutim, sto se drugog tice,
logika drugog reda L;; nece biti bas zadovoljavaju¢a. Naime, izrazajna moé
jezika drugog reda je toliko velika da ve¢ rezultati poput teorema
kompaktnosti i Lowenheim-Skolemovog teorema, koji su od velike vaznosti
u matematickim primjenama, ne vrijede. Ovo nas potice da proucavamo i
neka druga prosirenja logike prvog reda.

Sada ¢emo navesti jos jedan logicki sustav koji je dosta slican logici drugog
reda. To je slaba logika drugog reda, LY, koja se od logike drugog
reda L;; razlikuje samo u definiciji istinitosti formule oblika 3XG. Neka
je M o-struktura te v neka valuacija drugog reda na 9. Neka je X neka
n-mjesna relacijska varijabla i G' formula logike drugog reda. Tada za logiku
LY definiramo:

M k=, X G ako i samo ako postoji konacan S C 9" takav da je ME, ; G.
X

Teorem 3.4. Za logiku LY ne vrijedi teorem kompaktnosti, ali Léwenheim-
Skolemov teorem vrijedi.

3.2 Beskonacna logika, L,

Vecu izrazajnu mo¢ jezika postizemo i dopustajuci beskonacne konjunkcije i
disjunkcije. To su obiljezja takozvanih beskonacnih jezika. U najjednostavni-
jem slucaju ogranicavamo se na prebrojive konjunkcije i disjunkcije. Time
dolazimo do beskonacne logike L, .
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Definicija 3.5. Beskonacénu logiku L, dobivamo iz logike prvog reda,

¢iji je skup nelogickih simbola o, tako da dodamo sljedece:

i) skupu logickih simbola logike prvog reda dodajemo novi simbol \/
(za beskonacnu disjunkciju);

ii) definiciji formula logike prvog reda dodajemo:

Ako je I' najvise prebrojiv skup o-formula tada je \/ T’
o-formula (disjunkcija formula iz T');

iii) definiciji istinitosti formula logike prvog reda za danu o-struktiru 9t i
valuaciju v dodajemo:

Ako je I' najvise prebrojiv skup formula iz L7 , (skup svih
formula logickog sustava L,,,,) tada vrijedi:

ME, \/ I' ako i samo ako M E, G, za neku o-formulu G € T'.

Postoje mnoge klase struktura koje nismo mogli formalizirati u logici
prvog reda, ali u L, mozemo. Takve su, primjerice, klasa polja kojima je
karakteristika prost broj te klasa struktura izomorfnih sa (N, s, 0).

Ako je I' najvise prebrojiv skup o-formula tada je A I' pokrata za
L, o-formulu = \/{=G|G € I'}. Tada vrijedi:

M E /\F ako i samo ako za sve G € I vrijedi M F G.

Formulu AT zovemo konjunkcijom formula iz I'.

Pogledajmo sada kakva je situacija s teoremom kompaktnosti i Lowenheim-
Skolemovim teoremom za L.

Teorem 3.6. Teorem kompaktnosti ne vrijedi za Ly, ., 1j. postoji skup for-
mula logike Ly, koji je konacno ispunjiv, ali nije ispunjiv.

Medutim, sa Lowenheim-Skolemovim teoremom je ovdje drugacije.

Teorem 3.7. Za beskonacnu logiku L, ., vrijedi Lowenheim-Skolemouv teorem,
tj. svaki skup formula logickog sustava L, koji ima model ima i konacan
it prebrojiv model.
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3.3 Logicki sustav Lg

Osim dodavanja novih logickih veznika skupu logickih simbola, vecu izrazajnu
mo¢ jezika mozemo dobiti i ako skupu logickih simbola dodamo novi kvan-
tifikator. Upravo to ¢inimo u logickom sustavu Lg kojem dodajemo novi
kvantifikator (). Interpretacija formule QzG je ,,postoji neprebrojivo mnogo
x koji zadovljavaju formulu G”.

nelogickih simbola o, tako da dodamo sljedece:
i) skupu logickih simbola kvantifikator Q;
ii) definiciji formule logike prvog reda pravilo:
Ako je G o-formula tada je i QzG formula.

iii) definiciji istinitosti formula logike prvog reda za danu o-strukturu 91 i
valuaciju v slucaj:

Ako je G o-formula tada vrijedi:
M, QrG ako i samo ako je skup {a € || | M E,, G}

neprebrojiv.

Jasno je da je logicki sustav Lg izrazajniji od logike prvog reda. Na
primjer, za razliku od logike prvog reda, u Lg mozemo opisati pojam , biti
najvise prebrojiv”’ formulom —Qz(z = x).

Uoc¢imo takoder da formula Qx(xz = x) ima neprebrojiv model, ali nema
najvise prebrojiv model. Odavde odmah slijedi:

Teorem 3.9. Za logiku Lg ne vrijedi Lowenheim-Skolemouv teorem, tj. po-
stoji formula logike Lg koja 1tma model, ali nema konacan li prebrojiv model.

Teorem kompaktnosti za sistem Lg vrijedi samo ako je skup formula
prebrojiv, opéenito ne vrijedi.

Teorem 3.10. Neka je I' skup formula logickog sustava Lg . Tada vrijedi:

a) ako je I' prebrojiv tada za ' vrijedi teorem kompaktnosti, tj. T' ima model
ako i samo ako svaki konacan podskup od I' tma model.

b) ako je I' meprebrojiv tada za njega opcenito ne vrijedi teorem kompakt-
nosti.
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Sada ¢emo kratko navesti joS neke logicke sustave, vrlo sli¢ne logickom
sustavu L.

Logicki sustav Lg dobivamo dodavanjem alfabetu logike prvog reda novog
kvantifikatora (), pri ¢emu je interpretacija formule QQxG definirana sa
,postoji prebrojivo mnogo z koji zadovoljavaju formulu G”. Za logiku Lg
ne vrijedi teorem kompaktnosti, ali vrijedi Lowenheim-Skolemov teorem.

U logickom sustavu Lg formulu QxG interpretiramo sa ,postoji samo
kona¢no z koji zadovoljavaju G”. Za logiku Lg ne vrijedi teorem kompaktno-
sti, ali vrijedi Lowenheim-Skolemov teorem.

Kod logickog sustava Lg interpretacija formule QxG definirana je sa
,postoje barem dva razlicita x koji zadovoljavaju G”. Za logicki sustav Lg
ne vrijede ni teorem kompaktnosti ni Lowenheim-Skolemov teorem.

Na kraju ¢emo kroz tablicu sumirati rezultate ovog poglavlja koje smo
dobili promatrajuéi razli¢ita prosirenja logike prvog reda.

Logicki Lowenheim- Teorem kompaktnosti

sustav | Skolemov teorem | Opcenito | za prebrojive skupove formula

FO - + +

Ly — - -

+|+

e~
K2
|
|
_l_

++

Vidimo da ni za jedan gore navedeni logicki sustav koji je izrazajniji od
logike prvog reda ne vrijede istovremeno teorem kopmaktnosti i Lowenheim-
Skolemov teorem. Prirodno se namece pitanje da li postoji izrazajniji logicki
sustav od logike prvog reda za koji bi vrijedili i teorem kompaktnosti i
Lowenheim-Skolemov teorem. Odgovor na to pitanje daju nam upravo
Lindstromovi teoremi.
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4  Logicki sustavi

U prethodna dva poglavlja promatrali smo nekoliko logic¢kih sustava. Pri
tom razmatranju mogli smo uociti da postoje odredena svojstva tih sustava
koja su im svima zajednicka. U ovom poglavlju obuhvatit ¢emo ta svojstva
jednom definicijom i tako dobiti pojam opcéenitog logickog sustava.

Definicija 4.1. Logicki sustav £ sastoji se od funkcije L i binarne relacije
Fe. Funkcija L svakom skupu nelogickih simbola ¢ pridruzuje neki skup
L(0), koji nazivamo skupom o-recenica, pri ¢emu vijedi:

a) Ako je 0 C ¢’ tada je L(o) C L(o’).

b) Ako su 9 i ¢ u relaciji Fg, sto kratko oznacavamo sa MM Fe ¢, tada
postoji skup o takav da je 9 o-struktura i ¢ € L(0o).

c) Ako vrijedi I ~ N iM F¢ ¢ tada vrijedi N Fe . (svojstvo izomorfnosti)
d) Akoje o C o', ¢ € L(o) i M o'-struktura tada vrijedi
M Ee p ako 1 samo ako M | 0 Fe ¢,
pri ¢emu je sa M | o oznaceno o-suzenje od M. (svojstvo suzenja)

FO, L, LY, Ly, i Lg jesu logicki sustavi. Na primjer, u slu¢aju logike
prvog reda, F'O, neka je L, funkcija koja svakom skupu nelogickih simbola o
pridruzuje skup Li(o) svih o-re¢enica prvog reda te Fpo uobicajena relacija
F izmedu struktura i recenica prvog reda.

Neka je £ logicki sustav i ¢ € L(o). Sa Mod(o, £)(¢) oznacavamo skup
svih modela za recenicu ¢, tj.

Mod(o, £)(p) := {9 | M je o-struktura i M Fge p}.

Skup Mod(o, £)(¢) nam omoguéuje usporedivanje dvaju razlicitih logickih
sustava. Na koji nacin to ¢inimo govori nam sljedeca definicija.

Definicija 4.2. Neka su £ i £ dva logicka sustava.

i) Kazemo da je logicki sustav £ izraZajan barem kao logicki sustav
£, 1 pisemo £ < £/, ako za svaki skup nelogickih simbola o i za svaku
reCenicu ¢ € L(o) postoji recenica ¢ € L'(0) takva da vrijedi:

Mod(c, £)(¢) = Mod(o, £") ().
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ii) Kazemo da su logicki sustavi £1 £ jednako izraZajgni, i pisemo £ ~ £/,
ako vrijedi £ < £'1 £ < £.

Sada ¢emo na osnovu prethodne definicije usporediti neke od logickih
sustava koje smo promatrali u prethodnom poglavlju:

1.) FO < LY jer je svaka recenica logike prvog reda ujedno i recenica slabe
logike drugog reda. Isti argument vrijedi i za FFO < Ly, FO < Lg i
FO < L,

2.) L% < Ljs slijedi iz definicije istinitosti u L;; i L‘;‘f, ali ne vrijedi
Ly < LY.

3.) Iz ¢injenice da u F'O nismo mogli opisati pojmove ,biti konacan”, , biti
prebrojiv”’ te ,biti neprebrojiv’ imamo da ne vrijedi L;; < FO,
Lo < FO, L,,, < FO.

Sada za opcenit slucaj navodimo jos neka svojstva logickih sustava za
koja znamo da vrijede u logickim sustavima koje smo do sada promatrali.

Definicija 4.3. Kazemo da je logicki sustav £ zatvoren za bulovske
veznike, te pisemo Boole(£), ako vrijedi:

a) Za svaki skup o i svaku recenicu ¢ € L(o) postoji recenica i € L(o)
takva da za svaku o-strukturu 91 vrijedi:

M Ee1p ako i samo ako M Fa .

b) Za svaki skup o te ¢,¢ € L(0) postoji recenica x € L(o) takva da za
svaku o-strukturu 9 vrijedi:

M Ee x ako i samo ako M Ee w1 M FEga 1.

Ako postoji recenica 1) iz uvjeta a) tada nju oznac¢avamo sa —. Recenicu
iz uvjeta b), ako postoji, ozn¢avamo sa ¢ A 1.
Analogno bi mogli definirati i recenice ¢ V 1), o — ¥ i @ <> 1.

Sada ¢emo definirati jos relativizaciju te eliminaciju funkcijskih i kon-
stantskih simbola za proizvoljan logicki sustav.

Prisjetimo se relativizacije za logiku prvog reda: Neka je 9T proizvoljna
o-struktura te U jednomjesni relacijski simbol takav da U ¢ o. Ako je U™



4. Logicki sustavi 30

o-zatvoren skup u strukturi 9 tada sa [U™]™ oznacavamo podstrukturu od
I s nosacem UM, Sa (M, UM) oznacavamo o U {U }-strukturu kod koje je
U™ g-zatvoren skup u strukturi 901.

Definicija 4.4. Kazemo da logick: sustav £ dopusta relativizaciju,
i pisemo Rel(£), ako za svaki skup o, svaku recenicu ¢ € L(0) i svaki jedno-
mjesni relacijski simbol U ¢ o postoji neka recenica ¢ € L(cU{U}) takva da
za svaku o-strukturu 9 i svaki o-zatvoren skup U™ u strukturi 9t vrijedi:

(M, U™) E¢ 4 ako i samo ako [UM]™ E¢ .

Ako vrijedi Rel(£) tada recenicu ¢ iz prethodne definicije oznacavamo
U
sa Y.

Prisjetimo se da smo u logici prvog reda pri eliminaciji funkcijskih i kon-
stantskih simbola sa ¢” oznacavali skup nelogickih simbola koji smo dobili od
skup o tako da smo sve funkcijske i konstantske simbole u njemu zamijenili
novim relacijskim simbolima.

Definicija 4.5. Kazemo da logicki sustav £ dopusta eliminaciju
funkcijskih i konstantskih simbola, tj. njihovu zamjenu novim relacijskim
simbolima, i pisemo Elim(£), ako za svaki skup o nelogickih simbola i za
svaku recenicu ¢ € L(o) postoji recenica 1» € L(o") takva da za svaku
o-strukturu 9 vrijedi:

M Ee p ako i samo ako M" Fg .

Ako vrijedi Elim(£) tada sa ¢" ozna¢avamo recenicu ¢ iz prethodne
definicije.

Definicija 4.6. Za logicki sustav £ kazemo da je regularan logicki sustav
ako za njega vrijede svojstva Boole(£), Rel(£) i Elim(£).

Svi logicki sustavi koje smo do sada promatrali su regularni. Na primjer,
za logiku prvog reda jasno je da vrijedi Boole(FO), a teorem 2.14 i lema 2.21
pokazuju da vrijede Elim(FO) i Rel(FO). Na slican nacin moze se dokazati
regularnost i ostalih ranije spomenutih logickih sustava.

Presutno preuzimamo neke semanticke pojmove ¢ije se definicije mogu
prosiriti iz logike prvog reda na opcenit slucaj. Na primjer, kazemo da je
¢ € L(o) ispunjiva ako je Mod(o, £) # 0 te da je valjana ako je Mod(c, £)
klasa svih o-struktura. Nadalje, ako je I' U {9} C L(0) kazemo da recenica
@ logickt sligedr iz skupa I, i piSemo I' Fg ¢, ako za svaku o-strukturu 9t
za koju vrijedi MM Fe I' vrijedi i M Fge .
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Uvodimo sljedece oznake:

(a) LdSko(L) oznacava ¢injenicu da za logicki sustav £ vrijedi Lowenheim-
Skolemov teorem, tj. za svaku ispunjivu recenicu iz £ postoji konacan
ili prebrojiv model.

(b) Comp(L) oznacava ¢injenicu da za logicki sustav £ vrijedi teorem kom-
paktnosti, tj. ako je S skup recenica iz £ takav da je svaki konacan
podskup od S ispunjiv, tada je i S ispunjiv.

Sada u ovoj terminologiji mozemo iskazati prvi Lindstromov teorem:

Teorem 4.7. (Lindstrémov prvi teorem)
Neka je £ reqularan logicki sustav takav da je FO < £. Ako vrijedi
L6Sko(£) i Comp(£) tada je £ ~ FO.

Budud¢i da Lindstromov prvi teorem nije glavni cilj ovoga rada, nje-
gov dokaz ovdje ne¢emo navoditi. Za dokaz mozete pogledati u [6] ili [7].
Medutim, detaljnim proucavanjem toga dokaza dolazi se do leme koja nam
je potrebana za dokaz drugog Lindstromovog teorema. Prije same leme pri-
sjetimo se teorije uredaja koju spominjemo u lemi.

Teorija uredaja
Struktura M = (M, <™) zove se uredaj ako je ona model za sljedece
recenice:

Vo(-(z < x))
Dorg § VeVyVz(((x <y) ANy < 2)) — x < 2)
Vavy((z <y)V(z=y)V (y <))
(R, <®) i (N, <) su primjeri uredaja. Ako C oznacava skup kompleksnih
brojeva i <® je definirana sa:

2 <© 25 ako i samo ako z1,20 €ER 1z <R 2

tada (C, <) nije uredaj jer treéi aksiom iz ®,,4 ne vrijedi.
Ako za strukturu 9 = (M, <™) definiramo

dom(<™) := {a € M| postoji b € M takav da je a <™ bili b <™ a}
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tada za (C, <©), dom(<®) = R i (dom(<®), <) je uredaj.

Kazemo da je <™ parcijalni uredaj na M ako je (dom(<™),<™)
model za ®,,4, odnosno ako (M, <™) zadovoljava:

Ve(—(z < x))
VaVyVz(((r <y) Ay < 2)) — x < z)
VaVy((Ju(z <uVu<z)AJv(y <vVo<y)) —

—((z<y)V(e=y)V(y <))

pord

Lema 4.8. Neka je £ reqularan logicki sustav takav da je FO < £ 1 vrijedi
L6Sko(£). Pretpostavimo da za svaki konacan skup o relacijskih simbola
postoji ¢ € L(o) takva da za svaki m € N postoje o-strukture IM,, i N,
takve da vrijedi:

SD’tm “m mma 9jzm ':2 lﬁ i mm ':2 ﬁlb-

Tada se u £ klasa konacnih uredaja moZe opisati u sljedecem smislu:
Postoji konacan skup nelogickih simbola o1, koji sadrzi simbole <,c i
recenicu x1 € L(oy), tako da vrijedi (a) i (b):

(a) Ako je M Ee x1 tada je (|IM], <™) parcijalni uredaj i ™ je element
dom(<™) sa samo konacno mnogo <™ -prethodnika.

Nt

(b) Za svaki m € N postoji model M od x1 u kojem c¢™ ima barem

m < -prethodnika.

Dokaz. Neka su o i ¢ kao u pretpostavci leme, tj. o je konacan skup
relacijskih simbola za koje postoji recenica ¢ € L(o) takva da za svakim € N
postoje o-strukture 9, i N, tako da vrijedi:

mm “m mm, iInm ':,2 w 1 sjtm '22 _‘77b‘ (*)

Neka su (1,,)n<m neprazni skupovi parcijalnih izomorfizama koji zadovo-
ljavaju (forth) i (back) svojstva, odnosno:

(Ln)n<m = M, 4 Ny, (1.)

Sada ¢emo definirati recenicu x i konstantski simbol ¢, sliéno kako je to
napravljeno u dokazu prvog Lindstromovog teorema u [6]:
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Prije svega, mozemo pretpostaviti da je |9,,| N |9,,| = @ (inace, po
svojstvu izomorfnosti, uzmemo izomorfnu kopiju od M, ).
Definiramo novi skup o nelogickih simbola tako da skupu o dodamo sljedece
nove simbole: jednomjesni funkcijski simbol f i relacijske simbole P, U,V
(jednomjesne), <, I(dvomjesne) i G(tromjesni). Definiramo o*-strukturu €
za koju zelimo da sadrzi strukture 90, i 91, te parcijalne izomorfizme iz
I,,n < m. Pa neka je:

(a) 1€] = M| U M| U0, ..o m} UU, iz, L
(b) US:= |9, i [US¢" = m,,

)
() V€= M| i [V =M,
)

(d) <% je prirodni uredaj na {0,...,m} i f€ {0, ...,m} funkcija prethodnika

na {0,...,m}
(€) P®=UnzpmIn
(f) I%(n,p) ako i samo ako n € {0,...m} ipe€ I,
(g) G%(p,a,b) ako i samo ako P%(p),a € Dom(p) i p(a) = b

Tada je € model za formulu y koju definiramo kao konjunkciju sljedeceg
konacnog skupa formula iz L(o™):

(i) Vp(P(p) — YaVy(G(p,z,y) — (U(z) AV (y))))
(ii) Vp(P(p) — YaVy¥a'Vy'(G(p, 7, y) NG(p, 2", Y)) — (x =2 =y =Y)))

(ili) za svaki n-mjesni relacijski simbol R € o:
Vp(P(p) = Y1 Ve, Yy Yy ((G(p, 21, 91) Ao AG(D; Ty Yn)) —
- (R(xlv "'7xn) = R(ylv 7yn)))>

((i),(i1) 1 (iii)) kazu da za fiksni p € P, G(p,.,.) opisuje graf parci-
jalnog izomorfizma sa o-podstrukture inducirane s U na o-podstrukturu
induciranu s V')

(iv) aksiomi ¢poq (parcijalnog uredaja) i
Ve(Jyly < z) — (f(z) <z A-3z(f(x) < 2 Az <x)))
(tj. (dom(<%),<%) je uredaj s funkcijom prethodnika)

(v) Ve(Vy(r <y Ay <) — Ip(P(p) Al(z,p)))
(tj. ako je z u dom(<%) tada je I, = {p|P(p) A I(x,p)} neprazan)
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(vi) VavVpVu((f(x) < z A I(z,p) ANU(u)) — JqFv(I(f(x),q) N G(q,u,v) A

va'vy' (G(p, z,y) — G(g. 7,y))))
(tj. (forth)-svojstvo iz definicije parcijalnog izomorfizma)

(vii) VaVpVo((f(z) < z A I(z,p) AV (v)) — Jqu(I(f(z),q) N G(q,u,v) A

va'vy' (G(p, z,y) — G(g.7,y))))
(tj. (back)-svojstvo iz definicije parcijalnog izomorfizma)

(viii) VaU (z) AVyV (y) AU A (=)V
(prisjetimo se da je U® = |9, |, VE = |MN,,.|, M Eg ¥, NEg )

Izaberimo novu konstantu ¢ te definirajmo skup o7 := ot U {c}, tj.
o, =0cU{f,P,U,V,<,I,G}U{c}. Buduéi da je ¢ konac¢an po pretpostavci
leme, tada je i o7 konac¢an skup nelogickih simbola i on ocito sadrzi < i c.
Neka je:
X1 =X A"cjeudom(<%)”.

Ocito je x1 € L(o1).
Jos trebamo dokazati da vrijede uvjeti (a) i (b) iz iskaza leme.

Pokazimo prvo (b).

Neka je dan m € N te neka su 9, i N, kao u (x). Neka je € jedna
oT-struktura kako smo je prije definirali. Definiramo o-strukturu €; tako
da je ona jednaka strukturi € uz ¢® := m. Tada je o¢ito struktura €; model
za Y1 i ¢® ima m <%-prethodnika.

Dokaz za (a).

Pretpostavimo suprotno, tj. postoji model (D, c®) za x; u kojem ¢® ima
beskonaéno mnogo <®-prethodnika. Dakle, |D| sadrzi beskonacan padajuéi
lanac, recimo ...(f2(c))® <® (f(c)) <® ¢®. Tada je (D, c®) model za skup:

U= {x}U{(f"H(0)® <® (f*(0))®In € N}

Mi zelimo prebrojiv model s ovim svojstvom. Budu¢i da se ovdje radi o
beskona¢nom skupu formula, ne mozemo direktno primijeniti LiSko(£). To
rjeSsavamo uvodenjem novog relacijskog simbola Q).

Definiramo L(o; U {@})-recenicu

U =Q(c) ANVz(Q(z) — (f(z) <z AQ(f(2))))

(tj. @ sadrzi c i svaki element iz () ima neposrednog <-prethodnika u @,
stoga je Q podskup od dom(<®)).
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Ako je Q® = {(f"(c))®|n € N} tada
(D,¢%,Q°) Fe I A x

tj. formula y A 9 ima model, pa po LiSko(£) postoji konacan ili prebrojiv
model (€&, c% Q%) za x A Y. Bududi da vrijedi (viii), u € to imamo U% # 0 i
V€ £ (. Posto je o relacijska signatura, tada su U® i V¢ domene pod-
struktura. Stoga definiramo:

M = [UF%7 i N = [V (2.)

i one su, kao podstrukture od €, konacne ili prebrojive.
Po (viii) vrijedi € Fg ¥V i € Eg (—))Y te odatle slijedi

M EethiN g - (3.)

Po (i), (ii) i (iii) znamo da svakom p € P odgovara parcijalni izomor-
fizam sa O’ na 9. Bududi da je (€, c% Q%) F¢ ¥ za svaki n € N element
en = (f"(c))® pripada Q%1 e, ¢ine padajudi lanac ...e3 < es < €1 < €.

Neka je I := {p|postoji n € N takav da I%(e,,p)}. Koriste¢i (v), vidimo
da je I # (), te po (vi) i (vii) imamo da I zadovoljava (forth) i (back)-
svojstvo. Primjerice, za ( forth)-svojstvo imamo:

ako je p € I, neka je I%(e,,p) i a € |9| = UC tada po (vi) postoji ¢
takav da I%(e,41,q) (stogaje g€ 1), ¢ D pia€ Dom(q).

Dakle, vrijedi:

I:90 ~, 0.

Buduéi da su M i N konacne ili prebrojive, po Karpovom teoremu, odnosno
lemi 1.6, imamo
M ~ N
Po svojstvu izomorfnosti iz definicije logickog sustava imamo da vrijedi:
Ako je M ~ N 1 M Eg 1 tada vrijedi 1 N Fg .
A to je kontradikcija s (3.), gdje imamo da je MM Fg v i N Feo ).
Q.E.D.
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5 Lindstromov drugi teorem

U nasem razmatranju logickih sustava sada posebnu paznju posvecujemo
sintaktickom aspektu. U vezi s tim definirat ¢emo neka svojstva proizvoljnog
logickog sustava koja smo imali prije za logiku prvog reda.

Definicija 5.1. Neka je £ logicki sustav. Kazemo da je £ efektivan logick:
sustav ako za svaki odluciv skup o nelogickih simbola skup L(c) je odluciv,
te za svaku o-reCenicu ¢ € L(o) postoji konacan oy C o takav da vrijedi

Y e L(O'()).

Logicki sustavi FO, L7, LY i Lg su efektivni, ali L, nije.

Definicija 5.2. Neka su £ i £ dva efektivna logicka sustava.

a) £ <.rr £ ako za svaki odluciv skup o postoji izracunljiva funkcija * koja
svakoj recenici ¢ € L(o) pridruzuje neku recenicu ¢* € L'(0) takvu da
vrijedi:

Mod(o, £)(¢) = Mod(a, £)(p*).

b) £ ~eff 2/ ako Vrijedi £ Seff 2/ i 2/ Seff L.
Primjerice, imamo F'O <.¢f L‘;‘; i L}/‘; <ers Lir-

Definicija 5.3. Neka je £ neki logicki sustav. Kazemo da je £ efektivno
regularan logicki sustav ako je efektivan i ako za svaki odluciv skup o
nelogickih simbola vrijedi:

a) Postoji izracunljiva funkcija koja svakoj recenici ¢ € L(o) pridruzuje neku
recenicu —¢ takvu da za svaku o-strukturu 9N vrijedi:

M Ee —p ako i samo ako M Fe .

Postoji izracunljiva funkcija koja svim parovima recenica ¢,v € L(o)
pridruzuje neku recenicu ¢ A € L(o) takvu da za svaku o-strukturu 90t
vrijedi:

MEe p A ako i samo ako MFEe 0 1 MEg ).
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b) Za svaki jednomjesni relacijski simbol U, takav da U ¢ o, postoji izracun-
ljiva funkcija koja svakoj recenici ¢ € L(o) pridruzuje recenicu ¥ € L(o)
takvu da za svaku o-strukturu 9 i svaki o-zatvoren skup U™ vrijedi:

(M, U™) ¢ oY ako i samo ako [U™)™ kg .

c¢) Postoji izra¢unljiva funkcija koja svakoj recenici ¢ € L(o) pridruzuje
recenicu " € L(o") tako da za svaku o-strukturu 9 vrijedi:

M Fe ¢ ako i samo ako M" Fe ¢".

FO, LY i Lg su efektivno regularni logicki sustavi.

Definicija 5.4. Neka je £ neki efektivno regularan logicki sustav. Kazemo
da je £ rekurzivno prebrojiv za valjanost ako je za svaki odluciv skup
o nelogickih simbola skup svih valjanih o-recenica, tj. {¢ € L(o) | Fge ¢},
rekurzivno prebrojiv.

Ocito, ako £ ima adekvatan dokazni racun, tada je £ rekurzivno prebro-
jiv za valjanost. Primjeri su FO i L.

Lindstromov drugi teorem nam kaze da ni jedno pravo prosirenje logike
prvog reda za koje vrijedi Lowenheim-Skolemov teorem ne moze imati ade-
kvatan dokazni racun. No, prije nego sto krenemo s dokazom Lindstromovog
drugog teorema, dokazat ¢emo sljedec¢u lemu koju koristimo u tom dokazu.

Lema 5.5. Neka je o neki skup nelogickih simbola. Ako za neku recenicu
W € L(o) ne postoji o-recenica prvog reda sa istim modelima kao i 1, tada
za svakt m € N postoje strukture M, + N, takve da vrijedi:

E):nm “m mma mm FZE ¢ i mm ':2 _'@b'

Dokaz. Neka je ¢ € L(o) takva da ima model, tj. Mod(c, £)(¢) # 0. (Inace,
Mod(o, £)(¢)) = Mod(o, FO)(3z—(z = x)).)

Pretpostavimo suprotno, tj. postoji m € N takav da za svake dvije
o-strukture I 1 N vrijedi:

Ako M ~,, N tada (M Fg ¢ ako i samo ako N Fge ). (1.)
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Neka su ¢y, ..., pr o-recenice prvog reda kojima je kvantifikatorski rang < m.
Tada po teoremu 1.9 imamo:

M ~,, N ako i samo ako za i =0, ..., k vrijedi
M E ¢; ako i samo ako N F ;. (2.)

Za o-strukturu 9 neka je pgy konjunkcija formula iz skupa
{@i |i=0,..,k,ME p;}. Tada po (2.), za proizvoljnu N vrijedi:

M ~,, N ako i samo ako N E pgy. (3.)
Neka je ¢ disjunkcija @gn za koje je M Ea ) | tj.
Q= \/{(pgm | M o-struktura, M e )} (4.)

(Uoc¢imo da je to disjunkcija samo konatno mnogo gy, iako o-struktura 9t
ima beskonac¢no. Naime, budu¢i da imamo samo kona¢no mnogo o-recenica
©;, tocnije k, mozemo imati samo konacno mnogo njihovih kombinacija.
Dakle, samo kona¢no mnogo @gn su logicki neekvivalentne. Stoga je dis-
junkcija

u (4.) konaéna.)

Sada ¢emo pokazati da vrijedi:
Mod(c, £)()) = Mod(o, FO)(¢) (5.)

¢ime dobivamo kontradikciju s pretpostavkom leme.

Pretpostavimo prvo da je 91 model za ¢. Tada je oy ¢lan disjunkcije u
(4.), te bududi da je M F @o imamo N F .

Obrat, ako je 9 F ¢ tada postoji M takva da je M EFeg ¥ 1 N FE pgy. Tada
po (3.) vrijedi M ~,,, N te konacno po (1.), NEg .
Q.E.D.

Sada imamo sve $to nam je potrebno da bi iskazali i dokazali drugi
Lindstromov teorem.

Teorem 5.6. (Lindstrémov drugi teorem)

Neka je £ neki efektivno reqularan logicki sustav takav da vrijedi
FO <.sr £. Ako vrijedi LiSko(L), te je £ rekurzivno prebrojiv za valjanost,
tada je FO ~cpr L.
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Dokaz. Neka je £ efektivno regularan logicki sustav takav da FFO <.s¢ £, te
neka vrijedi LdSko(£) i £ je rekurzivno prebrojiv za valjanost.
Trebamo dokazati £ <.;; FO.

To ¢emo napraviti u dva koraka.
Prvo pokazujemo:
Za svaki odluc¢iv skup nelogickih simbola ¢ i za svaku rece-

nicu ¢ € L(o) postoji o-recenica ¢ prvog reda koja ima iste (+)

modele kao i v, tj. Mod(o, £)(v) = Mod(a, FO)(yp).

Nakon toga ¢emo pokazati da se prijelaz od v do ¢ moze provesti efektivno:
Za dani odluciv skup o, definirat ¢emo postupak koji za svaku recenicu
1 € L(o) odreduje o-recenicu prvog reda ¢ koja ima iste modele kao i 9.

Buduéi da je £ efektivan logicki sustav, uvjet (+) je dovoljno pokazati za
konacan odluciv skup o. Nadalje, ovdje se mozemo ograniciti na relacijski
skup nelogickih simbola ¢. Naime, ako pretpostavimo da (+) vrijedi za
relacijski skup o, onda za proizvoljan skup nelogickih simbola imamo sljede¢u
argumentaciju:

Neka je ¢ € L(0) proizvoljna recenica. Neka je 9t o-struktura takva da
je M Eg ¢ (inace, p = Jz—(x = x)). Bududi da je £ efektivno regularan
logicki sustav to po svojstvu c) iz definicije efektivno regularnog logickog
sustava imamo da postoji recenica ¥" € L(o") (gdje je o" relacijski skup
nelogickih simbola dobiven od ¢ zamjenom svih funkcijskih i konstantskih
simbola novim relacijskim simbolima kao u drugom poglavlju) takva da je:

M Fe 1p ako i samo ako M" Fg 1"

Kako tvrdnja (+) vrijedi za relacijski skup nelogickih simbola, to imamo
da postoji o"-recenica ¢" prvog reda takva da vrijedi:

M" Fe 1" ako i samo ako IM" E ¢".

Nadalje, po teoremu o eliminaciji funkcijskih i konstantskih simbola, teo-
rem 2.14, imamo:

IM" E " ako i samo ako M F .

Dakle, imamo: Mod(c, £)(¢) = Mod(o, FO)(p).
Time smo dokazali tvrdnju (+) uz pretpostavku da ona vrijedi za relacijski
skup nelogickih simbola.
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Stoga mozemo pretpostaviti da je o odluc¢iv, konacan i relacijski skup
nelogickih simbola. Za takav ¢ dokazujemo tvrdnju (+).

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji recenica ¢ € L(o) za koju ne
potoji o-recenica prvog reda s istim modelima. Tada po lemi 5.5 imamo da
za svaki m € N postoje strukture 9, 1 N,, takve da vrijedi:

SInm m mm, SInm ':2 w 1 mm ':2 _‘w‘

Sada su nam ispunjeni uvjeti leme 4.8 pa za neki konacan skup nelogickih
simbola o7 postoji recenica x; € L(o1) koja opisuje klasu kona¢nih uredaja,
kako je to opisano u lemi 4.8.

Prosirujemo o, dodavanjem novog jednomjesnog relacijskog simbola W i
promatramo L(oy U {W})-recenicu:

v =x1 AJxW(z) AVe(W(x) - z < c).
Po svojstvima x; (iz leme 4.8) imamo:

(a) Ako je M neka oy U {W }-struktura takva da je M Fg 9 tada je W™

konacan i neprazan.

(b) Za svaki m > 1 postoji model M za ¥ takav da W™ sadrzi toéno m
elemenata.

Stoga, dok 9 ide po modelima od 9, W™ ide po kona¢nim skupovima
(svojstvo izomorfizma). Sada ¢emo koristeéi (a) i (b) zajedno s Trakhtenbro-
tovim teoremom pokazati da £ nije rekurzivno prebrojiv sto je u kontradikciji
s pretpostavkom teorema.

Po Trakhtenbrotovom teoremu postoji odluciv skup simbola o, takav da
skup svih kona¢no-valjanih formula nije rekurzivno prebrojiv. Mozemo pret-
postaviti da je oy relacijski i disjunktan s oy U {W}.

Neka je * izracunljiva funkcija koja svakoj og-recenici prvog reda ¢ pri-
druzuje recenicu p* € L(03) koja ima iste modele (takva funkcija postoji jer
po pretpostavci teorema vrijedi FO <.¢r £).

Tvrdimo da za neku og-recenicu ¢ logike prvog reda vrijedi:

¢ je konacno-valjana ako i samo ako Fg¢ 1 — ("), (o)

Da bi dokazali (o), pretpostavimo prvo da je ¢ istinita u svim kona¢nim
strukturama. Ako je M (o U {W} U g9)-struktura takva da vrijedi 9 Fg 0
tada je W™ konacna po (a) i stoga [WP ™92 o ©* te po lemi o relativizaciji,
tj. lemi 2.21, je M Ee (0*)V.
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Obrat dobijemo sli¢no koriste¢i (b).

Ekvivalencija u (o) nam omoguéuje da od rekurzivno prebrojivog po-
stupka B za skup valjanih L(o; U {WW} U 0y)-recenica (koji postoji jer je po
pretpostavci teorema £ rekurzivno prebrojiv za valjanost) dobijemo rekurzi-
vno prebrojiv postupak £ za konacno-valjane os-reCenice prvog reda, $to
dovodi do kontradikcije s Trakhtenbrotovim teoremom.

Postupak £ dobijemo na sljedeéi nacin za n = 1,2, 3, ... :

pretpostavimo da su prvih (leksikografski) n recenica ¢y, ..., vn_1 iz L(09)
generirane i L(o; U {W} U g9)-recenice v — (p})V, zai = 0,..,n — 1, su
formirane. (Prisjetimo se da je preslikavanje * izra¢unljivo te da su operacije
relativizacije 1 implikacije efektivne.) Stoga, koristeéi B, generiramo prvih n
valjanih L(o; U {W} U 0y)-recenica, te zapisujemo ¢; za koje se 9 — (o)W
pojavljuje. Ovim zavrsavamo dokaz za (+).

Sada, za odluéiv skup o, opisujemo efektivan postupak koji svakoj rec¢enici
Y € L(o) pridruzuje recenicu prvog reda ¢ s istim modelima.

Neka je B rekurzivno prebrojiv postupak za skup valjanih L(o)-reenica i
% izracunljiva funkcija koja svakoj o-recenici prvog reda x pridruzuje
L(o)-re¢enicu x* za istim modelima (* postoji jer je FO <.¢¢ £). Za danu
Y € L(o) imamo sljedece:

zan = 1,2,3,... koristimo B da bi generirali prvih n valjanih recenica
Yo, ..., Yn_1 iz L(0), zatim generiramo prvih (leksikografski) n recenica ¢y, ...,
Yn—1 iz FO, te kona¢no formuliramo L(o)-re¢enice ¢ < @, ..., < @i _; .

Postavlja se pitanje postoje li ¢, j takvi da je ¢; =1 < ¢j. Po (+) slijedi
da se ovo u nekom trenutku mora dogoditi. Tada stavimo da je ¢; upravo ¢
pridruzen .

Q.E.D.



6. Zakljucak 42

6 Zakljucak

Lindstromovi rezultati potaknuli su niz istrazivanja svojstava logickih
sustava i veza medu njima u opcenitom okruzju. Na ovaj nacin bilo je
moguce staviti znacajne aspekte tih svojstava u bolji uvid, te time dobiti novi
pogled na konkretne logicke sustave pa cak i na logiku prvog reda. Dokaze
Lindstrémovih teorema mozete pronadi i u [1], [6] te [8].

Nova disciplina u matematickoj logici, ¢iji su pocetak upravo Lindstromovi
teoremi, naziva se apstraktna teorija modela. Ona se bavi proucavanjem
razlicitih logickih sustava i njihovih svojstava na apstraktnom nivou. Jedan
od ciljeva apstraktne teorije modela je razviti klasifikaciju logickih sustava
na temelju njihovih najvaznijih svojstava, a to zahtjeva jako dobro razumje-
vanje odnosa medu tim svojstvima. Vise o tome mozete pronaci u [1].

U posljednje vrijeme intenzivirana su istrazivanja vezana uz Lindstrémove
teoreme za fragmente logike prvog reda. Primjerice, Lindstromovi teoremi
za fragment logike prvog reda s konaéno mnogo varijabli dokazani su u [3],
zatim Lindstrémovi teoremi za modalnu logiku razmatraju se u [3] i [10].
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A Dodatak

Buduc¢i da je ovaj diplomski rad posveéen upravo Lindstromovom rezul-
tatu, a Per Lindstrém je umro prosle godine, odlucili smo ovdje navesti
Lindstromovu biografiju. To je zapravo prijevod memoriama iz Newsletter

of ASL.

Per (Pelle) Lindstrom, svedski logicar, umro je u Gothenburgu, Svedska,
21. kolovoza 2009. godine, nakon kratke bolesti. Rodio se 9. travnja 1936.
godine. Veéinu svoga akademskog zivota proveo je na Odjelu za filozofiju,
Sveucilista u Gothenburgu, gdje je radio najprije kao predava¢ ("docent’) i,
od 1991. do umirovljenja 2001., kao profesor logike.

Lindstrom je najpoznatiji po svom radu u teoriji modela. 1964. godine
napravio je svoj prvi veliki doprinos, tzv. Lindstromov test za potpunost
modela (Chang & Keiser, Model Theory, 3. izdanje, teorem 3.5.8: ako pre-
brojiv skup recenica prvog reda ima samo beskonac¢ne modele, kategoricki
je na neku beskonac¢nu potenciju te je takav da je skup njegovih modela
zatvoren na unije lanaca, tada je on modelno potpun.)

Godine 1966. dokazao je da nije moguce definirati dobar uredaj u L,
(8to je neovisno i opéenitije dobio i Lopez-Escobar), jedan rani primjer upo-
trebe teorije rekurzija da bi se dobili rezultati u teoriji modela. Iste godine
uveo je i koncept Lindstromovog kvantifikatora, koji je sad postao standar-
dan u teoriji modela, teoriji racunalne znanosti te formalnoj semantici. Taj
rad takoder sadrzi i karakterizaciju elementarne logike medu logikama sa
generaliziranim kvantifikatorima, generalizirajuéi time rezultate Mostowskog.
Dokaz koristi Lindstromovu verziju onoga Sto je danas poznato kao
Ehrenfeucht-Fraisseove (EF) igre, koncept do kojeg je on dosao neovisno.

Jedan drugi rad iz 1966. godine (,,O relacijama medu strukturama”) daje
moc¢nu i jako opéenitu formulaciju teorema o ocuvanju/interpolaciji, ponovno
na temelju EF igara. Ovi rezultati su objavljeni u svedskom filozofskom
casopisu Theoria i pisani su jako sazeto, zbog ¢ega ih vecina logicara neko
vrijeme nije uocila.

U svom radu iz 1969. godine, ,,O prosirenju elementarne logike” (objavlje-
nom takoder u Theoriji), predstavio je svoju poznatu karakterizaciju logike
prvog reda — Lindstromov teorem — u terminima svojstava poput kompak-
tnosti, potpunosti i Lowenheim-Skolenovih svojstava, sto je odmah prepo-
znato kao znacajan doprinos logici. To je dovelo do osnivanja onoga sto je
postalo poznato kao apstraktna teorija modela (Barwise & Feferman, Model-
Theoretic Logics, 1985.). Dokaz se temeljio na EF igrama i na novom dokazu
interpolacije. U kasnijim radovima slijedilo je nekoliko drugih karakterizacija
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logike prvog reda.

Krajem 1970-tih, Lindstrom okrece svoju pozornost prouc¢avanju formalne
aritmetike i interpretabilnosti. Zapoceo je uistinu sistemati¢nu istragu ovih
tema, Sto je bilo donekle uspavano podrué¢je od Fefermanovog pionirskog
doprinosa u kasnim 1950-tim. Pritom je uveo nove, tehnicki napredne alate,
na primjer tzv. Lindstromovu konstrukciju fiksne tocke, dalekoseznu pri-
mjenu Godelove dijagonalizacijske leme da bi definirao aritmeticke formule
sa specificnim svojstvima. Njegov pristup interpretabilnosti temeljio se na
studiji o srodnim mrezama, poput mreze interpretabilnih tipova preko fiksnog
prosirenja Peanove Aritmetike (PA), ili mreze o,- ili II,-rec¢enica nad PA,
za neki fiksni n, te je utvrdio mnogo zanimljivih strukturalnih svojstava.

Ostali znacajni rezultati ukljucuju Lindstrom-Solovljev teorem da relacija
interpretabilnosti izmedu recenica nad PA je TI9-potpuna i karakterizaciju
vjerne interpretabilnosti nad PA kao kombinaciju Il;- i o;-konzervativnosti.

U 1990-ima takoder je doprinio podru¢ju logike dokazivosti: dao je
pojednostavljeni dokaz de Jongh-Sambinovog teorema o fiksnoj tocki te
karakterizirao bimodalnu logiku PA i PA prosirio pravilom refleksije:
zakljuciti recenicu ¢ iz ,,¢ je dokaziva”.

Pelle Lindstrom je imao osobito jasan i jezgrovit stil u pisanju matematicke
logike. Njegova knjiga iz 1997. godine, Aspects of Incompleteness, ostaje
savrSen primjer toga: ona daje sistematican uvod u njegov rad u aritmetici
i interpretabilnoti. Knjiga je kratka, ali bogata materijalom; takoder sadrzi
neke rezultate koji se ne mogu nac¢i u ¢lancim iz ¢asopisa, poput njegovog
rjeSenja jednog od 102 problema koja je zadao Harvy Friedman.

Kroz svoj zivot Pelle Lindstrom takoder se aktivno zanimao za filozofiju.
Sudjelovao je u debati o Roger Penroseovoj novoj verziji tvrdnje da Godelov
teorem nepotpunosti pokazuje da ljudski um nije mehanicki. Predstavio je
svoju vlastitu filozofiju matematike, koju je zvao ,kvazi-realizam”, u ¢lanku
u The Monistu 2000. godine. Temelji se na ideji da su dijelovi matematike
koje mozemo vizualizirati nesumnjivi (te da ih klasi¢na logika potvrduje). U
pojmove koje mozemo vizualizirati ubrajao je ne samo w-nizove prirodnih
brojeva, nego i proizvoljne skupove brojeva, kasnije vizualizirane kao grane u
beskonac¢nom binarnom stablu, dok, primjerice, nista slicno ne mozemo reci
za skupove skupova brojeva. Nadalje, napravio je kroz godine brojne dopri-
nose $vedskom filozofskom casopisu Filosofisk Tidskrift — od kojih je jedan
objavljen nakon njegove smrti — na razlic¢ite teme poput slobode volje, pro-
blema um-tijelo, utilitarizma te kontracinjenica.

Pelle Lindstrom ¢e u logickom drustvu ostati zapamdéen kao veliki logicar,
a od svoje obitelji, prijatelja i suradnika kao izniman covjek.
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