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Poglavlje 1

Uvod

Na ovom kolegiju naucit ¢emo osnovne principe asimptotske analize u parcijalnim diferencijalnim
jednadzbama. U modeliranju se pojavljuju problemi iskazani parcijalnim diferencijalnim jednadzbama
u ovisnosti o nekom malom parametru €. Iz analitickih ili numeri¢kih razloga moze biti nezgodno
zadrzati jednadzbu u takvom formatu te traziti rjeSenje za originalni problem. Umjesto toga, moze
se na¢i promotriti Sto se dogada kada € — 0 te se rjeSenje za male parametre aproksimira rjesenjem
limesne jednadzbe (koja u pravilu bude jednostavnija), ili se nade tzv. surogat model koji bude dobra
i lako izracunljiva aproksimacija za male parametre.

Kolegij je nastao u jesen 2026. godine s idejom kao jedan od izbornih modula na diplomskom
studiju Primijenjena matematika na Matematickom odsjeku Prirodoslovno-matematickog faktulteta.
Tema koja se obraduje usko je vezana uz znanstveni rad desetak profesora i asistenata na Odsjeku.
U prvom semestru bavit ¢emo se osnovama asimptotske analize, s naglaskom na analiticke metode,
te ¢emo izvesti neke nizedimenzionalne modele iz teorije elasti¢nosti. Oni se pojavljuju kada domena
parcijalne diferencijalne jednadzbe postaje sve tanja (ovisi o parametru debljine € koji tezi k nuli). U
drugom semestru bavit ¢emo se homogenizacijom (kada u paricjalnim diferencijalnim jednadzbama
imamo oscilirajuée parametre sa sve manjim periodom) i naglaskom na numeriku.

Za uvod pogledajmo neke primjere iz rubnih problema obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, kako se
ponasaju neke familije problema ovisne o parametru € i sto se dogada s eksplicitnim rjesenjem kada
taj parametar tezi k nuli. Ovo su specificni primjeri, budué¢i da ¢emo se u nastavku kolegija baviti
parcijalnim diferencijalnim jednadzbama i da neéemo imati eksplicitna rjesenja. U svim primjerima
promatramo domenu [0, 1] uz homogene rubne uvjete u(0) = u(1) = 0.

Primjer 1.0.1: Regularna perturbacija

Promatrajmo problem:

"
_ -1
{ ween (1.0.1)

u(0) =u(1) =0

Egzaktno rjesenje ovisno o parametru € mozemo zapisati pomocu eksponencijalnih funkcija:

VEr | ovEl-2)
! (1 et > (1.0.2)

ue(z) = & eve +1

Kada formalno uvrstimo & = 0, dobivamo limitni problem —ug = 1, koji se lako rjesava dvostru-
kom integracijom dajuéi ug(x) = %m(l —x). lako egzaktno rjesenje u.(z) sadrzi eksponencijalne

funkcije, kako € — 0, ono glatko konvergira prema paraboli ug. Mogli bismo nacrtati grafove
rjesSenja ug i ue za neki parametar € > 0, no golim okom ti grafovi izgledaju kao da se poklapaju.




Primjer 1.0.2: Singularna perturbacija

Sada pomaknimo mali parametar uz najvisu derivaciju:
—eu” +u' =1, wu(0)=u(l)=0.

Egzaktno rjesenje je:

er/e — 1
ue(r) = x — YR
A
1| —wus(x) (¢ =0.05)
— w@)=¢ 0(c)
0.5 |
0.5 1

Ako uvrstimo € = 0, limes jednadzba je uj = 1, Sto daje up(z) =  + C. Da bismo zadovoljili
up(0) = 0, mora vrijediti ug(x) = z. Medutim, up(l) = 1 # 0. Limes rjesenje ne moze
zadovoljiti oba rubna uvjeta jer je red jednadzbe pao s drugog na prvi.

Da bi zadovoljilo fizikalni rubni uvjet u z = 1, egzaktno rjesenje u. mora naglo pasti s 1 na 0
na vrlo maloj udaljenosti. Ovo podrucje nazivamo rubni sloj.

Da bismo komentirali konvergenciju, moramo se sjetiti da u beskona¢nodimenzionalnim prosto-
rima nisu sve norme (a onda i konvergencije) ekvivalentne. Posebno, niz funkcija moze u nekoj
normi/topologiji konvergirati, dok u drugoj ne. Konkretno za ovaj primjer, moze se pokazati
da niz rjesenja u. konvergira u ug:

- po toc¢kama svuda osim u tocki z = 1 (odnosno konvergira za x € [0,1));
- u L? normi;

ali ne konvergira u L normi ni u H' normi. O detaljima tih normi i konvergencija pricat ¢éemo
u nastavku.
Kako bismo popravili konvergenciju (i konkretno ponasanje blizu x = 1) uz limesno rjesenje
ug, uvest ¢emo rubni korektor 6(x) koji eksponencijalno trne van okoline problemati¢ne tocke
z = 1. Konkretno, za ovaj problem, azurirano rjesenje za surogat problem zajedno s korektorom
glasi:

Ue(x) = up(x) +0(x) = — e T

Ovo je opet aproksimacija, ali ima bolju ocjenu pogreske od samog ug (razlika konvergira k nuli
iu L>®iH' normi).




Primjer 1.0.3: Homogenizacija

Promotrimo problem s oscilirajuéim koeficijentom:

— (ac(@)ul) =1, ue(0) = u(1) = 0. (1.0.3)
gdje je
B 1
ae(@) = 2 + cos(27mz/¢)

(relativno ruzna funkcija koja ¢e nam dati relativno lijepu eksplicitnu formulu za rjesenje).
Direktnom integracijom dobivamo:
€ 1 2

%(.ﬁ — 5)sin(27L) — g—(cos(wa) —1).

ue(z) =z(1 —x) — 12

Kada ¢ — 0, materijal se ponasa kao homogeni medij s efektivnim koeficijentom a* = 1/2.
Rjesenje limes modela —(a*ug)’ =1 je ug(x) = 2(1 — z). Medutim, za £ > 0 rjeSenje se sastoji
od srednjeg ¢lana wug(x) i oscilirajuéeg dijela nizeg reda, kao posljedica toga Sto je problem ima
oscilirajuéi koeficijent. Pokazuje se da rjeSenje u. konvergira u L? normi u ug, dok za snazniju
H' normu moramo ukljuciti i takav oscilirajuéi ¢lan (tzv. korektor). Ovakvi primjeri tipi¢ni su
za teoriju homogenizacije, te ¢emo ih podrobnije obradivati u sljede¢em semestru.

0.3 4
u(x) - uo@) = (1 - )
|/ u(z) (6=0.2)
0.2
o1l

0.2 0.4 0.6

Iako smo u prethodnim primjerima promatrali iskljuc¢ivo obi¢ne diferencijalne jednadzbe (ODJ), veé
ovdje vidimo sirok spektar problema koji se pojavljuju kada familija zadaca ovisi o malom parametru
¢ i kada taj parametar tezi u nulu. Nije uvijek intuitivno jasno $to to¢no predstavlja limitno rjesenje,
niti u kojoj topologiji (odnosno u kojoj normi) uopée mozemo ostvariti konvergenciju. Probleme
nizedimenzionalnih modela kojim é¢emo se baviti u veéini ovog kolegija ne mozemo opisati prolemima
u ODJ.

Ovi fenomeni postat ¢e znatno slozeniji kada prijedemo na parcijalne diferencijalne jednadzbe
(PDJ), gdje u pravilu ne¢emo moéi izra¢unati eksplicitne formule za rjesenja u.. U takvim situacijama
ne¢emo modi izravno racunati limese, ve¢ ¢emo morati promatrati same koeficijente i varijacijske
zadace koje ta rjesenja zadovoljavaju te analizirati njihova apstraktna svojstva kada ¢ — 0.

Napomena 1.0.4

Vrijedi komentirati i numericki aspekt ovih problema, odnosno zasto je u praksi iznimno vazno
i korisno proucavati surogat modele i limesne modele umjesto rjeSavanja originalne jednadzbe.
Da bismo numerickim metodama to¢no uhvatili efekte malog parametra e, diskretizacijska
mreza mora biti izuzetno fina. Zamislite samo problem homogenizacije: mreza mora biti do-
voljno sitna da uhvati svaku pojedinu oscilaciju materijalnog koeficijenta. U 2D i 3D domenama,




zbog male vrijednosti tog parametra, diskretizacijska mreza na kojoj mozemo garantirati nu-
mericku tocnost vrlo brzo postaje pregusta za raspolozivi softver i hardver.
Zbog toga smo u praksi prisiljeni birati izmedu dvije opcije:

- Rjesavati originalan problem na iznimno gustoj domeni (ali mozda i dalje ne dovoljno gus-
to0j), uz golema memorijska i vremenska ogranicenja, pri ¢emu ¢emo Cesto dobiti rezultat
s nepoznatom (i potencijalno velikom) numerickom greskom.

- Rjesavati surogat (asimptotski) problem na znatno rjedoj diskretizacijskoj mrezi, uz mi-
nimalna vremenska i memorijska ogranic¢enja. U ovom slucaju imamo poznatu, analiticku
pogresku (zbog zamjene modela) koju mozemo kontrolirati, te standardnu numericku gre-
sku koju nikada ne mozemo izbjeéi, ali koja je u ovom slucaju puno manja.

Glavna je poanta ovog kolegija uvjeriti vas da je ovaj drugi pristup znatno bolji te vam pokazati
matematicki aparat kojim se to precizno provodi.




Poglavlje 2

Pregled teorije i predznanja

Kako je ovaj kolegij mogu slusati i studenti éetvrte godine studija Primijenjena matematika koji jos
nisu polozili kolegije s ¢etvrte godine, u ovom poglavlju proéi ¢emo kroz predznanja koja ¢e nam biti
potrebna za ovaj kolegij. To su u pravilu rezultati koji se obraduju na neki nacin kroz obavezne kolegije
4. godine studija.

Prije uvodenja ostale teorije, prisjetimo se klasiénih integralnih identiteta koji povezuju ponasanje
funkcije u unutrasnjosti domene s njezinim ponasanjem na rubu. U cijelom odjeljku pretpostavljamo
da je Q@ C R™ ogranicen, otvoren skup s rubom 9 klase C! (ili opéenitije, Lipschitzovim rubom), te
da je n = (n1,...,ny,) jedini¢ni vektor vanjske normale na 0f2.

Teorem 2.0.1: Gauss-Greenov teorem i Teorem o divergenciji

Neka je u € C1(Q). Tada za svaku komponentu i € {1,...,n} vrijedi Gauss-Greenov teorem:

/Giudxz/ un; dS.
Q o0

Kao izravnu posljedicu, za vektorsko polje F € C'(Q;R™) dobivamo Teorem o divergenciji:

/diVFdx: F - -ndS.
Q o0

Teorem 2.0.2: Formula parcijalne integracije

Neka su u,v € C*(Q). Tada za svaki indeks i € {1,...,n} vrijedi:

/(&-u)v dx = —/ u(0v) dx + uovn; dS.
) Q o9

Teorem 2.0.3: Greenove formule

Neka su u,v € C%(Q). Koristedi oznaku g—ﬁ = Vu - n za usmjerenu derivaciju duz vanjske

normale, vrijede sljedeéi identiteti:

(i) Prva Greenova formula:

/Audm:/ %dS.
Q a0 On

(ii) Druga Greenova formula:

/Vu-Vvda::—/uAvdx—i- u@dS.
Q Q o0 On




U iskazima teorema trebaju nam i objasnjenje operatora div i A. Za zadanu dovoljno glatku

vektorsku funkciju (polje) v = (v1,...,v,): @ — R", divergenciju definiramo kao
divv=v.v=3 (2.0.1)
ivv=V.-v= . 0.
o O

Divergencija mjeri jakost izvora ili ponora vektorskog polja u danoj tocki. Laplaceov operator (ili
laplasijan) skalarne funkcije u definira se kao divergencija njezinog gradijenta:

" 9%

Au=div(Vu) = ) ——.
i= 0w}

(2.0.2)

2.1 Pregled osnovne teorije: Prostori integrabilnih funkcija

2.1.1 Lebesgueov integral

U klasi¢noj analizi integral se uvodi po Riemannu, tako da se domena integracije dijeli na konacno
mnogo podintervala, a povrsina ispod krivulje aproksimira se kona¢nim brojem vertikalnih pravokut-
nika (Darbouxove sume). Glavno ogranifenje ovog pristupa lezi u ¢injenici da je prostor Riemann-
integrabilnih funkcija nepotpun, sto stvara ozbiljne poteskoce kada se rjesenja diferencijalnih jednadzbi
traze kao limesi nizova funkcija. Lesbegueov integral rjesava taj problem. Za razliku od Riemannovog
integrala, ovdje integral aproksimiramo pomocu prebrojivo mnogo opcenitijih geometrijskih objekata
(histogram nad izmjerivim skupovima, a ne nuzno uzastopnim intervalima). To omogucuje integraciju
funkcija s izrazito divljim i isprekidanim domenama.

U tu svrhu koristimo pojam Lebesgue izmjerivog skupa. Neprecizno govoreéi, Lebesgue izmjerivi
skupovi su oni kojima je dobro definirana Lebesgueova mjera (Sto predstavlja generalizaciju pojma
volumena). Ti se skupovi mogu dobiti prebrojivim presjecima, unijama i komplementima intervala
(Sto generira Borelove skupove), uz jedno dodatno i klju¢no svojstvo potpunosti: svi podskupovi
izmjerivog skupa mjere nula su takoder izmjerivi i imaju mjeru nula.

Nakon toga defiiniramo Lesbeque izmjerive funkcije kao one f : 0 — R kojima je domena Lesbegue
izmjeriva te je za svaki a € R skup {z € Q : f(z) > a} Lebesgue izmjeriv. Kao Sto smo najavili,
Lesbegueov integral se tada definira prvo za nenegativne funkcije kao

/ fdx = sup{/ sdr:0<s< f, sje jednostavna}
Q Q

(jednostavne funkcije su funkcije oblika Zle cixa,(z), gdje su ¢; konstante, a A; izmjerivi skupovi),
dok se za opcenite funkcije definira kao razlika integrala pozitivnog i negativnog dijela funkcije.

2.1.2 Lebesgueovi prostori L”

Definicija 2.1.1: Lebesgueovi prostori L?

Neka je 2 C R™ Lebesgue izmjeriv skup i 1 < p < oco. Lebesgueov prostor LP(2) definira se
kao skup svih (klasa ekvivalencije) Lebesgue izmjerivih funkcija f : Q@ — R za koje vrijedi:

/ |f ()P dz < oo,
Q

Pripadna norma na ovom prostoru zadana je s:

1 fllze (o) = </Q |f(z)[P da:); )

Za granicni slucaj p = oo, prostor L>°(2) definira se kao skup svih izmjerivih funkcija koje su
esencijalno ogranicene, odnosno za koje postoji konstanta C' > 0 takva da je |f(x)| < C gotovo




‘
J

svuda na €). Pripadna norma zadana je kao esencijalni supremum:

[ fll oo () = esssupyeq |f(z)| = inf{C > 0:[f(z)| < C gs. na Q}.

Napomena 2.1.2

U teoriji Lebesgueova integrala i prostora LP, oznaka g.s. (gotovo svuda) oznacava da neko
svojstvo vrijedi svuda na domeni osim na skupu Lebesgueove mjere nula.

Ovo ima izravnu implikaciju na definiciju elemenata prostora LP. Ako se dvije izmjerive funk-
cije f i g razlikuju samo na skupu mjere nula (tj. f = g g.s.), njihov Lebesgueov integral daje
identi¢ne rezultate. Zbog toga elementi prostora LP nisu pojedinac¢ne funkcije, ve¢ klase ek-
vivalencije funkcija koje se podudaraju gotovo svuda. Izmjenom vrijednosti funkcije u jednoj
tocki ili na bilo kojem prebrojivom skupu tocaka ne mijenja se element u prostoru LP.

Isto tako, norma na prostoru L>°(€2) koristi esencijalni supremum (ess sup) umjesto uobicajenog
supremuma (sup). Intuitivno, esencijalni supremum ignorira ponasanje funkcije na skupovima
mjere nula.

To znaci da je funkcija f € L*°(Q)) zapravo uniformno ogranic¢ena gotovo svuda. Primjerice,
ako funkcija u prebrojivo mnogo toc¢aka prima vrijednosti koje teze u beskonacnost, dok u
svim ostalim tockama iznosi 17, njezin klasi¢ni supremum bit ée beskonacan. Medutim, kako
je prebrojiv skup tocaka ujedno i skup Lebesgueove mjere nula, njezin esencijalni supremum
iznosit ¢e tocno 17.

J

7

Navodimo temeljne rezultate koji opisuju strukturu ovih prostora. Kao prvo, za svaki 1 < p < oo
funkcija || - || zr(q) zaista jest norma. Najtezi korak je dokazati nejednakost trokuta ||f + g[lrr(q) <
£l r () + 19l e (), Sto se zove nejednakost Minkowskog. Jo$ jednu nejednakost koja ¢e nam trebati
piSemo u nastavku.

Teorem 2.1.3: Holderova nejednakost

Neka su 1 < p, g < oo konjugirani eksponenti, tj. takvi da vrijedi 11) + % = 1. Ako je f € LP(Q2)
i g€ L), tada produkt fg € L'(Q) i vrijedi:

[ 15@g(@)lds < 17 sseyllglscor

Ovu nejednakost najcesée ¢emo koristiti za p = ¢ = 2 i zvati Cauchy-Scharzovom nejednakosti.

Napomena 2.1.4

U situacijama koje ¢e biti na ovom kolegiju, domena 2 je ogranic¢ena (ili opcenitije, konac¢ne
Lebesgueove mjere u(€2) < oo). Tada za eksponente 1 < p < ¢ < oo vrijedi monotonost,
odnosno obrnuta inkluzija prostora:

L®(Q) ¢ LY(Q) c LP(Q) c LY(Q).

Ovaj rezultat izravno slijedi primjenom Hoélderove nejednakosti na funkciju |f|P - 1. Na neogra-
ni¢enim domenama beskonac¢ne mjere ova hijerarhija ne vrijedi (npr. funkcija moze pripadati
prostoru L?(R™) zbog brzog trnuéa u beskonac¢nosti, ali ne i prostoru L'(R")).

,
.

2.1.3 Soboljevljevi prostori W»

U analizi parcijalnih diferencijalnih jednadzbi prostori LP nisu dovoljni jer same jednadzbe sadrze
derivacije nepoznate funkcije. Bududéi da klasi¢ne derivacije zahtijevaju glatko¢u koju limesi u LP ne



¢uvaju, uvodimo pojam slabe derivacije i pripadne Soboljevljeve prostore.

Prije toga, jo$ jedna oznaka: ukratko, prostor L} .(f2) obuhvada funkcije koje imaju konacan
integral na svakom zatvorenom i ograni¢enom (kompaktnom) podskupu domene, sto im dopusta da
budu neintegrabilne ili teze u beskonac¢nost iskljuc¢ivo kako se priblizavamo samom rubu domene 0f).
Ta definicija nam je potrebna samo da bi integral s desne strane jednakosti u sljedecoj definiciji bio
dobro definiran.

Definicija 2.1.5: Slaba derivacija

Neka je © C R™ otvoren skup i u € L} .(Q). KaZemo da je funkcija diu € L .(Q) slaba

loc
parcijalna derivacija funkcije u po varijabli x; ako za svaku test funkciju ¢ € C°(Q) vrijedi:

/u@igpdx:—/ o;u p dx.
Q Q

Uoc¢imo da u definiciji namjerno koristimo potpuno istu oznaku d;u kao i za klasi¢nu derivaciju.
U jednodimenzionalnom sluéaju (n = 1), ako je Q = (a,b), funkeiju v’ € L}, (a,b) nazivamo slabom
derivacijom funkcije v ako vrijedi:

b b
/a u(x)y (z) dx = —/a ' (z)p(x)dz, Yo € CX(a,b).

Primjeéujemo da slaba derivacija po samoj svojoj definiciji zadovoljava upravo onu integralnu relaciju
koju klasi¢na derivacija inace zadovoljava zahvaljujuéi formuli za parcijalnu integraciju. Buduéi da
test funkcije ¢ po definiciji imaju kompaktan nosa¢ unutar domene € (neprecizno receno: jednake
su nuli u blizini ruba Q netrivijalne debljine), svi rubni ¢lanovi koji bi inace proizasli iz parcijalne
integracije ovdje prirodno iS¢ezavaju.

Pokazuje se da svaka funkcija koja je klasi¢no diferencijabilna (uz pretpostavku da joj je klasi¢na
derivacija lokalno integrabilna) ujedno ima i slabu derivaciju, te se klasiéna i slaba derivacija tada
poklapaju gotovo svuda, Sto opravdava koriStenje istih oznaka za (klasiénu) derivaciju i slabu deriva-
ciju. Osim toga, definicija implicitno kaze i da je slaba derivacija svake funkcije jedinstvena g.s. (ako
uopce postoji).

Pojam slabe derivacije prirodno se poopc¢uje na derivacije viseg reda, koje definiramo induktivno
kao slabe derivacije ve¢ postojec¢ih slabih derivacija. Pritom je vazno naglasiti da i u slabom smislu
vrijedi Schwarzov teorem, odnosno komutativnost mjesovitih parcijalnih derivacija (0;ju = 0j;u gotovo
svuda), pod uvjetom da te derivacije postoje.

Sada mozemo definirati sljede¢e funkcijske prostore u kojima éemo traziti rjesenja parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi.

71.p

Definicija 2.1.6: Soboljevljev prostor W

Neka je © C R™ otvoren skup i 1 < p < oco. Soboljevljev prostor WP(Q) definira se kao
prostor svih funkcija u € LP(2) za koje postoji slaba parcijalna derivacija d;u € LP(§2) za sve
1=1,...,n.

Pripadna norma definirana je kao:

1
n v
|ullwir@) = (/Q |u(x)|P dx + Z/Q |0 u(x)|P dl‘) , zal<p<oo,
i=1

dok je za p = oc:

ullwroo () = llull Loo@) + D 10l Lo (-
=1

Za poseban slu¢aj p = 2, prostor se tradicionalno oznadava kao H(Q) := W12(Q).
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Analogno, definiramo skup funkcija W?2P(£2) kao skup funkcija v € LP(2) kojima postoje sve slabe
prve i druge derivacije i pripradaju LP(£2). U normu tog prostora ukljucene su i LP norme svih drugih
derivacija. Analogno definiramo i ostale prostor W*?, te imamo oznaku H* = W2,

Primjer 2.1.7

Promatrajmo funkciju u(x) = |z| na intervalu (—1,1). Pokazat ¢emo da je njezina slaba deriva-
cija funkcija predznaka, v(z) = sgn(x), tako Sto ¢emo izravno provjeriti zadovoljava li definiciju.
Za svaku test funkciju ¢ € C2°(—1,1) mora vrijediti:

/_11 |z|¢' (z) dz = — /_11 sgn(z)p(x) d.

Krenimo od lijeve strane definicije i rastavimo integral na dva dijela, ovisno o predznaku argu-
menta pod apsolutnom vrijednosti, pa koristimo parcijalnu integraciju:

/11 |z|o' () dx = /01(—$)g0/(:1:) dx + /01 x¢ (z) dx
0

= [ae@I[ - [ (Ve o+ ol - [ 1-p@)do
)

—_———

=0
= /_01 o(z) dr — /01 o(x) dz

— /1 sgn(z)p(x) dz,
-1

=0

gdje smo na kraju iskoristili definiciju funkcije sgn.

Primjer 2.1.8: Nepostojanje slabe derivacije za funkciju sa skokom

Promatrajmo funkciju u(x) = sgn(z) na intervalu [—1, 1]. Pokazimo detaljno zasto ova funkcija
nema slabu derivaciju.

Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji slaba derivacija v € L'(—1,1) takva da za svaku
test funkciju ¢ € C°(—1,1) vrijedi:

1 1
/ sgn(z)¢' () dox = —/ v(z)p(x) dz.

-1 -1
Izra¢unajmo lijevu stranu integrala rastavljanjem na dva podintervala, pa direktnom integraci-
jom (prema Newton-Leibnizovoj formuli) dobivamo:

1 0 ) L
[ sen@ = [ (~DP@de+ [ o) de = —20(0)

Nasa pretpostavka se svodi na zahtjev da za svaki ¢ € C2°(—1, 1) vrijedi:

1

—2(0) = —/110(95)90(95) dr —s 2(0) zllv(x)w(x) i (2.1.3)

Dokazimo da ne postoji funkcija v za koju je gornja relacija zadovoljena za sve ¢. Za test
funkcije ¢ mozemo uzeti tzv. izgladivace (eng. mollifiers). Za e > 0 izgladivaci se opcéenito
definiraju kao funkcije sa R™ u R na sljedeé¢i nacin:

Cel/(|$|271) ’w‘ < 1’
0 x| > 1

)

ne(®) = e "n(x/e), nlx) = {
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gdje je €' > 0 t.d. [gnndx = 1. To su C° funkcije s nosacem u kugli radijusa € oko nule. U
nasem slucaju gledamo n = 1.

Uvrstimo ¢ = 7. u relaciju . Za dovoljno mali € > 0 nosa¢ funkcije 7. strogo je unutar
(—1,1), pa integracije prezivljavaju samo na [—¢, ]:

&

2n:(0) :/ v(x)n:(x) de.
=E

Ocijenimo desnu stranu po apsolutnoj vrijednosti, koriste¢i spomenuto svojstvo maksimuma

izgladivaca:

€ E

(@) ne (x) dz < na(O)/ v(z)| da.

=G

2.(0) < /

=€

Bududi da je n:(0) > 0, cijelu nejednakost mozemo podijeliti s tim ¢lanom, Sto nas vodi do:

€3

2 < / o) el
—&

Kada pustimo limes ¢ — 0, zbog apsolutne neprekidnosti Lebesgueovog integrala za funkciju

v € L'(—1,1), integral na desnoj strani tezi u nulu. Time dobivamo oéitu kontradikciju 2 < 0,

¢ime je dokaz zavrsen.

Tako u dimenziji n = 1 vrijedi da sve neprekidne funkcije imaju slabu derivaciju, pa time posebno
vrijedi H'(a,b) C C(a,b), u visim dimenzijama (n > 2) to opéenito ne vrijedi.
U nastavku navedimo neka svojstva Soboljevljevih prostora.

Teorem 2.1.9: Aproksimacija glatkim funkcijama (Meyers-Serrin)

Neka je Q2 C R" otvoren skup i 1 < p < co. Tada je prostor C>(Q2) N WP(Q) gust u WhP(9Q).
Ako je k tome € ogranicena domena s Lipschitzovim rubom, tada je i prostor C*(9) (restrikcije
glatkih funkcija s R” na Q) gust u WHP(Q). To znadi da za svaku funkciju u € WP (Q) postoji

niz funkcija (U, )meny C C°(2) takav da:
Jim = ullwre) = 0.

Teorem 2.1.10: Rellich-Kondrasovljev teorem kompaktnosti

Neka je 2 C R” ogranicena domena s Lipschitzovim rubom. Za svaki 1 < p < oo, ulaganje

WiP(Q) — LP(Q)

je kompaktno.

Drugim rije¢ima, ako je niz (tm,)men uniformno ogranic¢en u Soboljevljevu prostoru W1P(Q),
odnosno postoji konstanta M > 0 takva da je [|uml|lw1r@) < M za svaki m € N, tada postoji
podniz (um, )ken 1 funkcija u € LP(2) takva da:

i Jum, = ull (o) = 0-

Teorem 2.1.11: Teorem o tragu na dijelu ruba

Neka je Q@ C R™ ograni¢ena domena s Lipschitzovim rubom 0f2, i neka je I'g C 0f rela-
tivno otvoren podskup ruba ¢ija je (n — 1)-dimenzionalna Lebesgueova mjera strogo pozitivna

(ttn—1(To) > 0).




Tada za svaki 1 < p < oo postoji jedinstven ogranicen linearni operator
0 : WHP(Q) — LP(T)

takav da za svaku funkciju u € WP(Q) N C(Q) vrijedi y0(u) = u|r,. Nadalje, operator je
neprekidan, odnosno postoji konstanta C' = C(Q,Ty,p) > 0 takva da vrijedi:

o(w)llzore) < Cllullwrag), Yu € WHP(Q).

Teorem o tragu na kompliciran nac¢in kaze sljedeéu (pomalo nepreciznu) stvar: da bismo za funkciju
definiranu na n-dimenzionalnom skupu definirali njezinu restrikciju na (n — 1)-dimenzionalni skup,
moramo "platiti" jednom slabom derivacijom. Restrikcija WP funkcije na manje dimenzionalni skup
je klase LP, dok LP funkciju opéenito ne mozemo restringirati na skup manje dimenzije (Sto je u skladu
s Lesbegueovom mjerom).

Napomenimo u posebnom slucaju kada je dio domene I'g hiperravnina odredena normalom n i
postoji d > 0 takav da je Q% = {x +tn : z €Tyt € (0,d)} C Q, vrijedi

ou
()l < € (Han

+ ’uHLp(Qd)> , Yué€e Wl’p(Q).
Lr(Qd

Drugim rije¢ima, LP normu traga funkcije (vrijednosti funkcije na nekom ravnom rubu domene) mo-
zemo kontrolirati iskljuc¢ivo derivacijom okomitom na taj rub.

Teorem 2.1.12: Poincaréova nejednakost uz djelomicni Dirichletov uvjet

Neka je € C R”™ ograni¢ena domena s Lipschitzovim rubom, te neka je 'y C 02 dio ruba
pozitivne mjere (u,—1(To) > 0). Definirajmo potprostor funkcija koje iS¢ezavaju na tom dijelu
ruba:
WiP(Q) = {u € W'P(Q) : y0(u) = 0 na To}.
Tada za svaki 1 < p < oo postoji konstanta C = C(Q,Tg,p) > 0 takva da za svaku funkciju
u € Wll(’)p(ﬂ) vrijedi:
[ullzr @) < ClIVullze (-

Kao posljedica, polunorma ||Vul|z»(q) predstavlja normu na prostoru Wllt’)p (Q) koja je ekviva-
lentna standardnoj Soboljevljevoj normi.

Poincaréova nejednakost kaze da gradijent WP funkcije kontrolira cijelu L? ili ¢ak i WP normu
funkcije uz uvjet da znamo da ta funkcija nije identicki jednaka netrivijalnoj konstanti (u ovoj naj-
poznatijoj verziji teorema zahtijevamo da je na netrivijalnom dijelu ruba domene funkcija jednaka
nuli).

71,p

Teorem 2.1.13: Potpunost prostora L” i W

Za 1 < p < oo, prostori LP(Q) i W1P(Q) su Banachovi prostori, $to znaci da je svaki Cauchyjev
niz u tim prostorima jako konvergentan. Posebno, za p = 2, prostori L?(2) i H(£2) su potpuni
unitarni prostori, odnosno Hilbertovi prostori.

Za slu¢aj p = 2 posebna oznaka H' sugerira da je u tom sluc¢aju prostor Hilbertov.
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2.1.4 * Dualni prostor H1(Q)

Definicija 2.1.14: Prostor H ()

Dualni prostor Hilbertovog prostora H}(£2) (3to je po definiciji oznaka za VVO1 2(€2)) oznadava se
s H1(Q). To je prostor svih ograni¢enih (neprekidnih) linearnih funkcionala na H}(2). Norma
funkcionala f € H~1(Q) definirana je standardno kao operatorska norma:

,'U
gy = sup Lol
veri@) vl )
v#£0

gdje (f,v) oznacava djelovanje funkcionala f na test funkciju v (dualno sprezanje).

Teorem 2.1.15: Karakterizacija prostora H (1)

Funkcional f pripada prostoru H () ako i samo ako postoje funkcije fo, f1,..., fn € L?(2)
takve da se f moze prikazati u obliku:

f=fo+> 0ifi
i=1
u smislu distribucija. To znaci da za svaku test funkciju v € H} () djelovanje funkcionala glasi:
(o= [ p@p@)de =3 [ f@)oe)da.
i=1

Nadalje, norma na dualnom prostoru moze se karakterizirati kao:

1
n 2 n
1/ | zr-1(e) = inf (Z HfiH%z(Q)> cf=fo+ ) 0ifi
=0 i=1

2.1.5 Slaba konvergencija i teorem o kompaktnosti

Iako nam potpunost garantira postojanje limesa za Cauchyjeve nizove, u praksi (primjerice, kod pri-
mjene direktne metode varijacijskog racuna) najces¢e imamo samo informaciju da je niz aproksimacija
uniformno ogranicen. U kona¢nodimenzionalnim prostorima poput R", Bolzano-Weierstrassov teorem
garantira da svaki ogranicen niz ima konvergentan podniz. U beskona¢nodimenzionalnim prostorima
to svojstvo jake kompaktnosti propada. Recimo, za niz funkcija

(tn)n C L*(0,27), up(z) = sin(nz), za n € N. (2.1.4)

Za taj niz funkcija vrijedi
9 2 9 )
||UHHL2(0727T) = /0 sin“(nz)dx = 7w, ||upm — “nHL? — 9.

Udaljenost izmedu bilo koja dva ¢lana niza je konstantna i iznosi v/27. Zbog toga niti jedan podniz
ne moze biti Cauchyjev, pa posljedi¢no ogranicen niz (u,) ne posjeduje jako konvergentan podniz u
prostoru L?(0, 27).

Da bismo vratili svojstvo kompaktnosti za ograni¢ene nizove te omogudéili grani¢ne prijelaze u
diferencijalnim jednadzbama, moramo oslabiti zahtjeve na topologiju. To nas vodi do pojma slabe
konvergencije, koja mjeri konvergenciju "u prosjeku" umjesto u normi.
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Definicija 2.1.16: Slaba konvergencija

Neka je X Banachov prostor i X’ njegov topoloski dual (prostor svih neprekidnih linearnih
funkcionala na X'). Kazemo da niz (uy)neny C X slabo konvergira prema elementu v € X, u
oznaci u, — u, ako za svaki funkcional f € X' vrijedi:

Jim (f, un)xr x = (f, u)x0,x-
U kontekstu prostora LP(Q) za 1 < p < oo, prema Rieszovom teoremu reprezentacije svaki se

funkcional moze poistovjetiti s integracijom protiv funkcije iz dualnog prostora L1(Q2) (gdje je
zl? I % =1). Stoga u, — u u LP(2) znadi da za svaku test funkciju v € LI(Q) vrijedi:

lim [ wu,(z)v(x) dx:/u(x)v(x) dz.

n—oo Q QO

Za prostor WIP(Q), 1 < p < oo, definicija slabe konvergencije uklju¢uje prostor H~(£), no
karakterizacija je jednostavnija: kazemo da u, — u u WHP(Q) ako i samo ako u, — u u LP(Q) i
Vu, = Vu u LP(2;R™).

Za niz funkcija iz pokazuje se (netrivijalno) da konvergira slabo k nuli funkciji. Napomenimo
da osim po imenu, jaka i slaba konvergencija imaju i dokazanu vezu u tome Sto jaka konvergencija
implicira slabu, te da je linearna kombinacija funkcija koje konvergiraju slabo opet slabo konvergentna.

Ovakva definicija konvergencije omogucéuje nam sljedeé¢i klju¢ni rezultat.

Teorem 2.1.17: Eberlein-Smuljan / Banach-Alaoglu

Neka je X refleksivan Banachov prostor ($to ukljucuje LP(2) i WP(Q) za stroge granice 1 <
p < 00). Tada je svaki ogranic¢en niz u X nizovno slabo kompaktan.

Preciznije, ako postoji konstanta M > 0 takva da je ||u,||x < M za sve n € N, tada postoji
podniz (un, )ken 1 element u € X takav da

Up, — u slabo u X.

Napomenimo da prema Teoremu o uniformnoj ogranicenosti, vrijedi i neki oblik obrata gornje
tvrdnje: svaki slabo konvergentan niz u refleksivnom Banachovom prostoru je uniformno ogranicen (u
normi).

Napomena 2.1.18: Rubni slucajevi p=11ip=

Prostori L(£2) i L°°(£2) nisu refleksivni, stoga teorem o slaboj kompaktnosti ograni¢enih nizova
za njih ne vrijedi direktno. Ograni¢en niz u L'(2) opéenito nema slabo konvergentan podniz
u L' (konvergencija ¢esto "pobjegne" u prostor mjera, uzrokujuéi koncentracije poput Diracove
delte). Za L>(f2), s obzirom na to da je dual od L', ograni¢eni nizovi posjeduju podnizove koji
konvergiraju u jo$ slabijoj, tzv. slabo-* topologiji.

Napomena 2.1.19: Jedinstvenost limesa kroz prostor distribucija

U analizi parcijalnih diferencijalnih jednadzbi neprestano isprepli¢emo razlic¢ite prostore funkcija
(poput LP, H', H~1) i pripadne topologije (jaka i slaba konvergencija). Presudno je razumjeti
da se svi ti prostori mogu neprekidno uloziti u jedan veliki, nadredeni prostor — prostor
distribucija D'(2).

Buduéi da je topologija na prostoru distribucija Hausdorffova, limesi konvergentnih nizova u
njoj su jedinstveni. Zbog toga se svaki niz koji konvergira u bilo kojoj od nasih jakih ili slabih
topologija nuzno mora konvergirati istom tom limesu i u smislu distribucija. Iz ove naizgled
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apstraktne ¢injenice proizlaze dva iznimno vazna prakti¢na alata koja ¢emo Cesto koristiti:

1. Uskladenost limesa: Ako niz (f,,) konvergira prema ¢ u jednoj topologiji (npr. slabo u
L?), a prema h u nekoj sasvim drugoj topologiji (npr. jako u H~1!), tada se ta dva limesa
moraju podudarati u D'(Q), iz ¢ega izravno slijedi g = h gotovo svuda.

2. Zatvorenost operatora derivacije: Operacija deriviranja je neprekidno preslikavanje
u prostoru distribucija. To znadi da iz f, — f u D’ automatski slijedi V f, — Vf u D'

U praksi to koristimo na sljedeéi nacin: ako izvucemo informaciju da f, — f (u nekoj
topologiji) i istovremeno Vf, — g (u nekoj, mozda i potpuno drugoj topologiji), tada
nuzno mora vrijediti Vf = g u smislu distribucija (odnosno u smislu slabe derivacije).
Posebno, ako naknadno ustanovimo da f € LP(Q) i g € LP(;R"), iz te jednakosti
automatski proizlazi da je f € WP(Q).

J

Prije nastavka pokazat ¢emo jos jedan rezultat Poincaréovog tipa. Teorem sam po sebi je koristan,
ali ¢emo ga dokazati kako bismo pokazali koristenje dosad iskazanih rezultata u praksi.

Teorem 2.1.20: Poincaré-Wirtingerova nejednakost

Neka je €2 C R" ograni¢ena povezana domena s Lipschitzovim rubom i 1 < p < oco. Tada
postoji konstanta C' > 0, ovisna samo o € i p, takva da za svaku funkciju u € WHP(Q) vrijedi:

lu =l rr ) < ClIVullLe)s (2.1.5)

gdje je u = ﬁ Jo u(zx) dz prosjecna (srednja) vrijednost funkcije u na domeni €.

Ovaj teorem opet pokazuje da gradijent funkcije kontrolira vrijednosti funkcije u LP normi ¢im se
na neki nacin izbace netrivijalne konstante iz igre.

Dokaz.

Jedan od nacina dokaza ovakvih nejednakosti je kontradikcijom. Pretpostavimo suprotno,
takva konstanta C' > 0 ne postoji. To znac¢i da za svaki prirodan broj n € N mozemo pronaci
funkciju u, € WHP(Q) takvu da vrijedi:

[un — tnl L) > nlIVual o) (2.1.6)

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je ||uy, —in | r(o) = 1 zasve n € N (eventu-
alnim reskaliranjem). Time smo dobili da je je niz s lijeve strane nejednakosti ogranicen
u LP(Q), pa prema Banach-Alaoguluovom teoremu vrijedi da postoji slabo konvergentan pod-
niz u LP(Q2). Takoder, za niz s desne strane vrijedi | Vuy | 1r(o) < 1/n, odakle zakljucujemo da
taj niz konvergira jako k nuli. Dokaz ¢ée biti gotov ako dokazemo kao posljedicu da i niz slijeva
konvergira jako k nuli (jer ¢e se to kositi s tvrdnjom da su norme ¢lanova tog niza jednake 1).
Uvedimo jos pokratu v, = u, — u,. Kako je u, konstanta, vrijedi Vv, = Vu,, za sve n € N.
Iz gornjeg raspisa zaklju¢ujemo da postoji podniz tog niza i limes vy za koji vrijedi

U, — vo slabo u LP(Q),
Vuy, — 0 jako u LP(Q).

Bududi da je niz vy, ograni¢en u LP(£2), a njegov gradijent Vv, tezi k nuli (pa je time takoder
ograni¢en), cijeli niz je uniformno ogranicen u Soboljevljevom prostoru W1P(Q2). Kako je
ograni¢ena domena s Lipschitzovim rubom, po Rellich-Kondrasovljevom teoremu o kompakt-
nom ulaganju slijedi da iz uniformne ogranicenosti u WP(Q) mozemo izvuéi jako konvergentan
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podniz u LP(€2). Kompaktnost nam osigurava da slabo konvergentan niz v, zapravo konvergira
jako u LP()) prema istom limesu vy.
Iz jake konvergencije neposredno slijedi konvergencija normi:

lvoll Lr () = Jim |vn lr @) = 1.

S druge strane, kako konvergencije komutiraju s deriviranjem u smislu distribucija, iz Vv,, — 0
u LP(9) slijedi da je slaba derivacija limesa nula, odnosno Vvy = 0 g.s. u Q. Kako je domena
Q) povezana, funkcija vy mora biti konstanta, tj. vg = ¢ g.s.

Konac¢no, primijetimo da je srednja vrijednost svakog elementa niza v,, jednaka nuli:

1
Up = — Up — Up) AT = Uy — Uy = 0.
o o~ )

Zbog jake konvergencije vy, — vo u LP(Q) konvergiraju i njihove srednje vrijednosti, pa je i
prosjek limesa vy jednak nuli. Konstanta ¢ija je srednja vrijednost nula mora biti jednaka nuli,
stoga je vg = 0.

Ovo predstavlja direktnu kontradikciju jer smo dobili da je vg = 0, dok nam norma s druge
strane iznosi |[vo|| rr() = 1. Time je pretpostavka bila pogresna i konstanta C' mora postojati.

Zadatak 2.1.21

U proslom rjesenju iskoristili smo dvije tvrdnje:
- ako u, — wu LP(Q), onda w, — T;
- ako up — u u LP(Q), onda |[un||re) = [JullLr()-

Dokazite te tvrdnje (oduzmite lijevu i desnu stranu u tvrdnjama u koje treba dokazati i mozda
iskorisite Holderovu nejednakost).

Zadatak 2.1.22

Neka je (un)neny C LP(Q) niz funkcija koji konvergira jako k u € LP(Q2), te (vn)neny C L2(2) niz
funkcija koji konvergira slabo k v € L1(Q), uz % + % = 1. Dokazite da tada vrijedi

lim [ uy(z)v,(x) d:c:/u(x)v(x) dzx. (2.1.7)

n—oo (9] [¢)

2.2 Uvod u elipticke rubne zadace

2.2.1 Diferencijalna formulacija i rubni uvjeti

Najpoznatiji i najjednostavniji primjer elipticke parcijalne diferencijalne jednadzbe je Poissonova jed-
nadzba, koja ukljucuje Laplaceov operator:

—Au=f uf, gdje je Au := 011u + oot + . . . Oppu.

U jednodimenzionalnom sluc¢aju (n = 1), Laplaceov operator svodi se na obi¢nu drugu derivaciju u”,
pa elipticke jednadzbe mozemo smatrati visedimenzionalnom generalizacijom stacionarnih uvodnih
problema. Gornju jednadzbu zovemo Poissonova jednadzZba, odnosno u slucaju f = 0 govorimo o
Laplaceovoj jednadzbi. Opcenito, svaka skalarna linearna elipticka jednadzba drugog reda moze
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se zapisati u formi
—div(A(x)Vu) + b(z) - Vu + c(x)u = f(x) u, (2.2.8)

gdje je A(x) € R™ "™ matrica koeficijenata koja je simetri¢na i uniformno pozitivno definitna, vektor
b(x) € R™ predstavlja konvektivno (advektivno) polje brzine, skalarna funkcija ¢(x) oznacava reaktivni
¢lan (uz standardnu pretpostavku c¢(x) > 0), a f(x) je zadana funkcija izvora. U nastavku za potrebe
uvoda baratamo slucéajem b =01ic=0.

Napomena 2.2.1: Teorija linearnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Objasnimo neke pojmove iz vezane za . Jednadzba je skalarna jer je kodomena ne-
poznanice u jednodimenzionalna. Ona je linearna jer se zapisuje kao linearna kombinacija u
nepoznanici v i njezinim derivacijama (koeficijenti A, b, ¢ i f ne ovise o u, ali smiju ovisiti o
b). Ona je drugog reda jer je druga najvisa derivacija koja se pojavljuje.

Konacno, ova jednadzba je elipticka. Najjednostavniji nac¢in za motiviranje ovog pojma bio bi
da sve parcijalne derivacije zamijenite monomima a:f (gdje je k red derivacije) i promatrate koji
geometrijski objekt ta jednadzba predstavlja. U dvije dimenzije znamo da svi moguéi polinomi
drugog reda u dvije varijable jednadzbom P(x1,z2) = 0 mogu generirati tri popriliéno razli¢ite
vrste krivulja: elipse, parabole i hiperbole. Zato mozete povjerovati da i u teoriji parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi postoji razlicito ponasanje jednadzbi u sliénim oblicima. U teoriji
parabolickih i hiperbolickih jednadzbi prirodno je jednu od varijabli tretirati kao "vrijeme" te
se njihova teorija onda naslanja na elipticke jednadzbe. Zato se na ovom kolegiju bavimo samo
najjednostavnijom familijom jednadzbi drugog reda, a to su elipticke jednadzbe.

Napomena 2.2.2: Laplaceova jednadzba i modeliranje koncentracije

Opcenito, elipticke jednadze modeliraju anizotropnu difuziju ili vodljivost (ovisno o obliku ma-
trice A). Jedna od motivacija za takvo sto napravljena je na kolegiju Parcijalne diferencijalne
jednadzbe 1 koristeéi interpretaciju operatora divergencije, ali to mozemo motivirati i na po-
prilicno neprecizan nac¢in. Zamislimo podrucje Q@ C R? koje je ispunjeno nekom tvari te je u
njezina koncentracija. Pretpostavimo i da je tvar u ravnotezi, tj. da se koncentracija ne mi-
jenja u vremenu, te da je u svakoj tocki Sirenje tvari jednako i izotropno (podjednako u svim
smjerovima). Promotrimo proizvoljnu to¢ku & = (z1, z2) i pretpostavimo da ta tocka ima cetiri
"susjeda": (z1 + hxy,z2), (21,22 + hxy) kao na slici.
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($1,$2 =+ hZEQ) Q

—hzy,m2)@ - -~

| ®----—--@-------9

Da bi koncentracija bila u balansu, u svakom trenu zelimo da je koncentracija v u nekoj tocki
jednaka prosjeku koncentracija u susjednim tockama. To mozemo zapisati kao:

uw(x) = — (w(xr + hai, z2) + u(zr — hay, x2) + u(zr, z2 + ha) + u(x, x2 — hay))

._.,,;;\._.

— (u(x + her) + u(x — her) + u(x + hez) + u(x — hes)) .

..;;

Dijeljenjem s h? i preuredivanjem, dobivamo:

0= g5 (u(@ + her) — u(@)) + (ulw — he) — u(z))

+ (u(x + hes) —u(x)) + (u(x — heg) — u(x)) |

(31u (m + ;Lel> — 1 <cc — 61) + Dot (zc + €2> — O (m — Z€2>)

Onu(z) + dagu(x))

*'iH ?\H

= iAu(w)

Time smo neprecizno izveli Laplaceovu jednadzbu (pretpostavili smo da ne postoji vanjski
utjecaj f koji bi utjecao na distribuciju koncetracije u).

J

Kako bi rjesenje jednadzbe bilo jedinstveno, na rubu domene 9€) zadajemo rubne uvjete. Pretpos-
tavimo da je rub podijeljen na dva disjunktna dijela, 9Q = I'p UT'y. Najceséi uvjeti su:

- Dirichletov rubni uvjet: Zadajemo vrijednost funkcije na rubu, npr. « =0 na I'p.

- Neumannov rubni uvjet: Zadajemo tok (derivaciju u smjeru vanjske normale) na rubu, npr.
(AVu)-n = gna'y. U slucaju Laplaceovog operatora to je klasiéna normalna derivacija g—z =g.
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2.2.2 Izvod varijacijske formulacije

Za prelazak s jake (diferencijalne) na slabu (varijacijsku) formulaciju, jednadzbu ([2.2.8) mnozimo
proizvoljnom test funkcijom v te integriramo po domeni €2:

—/Qdiv(AVu)vdw:/vadiL‘-

Primjenom Teorema o divergenciji (odnosno vise-dimenzionalne formule za parcijalnu integraciju -
Greenov identitet), prebacujemo jednu derivaciju na test funkciju:

/QAVU -Vudx — /aQ((AVu) ‘n)vdS = /va dx. (2.2.9)

Ovdje presudnu ulogu igraju rubni uvjeti: Buduéi da trazimo rjeSenje koje zadovoljava Dirichletov
uvjet u = 0 na I'p, test funkcije v takoder moraju iscezavati na I'p (zbog toga se on ugraduje direktno
u prostor). Zbog toga dio rubnog integrala po I'p iS¢ezava. Na dijelu I'y imamo Neumannov uvjet
(AVu) - n = g, kojeg jednostavno uvrstimo u preostali dio rubnog integral.

Prebacivanjem poznatih ¢lanova na desnu stranu dobivamo varijacijsku formulaciju: Naiu € V
takav da

/ AVu- Vode — / fode+ [ gudS, VeeV, (2.2.10)
Q Q Ty
gdje je V = {v € HY(Q) : v|r, = 0}. U pravilu tokom ovog kolegija gotovo uvijek éemo promatrati
varijacijsku formulaciju, a ne diferencijalnu. Jedna od najveéih prednosti je ta Sto se elipti¢na jed-
nadzba drugog reda (u kojoj se pojavljuju druge derivacije) u varijacijskoj formulaciji zapisuje samo
pomoéu prvih derivacija, pa se rjeSenja traze u prostoru Wh2(Q) = H(Q).

Ovime smo pokazali da diferencijalna formulacija (uz b = 0, ¢ = 0) implicira varijacijsku
formulaciju . Za obrat nam je potreban sljededi rezultat.

Lema 2.2.3: Osnovna lema varijacijskog racuna

Neka je u € Li, (Q). Ako za svaku test funkciju ¢ € C°(Q) vrijedi

loc

tada je u(x) = 0 gotovo svuda u 2.

Napomena 2.2.4: Zasto uvodimo Soboljevljeve prostore?

Prirodno bi bilo traziti rjeSenja varijacijske zadaée u prostoru C*(Q). Medutim, prostor nepre-
kidno diferencijabilnih funkcija opremljen integralnom (energetskom) normom nije potpun.
Ako konstruiramo aproksimativni (npr. Galerkinov) niz rjesenja, on ée biti Cauchyjev u H*
normi, ali njegov limes ne mora nuzno biti diferencijabilna ili ¢ak neprekidna funkcija. Sobo-
ljevljevi prostori (poput H'(Q)) uvode se upravo kao upotpunjenja takvih prostora kako bismo
si osigurali postojanje limesa i primjenjivost moc¢nih alata funkcionalne analize.

2.2.3 Egzistencija i jedinstvenost rjesenja

Apstraktni okvir za rjesavanje linearnih eliptickih jednadzbi daje ¢uvena Lax-Milgramova lema, koja
generalizira Rieszov teorem reprezentacije na nesimetri¢ne bilinearne forme.
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Teorem 2.2.5: Lax-Milgramova lema

Neka je V' Hilbertov prostor. Neka je a : V x V' — R bilinearna forma (linearna po svakoj od
dvije varijable), a [ : V' — R linearan funkcional. Pretpostavimo da vrijedi:

1. Ogranic¢enost (neprekidnost) forme: IM > 0 takav da |a(u,v)| < M|ul|v|v||v za
sve u,v € V.

2. Koercitivnost (V-eliptiénost): Ja > 0 takav da a(u,u) > a|jul|} za sve u € V.
3. Neprekidnost funkcionala: [ € V.
Tada postoji jedinstveno rjesenje u € V varijacijske zadace
a(u,v) =1l(v), YveV.

Nadalje, rjesenje je stabilno s obzirom na desnu stranu te vrijedi apriorna ocjena:

1
[ullv < =iy
(0%

U slucaju da je bilinearna forma a simetri¢na, odnosno a(u, v) = a(v, ), dodatno mozemo iskoristiti
i sljededi rezultat.

Teorem 2.2.6: Minimizacija energije

Neka su ispunjene pretpostavke Lax-Milgramove leme i neka je forma a(-,-) simetri¢na. De-
finirajmo funkcional ukupne energije F : V — R kao:

E(v) = %a(v,v) _ i)

Tada je element v € V' jedinstveno rjesenje varijacijske zadace a(u,v) = l(v) za svaki v € V ako
i samo ako u strogo minimizira funkcional energije na prostoru V', odnosno:

E(u) = gél‘I/l E(v).

Pokazimo ove rezultate u jednom (umjetnom) primjeru. Neka je Q C R? ogranicena domena s
Lipschitzovim rubom 9f2. Promatramo klasi¢nu rubnu zadac¢u s homogenim Dirichletovim rubnim
uvjetom:

{— div(A(z1, 22)Vu) = f(r1,22) u g, (2.2.11)

u=20 na 0f2,

gdje je f € L?(Q) neka fiksna zadana funkcija, a matrica koeficijenata A(x1,z2) zadana je s:

Aler, 2g) = l3—|—sin(x1) 1 ] '

1 3 + cos(z2)

Kao u uvodu, izvodimo varijacijsku (slabu) formulaciju i dobivamo zadaé¢u: naéiu € V := H}(Q) =
{ve HY(Q) : v=0na dQ} takvu da za sve v € V vrijedi

/A(a:l,wQ)Vu‘Vvda::/ fvde. (2.2.12)
) Q

Da bismo provjerili dobru postavljenost (egzistenciju i rjesenje zadace), definiramo forme a : VxV — R
il:V — R kao

a(u,v):/QA(:zzl,xg)Vu-Vvdw, l(v):/vadw.
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Forma je a je o¢ito bilinearna (dodatno je i simetri¢na) te [ linearna. Ostala svojstva provjeravamo
redom. O¢cito je V Hilbertov prostor kao zatvoreni podskup od H'. Primjenom Cauchy-Schwarzove
nejednakosti u L? dobivamo:

()] < /Q [foldedy < [|fll2@)llvlize@) < 1 F 2@ lvlla )

Slijedi da je [ € V' ogranicen funkcional s normom ||l|ly+ < [|f||z2(q). Nadalje, buduéi da koeficijenti
matrice A ne prelaze vrijednost 4 (jer je max(3 + sinz) = 4), postoji konstanta M > 0 takva da je
|A(z,y)¢| < M|£|. Primjenom Cauchy-Schwarzove nejednakosti imamo:

a(u,0)| < [ |AVu- Voldady < M [ [Val| Vel dody < M|Vl 20| Vol z2(0)-
Q Q

Kako po definiciji H' norme vrijedi [|[Vul| ;2 < |lul| 1, forma je ogranicena: |a(u, v)| < M|ull g1 (q) o]l m1(q)-
Preostalo nam je provjeriti smo koercitivnost, koja je u pravilu uvijek najteza za provjeriti.
Za svaki vektor & = (&,&)T € R? ograni¢avamo odozdo kvadratnu formu ¢7 A(xy, z2)€. Bududi
da je sin(xy) > —11i cos(z2) > —1, vrijedi 3 + sin(z1) > 2 1 3 + cos(z2) > 2. Slijedi:
T A(zy, 20)€ = (34 sinz1)E2 4 26169 + (3 + cos 222

> 267 + 26162 + 263

=G+ 8+ (G +206+8)

= [€]* + (&1 + &)* > ¢

Ovime smo pokazali da je matrica A uniformno pozitivno definitna na §2 s konstantom elipti¢nosti
a = 1. Uvrstavamo v = v u formu i dobivamo

a(u,u) = /QVUTA(:c,y)Vu dzdy > /Q \Vu|? dedy = HVUH%Q(Q).

Buduéi da u € HE(Q) zadovoljava homogeni Dirichletov uvjet na cijelom rubu, na njega mozemo
primijeniti Poincaréovu nejednakost (Teorem 2.1.16). Postoji konstanta C'p > 0 ovisna samo o domeni
Q takva da je [|ull2) < Cpl|Vul|12(q). 1z definicije pune norme [ul|3; = ||lull3. + [[Vul7, slijedi:

[ull? gy < (CF + DIIVull72(q)-

Uvrstavanjem ovog rezultata u ocjenu za formu a dobivamo:
> 1 2
au,u) > @HUHH%Q)'

Forma a je koercitivna s konstantom & = > 0.

1
C%+1
Buduéi da su ispunjeni svi uvjeti Lax-Milgramove leme, varijacijska zadaca ([2.2.12]) ima jedinstveno
rjesenje u € H (). Uz to, vrijedi i apriorna ocjena koja nam jamdéi stabilnost rjesenja s obzirom na

desnu stranu:

1
lull ey < ZllUlvr < (CE+ DIl 2.

U nastavku skripte primjenjivat ¢emo sliécnu analizu koju ¢emo u pravilu sve manje obrazlagati jer
¢e se pojavljivati u sve kompliciranijem kontekstu (u pravilu u situacijama s familijama diferencijalnih
zadaca ovisne o parametru ).

U ovom poglavlju raspisali smo varijacijsku formulaciju za diferencijalnu jednadzbu (2.2.8) uz
pretpostavke b = 0, ¢ = 0. Raspisite kako bi glasila varijacijska formulacija za generalni izbor
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funkcija b i ¢, te nadite neke uvjete na b i ¢ za koje je Lax-Milgramova lemma zadovoljena (a
da nije b = 0).
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Poglavlje 3

Nesingularni problemi za elipticke PDJ

3.1 Prvi primjer familije eliptickih problema

Kao uvod u opcu apstraktnu teoriju, promatramo familiju eliptickih problema na fiksnoj ogranic¢enoj
domeni 2 C R" s Lipschitzovim rubom, kod kojih se matri¢no polje koeficijenata A.(x) i desna strana
fe(x) blago mijenjaju pod utjecajem malog parametra ¢ > 0:

{— div(A(z)Vu:) = f- uQ,

(3.1.1)
ue =0 na 0.

Pretpostavimo da je familija simetri¢nih matrica A, € L% (€; R™*™) uniformno pozitivno definitna,
tj. postoji konstanta elipticnosti a > 0 neovisna o € takva da vrijedi:

A(2)€-€ > al¢]?, gs. x€Q, VEER™, Ve > 0.

Dakle, konstantna pozitivne definitnosti uniformna je i po @ i po € > 0.

Nadalje, pretpostavimo da koeficijenti konvergiraju uniformno, A, — Ag u L®(Q;R™*™); te da
desne strane konvergiraju f- — fo jako u L?(£2). Dokazat éemo da niz rjesenja u. konvergira jako
prema rjesenju limitnog problema uy u prostoru V = H () koji je dan s matricom Ag i desnom
stranom fjy.

Na prostoru V = HE () definiramo familiju bilinearnih formi a. : V' xV — R linearnih funkcionala
l. € V! za svaki e > 0:

as(u,v) = / A (x)Vu - Vodz, I.(v)= / fevdz.
Q Q
Varijacijske formulacije za perturbirani i limitni problem (za £ > 0) glase

Naéi ue € V t.d. ac(us,v) =1:(v), YveV.

Prvo ¢éemo dokazati da uniformna pozitivna definitnost matrica A. povlac¢i uniformnu koercitivnost
bilinearnih funkcionala a.. Za proizvoljnu v € V vrijedi

/ A(z)Vo - Voda > a/ Vol da > cpalloli g,
Q Q
gdje smo na kraju iskoristili i Poincaréovu nejednakost. Dakle, dokazali smo
Ja>0Ve>0: ac(v,v) > alv|?. (3.1.2)

U tu nejednakost uvrstavamo v := u. — ug. Ako dokazemo da lijeva strana ide k nuli, dobit ¢emo da
isto vrijedi i za desnu, $to znac¢i da éemo dobiti jaku konvergenciju rjesenja u H' normi. Koristeéi
linearnost forme, slijedi

ae(ua — U, Ue — UO) = aa(“m”a - UO) - ae(umue - UO)‘
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Bududi da je u. rjesenje varijacijske zadacée uz formu a., vrijedi a.(ue, ue — ug) = l-(us — ug). Uvrsta-
vanjem toga i dodavanjem te oduzimanjem izraza ag(ug, us — ug) = lo(us — up), dobivamo:

aa(ua — Ug, Ue — UO) = la(us - UO) - aa(an Ue — UO)
= le(ue — up) — lop(ue — ugp) + ao(uo, ue — ug) — as(ug, ue — up) (3.1.3)

= (lc — lo)(ue — up) + (ag — ac)(up, ue — ugp).

Za prvi ¢lan s desne strane iz Cauchy-Schwarzove i Poincaréove nejednakosti imamo
0= lo) e = o) = [ (e = fo)(ue = w0} do < o = folzz@yllu = wollv. (31.4)
Za drugi ¢lan iz uzastopne primjene Holderove nejednakosti i Poincaréove nejednakosti dobivamo

(a0 — a.) (o, ue — uo)| = ] [ (Aofa) = Ac(a)) Vo - V(e — uo)
< 114z — Aoll oy | Vetoll 2y |V (. — )| 20 (3.1.5)

< || Ae — Aol oo (o) lluoll v [[ue — uollv-

Kad vratimo u (3.1.3]) dobivamo
ae(ue — ug, ue — up) < (Cllfe — follzz) + [1Ac — Ao||Loo(Q)||u0||v) [[ue — uollv-

Koristenjem (3.1.2)) i dijeljenjem s ||us — ug||y dobivamo izravnu ocjenu za pogresku u normi:

1
s = wolly < = (Cllf: = follzqy + 14e = Aol ey uollv ) -

Bududi da po pretpostavei || f- — follz2() — 01 [|[Ae — Aol|L=(@) — 0 kada ¢ — 0, desna strana
nejednakosti tezi u nulu. Slijedi:
lim ||ue — wolly =0,
e—0

¢ime je jaka konvergencija rjesenja u. — ug u prostoru H} () u potpunosti dokazana.

3.2 Generalizirani rezultat za nesingularne probleme

Prethodni primjer je primjer tzv. nesingularnih problema: familija zada¢a ne mijenja prirodu pro-
blema. Iako se ovisnost o € nalazi uz najvise (i jedine) derivacija lijeve strane, matrice su uniformno
pozitivno definitne. Ovaj primjer podsje¢a na Primjer Ovaj pristup, iako veé¢ i u ovom formatu
generalan, moze se joS viSe generalizirati. To mozemo tako da uklju¢imo jos i ¢lanove nizeg reda u
jednadzbu, ali i tako da gledamo sustave umjesto jednadzbi (nepoznanica u moze imati kodomenu R™
umjesto R). To ¢emo postiéi apstraficiranjem i iskazivanjem problema pomocu bilinearnih formi a.,
linearne forme I, i postavljanjem uvjeta na njih.

Klju¢ raspisa proslog primjera je raspis dan u (3.1.3)). Lijevu stranu smo ograni¢ili pomocu (3.1.2),
a desne strane time sto smo dobili da desne strane u i podijeljene s ||ue — uglly teze u
nulu. Ako uvedemo pretpostavke koje to omoguéuju u generalnom sluc¢aju, tvrdnja i dokaz ¢e prodéi
na isti nacin.

Teorem 3.2.1:

Neka je V Hilbertov prostor. Neka su a. : V x V — R (¢ > 0) bilinearne forme te I € V'
linearni funkcionali koji zadovoljavaju sljedeca svojstva:

1. Uniformna koercitivnost: Postoji @ > 0 t.d. a.(v,v) > aljv||} za sve v € V i sve
e > 0;
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2. Konvergencija formi u L*° smislu: Za sve u,v € V vrijedi

1im) |CL5(U, U) B aO(uv U)|

=0 luflvllvllv

3. Konvergencija desne strane: I. — [y jako u V'.
Tada familija (u:)e>0 C V jedinstvenih rjesenja zadaca
ac(ug,v) =l (v), YveV
konvergira jako u V ka jedinstvenom rjesenju ug € V' zadace

ap(u’,v) = lp(v), Vv eV.

Zadatak 3.2.2

Provjerite detalje dokaza, uvjerite se da raspis iz pocetnog poglavlja funkcionira i u ovoj gene-
ralnoj postavci.

3.3 Neprekidna ovisnost o geometriji (Regularne perturbacije do-
mene)

U ovom dijelu primijenit ¢emo Teorem [3.2.1] na probleme koji imaju istu jednadzbu, ali razlicite
domene. U drugom dijelu ovog kolegija bavit ¢emo se nizedimenzionalnim modelima: izvodit ¢emo
jednadzbe za probleme kod kojih debljina domene tezi u nulu. Ovaj rezultat neée pokriti takve
slucajeve, ali ée posluziti kao uvod u ono sto nas ¢eka. Kako bismo pojednostavnili ono Sto se
moze pojednostaviti, umjesto generalne jednadzbe promatrat ¢emo Laplaceovu jednadzbu —Au = f
s homogenim Dirichletovim rubnim uvjetom na cijelom rubu, samo Sto ¢e biti zadane na raznim
domenama ¢, £ > 0.

Nacin usporedivanja tih domena, odnosno argumenta da domene (Q°).5o konvergiraju u neku
domenu Q°, bit ée prebacivanje na parametrizaciju tih domena i promatranje konvergencije funkcija
koje parametriziraju te domene.
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Neka je 2 C R" fiksna, ogranicena referentna domena s Lipschitzovim rubom. Za sve € > 0, na
njoj zadajemo glatka preslikavanja (homeomorfizme) ®. : Q — Q°f:

OF = 0.(0).

Primijetite da je ukljucivanje parametrizacija logican korak, jer nije jasno kako bismo inace dru-
gacije mogli usporediti rjeSenja (ili bilo kakve funkcije) sa razli¢itih domena osim ako ih povuéemo da
imaju zajednicku domenu.

Korolar 3.3.1: Neprekidna ovisnost rjesenja o domeni

Neka je  C R™ fiksna ograniena domena s Lipschitzovim rubom i neka je f € L?(R"). Neka
su @, : Q — Q° (¢ > 0) homeomorfizmi za koje vrijedi:

- . — @ jako u Wh(Q;R") kada ¢ — 0,

- ®; je bi-Lipschitzovo preslikavanje (funkcija i njezin inverz su Lipchitzove (tj. W)
funkcije) uz uvjet da postoji konstanta ¢ > 0 takva da vrijedi:

|Jo(x)| = |det(D®p(x))] > c>0 gs. ufld
Neka je, za svaki ¢ > 0, funkcija u € H}(QF) jedinstveno slabo rjesenje Dirichletove zadace
—Aut=f uQ, u* =0 nadQ°.

Tada transformirana rjesenja 4 = u® o ®. € H}(Q) konvergiraju jako u prostoru H}(Q) prema
4% = u® o @, transformiranom rjesenju limitne zadacée na Q0.

U nastavku dokazujemo taj rezultat. Varijacijska formulacija na Q° glasi: naéi u® € Hg(9°) t.d.
Voett® - Ve das = / fofdat, Yo© € HA(QO). (3.3.6)
Qs Qs

Koristeéi lancano pravilo na ¢ = u® o ®., gradijent se transformira kao Vzeu® = (D®.)~ 1V, ¢,
dok se element volumena transformira u dz® = |J;|dz. Uvrstavanjem ovih izraza u (3.3.6]), dobivamo
ekvivalentnu zadacu na fiksnoj domeni €2

/Q((Dcps)—Tvaa) ((D2.)""v0) Ueldw:/g(fo@e)ﬁua\da:. (3.3.7)

Ovu ruznu formulaciju prebacujemo u setting Teorema Prvo definiramo familiju A.(x) €
L>(Q; R™™™) kao:
Ac(@) = |J:(2)|(DP:(2)) " (D®:(2)) 7, (3.3.8)

a onda definiramo bilinearne forme a. : Hi(Q) x H}(2) — R i linearne funkcionale I. € (HZ(9)) kao

as(ﬁ,ﬁ):/QAeva-Vﬁdw, ze(@):/ﬂ(fo<1>€)@u€ydx.

Kako bismo primijenili Teorem moramo provjeriti njegova tri uvjeta. Iz konvergencije ¢, —
®p u WL (Q;R") izravno slijedi da matrice Jakobijana D®. — D®, te determinante |J.| — |Jo|
konvergiraju uniformno (u L*>°(€)). Bududi da je limitno preslikavanje ®( regularno, njegova pripadna
matrica Ag = |Jo|(D®g) "1 (D®g) 7T je strogo pozitivno definitna, tj. postoji ag > 0 takav da Ag(zx)¢ -
€ > agl€]? g.s. u Q. Zbog konvergencije A, — Ay u L>®(Q; R™"), za dovoljno mali £ > 0 sve matrice
A; zadrzavaju pozitivnu definitnost s uniformnom konstantom, primjerice & = /2. To nam daje
trazenu uniformnu koercitivnost familije formi a..
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Nadalje, zbog spomenute konvergencije koeficijenata A, — Ag u L*°(Q; R™*"), imamo direktnu

ocjenu:
|ac (@, 0) — ao(@, )| < [|Ac = Aol [Vl L2V 2.

Zadnje, uz standardnu pretpostavku da je f € L?(R"), kompozicija f o ®. konvergira prema f o ®
jako u L?(€2). U kombinaciji s |Jz| — |Jo| u L>(Q), slijedi da desne strane konvergiraju jako, odnosno
Sva tri uvjeta Teorema[3.2.1]su zadovoljena. Zaklju¢ujemo da rjesenja 4° transformiranih problema

konvergiraju jako u H} () prema limitnom rjesenju °.

Koristeéi argument gustoée s C'* funkcijama opravdajte da kompozicija fo®. konvergira prema
f o ®q jako u L?(Q).
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Poglavlje 4

Singularni problemi za elipticke PDJ,
penalizirajuca anizotropija

4.1 Familija eliptickih zadacéa i dobra postavljenost

U proslom poglavlju gledali smo probleme vezane za familije nesingularnih eliptickih PDJ. To smo
prepoznali u tome $to su matrice A.(x) bile uniformno ograni¢ene odozgo i uniformno koercitivne.
Nadalje gledamo probleme kod kojih nece biti tako. Pocet éemo s onima kod kojih ¢emo imati problema
s ogranic¢enosti odozgo (pa posebno neéemo imati Ag(x) takvu da A. — Ap u L. Za ovo i sljedece
poglavlje, radi jednostavnosti, fiksiramo domenu € = (0,1) x (0,1).

U ovom poglavlju za € > 0 promatramo zadacu

—0nuf — %00uf = f(z1,22) u
uf(0,22) = u(1,22) =0 za x2 € (0,1), (4.1.1)
Oouf(x1,0) = O9us(21,1) =0 za x1 € (0,1).

Priklada prostor za ovu zadaéu je V = {v € HY(Q) : v(0,22) = v(1,22) = 0 g.s.}. Drugim rije¢ima,
1 0 .
0 2| Standardnim postupkom (mnoze-
njem jednadzbe test funkcijom v € V, integracijom po domeni §2 te primjenom parcijalne integracije)
dobivamo slabu formulaciju: naéi u® € V' takav da za svaku test funkciju v € V' vrijedi

matri¢no polje A. je zapravo konstantna matrica A, =

/81u581vdw+12/62u€82vdw:/ fudea. (4.1.2)
0 = Ja 0

Prije promatranja sto se dogada kada ¢ — 0, dokazimo da je za svaki € ova zadaca dobro postav-
ljena. Za je klju¢no dokazati koercitivnost i ograni¢enost bilinearne forme, a za to smo naucili da je
dovoljno promatrati matrice A.. Za ¢ € (0,1] i za svaki £ € R? imamo

P < AL E =& +e7%6 <e2|¢),

pa su matrice A. pozitivno definitne i ogranic¢ene odozgo. Postupanjem kao i ranije (provjerom svih
uvjeta Lax-Milgramove leme, te primjenom Poincaréove nejednakosti) dobivamo sljedeéi rezultat.

Teorem 4.1.1: Dobra postavljenost zadace

Neka je f € L?(Q). Za svaki fiksni parametar ¢ > 0, varijacijska zadac¢a pripadna diferencijal-
nom problemu (4.1.1)) ima jedinstveno slabo rjesenje u® € V.

29



4.2 Formalni asimptotski razvoj (bez dokaza)

Kod singularnih problema kod kojih nemamo intuciju kako ¢e izgledati rjesenje na limesu cesti korak

uvesti pretpostavku da rjesenje u® mozemo razviti u red potencija malog parametra €. Takav red

nazivamo formalnim asimptotskim razvojem (formalnim jer u ovom trenutku jo$ ne znamo konvergira

li taj red uopée). Nakon toga mozemo ili opravdati taj razvoj ili primijeniti neke druge tehnike dokaza

nevezane uz razvoj, ali koriste¢i formalni razvoj kao informaciju o tome sto zelimo dokazati.
Pretpostavimo rjesenje u obliku:

oo
u (@) = uo(x) + cur (x) + 2up(x) + - = > Fup(z).
k=0
Nas je cilj otkriti koje zadace zadovoljavaju funkcije ug, w1, us,... te u konacnici pronaéi jednadzbu

za vodedi ¢lan ug, koji predstavlja limitno rjesenje.
Uvrstimo nas pretpostavljeni red za u® u slabu formulaciju (4.1.2):

/ o (Z Ekuk> ohvdx + %/ O <Z €kuk> Oov dx :/ fvde, YvelV.
Q k=0 el Do Q

Zbog linearnosti integrala i derivacije, mozemo izluciti potencije parametra € i grupirati ¢lanove:

5’2/ OougOov + 5*1/ o1 Dgv + €° (/ O1upOyv —|—/ Bzugagu) 4+ = 50/ fo.
Q Q Q Q 0

Kako bi ova jednakost vrijedila za svaki € > 0, koeficijenti uz svaku potenciju od ¢ s lijeve i desne
strane moraju biti jednaki. Time dobivamo niz varijacijskih jednakosti koje moraju vrijediti za svaku
test funkciju v € V. Kre¢emo od one s najnizom potencijom od ¢.

Clanovi uz O(¢72):
/ OougOvde =0, YveV.
Q

Ako u ovoj jednakosti odaberemo v = g, dobivamo [, |G2ug|> = 0, $to izravno implicira da je daug = 0
gotovo svuda. Dakle, vodeéi ¢lan razvoja uopée ne ovisi o varijabli za:

uo = up(x).

Clanovi uz O(s1):

Sli¢no kao gore, dobivamo [, dauidrv = 0, iz Cega proizlazi da i prvi korektor ovisi samo o 1, odnosno
up = Ul (:El)

Clanovi uz O(£):

/61u081vd:1:+/ 82U28gvd:c:/ fvde, YvelV. (4.2.3)
Q Q Q

Ova jednakost je prva u kojoj nam se pojavljuje sila na desnoj strani, pa je zato ta jednakost u pravilu
ona koja nam sluzi za pronalazak jednadzbe koju zadovoljava ug (ta funkcija nosi najveéu informaciju
o limesu funkcija u., dok su ostale funkcije njezini korektori). Zato trazimo nacin kako se rijesiti svih
ostalih funkcija uy iz jednadkosti. Odgovarajuéi integral s us Ce nestati ako za test funkciju odaberemo
onu za koju vrijedi dov = 0. Ono $to nije sluc¢ajno je da je to upravo uvjet koji veé¢ zadovoljava i funkcija
ug od ranije. Odnosno, dobit ¢emo jednadzbu za wug s istim prostorom test funkcija u kojem se veé
funkcija ug nalazi.
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Neka je dakle v = v(z1) € H(0,1) i neka drugi integral u (4.2.3) nestaje. Preostaje nam:

1 1 1,1
/0/081u0(x1)v'($1)d332d:171:/0 /0 f(x1,x2)v(r1) drodr;.

Buduéi da ug, v i v’ ne ovise o x5, mozemo izra¢unati integral po xs:

/01 ug(z1)v' (1) </01 1dm2) dx) = /01 v(z1) (/01 f(x1,x2) dm2> dzy.

Ako definiramo srednju vrijednost desne strane po presjeku kao f(z) = fol f(x1,x2) dzo, dobivamo:

1 L _
/ ug(z1)v' (21) day :/ flx)v(zy) dxy, Yo e Hy(0,1). (4.2.4)
0 0

Ovim smo postupkom otkrili da limitno rjesenje wug(x) zadovoljava 1D varijacijsku zadaéu koja
odgovara diferencijalnoj jednadzbi —ufj(z) = f(z) uz rubne uvijete ug(0) = ug(1) = 0. Dakle, formalni
razvoj sugerira nam da ¢lan e =2 u originalnoj jednadzbi penalizira derivaciju po drugoj varijabli
tjerajuéi da funkcija na limesu ne ovisi o drugoj varijabli, i ¢ime esencijalno dobivamo problem na
domeni koja ima dimenziju manje. Ostali ¢lanovi bez epsilona preostaju u jednadzbi.

Formalni razvoj u pravilu tu zaustavljamo jer smo dobili jednadzbu za ug. Ako bi nas zanimalo
vise o korektorima (koje jednadzbe jedinstveno odreduju ug, ug i sl) nastavili bismo ovaj proces.

4.2.1 Dokaz apriornim ocjenama i slabom konvergencijom

Kao $to smo najavili, formalni asimptotski razvoj je samo formalni ra¢un bez dokaza. Da bismo
dokazali da u® ima ovakav limes, moramo to i dokazati. U ovom dijelu prikazujemo prvi od dva
pristupa. Algoritam je sljedeci:

- Iz familije zadaca naéi apriorne ocjene koje zadovoljava niz rjeSenja (u®)., tj. dokazati da vrijedi
|uf]] < C u nekoj normi, za sve € > 0 s konstantom C' > 0 neovisnom o ¢ > 0.

- Te apriorne ocjene iskoristiti kao pretpostavku Banach-Alaouglovog teorema (Teorem [2.1.17)
pomocu kojeg zakljucujemo da postoji niz (¢"),en koji tezi k nuli i slabo konvergentni niz
(u)pen rjeSenja e, problema. Topologija konvergencije ovisi o normi u kojoj ostvarimo apriornu
ocjenu.

- Iskoristiti taj slabo konvergentni niz kako bismo u € problemima pustili limes s odgovaraju¢im
test funkcijama v € V, te na limesu dokazali da slabi limes funkcija (u®"),cn zadovoljava limesnu
jednadzbu.

- Dokazati da je limesna jednadzba dobro postavljena (ima jedinstveno rjesenje), $to implicitno
pokazuje da cijeli familija rjeSenja (u®)c~¢ slabo konvergira ka rjesenju.

- U konacnici dokazati jaku konvergenciju tehnikom sli¢noj onoj iz proslog poglavlja.

Prva dva koraka u veéini slucajeva se spajaju, buduéi da je drugi korak samo cista primjena
postojeceg rezultata funkcionalne analize. Tako ¢emo napraviti i ovdje. Najcesdéi cilj apriornih ocjena
je dokazati da imamo slabu H' konvergenciju funkcija rjeSenja (5to je ekvivalentno tome da funkcije
i njezine derivacije slabo L? konvergiraju). Medutim, zbog prirode ovog problema u apriorne ocjene
mozemo dodati jos neSto. U formalnom razvoju smo primijetili da funkcija ug na limesu ne ovisi o
varijabli x2, pa to mozemo odmah dokazati na ovom mjestu.

31



Propozicija 4.2.1: Apriorne ocjene i slaba konvergencija

Neka je u® € V rjesenje varijacijske zadace (4.1.2). Tada postoji konstanta C' > 0, neovisna o
g, takva da za sve € € (0, 1] vrijedi:

1
||UE||H1(Q) < C, EHBQ’UF”LQ(Q) < C.

Nadalje, postoji podniz (u"),en 1 funkcija u* € V koja ovisi samo o x1 (u* = u*(x1)), takvi da
ut" — u* slabo u V kada ¢, — 0.

Dokaz.

Testiramo varijacijsku formulaciju sa samim rjesenjem, tj. uzimamo test funkciju v = u®, te na
desnoj strani primjenjujemo Cauchy-Schwarzovu nejednakost. Dobivamo

1
10ru®Z2 + gH@w‘EH%Q = /qua de < |[flg2llu] L2 (4.2.5)

Za ocjenu lijeve strane koristimo Poincaréovu nejednakost, ¢ime dobivamo kontrolu nad L?
normom od u. Uz konstantu Cp > 0 (i pretpostavku ¢ < 1) vrijedi:

1
Cpllufl|Fz < 01uf||72 + (1020772 < (1010772 + ;I!32u5|!%2~
Spajanjem gornjih ocjena dobivamo:

Cpllwllzs < I1Fllze llufl 2

Dijeljenjem s ||u®||z2 zaklju¢ujemo da je ||u|z2 < é”f”L% odnosno da je L? norma niza (u®)
uniformno ogranicena.

Kako je ||uf||z2 ogranicena, ograni¢ena je i desna strana pocetne jednakosti. To povlaci da je
ogranicen i cijeli izraz na lijevoj strani , pa postoji konstanta M > 0 (neovisna o €) takva
da:

1
lowllZe <M i [0 ]7e < M.

Iz ovoga neposredno slijedi da su derivacije O u® i ru® ogranicene u L2(Q), pa je ukupna norma
|u®|| 1 () ogranicena. Zbog rubnih uvjeta i teorema o tragovima, znamo da rjesenja zapravo
leze u prostoru V. C H'(€). Dakle, cijeli niz (u®) je uniformno ograni¢en u prostoru V.
Takoder, iz druge ocjene posebno naglasavamo ograni¢enost skalirane derivacije:

1
EH32UEHL2 < VM.

Sada mozemo prijeéi na limes ¢ — 0. Prema Banach-Alaogluovom teoremu, zbog uniformne
ogranicenosti niza u Hilbertovom prostoru V', mozemo izvuéi slabo konvergentan podniz te
postoji u* € V takav da:

ut — u* slabou V.

Slaba konvergencija u V implicira slabu konvergenciju gradijenata u L?(£). Medutim, ocjena
za drugu komponentu gradijenta pokazuje da ||0ou®"||f2 — 0, odnosno deu®" konvergira jako
u nulu. Zbog podudaranja slabog i jakog limesa slijedi da je:

Du* =0 gs. uf,

Sto znaci da limitno rjesenje ovisi iskljuéivo o prvoj varijabli.
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Napomena 4.2.2: Preskoditi u prvom citanju

U apriornim ocjenama imamo i dodatnu informaciju o ponasanju familije rjesenja (u%)eq. 1z

2
(4.2.5) slijedi da je niz H%@gu&? 1o
njenom na podnizu, dobivajuéi podniz podniza, koji ¢emo opet oznagciti isto) slijedi da postoji
podniz koji konvergira slabom topologijom:

ograni¢en. Prema Banach—-Alaogluovom teoremu (primije-

1
—0yuf" —1p  slabo u L?(9), (4.2.6)

En

gdje je 1 € L?(Q) neka zasad nepoznata funkcija.

\. J

Sada je trenutak za treéi korak: pustanje slabih limesa i ostvarivanje limesne jednadzbe. Uz kva-
litetne apriorne ocjene kakve imamo, ovo ¢e biti jako kratko (inace moze biti kompleksnije i potrebno
je vise koraka). Kako smo dobili da limesna funkcija u* pripada prostoru

{fve HY(Q) : v(0,-) =v(1,) = 0,000 =0} = {v € H(0,1) : v(0) = v(1) = 0} = H}(0,1),

prirodno je traziti isto i za test funkciju. Dakle, uzmimo proizvoljnu test funkciju v € HE(0,1)
i pustimo &, — 0. Iz Propozicije znamo da dyu" konvergira slabo u L%(2), pa imamo
konvergenciju prvog integrala s lijeve strane . Drugi integral s lijeve strane te jednakosti je
jednak nuli, a desna strana ima uvijek istu vrijednost. Dobivamo istu jednadzbu kao i u formalnom
raspisu:

11 1 1
/ / Ou* (1)’ (1) dwodry = / / f(z1, z2)v(21) deoday, (4.2.7)
0 Jo 0 Jo

a onda uz istu oznaku f(z) = fol f(x1,x2) dzo, dobivamo:

1 1 _
/ ug(x1)v (z1) day :/ f(z)v(zr)dey, Yo € HE(0,1).
0 0

Za cetvrti korak moramo dokazati da ova jednadzba ima jedinstveno rjesenje. Prema Lax-Milgra-
movoj lemi, treba pokazati koercitivnost lijeve strane, sto je jednostavan zadatak prema Poincaréovoj
nejednakosti. Za svaku v € H{ (0, 1), kako imamo homogeni Dirichletov rubni uvjet, imamo

1
Hv”%ﬂ((},l) = HU||%2(0,1) + ||’Ul||%2(0,1) < C%H”/H%?(o,l) + HUIH%2(0,1) =1+ C%))/o v'(x)0' (x) da.

Dokaze za ogranicenost forme s lijeve strane i neprekidnost s desne preskac¢emo. Time smo dokazali da
limesna jednadzba ima jedinstveno rjesenje. To ujedno implicitno pokazuje i da cijela familija (u%).>0
tezi ka u*. Naime, pretpostavimo suprotno, neka postoji podniz (u®*)ren koji ne konvergira slabo ka
u* (divergira ili konvergira prema nekom drugom limesu). Za njega provedimo rezultate odozgo: iz
apriornih ocjena iz tog podniza uzmimo podniz (koji ¢emo oznaciti s (ug)nen) koji konvergira slabo.
Racun pokazuje da konvergira ka u*, Sto je nemoguce za podniz niza koji bjezi od u*, ¢cime smo dobili
kontradikciju.

U znanstvenim ¢lancima ovaj zadnji argument se ¢esto niti ne spominje, nego odmah nakon dokaza
jedinstvenosti limesne jednadzbe se pise rezultat.

Teorem 4.2.3: Slaba konvergencija rjesenja anizotropne zadace

Neka je u® € V rjesenje varijacijske zadade (4.1.2)), i neka je u* € Hg(0,1) jedinstveno rjesenje
1D zadace

1 1
/ (u*) (x1)v' (1) day =/ fl@)v(zr) de, Yo e HE0,1), (4.2.8)
0 0

gdje je f(x1) = fol f(x1,22) dro. Tada cijeli niz (uf) slabo konvergira prema u* u H!(Q).
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Napomena 4.2.4: Preskoditi u prvom citanju

Vratimo se na pustanje (slabih) limesa u jednadzbi . Prije uvrstavanja test funkcije v koja
pripada istom prostoru kojem i rjesenje u*, uobicajeno je prvo testirati proizvoljnom funkcijom
v € V pomnozenu s najmanjom potencijom ¥ s kojom bismo dobili neki limes koji postoji. U
ovom slu¢aju, pustili odabrali bismo test funkciju oblika e,v. Desna strana tezi k nuli (to je
fiksan broj pomnozen s €,,), prvi integral slijeva tezi k nuli, dok za drugi, zbog dobivamo
nesto netrivijalno:

/wawda;:o, Yo eV,
Q

Da su u V nametnuti Dirichletovi rubni uvjeti na gornjem i donjem rubu, ova jednadzba im-
plicirala bi da je ¥ konstanta. Medutim, kako su Dirichletovi rubni uvjeti nametnuti na lije-
vom i desnom rubu, mozemo dobiti i vise. Uzmimo proizvoljnu ¢ € C°(Q2), te definirajmo
v(z1,22) = [5° ¢(x1,5)ds (tako da je dyv = ¢). Sada osnovnom lemom varijacijskog rac¢una
zakljucujemo da 1) testirana s proizvoljnom ¢ € C2°(Q2) daje nulu, odakle je ¢ = 0.

Ovaj korak, kao sto smo vidjeli, nije nuzan u dokazu konvergencije funkcija u® ka u* nego donosi
dodatne informacije o asimptotskom ponasanju niza funkcija %(%ue, da ¢ak i oni trnu k nuli (ne
samo Oguf). Ipak, u nekim dokazima ovakva analiza je nuzna i za dobivanje informacija o u*.

Osim slabe konvergencije, imamo i jaku konvergenciju, koju dokazujemo u zadnjem koraku.

Teorem 4.2.5: Jaka konvergencija rjeSenja anizotropne zadace

Neka je u® € V rjesenje varijacijske zadacde (4.1.2)), i neka je u* € Hg(0,1) jedinstveno rjesenje
1D zadade(4.2.8)) Tada cijeli niz (uf) jako konvergira prema u* u H ().

Dokaz.

Za jaku konvergenciju pristupamo sli¢no kao u proslom poglavlju. Promatramo funkcional po
¢ takav da u (4.1.2) umjesto i nepoznate funkcije i test funkcije stavimo razliku u® — u*:

AGe) = /Q(ﬁl(ue—u*))Qdm—l—;/S_Z(ag(ue—u*))Qdm.

1z koercitivnosti bilinearne forme (kao u dokazu Teoremai Poincaréove nejednakosti slijedi
A > |V (uf — u* 2 > 1 e ,%\[|12
(&) 2 IV (e = w20 2 Gzl = )l o)
P

Zato, ako dokazemo da A(e) — 0 kad e — 0, bit ée dokazana jaka konvergencija.
Ako je bilinearna forma a simetri¢na kao u ovom slucaju, onda vrijedi

alu —v,u —v) = a(u,u) + a(v,v — 2u).
Koristenjem tog raspisa na A(e) dobivamo
1
Ae) = / (012 daz + / (0(u))? dax
Q €2 JQ
1
+/ 81u*81(u* — 2u5) dx + *2/ 82u*82(u* — QUE) dx.

Q e” Ja

Koristimo ovakav raspis iz sljedeéeg razloga: u drugom retku mozemo pustiti slabi limes jer

pod integralima imamo umnozak konstantog izraza (derivacija od u*) i slabo konvergentnog
izraza. Medutim, u prvom retku to nemamo. Opcenito integral umnoska slabo konvergentnih
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nizova nije konvergentan! Za njega zato koristimo da zadovoljava jednadzbu (4.1.2)) za svaku
v € H'(0,1), pa tako i za v = u°. Te ¢lanove zato mijenjamo s izrazom s desne strane (4.1.2) i
dobivamo

1
Ae) = / fu® dx +/ O u* 01 (u* — 2u®) dx + —2/ Oou* 0o (u* — 2u) de.
Q Q g7 JQ
Sada koristimo deu* = 0 (iako smo mogli i ranije), i pustamo slabi limes. Slijedi

A(e) = A(0) == / fu* dx +/ Ou* o (—u*)dx =0,
Q Q
buduéi da je to upravo limitna jednadzba s test funkcijom v = wu*. Dokazali smo Zeljeno,
A(e) — 0, pa zato imamo jaku konvergenciju u H!().

4.2.2 Dokaz opravdanjem asimptotskog razvoja

Nakon sto smo dokazali jaku konvergenciju familije rjeSenja jednom tehnikom, pokazimo i drugu
tehniku. Kada veé¢ imamo formalni asimptotski razvoj, ima logike pokusati ga opravdati. Za to prvo
moramo na jednoznacan nacin odrediti funkcije koje se pojavljuju u asimptotskom razvoju. Za sad
imamo samo jedinstveno dredeni ug. Da bismo odredili ostale funkcije, trebamo ponovno iskoristiti
jednadzbu (nismo izvukli sve informacije iz nje, samo smo uvrstili posebnu test funkciju), te
vidjeti i kako glase sve ostale funkcije.

Clanovi uz O(c*) za k > 1:

Izjednacavanjem koeficijenata uz potenciju ¥ (k > 1) dobivamo opéenitu rekurzivnu relaciju:
/ O upO1vde —l—/ Ooupao0ovde =0, YveV. (4.2.9)
Q Q

Sada pogledajmo §to sve mozemo saznati o uy, k > 1. Odabirom test funkcije v = v(z1) € HZ(0,1)
(za koju je dov = 0) drugi integral u (4.2.9) iSCezava, pa ostaje uvjet kompatibilnosti:

1 1 1
/ / Orug (w1, 22)0 (1) dredr) =0 = / ) (21)v' (21) dey =0, Yov € H3(0,1),
0o Jo 0

gdje je ug(x1) = fol ug(z1, z2) dxy. Uz rubne uvjete, to povlaci da su srednje vrijednosti svih korektora
nula, tj. up =0 za sve k > 1.

Dodatno, kako je u; = uj(z1) i zbog 43 = 0 nuzno u; = 0, indukcijom slijedi da iS¢ezavaju svi
¢lanovi s neparnim indeksima: ug,,+1 = 0 za sve m > 0.

Za parne indekse vratimo se na jednadzbu uz . Prebacimo poznate funkcije f i up na desnu
stranu jednakosti, te dobivamo

/82U282vdm:/fvdw—/81u081vd:13, Vv e V.
Q Q Q

Zajedno s uvjetom uo = 0, dokazat ¢emo da ova zadaca ima jedinstveno rjesenje.

Lema 4.2.6: Dobra postavljenost zadace za uo

Neka je f € L?(Q) i neka ug zadovoljava zadaéu limitnog rjesenja. Varijacijska zadaca: nadi
ug € W takav da

/agug(?gvdw:/fvdcc—/ OhugOhvdx, Yve W,
Q Q Q
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gdje je
1
W = {v € L*(Q) : dov € LA(Q), / v(x1,xe) dre =0 za g.s. x1 € (0, 1)}
0

Hilbertov prostor s normom |[v|lw = [|92v||12(q), ima jedinstveno rjesenje.

Taj dokaz ostavit ¢emo za kraj. U ovom trenutku se fokusiramo na to da objekt us postoji,
jedinstven je i da ima konaénu normu Oyug. Za parne k > 4 koristimo jednadzbe (4.2.9) u kojima
rekurzivno odredujemo uy preko ug_o:

/ 82uk+282v dx = —/ OupOhvde, Vv eV,
Q Q

koje uz uvjet uy = 0 imaju jedinstveno rjesenje (dokaz analogan kao za egzistenciju i jedinstvenost od
UQ).

Teorem 4.2.7: Ocjena pogreske bez rubnih slojeva

Neka je u® € V slabo rjesenje (4.1.2) i neka je ug € V rjeSenje limitne zadace (4.2.4). Tada
postoji konstanta C' > 0, neovisna o ¢, takva da vrijedi

[u® — ol 1) < Ce.

Dokaz.

Slicno kao i u dokazu jake konvergencije u proslom pristupu, cilj je ograniciti a.(R®, R%), gdje
je R® = u® —wug. Bududi da i to¢no rjesenje u° i limitno rjesenje ug pripadaju prostoru V' (imaju
dovoljnu glatkoéu i zadovoljavaju rubne uvjete), njihova razlika R® = u® — ug takoder pripada
prostoru V' te je stoga dopustiva test funkcija.

Rjesenje u® zadovoljava za svaku v € V, dok ug zadovoljava za svaku v € V.
Oduzimanjem tih dviju jednakosti desne strane tih jednakosti se krate, pa dobivamo da za sve
v € V vrijedi

1
/81u581vd:n+—2/ 82u582vd:c—/ alanldeB—l-/ OougOgv dxe = 0.
Q € Q Q Q

Uzimajuéi u obzir da iz konstrukcije znamo da vrijedi doug = 0, dobivamo da za sve v € V
vrijedi

/ 81 (us - uo)é)w dx + 8%/ ag(us - uO)aQU dx = —/ 82U2821) dx. (4.2.10)
Q Q Q

Na ovaj nacin dobili smo varijacijsku formulaciju za razliku R® = u® — ug, za koju se moze
dokazati da je dobro postavljena i da ima jedinstveno rjeSenje (trebalo nam je zato i da je
ug jedinstveno dana funkcija). Uvrstavanjem v = R®, pa Cauchy-Schwarzovom nejednakosti i
algebarskim manipulacijama, dobivamo

/(81(R5))2dw+12/(82R5)2dw = —/ Doupdo RE d
Q 3 Q Q

1
S R P Y P s|02u2||L2mM @) e+ 5 | (@) da.

Dijeljenjem s korijenom lijeve strane, dobivamo

\// (81(R€))2 dx + % / (82R5)2 dx < 6”82U2||L2(Q) =Ce
Q e°Ja
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(buduéi da je ug fiksna i dobro definirana funkcija). Uz veé vise puta iskoristenu ogradu za
e € (0, 1] odozdo, dobivamo

1

1
ol ol o) < \/ | @ )2de+ 5 [ (@R e <ce,

sto je i trebalo dokazati.

Napomena 4.2.8

Nacini dokazivanja jake konvergencije rjeSenja (uf)c.~o prema u* i ug (Sto su na kraju iste
funkcije, naravno, buduéi da je limes jedinstven) jako su slicni. U oba sluc¢aja u bilinearne
forme zelimo na obje koordinate staviti razliku u® i funkcije za koju zelimo dokazati da je trazeni
limes. Medutim, tehnika kojoj nastavljamo rjesenje razlikuje se jer se razlikuju i pretpostavke o
funkcijama u* i ug. lako obje limes funkcije zadovoljavaju limitnu jednadzbu, u prvom slucaju,
ona je dana kao slabi limes funkcija (u¢)e>0, dok za up znamo vezu s njezinim korektorom wus.
Te dvije tehnike (i pretpostavke iz tih tehnika) ne mozemo mijesati.

J

Kada veé¢ imamo asimptotski razvoj funkcije u, mogli bismo dokazati ocjenu pogreske za proizvo-
ljan broj ¢lanova asimptotskog razvoja. Tehnika je sli¢cna: opet na lijevu stranu varijacijske formulacije
Zelimo imati razliku R® := u® — 0o uy, te konaéna ocjena ovisi o ¢lanovima s indeksima veéim od
N (u ovom slucaju o uy42, za parne N). Medutim, u ovom slu¢aju to nije toliko jednostavno jer
funkcija R ne pripada prostoru V. Uz dodatne pretpostavke na domenu ili funkciju f ne znamo da
ijedna funkcija uy za parne k > 2 zadovoljava Dirichletove rubne uvjete. Zato funkcija R® ne moze biti
uvrstena u varijacijsku formulaciju (kao sto smo u proslom dokazu to napravili u jednakosti )
Postoje nacini kako to izbjedi: ili za funkcije s ve¢im indeksima koristimo cut-off funkcije, ili dodajemo
¢lanove za rubni sloj.

4.3 Dokaz Leme 4.2.6

Vratimo se ponovno do zadaée u kojoj dokazujemo egzistenciju i jedinstvenost funkcije us: trazimo
uo uz uvjet us = 0 takvu da

/82u282vdaz:/ fvda:—/ Ougohvdx, YveV. (4.3.11)
Q Q Q

Kao u uvijek, prirodni put dokazivanja dobre postavljenosti ove zadace je Lax—Milgramovom
lemom, gdje za lijevu stranu treba dokazati da je koercitivna na odgovaraju¢em Hilbertovom pros-
toru. Medutim, izrazom s lijeve strane jednadzbe neéemo modéi kontrolirati prirodnu normu pros-
tora V. Naime, ne vrijedi ograda oblika [|0sv[|r2(q) > cllv]|g1(q) na V' (provjerite kontraprimjer:
vy, = sin(nmxzy) cos(mae) — primijetite dodatno da te funkcije zadovoljavaju i v, = 0). Zato gornju
zadacu treba relaksirati. Promijenit ¢emo normu u kojoj dokazujemo koercitivnost, a da bi zadovoljili
pretpostavku Lax—Milgramove leme, prostor V' zamijenit ¢emo zatvaracem tog prostora u novoj normi.

Obzirom da mozemo dokazati koercitivnost samo u normi koja ukljuc¢uje derivaciju po drugoj
varijabli (detalje ¢emo vidjeti u nastavku), definiramo normu

oIy == l[v]1Z20) + 1920]l22(0)-

Zatvara¢ prostora V' (prostor svih limesa svih funkcija iz V) u normi W je

1
W = {v € L*(Q) : dov € L*(Q), / v(z1,x2)dre =0 za g.s. x1 € (0, 1)} . (4.3.12)
0
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Primijetite da smo u odnosu na prostor V izgubili slabu derivaciju u varijabli x1 te Dirichletove rubne
uvjete.

Sada dolazimo do sljedeceg problema: jednadzba ne dopusta da test funkcija dolazi iz
prostora W buduéi da zadnji ¢lan trazi derivaciju po prvoj varijabli. Medutim, to je samo algebarski
problem, jer znamo nesto vise o funkciji ug. Za svaku dovoljno glatku funkciju v vrijedi

/Qaluoalv de = /01 (/01 ug(w1)v), (1) d:c1> dxo = /01 (/01 fvxzdm) = /va dx

(gdje smo uveli oznaku vy, := v(-,x2), funkciju koja postoji za gotovo svaki x5 € (0,1)). Sada novi
problem glasi: naéi funkciju us takvu da

/ Doz dov daz — / (f - Plodz, YoeV. (4.3.13)
Q Q

Medutim, kako smo izgubili derivaciju u varijabli x1, ovaj problem mozemo konacno relaksirati. Kako
gornja zadaca vrijedi za proizvoljni v € V', a u zadaédi se pojavljuju samo izrazi dqv i v, za proizvoljnu
v € W mozemo nadi niz (v,), C V koji konvergira ka v jako u normi prostora W (jer je W zatvarac
od V). Pustanjem limesa, dobivamo pravi relaksirani problem: naéi us € W takvu da

/ O2u90ov dx = / (f = flvdez, YveW. (4.3.14)
Q Q

Tek sada smo dosli do problema za koji éemo dokazati da je dobro postavljen. I dalje najveéi problem
preostaje koercitivnost, odnosno ograda oblika |[92v||2(q) > cllv[|w, koja ¢e biti direktna posljedica
nejednakosti ||02v||f2(q) > cl|v]|L2(q)- Da bismo vidjeli kako to dokazati, primijetimo da tu nejednakost
i problem mozemo smatrati problemom po x9 uz varijablu z; kao parametar. Jednodimenzi-
onalna verzija tog problema zahtijevala bi nejednakost oblika [[v'[|2(q) > ¢l|v||12(q) za funkcije v koje
zadovoljavaju [v = 0, a to je upravo Poincaré-Wirtingerova nejednakost (Teorem

Dakle, za dokaz koercitivnosti postupamo na sljedeéi nacin:

1 1 1 1
fox0lfey = [ ([ e} donze [ [ ) dna) dos = clolago,

gdje jedina nejednakost koju smo primijenili je Poincaré-Wirtingerova nejednakost za g.s. x1 € (0, 1).
Standardnim argumentom vrijedi i ocjena [[O2v|[z2(q) > [[v]|w, ¢ime dokazujemo koercitivnost bili-
nearne forme s lijeve strane , a uz dokaze ogranicenosti pripadnih formi dokazuje da zaista
postoji jedinstveni ug € W.

Napomena 4.3.1

Ovo je prvi, ali ne i zadnji put da se pojavljuje problem relaksiranja problema, za Sto su nam
potrebne gustoée funkcijskih prostora u odgovaraju¢im normama. Prilikom uzimanja zatvaraca
podskupa H'! funkcija u slabijim normama (poput norme | - ||y iz gornjeg dokaza) dogada se
sljedece:

- Regularnost funkcije: funkcija u novom prostoru (zatvaracu starog prostora) mora biti
manje regularna nego u starom prostoru. Moze imati samo one parcijalne derivacije koje
Su mjerene normom.

- Dirichletovi rubni uvjeti: u vidu komentara iz Poglavlja [2| u vezi traga funkcije, trag
funkcije na nekom rubu moze se kontrolirati ve¢ samo prvom parcijalnom derivacijom u
smjeru okomitom na taj rub. To znaé¢i da ako normom W prezivi dov, u prostoru W
prezivljavaju Dirichletovi rubni uvjeti okomiti na es. No, vrijedi obrat: kako samo tom
parcijalnom derivacijom ne mozemo kontrolirati trag funkcije u drugim smjerovima, u
novom prostoru gubimo Dirichletove rubne uvjete na ostalim rubovima.
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- Integralni uvjeti: ako u V' imamo uvjete oblika [, v = 0 ili kao gore fol v(x1,x2) dze =0
za g.s. 21 € (0,1), onda ti uvjeti ostaju i u novom prostoru ¢im imamo L? normu u veéem
prostoru.

Da bismo dokazali da gornji uvjeti ostaju u novom prostoru, najlakse je na¢i ograni¢eni operator
kojem se taj uvjet moze izraziti kao pripadnost njegovoj jezgri, pa koristiti tvrdnju da je jezgra
ograni¢enog operatora na potpunom prostoru zatvorena, pa time i potpun prostor. Da bismo
dokazali da gubimo neki Dirichletov rubni uvjet mozemo koristiti niz tzv. cut-off funkcija ¢,
koje su neprekidne, imaju vrijednost jednaku 0 na problemati¢nom rubu, te 1 na sve veéem
podskupu domene. Tada se pokaze da niz funkcija ¢,w za w iz starog prostora konvergiraju
ka proizvoljnoj w u novom prostoru. Funkcijama ¢, eksplodira parcijalna derivacija u smjeru
okomitom na problemati¢an rub, ali ona nije ukljuéena u normu novog prostora, pa nemamo
problema s dokazom konvergencije. Ostale detalje dokaza za potrebe ovog kolegija preskacemo.
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Poglavlje 5

Rubni slojevi za elipticke PDJ

Nakon sto smo se u Poglavlju (] susreli s jednom familijom singularnih problema, u ovom poglavlju
¢emo se upoznati s drugom. Osim S$to nam je cilj vidjeti jos primjena teorije singurlarnih problema,
vidjet ¢emo i efekt rubnog sloja, te nacin kako ga rijesiti.

5.1 Slaba anizotropija

Sada promatramo elipticki operator kod kojeg je difuzija u transverzalnom smjeru prigusena malim
parametrom:
—811u5 — 62822u€ = f(xl,xg) u Q,

u®(0,22) = uf(1,22) =0 za xg € (0,1), (5.1.1)
uf(z1,0) =0 za z1 € (0,1), o
Ohuf(x1,1) =0 za x1 € (0,1).
Za prostor rjesenja uzimamo Soboljevljeve prostor s uvazenim Dirichletovim rubnim uvjetima:
V={ve H(Q):v(0,) =v(1,") =v(-,0) =0 gs.}. (5.1.2)
Standardno prelazimo na slabu formulaciju, dobivamo zadacu: Naéi u® € V takav da
/ O1ufovdx + 62/ OoutOov dx = / fvdxe, YvelV. (5.1.3)
Q Q Q

Umjesto faktora 1/e2, sada imamo faktor £2 koji mnozi jedan od ¢lanova jednadzbe. Pokazat ¢emo
analizu koriste¢i formalni asimptotski razvoj i njegovo opravdanje.

Prvo dokazimo da su sve ove zadace dobro definirane. Za svaki ¢ € (0,1] primjenom
Poincaréove nejednakosti imamo

g2 .
@”UH%I(Q) < 52HVUH%2(Q) < /Qalu 81vd:13+€2/982082vda:,

sto dokazuje koercitivnost bilinearne forme varijacijske zadace, pa onda i njezinu dobro definiranost.

Teorem 5.1.1: Dobra postavljenost zadace

Neka je f € L?(2). Za svaki fiksni parametar £ > 0, varijacijska zadac¢a pripadna diferencijal-
nom problemu ({5.1.1)) ima jedinstveno slabo rjesenje u® € V.

U Poglavlju[d] problem je bio u tome $to je famlija bilinearnih formi bila neogranic¢ena odozgo. Kod
ove familije problema problem je u tome $to imamo neogranicenost odozdo, tj. nemamo koercitivnost
odozdo.
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Dokazimo jaku konvergenciju (u sto boljoj normi) familije rjesenja (u®)c.>o. Kako bismo dobili
intuiciju oko toga sto dokazati, korisno je prvo raspisati asimptoski razvoj. Medutim, ovdje je limesna
jednadzba pogodiva napamet, ¢ak i bez znanja asimptotskog razvoja. U razvoju jednadzbe (5.1.3)
najznacajniji su ¢lanovi reda O(g%), a u drugom intervalu na lijevoj strani jednakosti nema élanova
tog reda. Dobivamo problem: naéi ug € V' takvu da za sve v € V vrijedi

/81U081’0d$:/f’0d$ (514)
Q Q

Za ovu zadacu treba provijeriti je li dobro postavljena. Navikli smo to raditi koriste¢i Poincaréovu
nejednakost u kojoj parcijalne derivacije kontroliraju vrijednosti funkcije. U ovoj situaciji imamo samo
jednu parcijalnu derivaciju, no odgovarajuéi rubni uvjet nam malo pomaze u toj kontroli.

Lema 5.1.2: Poincaréova nejednakost u jednom smjeru

Neka je Q = (0,1)x(0,1) inekaje V = {v € H (Q) : v(0,22) = v(1,23) = 0 za g.s. 22 € (0,1)}.
Tada postoji konstanta Cp > 0 takva da za sve v € V vrijedi:

[vllz2() < Cpl|01v]| L2(q)-

Jedan od nacina kako vidjeti zasto ova lema vrijedi je gledati funkciju v kao funkciju po varijabli
x1 s parametrom zs. Tada je ovo u sustini Poincaréova nejednakost za funkcije jedne varijable s
Dirichletovim rubnim uvjetom u oba kraja. Dakle, imamo

1 1 1 1
ol = [ ([ @epdn)dze < C3 [ ([ w2 don) doe = Chiorfiag.

gdje smo opet koristili zapis vy, := v(-,z2). Primijetite da nam je ovaj dokaz prosao samo zato Sto
smo imali Dirichletov rubni uvjet duz cijele okomite stranice kvadrata 2 (dovoljna je barem jedna
strana). Kada na nekim visinama xs netrivijalne mjere ne bismo imali Dirichletov rubni uvjet, ne bi
prosao ovaj dokaz, ali ni jedan drugi — mogli bismo naéi kontraprimjer.

Medutim, upravo Cinjenica da je varijabla zo samo parametar u ovom limitnom problemu nam
govori i da neéemo mo¢i vise raditi s normom koja ukljucuje njezinu parcijalnu derivaciju. Moramo
definirati novu normu

lollg = \/Ivll32 ) + 10101132 .

te prostor V koji je dan kao zatvara¢ od V u toj normi. Imajuéi u vidu koje parcijalne derivacije
prezivljavaju, te da ¢e zato prezivjeti samo Dirichletovi rubni uvjeti dani na domeni okomitoj na taj
smjer, slijedi da je taj zatvarac¢ dan s

Vi={veL*Q) : dve L*Q); v(0,) =v(l,") =0 gs.}. (5.1.5)

Sada promatramo dobru postavljenost limitne zadace (5.1.4) u toj normi i na tom prostoru (dakle 1%
umjesto V' za prostor rjesenja i test funkcija). Lema je dokazala da je bilinearna forma koercitivna
u toj normi, pa je onda i problem dobro postavljen.

5.2 Dokaz konvergencije apriornim ocjenama

Slijedimo pet koraka iz Poglavlja Uvrstavanjem test funkcije v = w® u (5.1.3)) i koriStenjem
Leme dobivamo

14720y < 1010° 1220y + %1020 ([ 20y = /qua dx < || fll L2 lluf [l L2 (- (5.2.6)
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Dijeljenjem s [|u®[[12(q) dobivamo da je taj izraz ogranicen, a zatim i svi izrazi u nizu nejednakosti.
Posebno, primjenom Banach-Alaougluovog teorema, zakljuéujemo da postoji podniz (u") C V takav
da

ut — u*  slabo u L?(Q),
Ou — diu*  slabo u L*(Q),
g™ — 1p  slabo u L*(9),

za neke funkcije ¢ i u*. Za ¢ znamo da je u L?(Q2). S druge strane, za u* znamo da su funkcija i njezina
derivacija po prvoj varijabli u L?(Q), te nesto o Dirichletovim rubnim uvjetima. Prema teorema o
tragu (tj. komentaru ispod Teorema , operator traga na lijevom i desnom rubu ogranicen je
normom || - ||, pa vrijednosti funkcija u® na tim rubovima konvergiraju. Dakle, u® zadovoljava rubni
uvjet na tim rubovima. To jo§ jednom opravdava uvodenje prostora V kao zatvara¢a prostora V u
novoj normi. Primijetite da ne mozemo znati da je u® € H'(Q), tj. da nemamo egzistenciju slabe
derivacije dgu* u L2(1).

Za tre¢i korak uzimamo proizvoljnu v € V i pustamo limes u . Tako dobivamo da u*
zadovoljava limesnu jednadzbu za test funkcije iz prostora V. Kako bismo zakljudili da ista
jednadzba vrijedi i za v € V, koristimo da je V zatvaraé prostora V u normi || - || za svaku funkciju
v € V postoji niz funkcija (vn)n C V koji konvergira ka v jako u normi prostora V. KoriStenjem tog
niza i konvergencija, dobivamo da vrijedi na Sirem skupu. Zaista dobivamo: naéi u® € V takvu
da za sve v € V vrijedi

/81u*81vd33:/ fvde. (5.2.7)
) Q

Jedinstvenost limesa smo komentirali. Za jaku konvergenciju raspisujemo
Ae) := / O (u — u*)oh (u —u”) de + / (e0qu® — 1) (e0u® — ) d
Q Q
= / Oufout dx + 62/ Oruf Oou® dx
Q Q
- / N u* 01 (2u — u*)dx + / Y(2e0u® — ) da
Q Q
= / fufdx
Q
- / oo (2u® — u*) de + / P(2e0ou® — ) dx
Q Q

= [ rutde = [ owtontde - [ 4 = [0 <0
/qu T o 1% 01w ax Qi/) ‘WHLZ(Q)—

Kako smo na pocetku dokazali koercitivnost nase bilinearne forme za zadacu (5.1.3) u prostoru 1%
(a posebno i nenegativnost funkcije A(e)), dokazali smo jaku konvergenciju cijele familije rjeSenja u
prostoru V i da je v = 0.

5.3 Dokaz konvergencije opravdavanjem asimptotskog razvoja

Rijesimo isti problem dokaza konvergencije familije rjesenja na drugi nacin, opravdavanjem asimptot-
skog razvoj. Za to prvo trebamo provesti formalni asimptotski razvoj. Kao i prije, pretpostavljamo
da se rjesenje u® moze razviti u red potencija malog parametra e:

(o)
uf =wug+eug +2ug+ - = Zskuk.
k=0

Uvrstavanjem pretpostavljenog reda u slabu formulaciju (5.1.3|) dobivamo:

/ o1 (Z akuk> ovdx + 52/ I5)) (Z skuk> Ovdxr = / fvde.
& k=0 L k=0 L
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Grupiranjem ¢lanova uz iste potencije parametra ¢ i izjednacavanjem koeficijenata s nulom, dobivamo
zadace za pojedine ¢lanove razvoja.

Clanovi uz O(£°):
Ve¢ videna limitna jednadzba

/81u081vdw:/ fodex. (5.3.8)
Q Q

Clanovi uz O(e'):

Relacija [, 01u101v de = 0 uz rubne uvjete izravno implicira da je u; = 0.

Clanovi uz O(s*+2), k > 0:

Zadace za vise korektore glasi
/ aluk+28w dx +/ Oou,Oov d = 0. (5.3.9)
Q Q

Cini se da opet imamo situaciju u kojoj su svi neparni korektori jednaki nuli, dok su parni rekurzivno
zadani pomocu proslih. Ova zadaca dobro je postavljena za nepoznatu ug4o uz dani ug u prostoru V,
ponovno zbog istog tipa Poincaréove nejednakosti. Posebno, us dobro je definirana funkcija iz V' ako
je dobro definirana prirodna desna strana gornje zadace, a to je

- / 5'2710821) dx.
Q

Medutim, kao sto smo komentirali za ug gubimo informaciju o njezinoj derivaciji u smjeru x3. Funkcija
uo bit ¢e dobro definirana tek ako dodatnom pretpostavkom nametnemo da postoji doug. Zato za
potrebe sljedeéeg teorema pretpostavljamo da dof € L%(Q).

Zadatak 5.3.1

Dokazite da uvodenjem dodatne pretpostavke 0 f € L%(2) nuzno imamo dsug € L?(Q2). (Naj-
lakse: koristeéi diferencijalnu formulaciju zadacée (5.1.4) eksplicitno izrazite ug kao (dvostruki)
integral od f, derivirajte po integralom, pa ocjenama dokaZite da je ta funkcija kvadratno inte-
grabilna.)

Cini se da je sve spremno za dokaz ocjene pogreske viseg reda opravdanjem asimptotskog razvoja.
To radimo kao i prije: u bilinearnu formu pridruzenu familiji problema uvrstavamo razliku
R? = uf — u°, oduzimajuéi jednadzbe i . Zbog funkcije u?, oduzmimo i jednadzbu
(5:3.9) za k = 0 pomnozenu s €2. Clanovi s f se krate, te dobivamo da za svaki v € V vrijedi

/81u581vdm+52/82u582vd1:
Q Q

— / 81U0811) dx — 82/ 31UQ81U dx — 52/ 82U0827J dx = 0.
Q Q Q
Sredivanjem dobivamo varijacijsku formulaciju za R® := u® — ug: za svaki v € V vrijedi
/ O REO1vdx + 62/ O RFOovdx = 52/ O1ua09v dx.
Q Q Q
Uvrstavanjem v = Rf, pa Cauchy-Schwarzovom nejednakosti i algebarskim manipulacijama, dobivamo

/ (81R€)2 dx + g2 / (82R€)2 de = 52/ O1u20o R° dx
Q Q Q

< 2 onuall 2o 102K 2o < eualuznm\/ @R de+e [ (@u) da.
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Dijeljenjem s korijenom s lijeve strane i koriStenjem Poincaréove nejednakosti, uz potencijalno azuri-
ranje konstante C, dobivamo

el — | < \//Q(Bl(u‘f —u0))2 da + 52/9(32@6 _u9)))2da < Ce. (5.3.10)

5.4 Pojava rubnog sloja

Dvije tehnike dokazivanja konvergencije familije rjesenja nude nam dva ipak suptilno razli¢ita rezul-
tata, no ono s$to je najbitnije, ne nude nam ono $to zelimo.

Kao prvo, komentirajmo da ocjena iz opravdanja apriornog razvoja nije tocna! Naime,
prilikom postupka, kao test funkciju uvrstili smo v = R® = u® —ug. Mediutim, ug, pa onda ni R®, nije
dozvoljena test funkcija za jednadzbu . Zato zapravo u proslom potpoglavlju zapravo nismo
nista dokazali.

Kao drugo, apriornim ocjenama dokazali smo konvergenciju, ali samo u slabijoj normi prostora
V, dakle normi u kojoj nemamo kontrolu nad parcijalnom derivacijom po zs (dapace, limes u* ju ne
mora imati u L2(Q)). To posebno zna¢i da nemamo kontrolu ni nad tragom funkcije u* na donjem
rubu kvadrata, pa ne mozemo garantirati da je ona tamo jednaka nuli. S druge strane, sve funkcije
u® jesu jednake nuli na donjem rubu kvadrata.

Primijecujemo da se dogodila situacija slicna kao u Uvodu (Primjer: sva rjesenja e—problema
zadovoljavaju rubni uvjet, dok funkcija kojoj te funkcije teze ne zadovoljava taj uvjet. Kazemo da se
dogodio rubni sloj.

Motivirajmo, a onda i objasnimo kako se rjesavaju situacije u kojima se dogada rubni sloj. Funkcija
ug dobro aproksimira rjesenja u® svugdje osim uz rub. Zato je logi¢no da postojece limitno rjesenje
iskoristimo kao glavni dio aproksimacije funkcije u®, a lose ponasanje uz problemati¢ni rub azuriramo
dodavanjem ¢lanova koji ¢e imati vrijednosti bliske nuli svugdje osim uz taj rub. Dakle, ansatz je
sljededi: trazimo aproksimaciju oblika

Ty
u(z1,2) = up(z1,22) + 6 (xb Ek) .

Funkcija 0 imat ¢ée svojstvo da tezi u nulu kada |z2| tezi u beskonacnost. Zato su drugi argumenti
funkcije dijeljeni s €¥ za neki k > 0: za jako male vrijednosti e, podruéje u kojima funkcija trne se
suzava upravo uz problemati¢ni rubni sloj. Vrijednost k broj je koji je lako odrediti i ovisi o redu
jednadzbe i ostalim parametrima u samoj jednadzbi, kao $to ¢emo vidjeti u nastavku.

Ovaj ansatz uvrstavamo u jednadzbu ([5.1.1]) i dobivamo

f(21,m2) = —011u° (z1, 29) — £%Onou (21, 72)

- 2
~ —Onuo(x1, x2) — e“Oagup (1, 2)
) _ )
— 8110 <$1, k) — 62 2k8229 (1‘1, k) .
€ €

Zadnji ¢lan u eksponentu € pojavio se zbog deriviranja kompozicije. Sada vidimo i koju vrijednost
za k zelimo: kako bi (gotovo) svi ¢lanovi u razvoju bili istog reda, postavljamo k = 1. Sada jedini
¢lan koji nije reda € mozemo zanemariti (ovo je formalni racun, pa je "sve dozvoljeno"). Koristeéi
¢injenicu da wug zadovoljava (odnosno da je —0j1up(z1,z2) = f(x1,22)), dobivamo prvi uvjet
na korektor 6:

—0110 — 0220 =0 u (0, 1) X (0, +OO). (5.4.11)

Uvrstimo sada ansatz i u preostale uvjete iz ([5.1.1)). Dobivamo uvjete

{9(0,:@) =0(1,22) =0 za 3 € (0,+00), (5.4.12)

0(x1,0) = —up(x1,0) za x1 € (0,1).
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Striktno gledano, trebali bismo vidjeti i $to se dogada s Neumannovim rubnim uvjetom za 6 kada
uvrstimo ansatz u diferencijalnu formulaciju, medutim to se ne radi. Kao prvo, greska koju time
radimo je dovoljno mala te ¢e se iskontrolirati u dokazu konvergencije. Kao drugo, Neumannov rubni
uvjet ne utjece na glavni problem zbog kojeg smo uveli 8, a to je da su zadovoljeni Dirichletovi rubni
uvjeti za aproksimacijsko rjesenje. Dirichletovi rubni uvjeti uvijek su nam bitniji jer ulaze u prostor
rjeSenja za slabu formulaciju. I trece, iako nemamo zadovoljen Neumannov rubni uvjet za svaki ¢ > 0,
on ¢e biti zadovoljen kada pustimo € — 0 jer dodatno zadajemo uvjet

lim 6(z1,y2) =0, za g.s. 1 € (0,1). (5.4.13)
Y2 ——+00
Za sada je sve ovo bio formalni racun koji bi trebalo rigorozno dokazati. Za to je potrebno
napraviti dvije stvari: dokazati egzistenciju korektora 6 koji zadovoljava uvjete (5.4.11), (5.4.12) i
(5.4.13), a zatim dokazati da razlika azuriranog rjeSenja limesne jednadzbe uy + 6(-,-/¢) i rjesenja
familija jednadzbi u® konvegira k nuli u jac¢oj normi prostora H'. To ¢emo napraviti u sljedeéoj
sekciji.

5.5 Rigorozno opravdanje korektora rubnog sloja*

Korektor 6 konstruirat ¢emo direktno, koriste¢i Fourierov razvoj. Sjetimo se: rjesenje jednadzbe
—0110 — 0998 = 0 trazimo u formatu

> Xi(x1)Yi(ya),

k
gdje svaki od sumanada Xj(x1)Y%(y2) rjesava diferencijalnu jednadzbu. Uvrstavanjem i sredivanjem,
dobivamo da je X' + XY = 0, odnosno da vrijedi —X}// X} = Y}’ /Y}. Dobili smo jednakost dviju
funkcija koje ne dijele varijable, pa to mora biti konstanta. Oznac¢avamo ju s A7. Uvjet na Xj daje
(sjetimo se i uvjeta (5.4.12)) na lijevom i desnom rubu)

XP 4+ XX, =0, Xi(0) = Xp(1) =0,

odakle je \y = km te Xi(x1) = sin(knrzy), k € N. UvrStavanjem nazad u za Yy slijedi Y (y2) =
ape F™Y2 4 beF™2 . Zbog uvieta (5.4.13)) uzimamo by = 0. Dakle, dobili smo da je

o0
0(x1,y2) = Z ay, sin(kmzy)e k™2,
k=1

Koeficijente a; dobivamo iz preostalog uvjeta, a to je nehomogeni Dirichletov rubni uvjet na donjem
rubu. Slijedi

—up(z1,0) = 0(x1,0) = Z ag sin(kmzy).
k=1

To je zapravo raspis funkcije —ug(-,0) u Fourierov razvoj pomocu sinusa, ako definiramo

1
ap = 2/ (—uo(x1,0))sin(krzy) dey.
0

Poznato je da za funkciju iz L?(0,1) njezin Fourierov red je dobro definiran i konvergira prema vri-
jednosti funkcije.

Ovo je zasad bio neprecizan izvod. Sve ¢emo precizirati u sljede¢em teoremu. U njemu é¢emo
koristiti i rezultat da se red funkcija smije derivirati ¢lan po ¢lan na otvorenom skupu ako je red deri-
viranih funkcija (red funkcija dobiven deriviranjem ¢lan po ¢lan) uniformno konvergentan na svakom
kompaknom podskupu tog otvorenog skupa.
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Teorem 5.5.1: Egzistencija i jedinstvenost rubnog korektora

Pretpostavimo da je Oxug € L*(2) ($to je prema Zadatku ostvareno ¢im daaf € L3(Q)).
Tada prema teoremu o tragu postoji ug|g,—0 € H'(0,1), za koju dodatno pretpostavljamo uvjet
kompatibilnosti uo(0,0) = ug(1,0) = 0.

Tada je funkcija dana formulom

o0
O(x1,y2) = Y agsin(kmay)e” 42 (5.5.14)
k=1
dobro definirana na Q. := (0,1) x (0,+00) (red konvergira u L? normi) i rjesenje je sustava

(5.4.11)), (5.4.12) i (5.4.13). Dodatno, za svaki € > 0 vrijedi ograda

1020(-, 1/e)llL2(0,1) < Ce™™/e, (5.5.15)

Dokaz.

Kao $to smo komentirali, kako je ug(-,0) € L%(0,1), njezin sinusni Fourierov red

0 1
—ug(x1,0) = Z agsin(kmzy), ap = 2/ (—uo(x1,0)) sin(kmrz) dzy
k=1 0

dobro je definiran (red konvergira u L?(0,1) ka g := —ug(-,0)). Koristimo Parsevalov identitet
koji kaze da za svaki vektor v iz Hilbertovog prostora H i njegovu ortonormiranu bazu (eg)ken

vrijedi
2
ol = 3 I, ex) .
k

Kako funkcije 71 + v/2sin(knz1) ¢ine ortonormiranu bazu na L?(0, 1), primjenom identiteta
na nasu funkciju dobivamo koeficijente uz ortonormiranu bazu jednake ay/v/2, pa vrijedi

o0 a2 o0
> 3’“ = [luo(-,0)|7201y) = A=) a} < +o0. (5.5.16)
k=1 k=1

Dokazimo da red iz definicije (5.5.14]) konvergira ka funkciji u L?(Qs) normi. Za g.s. yz €
(0, +00), zbog ortogonalnosti sinusa, kvadrat norme parcijalne sume po varijabli x; iznosi:

2

o0 o
2
i —kmys2 _ H . —kmys2
arsin(kmxi)e = ar sin(kmzy)e
Z k ( 1) Z k ( 1) L2(0,1)
k=1 L2(0,1) k=1
o
1 _
= Z 5&%6 2kmy2
k=1
1 © A
—27 2 —27
< -em TN = —e T2,
=2 kz_:l LD

Zato za normu na cijeloj domeni imamo

2 —2m
HQH%Q(QM) :/0 16C, y2) 7201y dy2 < /0 2¢€ 2TY2 o, = e

$to pokazuje da ovako definirana funkcija 6 pripada L?(Qs).
Dokazimo sada da sve derivacije funkcije # mozemo dobiti deriviranjem reda iz (5.5.14)) ¢lan
po ¢lan, te da pripadaju prostoru L?()s,). Za proizvoljan o > 0 promotrimo skup Ky, =
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[0,1] x [yo, +00). Dovoljno je pokazati da redovi derivacija uniformno konvergiraju na svakom
takvom K.

Prilikom svake parcijalne derivacije na desnoj strani iz eksponencijalne funkcije i funk-
cije sin ispadaju faktori +km, te se funkcija sin potencijalno pretvara u cos ili obratno. U
svakom slucaju, red m-te derivacije ¢lan po ¢lan oblika je

+ Z ag(km)"r(kmx)e 7kﬂy2,

gdje je T € {sin, cos}. Na skupu K, apsolutnu vrijednost opéeg ¢lana mozemo ocijeniti sa

< VA(kr)mekmw,

‘ak(kw)mT(kwxl)e_k“yQ

jer za sve koeficijente vrijedi |ai| < v/A. Prema D’Alembertovom (ili Cauchyjevom) kriteriju
red s desne strane konvergira za svaki yg > 0. Prema Weierstrassovom M-testu, red derivacija
uniformno konvergira.

To posebno znadi da postoje derivacije 0116 i 0220, te ih moZemo ra¢unati ¢lan po ¢lan:

—0110 — 0220 = Z k?m%ay, sin(kma,)e ™2 — Z l2m2ay sin(krzy e F™2 = 0,
k=1

Dakle, 6 zadovoljava . Da zadovoljava uvjete na rubovima lako se vidi uvrstavanjem
(za donji rub) i grani¢nim prijelazom.

Preostaje dokazati zadnju ocjenu trnjenja na visini yo = 1/e. Deriviranjem po ys i
izracunom norme dobivamo:

) 2

Z —aykm sin(kmx, e F/e
k=1

7_(_2 o0
_ 21,2 —2kr/e
=3 E apk"e

1020(-, 1/€) |72 (0,1) =

£2(0,1)

2 00

_ %ef%/s Z ai (k2672(k71)7r/s) ‘

k=1

Promotrimo izraz k2e 2:=1D7/¢ kao niz po k. Taj niz je pozitivan tezi k nuli, pa je ograni¢en
odozgo s C, iz Cega slijedi:

T AC _27r/5

71’ —7r
1026, 1/€)lI32(0,1) < e ”ZO =

Vadenjem korijena dobivamo trazenu ocjenu.

Sada napokon mozemo dokazati poboljsanje rezultata koje smo dobili bez rubnog sloja. Ideja je da
ne aproksimira rjesenja u® na odgovarajué nacin (u preslaboj normi). Zato kao bolju aproksimaciju
predlazemo familiju surogat rjesenja

U = ug + 6%,

pri ¢emu je

0°(x1,22) :=0 (ml, ?) )

Ovako definirana funkcija zadovoljava sve rubne uvjete, te je u H'(£2) ako pretpostavimo da je dof €

L?(2) (prema Zadatku |5.3.1)). Zato ju moZzemo uvrstavati u varijacijsku zadaéu (5.1.3)), kao i razliku
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Rf ;= u® — U*. Sada mozemo provoditi ideju dokaza opravdanja asimptotskog razvoja.

Teorem 5.5.2

Neka je (u®)e>o familija rjesenja zadacda , uz pretpostavku da funkcija s desne strane
f € L?3(2) zadovoljava uvjete kompatibilnosti ds f, G2 f € L?(Q).

Neka je ug € V rjeSenje limitne zadace , te neka je korektor 8 € H'((0,1) x (0, 4+0o0))
rjesenje sustava (5.4.11)), (5.4.12)), (5.4.13)). Tada za aproksimaciju U¢ = ug + 6° € V vrijede
ocjene

lu® = U%|ly < Ce?,
H’u,E - UEHHI(Q) < CE.

Dokaz.

Sli¢no kao u pokusaju dokaza opravdavanjem asimptotskog razvoja, oduzimamo jednadzbe za
uf, u’ i 6. Za prve dvije funkcije koristimo (5.1.3)) i (5.1.4)), a za zadnju jednakost trebamo izvesti
reskaliranu slabu formulaciju jednadzbe ([5.4.11)) (sada problem ¢ini nehomogeni Neumannov
uvjet na gornjem sloju). Dobivamo da za sve v € V' vrijedi

/alueélvd:c+52 / Oyut Dov dx :/ fvdx
0 0 0

/ OLugO1vde = / fvdz
Q Q
1
/ 010°01vdx + 52 / 020 Osv dx + 62 / 8206(1'1, 1)’0(1‘1, 1) dr1 = 0.
Q Q 0

Oduzimanjem dobivamo:

1
/81R5811)da:+62/ O RFOovdx = —52/ 82u0821)dw—52/ 026° (21, 1)v(21,1) doy.
0 Q Q 0
(5.5.17)

Uvrstavamo dopustenu funkciju v = RF, te za prvi integral na desnoj strani koristimo parci-
jalnu integraciju (uocite da doprinos s gornjeg ruba propadne jer imamo implicitni homogeni
Neumannov rubni uvjet na gornjem rubu):

1
HalREH%Q(Q) + 62"82}%8“%2(9) = 62 /Q (922U0RE dx — 62/0 8295(1‘1, 1)R5(.’171, 1) diL'l. (5.5.18)

Koristeéi ogradu iz Teorema [5.5.1]i trag funkcije R®, drugi ¢lan mozZemo ocijeniti na sljedeci
nacin:

1
52/0 020° (21, 1) R® (21, 1) dw1 | < C12(|020(-, 1/€)|I 12(0.1) 10277 || 1202

<& O R
< C3e?|| R (5.5.19)
(na kraju smo koristili i da eksponencijalna funkcija brze trne od linearne za male €, te oznaku
012 1= o)) + 1010132y + <2020 132

Uvrstavajuéi tu ogradu u (5.5.18), uz Cauchy—Scharzovu nejednakost na prvom sumandu s
desne strane, dobivamo

100 R 32y + <2102 B 20y < €2 100atio| oy 1 B ey + Coe?| e < Me?| REle. (5.5.20)
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Prema Poincaréovoj nejednakosti (Lema |5.1.2) ||01 || 12(q) kontrolira i || R®||12(q), pa uz azu-
riranje konstante M mozemo pisati

IR||Z < Me?| Re)., (5.5.21)
sto dijeljenjem slijeva i zdesna daje
IRl < Me.
Sada tvrdnje teorema slijede iz nejednakosti || - [|c > || - |y i || - [[c > €]l - [[z1(q) koje slijede iz

definicija tih normi.

Napomena 5.5.3

Da smo pocetnu zadaéu zadali na prostoru H}(2) (s homogenim Dirichletovim uvjetom na
svim rubovima, pa i onim za x5 = 1), limitno bi rjeSenje ug generiralo gresku na obje vodoravne
stranice. U takvoj je situaciji potrebno dodati dva korektora. Konkretno, da smo problemu
trazili zadovoljenje Dirichletovog rubnog uvjeta na sve cetiri duzine kvadrata, ansatz za
surogat rjesenje tada bi izgledala ovako:

1—1’2
=9 (o 5) o (157
u (1, 2) = up(z1, 22) + 1, 2 + 1,

(oznake "G"i"D" oznacavaju tretiranje gornjeg i donjeg sloja). Raspisivanje kao u slu¢aju jednog
rubnog sloja pokazalo bi nam da smijemo raspis rastaviti na dva odvojena analogna problema
za 0P 1 0 za koja bismo ponovno dokazali egzistenciju i jedinstvenost. Glavni problem stvorilo
bi nam to $to 8P i #F ne zadovoljavaju uvjet na suprotnom rubu. Stoga moramo uvesti cut-off
funkcije, i tek tada uvrstiti u problem. Detalje na ovom kolegiju preskacemo.

Napomena 5.5.4

| r
\

Do sada smo u kolegiju se bavili iskljué¢ivo trazenjem limesa familije rjesenja (uc)s>0. Motivacija
s kojom smo kretali u kolegij je da je u mnogim slucajevima rjesavanje € problema za konkretan
mali € > 0 Cesto loSe uvjetovan ili numericki zahtjevan problem, pa zbog toga Zelimo to rjesenje
zamijeniti nekim drugim, lakse izracunljivim, ali bliskim rjesenjem. Do sada je to u pravilu
uvijek bio limes ug. Ovaj primjer pokazuje da to ne mora biti tako: ta aproksimacija moze biti
rjesenje nekog surogat modela i U®. Dakle, aproksimacija za u. dodatno ovisi i o €, ali je i dalje
u pravilu lakse i preciznije izracunati rjesenje surogat problema nego originalnog problema.

5.6 Numericka verifikacija metodom proizvoljnih rjesenja (MMS)

Pored preciznih matematickih dokaza o konvergenciji, u znanstvenim c¢lancima cesto se modeli verifi-
ciraju i numericki. Cilj je fiksirati konkretne parametre (domenu, funkciju desne strane f i sl) te niz
vrijednosti za ¢, a onda analizirati gresku za koju smo ranije analiticki dokazali da tezi k nuli. Iako
je to korisno zbog vizualizacije, numericka validacija nosi svoje probleme. Jer, osim Sto kao matema-
ticari znamo da jedan numericki primjer ne sluzi kao dokaz, u prikazu greske nije jasno koliki udio
greske zbog modela, a koliko zbog numericke nestabilnosti (uvjetovanosti matrice, greske diskretizacije
i sli¢no).

Dio problema oko numericke nestabilnosti mozemo izbjeéi tako sto éemo za numericku validaciju
koristiti metodu proizvoljnih rjesenja (eng. method of manufactured solutions (MMS)). Naéi éemo
egzaktna rjeSenja u® i ug za egzaktne desne strane f. Kako je to opéenito dosta tezak problem (jer
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parcijalne diferencijalne jednadzbe u pravilu ne mozemo egzaktno rijesiti), kreéemo od izbora za wug i
Ue, a onda iz diferencijalne formulacije izracunamo f.

Za primjer kre¢emo od izbora za ug. Cilj nam je da ug ne zadovolji sve Dirichletove rubne
uvjete kako bismo vidjeli efekt rubnog sloja. Trazit ¢emo da zadovolji Dirichletov rubni uvjet na
lijevom i desnom rubu, te zelimo da zadovolji Neumannov rubni uvjet na gornjem rubu. Biramo
funkciju

1
uo(x1, 2) = sin(mxy) <1 — 9+ 53:2) . (5.6.22)
Sada iz jednadzbe —011up = f(z1,z2) dobivamo
1
f(z1,29) = 72 sin(mz;) (1 — 1z + §w%> . (5.6.23)
Rjesavanjem zadace za korektor —0110 — dyy€ = 0 s uvjetom 6(z1,0) = —up(x1,0), dobivamo

egzaktan izraz za rubni korektor:
0(33'1, Y) = — sin(ﬂ'xl)e_ﬂ/ — 98(3;'17 x2) = — Sil’l(ﬂ'l‘l)e_ﬂ-xQ/E.

S druge strane, pokazuje se da ova desna strana f daje egzaktno rjesenje ([5.1.1]) za svaki ¢ > 0:

m(1—x2)
. 1, & 2 cosh( . )
Us(xl,l’g) = sm(7ra:1) 1-— T9 + 5.’132 + ﬁ - (1 + F) W . (5624)

Rjesenje nije bilo (toliko) tesko za naéi. Pogodili smo format rjeSenja u®(x1,x2) = p®(z1)v°(x2),
uvrstili u , se u sustini najvise bavili obi¢cnom diferencijalnom jednadzbom za v°.

Kao sto smo najavili, sada bi bilo zanimljivo napraviti dvije analize: kao prvo, koliko precizno se
rjesava € problem usporedujuéi egzaktno rjesenje i numericku aproksimaciju (te isto za surogat
rjesenje), i kao drugo, koliko surogat rjesenje dobro aproksimira originalno rjesenje u®. U ovoj skripti
odgovorit ¢emo samo na drugo pitanje, za $to mozete vidjeti slike u nastavku.

Egzaktno rjeSenje u® (¢ =0.05) Konture (rubni sloj na x; =0)

Slika 5.1: Graficki prikaz numericke aproksimacije rjesenja u® za ¢ = 0.05. Uociti pojavu rubnog sloja
kod x5 = 0.
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Slika 5.2: Log-log plotovi normi razlika tocnog rjesenja od limesa te surogat rjesenja u razli¢itim
normama. Primijetite da je decay-rate u oba slucaja bolji kada uklju¢imo korektor u aproksimaciju.
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Poglavlje 6

Jednadzbe linearizirane elasti¢cnosti

U drugom dijelu kolegija bavit ¢éemo se izvodom lineariziranog modela elasti¢ne ploce iz jednadzbi
linearizirane elasti¢nosti. U odnosu na dosadasnji dio kolegija imamo jednu veliku razliku: jednadzbe
i nepoznanice koje promatramo vise nisu skalarne, tj. kodomena nije jednodimenzionalna, nego ¢e
u ovom slucaju biti trodimenzionalna. Linearne elipticke jednadzbe vise ne mozemo okarakterizirati
samo preko Laplaceovog operatora (pomocu jednadzbe —div(AVu) = f). Ipak, teorija egzistencija
i rjesenja i dalje slijedi iz Lax-Milgramove leme primijenjene na odgovarajué¢i funkcionalni prostor
(kojemu, dakako, kodomena mora biti prilagodena).

Za pocetak krec¢emo s jednadzbom linearizirane elasti¢nosti. Za to nam je potrebno uvesti nekoliko
pojmova iz kolegija Teorija elasti¢nosti (obavezni kolegij na 5. godini studija). Takoder, motivirat
¢emo te jednadzbe iz mehanicke strane. Zelimo naglasiti da "izvod" jednadzbe linearizirane elasti¢nosti
koji ée slijediti nije rigorozan, nego sluzi samo kao motivacija.

6.1 Jednadzbe nelinearne elasticnosti

Promotrimo elasti¢no tijelo koje zauzima referentnu konfiguraciju Q C R3. Tijelo se deformira pod
djelovanjem vanjskih sila, a deformacija se opisuje preslikavanjem ¢ : @ — R3. Za svaku tocku
x € ) preslikavanje ¢(x) daje novu porziciju Cestice koja je u referentnoj konfiguraciji bila u tocki
x. Promatramo stacionarnu deformaciju, tj. deformaciju u kojoj sve cestice tijela zauzimaju konacne
pozicije nakon balansa sila i momenata.

Motivirajmo sljede¢u notaciju: deformacija tijela usko je vezana uz mjeru

E(z) := % (V¢TV¢ - I) : (6.1.1)

koju zovemo Green—St. Venantov tenzor deformacije, te je zapravo u jeziku diferencijalne
geometrije metricki tenzor na deformiranom tijelu.

Da bismo to ostvarili, pogledajmo objasnjenje slicnom onom iz Napomene Za potrebe
objasnjenja, neka je domena dvodimenzionalna i neka svaka tocka & = (x1,x2) ima Cetiri susjedne
tocke: (x1 £ hxy,x2), (z1, 22 £ hze) kao na slici.
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(1,2 + has)

Elasti¢ne efekte u svakoj tocki mozemo mjeriti
- koliko se tijelo lokalno prosirilo ili stisnulo (promjena udaljenosti izmedu susjednih tocaka), te
- koliko se tijelo lokalno zakrenulo (promjena kuta izmedu susjednih tocaka).

Za prve efekte usporedujemo udaljenosti izmedu susjednih toc¢aka u referentnoj i deformiranoj konfi-
guraciji. Sto se vise tijelo deformiralo, to ée izrazi

1 lb( + hey) — $(@) 1~ di(@)f 1 = dib() - Did() 1

(za i = 1,2) imati veéu vrijednost. Za druge efekte usporedujemo kutove izmedu susjednih tocaka
u referentnoj i deformiranoj konfiguraciji, a njih mjerimo skalarnim umnoscima dvaju neparalelnih
vektora. Sto se vise tijelo deformiralo, to ée izrazi

% (P(x + her) — d(z), p(x + hey) — ¢(x)) = (019(x), 029(x)) = 1d(x) - D2¢p()
imati veéu vrijednost. Te izraze mozemo zapisati matri¢no upravo kao V¢! V¢ — I. Dakle, §to su
elementi Green-St. Venantovog tenzora deformacije veéi, to je deformacija tijela veca.

Takoder, primijetimo da elasti¢no tijelo nije zauzelo referentnu konfiguraciju, nego da je nedefor-
mirani polozaj bio opisan nekom funkcijom ¢ : Q — R3, u tom sluéaju u metrickom tenzoru ¢lan I
zamijenili bismo s Vi Vb,

Jos jedna potvrda zasto Green-St. Venantov tenzor deformacije je dobra mjera je u tome sto kruti
pomaci generiraju E = 0. Kruti pomaci su deformacije opéenito su translacije i rotacije tijela te ih sve
mozemo okarakterizirati preslikavanjem ¢(x) = Rx + ¢ uz R € SO(3) (SO(3) je skup ortogonalnih
matrica s determinantom 1) i ¢ € R3. Primijetite da R i ¢ ne ovise o . Intuitivno je da kod kruti
pomaci ne spremaju elasticnu energiju u tijelo, pa je logicno da bi mjera deformacije trebala biti
jednaka nuli. Zaista, za krute pomake vrijedi V¢ = R, te kako je R ortogonalna matrica vrijedi
E=iR'R-1) =0.
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6.2 Linearizacija tenzora deformacije

Pokazuje se da teorija koja proizlazi iz Green-St. Venantovog tenzora deformacije vodi na nelinearne
parcijalne diferencijalne jednadzbe. Radi jednostavnosti u praksi se taj tenzor linearizira kako bismo
dosli do linearnih jednadzbi. To éemo napraviti i ovdje.

Umjesto da promatramo nepoznanicu ¢ (deformaciju) tijela, jednadzbe éemo zapisati pomoc¢u ne-
poznanice u : Q — R3, u := ¢ — id koja ée nam oznacavati pomak tijela u tocki x € Q. Linearizacija
¢e biti provedena u rezimu malih deformacija, tj. kada su vrijednosti funkcije i derivacije u malene.
Zanemarit ¢emo Clanove viseg reda. Kao $to smo najavili u uvodu ovog poglavlja, do jednadzbi dola-
zimo na neprecizan nacin, medutim jednadzbe koje ¢emo dobiti su standardne u literaturi i rigorozno
su opravdane.

Uvrstavanjem ¢ = ¢d +u odnosno V¢ =1 4+ Vu u dobivamo

E— % ((1+ V) (1 + V) 1) = % (Vu+ (V) + (V)" V) ~ = (Va+ (Va)T) = e(u).

N | —

Dobili smo novu mjeru

O1uq %(821L1 + 61u2) %(agul + 81U3)
e(u) = |3(dour + Oruz) Oav2 5(03u2 + doug) | |
5(B3ur + Orug)  5(Ds3ug + Daus) O3us3

koja se naziva linearizirani tenzor deformacije. Ovaj tenzor uzima simetri¢ni dio gradijenta
pomaka Vu, pa je zato uvrijezena oznaka sym(Vu) i naziv simetrizirani gradijent.

Prije nastavka, primijetimo da smo linearizacijom izgubili svojstvo da kruti pomaci generiraju nul
tenzor. Polje pomaka u zadovoljava jednakost e(u) = 0 ako i samo ako je oblika u(x) = Az + ¢ gdje
je A antisimetri¢na matrica. Medutim, i za to postoji objasnjenje vezano uz linearizaciju (nelinearnih)
krutih pomaka. Za pocetak, sjetimo se da za svaku rotaciju R € SO(3) postoji vektor w € R? takav
da je R rotacija oko osi w/||w|| za kut ||w||. To mozemo zapisati u obliku R = exp(A,,) gdje je

0 —ws3 w2
Aw = w3 0 — w1
— W2 w1 0

antisimetri¢na matrica reprezentirana (aksijalnim) vektorom w (primijetite da vrijedi A,z = w X @
za svaki © € R3). Linearizacijom eksponencijalne funkcije (tj., razvojem u Taylorov red) dobivamo

ux)=R-Ix+c~Ay,x+ec

Zato takva polja pomaka zovemo infinitezimalni kruti pomaci.

Zadatak 6.2.1

Neka je ¢ : Q — R3 proizvoljno polje deformacije, a u :  — R? proizvoljno polje pomaka.
Pokazite da je E(¢) = 0 ako i samo ako postoji ortogonalna matrica* R € R3*3 i vektor ¢ € R?
takvi da je ¢(x) = Rx + c te da je e(u) = 0 ako i samo ako postoji antisimetriéna matrica A i
vektor ¢ € R3 takvi da je u(x) = Ax + c. Radi potrebe izvoda, pretpostavite da je Q povezana
domena i da su ¢ i u klase C*°.

* Za matricu R se u slucaju krutih pomaka dokazuje da ima determinantu 1 iz dodatnih uvjeta
na funkcional elasticne energije koji ne dopusta da gradijent preslikavanja ¢ ima negativnu
determinantu (to bi impliciralo da je preslikavanje ¢ orijentacijski nepravilno, odnosno da se
tijelo negdje "preklapa').

Ovime smo dosli do linearizirane mjere deformacije e(u) za koju je logicno da na temelju nje
gradimo model linearizirane elasti¢nosti. Bez daljnjeg objasnjenja i motivacije, navedimo model line-
arizirane elasti¢nosti za homogeni i izotropni materijal u jakoj formi:

—divd(u)=f ufl (6.2.2)
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gdje je X (u) tenzor naprezanja zadan konstitutivnom jednadzbom ¥ (u) = 2pe(u)+ A tr(e(uw))I,
pri ¢emu su u, A > 0 Laméovi parametri (konstante koje opisuju svojstva materijala). Parametar
(4 naziva se i modulom smicanja jer mjeri otpornost materijala na promjenu oblika, dok je A usko
vezan uz otpornost na promjenu volumena (kompresibilnost). Na desnoj strani je f volumna gustoca
sile. Ovaj model je poznat kao model linearizirane elasti¢nosti. Uvedemo li tenzor (tj. linearni
operator s prostora simetri¢nih 3 x 3 matrica u isti taj prostor) C : M3 — M3, CE = 2uE + A tr(E)I,
mozemo izvesti varijacijsku formulaciju ovog problema na prostoru funkcija

V={ve H(4R?} :v =0naTlp},

gdje je I'p dio ruba pozitivne povrsinske mjere na kojem su zadani Dirichletovi uvjeti. Varijacijska
formulacija ovog problema glasi: pronaéi w € V takvu da vrijedi

/ Ce(u) -e(v)dx = / f-vdx, Vv e V. (6.2.3)
Q Q

Ovaj model promatra tijelo koje je homogeno (u svakoj tocki svojstva materijala su jednaka) te izo-
tropno (svojstva materijala ne ovise o smjeru), sto se u literaturi naziva St. Venant-Kirchhoffov
model.

Primijetite da je na lijevoj strani jednakosti iskoriStena oznaka "-" koja u ovom kontekstu oznacava
Frobeniusov skalarni produkt dviju matrica, tj. A - B = tr(A”B). Da bi se razlikovalo od skalarnog
produkta dvaju vektora, u literaturi se ponekad koristi oznaka ":" za Frobeniusov skalarni produkt.
Medutim, kako su oba produkta zapravo skalarni, koristimo istu oznaku (mijenjaju se samo objekti
koji sudjeluju u produktu).

Napomena 6.2.2

Ovaj model dan je linearnom parcijalnom diferencijalnom jednadzbom, medutim model zovemo
model linearizirane elasti¢nosti. Iako se u literaturi moze naéi i naziv model linearne
elasti¢nosti, to je u svojoj sustini krivo buduéi da elasticnost ne moze biti linearna.

Kao sto ime kaze, model linearizirane elasticnosti nastao je linearizacijom nelinearnog modela
elasticnosti. Odbacivanjem clanova viseg reda u Green-St. Venantovom tenzoru deformacije
radimo gresku u modelu, medutim ovaj model je i dalje vrlo dobar za opisivanje deformacija
tijela u rezimu malih deformacija. Ovaj model se koristi u inzenjerskoj praksi i rac¢unalnoj
mehanici, a njegova prednost je Sto je linearan i time ga je lakse numericki rjesavati, dokle god
su deformacije (i posljedi¢no sile na tijelo) male.

\ J

Prilikom izvoda varijacijske formulacije implicitno smo iskoristili simetri¢nost tenzora na-
prezanja 3 (u), tj. X(u)- Vv = X(u) - e(v), te homogeni Neumannov rubni uvjet ¥(u)n = 0 na dijelu
ruba I'y, koji interpretiramo kao slobodni rub domene.

Nakon nepreciznog izvoda modela vracamo se u matematicku preciznost. Prirodno pitanje
koje se postavlja je je li ta varijacijska formulacija dobro postavljena, znamo li da postoji rjeSenje i je
li ono jedinstveno. Kako je to elipticka jednadzba drugog reda, dokaz temeljimo na Lax-Milgramovoj
lemi. Kao i uvijek, najtezi dio za provjeriti je koercivnost bilinearnih formi. Pod pretpostavkom da
su u i A pozitivni, za izraz na lijevoj strani varijacijske formulacije vrijedi

| cetw)-ewydn =24 | le(u)do+ A [ (ir(e(u)) da = 2ulle(w)Fxqpoes.

Koercitivnost ¢e slijediti ako zadnji ¢lan mozemo odozdo kontrolirati s ||uH§{1(Q;R3). To do sada
nije bilo uobic¢ajeno: u e(u) nalazi se samo simetri¢ni dio gradijenta, tj. efektivno Sest koordinata s
linearnim kombinacijama matrica derivacija funkcije u, a ne svih devet koordinata, tako da ne mozemo
primijeniti Poincaréovu nejednakost. Medutim, postoji jedna druga poznata nejednakost koja nam
omogucuje da kontroliramo normu funkcije u s normom simetriziranog gradijenta e(u), a to je Kornova
nejednakost.
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Teorem 6.2.3: Kornova nejednakost

Neka je  C R? povezana domena s Lipschitzovim rubom. Tada na prostoru
V={ve H'(R? :v =0naTp},
postoji konstanta C' > 0 (ovisna samo o Qi I'p) takva da za svaku funkciju w € V' vrijedi

|wllgroirsy < Clle(w)l|2(q;r3x3)-

Dakle, dobra postavljenost zadace direktno slijedi iz Kornove nejednakosti i Lax—Milgramove leme
u Hilbertovom prostoru V.
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Poglavlje 7

Postavljanje problema za izvod
elasticne ploce

7.1 Prva familija problema

U ovom poglavlju, kao sto kaze naslov, postavljamo posebne uvjete na parametre jedandzbe linearizi-
rane elastiénosti kako bismo izveli linearni model elasti¢ne ploce.

Neka je w C R? ograni¢ena domena s Lipschitzovim rubom Ow. Ona predstavlja sredisnju plohu
ravnog tankog elasticnog tijela. To tijelo ima debljinu € > 0, stoga ¢emo uvesti familiju trodimenzi-
onalnih cilindri¢nih tijela (tankih plo¢a) indeksiranih parametrom debljine € > 0:

Na ovim domenama promatramo stacionarni problem linearizirane elasti¢nosti iz prethodnog po-
glavlja. Pretpostavljamo da je ploca kruto ukljestena na dijelu lateralnog ruba. Preciznije, postoji
vp C Ow takav da je zadovoljen homogeni Dirichletov rubni uvjet na I'y, :== vp x (—¢/2,¢/2), dok je
na ostatku lateralnog ruba I'y; := I'g \ '}, te gornjoj i donjoj bazi I'Y. zadovoljen homogen Neumannov
uvjet (povrsine su slobodne od naprezanja). Prostor rjesenja za fiksni ¢ > 0 je:

Ve ={ve H(Q%R?) :v=0naTl%}.
Promatramo zadace oblika (6.2.3): naéi u(e) € V¢ takav da

Ce(u(e)) - e(v) dy — /Q Ao+ hle) + fsEusdy, Vo e Ve (7.1.1)

Zahvaljuju¢i Kornovoj nejednakosti koja vrijedi za svaku fiksnu domenu €2° obzirom da imamo
Dirichletov rub pozitivne mjere, te primjeni Lax—Milgramove leme, varijacijska zadaca za polje pomaka
u(e) € VE ima jedinstveno rjesenje za svaki ¢ > 0. Konstane iz Lax—Milgramove leme mozda nisu
uniformne, ali to zasad nije bitno pitanje.

(953

o7



7.2 Reskaliranje na referentnu domenu

Kako su rjeSenja u(e) definirana na razli¢itim domenama, nemoguce ih je usporediti na klasi¢an nacin.
Puno je prakticnije usporedivati ih na istim domenama. Takoder, znamo promatrati konvergenciju
problema ovisnih o parametru ¢ kada se parametar nalazi u jednadzbama, a ne u domeni. To nas sve
motivira da reskaliramo domene )¢ na jedinstvenu, tzv. referentnu konfiguraciju.

(

Definirajmo

11
Q= ——, =) =0l
wx( 2,2)

Analogno definiramo i rubove neovisne od &:
o:=T), TI'i:=TL TIp:=Th TIy:=TIkL
Nakon toga definiramo preslikavanje koordinata 7¢ : 2 — €)° zadano s:
(Y1, Y2, y3) = 7° (21, 22, 23) = (21, T2, €23).
Za to preslikavanje vrijedi

Ve (x) =

S O =
O = O
n O o

Funkcije nepoznanice u(e) te desnu stranu f(¢) mozemo sada pomocu tog preslikavanja prebaciti na
referentnu domenu. Uz to, paralelno é¢emo drugacije skalirati komponente tih preslikavanja (kasnije
éemo objasniti motivaciju iza toga). Za svaki e > 0 definiramo polje u? :  — R3 kao

ug, (1, 2, x3) = ua(e)(7° (21, 2, 23)) = ua(e)(z1,x2,623), =12

uz(x1, 2, x3) = eug(e)(w® (1, x2, x3)) = cug(e)(z1, x2, £23).

Krace zapisano, vrijedi

1
ut(x) = 8 u(e) o (x) = Vr(x)u(e) o (x).

o = O
0 O O

Koristeéi da je Vr®(x) konstanta, derivirajué¢i kompoziciju dobivamo

Vu'(z) = Vr©(2)Vu(e)(y) Vr© (),
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odakle je

1 0 0 10 0
Vu(lE)(y)=10 1 0 |Vu(x)|0 1 0
00 ! 00 ¢!
Tada za simetrizirani gradijent vrijedi
1 T
e(u(e)(y)) = 5 (VuE) ) + Vu()()")
1 10 0 10 0
=501 0 (Vi (@) + Vus@)) [0 1 0
0 0 ¢! 0 0 ¢!
10 0 1 0 0
=01 0 |e(@(x)|0 1 0
0 0 &t 0 0 ¢!
Koristeéi pokrate
o1 %(821)14—(91’02) 0 0 0 %(831)14-81’03) 0 0 0
eo(’U): . Oovg 0], el(v): -0 %(831)2—}—82’03) , 62(’0): -0 0
. . 0 0 -+ - Osus

(tockama oznacavamo koordinate kojima implicitno znamo vrijednosti jer je matrica simetri¢na), mo-
zemo pisati
e(u(e)(y)) = eo(u(x)) + e er(u(x)) + *ea(u(x)).

Napomena 7.2.1

Ovakvo skaliranje koordinata nepoznanica radimo po uzoru na Philippe G. Ciarleta (autora
serije od 3 knjige vezane uz elasti¢nost i nizedimenzionalne modele, vidjeti literaturu kolegija).
Tako se izvod elasti¢ne ploce moze provesti i bez reskaliranja koordinata nepoznanica, ovakav
postupak koristan je jer simetrizirani gradijent e ostaje simetri¢an i nakon reskaliranja (uvjerite
se sami da u slucaju da smo definirali u®(x) = u(e) o 7°(x) da bi simetrizirani gradijent bio
asimetrian), a time i se na svakoj koordinati reskaliranog simetriziranog gradijenta nalazi
zbroj parcijalnih derivacija pomnozen istim redom veli¢ine €. Generalno, kada bismo imali
reskaliranje nekom kompliciranijom funkcijom 7, i dalje u veéini slucajeva funkcionira trik
u®(x) = Vrt(x)u(e) o ().

Za reskaliranje sile na referentnu domenu definiramo f : Q — R? tako da vrijedi

fa(z1, 22, 23) = fo(e)(7% (21, 22, 23)) = fale)(z1,22,623), a=1,2

fa(z1, 2, 23) = e~ f3(e)(n° (w1, 22, 23)) = €L f3() (w1, w2, x3).

Dodatno, pretpostavimo da f zapravo ne ovisi o x3, tj. f(z1,22,23) = f(z1,22), pa je efektivno
f € L?(w;R3).

Napomena 7.2.2

Time s$to smo definirali gustoéu sile f neovisnu o € implicitno smo definirali asimptotsko po-
nasanje gustoce sile kad € — 0. Primijetite da je ono drugacije u tangencijalnom i normalnom
smjeru na ravninu u kojoj se nalazi sredisnja ploha tijela (na originalnoj domeni omjer tih sila
je €2). Zasad to mozemo objasniti samo na intuitivnoj razini: tanko elastiéno tijelo mnogo
je lakse savinuti u popreénom smjeru nego istegnuti u paralelnom smjeru (zamislite elastiénu
traku i elasti¢nu gumu).
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Uz uvazavanje Jakobijana preslikavanja J; = € (koji se pojavi na obje strane jednakosti, pa njime
mozemo odmah dijeliti), dobivamo familiju reskaliranih problema: naéi u® € V,

Vi={ve H(QR? : v=0naTp}, (7.2.2)

takav da
/QC (eo(ua) +e ey (uf) + e_geg(ua)>

. (eo(v) +e ey (v) + 57282('0)) dx (7.2.3)

= | f -vdex, YveV.
Q

Dakle, reskalirali smo originalan problem na fiksnu domenu, te sada mozemo usporedivati razlicita
rjeSsenja na fiksnoj domeni. U daljnjim poglavljima promatratat ¢emo sto se dogada kada ¢ — 0,
metodama koje smo predstavili na skalarnim jednadzbama. Prvo pitanje koje se postavlja je postoje
li uopée u®, rjesenja gornjih zadaca. Kao prvo, znamo da postoje buduéi da su nastala reskaliranjem
zadaca . Kao drugo, uéi ¢emo odmah u kostac s tezim problemom: umjesto dokazivanja ko-
ercitivnosti pripadne bilinearne forme za svaki pojedini € > 0, trazit ¢emo uniformne konstante kako
bismo dokazali apriorne ocjene. Medutim, prije rigoroznog izvoda provest ¢emo formalni racun.

Prije nastavka, primijetimo da smo kroz veé¢ analizirane skalarne probleme implicitno obradili
i asimptotiku nekih nizedimenzionalnih modela. Promatrajmo Poissonovu jednadzbu —Au® = f
na tankoj pravokutnoj domeni Q. = (0,1) x (0,¢) uz odgovarajuce rubne uvjete (Dirichletove na
vertikalnim, a Neumannove na horizontalnim rubovima). Uvodenjem zamjene varijabli x; = z i
x9 = y/e, domena se preslikava na fiksni jedini¢ni kvadrat = (0,1) x (0,1). Prema lan¢anom pravilu,
parcijalne derivacije transformiraju se u 9, = 911 9, = é@g. Uvrstavanjem u laplasijan, problem na
tankoj domeni tocno se svodi na ranije proucavanu jednadzbu s jakom anizotropijom na fiksnoj domeni
(#.11). Slicno tome, ukoliko promatramo domenu tanku u z-smjeru, oblika (0,¢) x (0,1), skaliranje
x1 = x/e i xg = y generira diferencijalni operator oblika —6%811 — O22. Mnozenjem cijele jednadzbe s
€2 (uz pretpostavku odgovarajuéeg skaliranja ¢lana na desnoj strani redom £~2f), problem direktno
prelazi u familiju sa slabom anizotropijom s drugacijim rubnim uvjetima.
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Poglavlje 8

Formalni asimptotski razvoj problema
linearne elasticne ploce

8.1 Formalni asimptotski razvoj

U ovom poglavlju provodimo formalni asimptotski razvoj za problem izveden na kraju proslog po-
glavlja. Nasa tehnika rigoroznog izvoda nece biti temeljena na opravdanju ovog razvoja, nego na
temelju apriornih ocjena i slabe konvergencije, medutim u ovom poglavlju upoznat ¢emo se s limesnim
problemom i dobiti intuiciju oko toga Sto treba na kraju dokazati.

Kao i prije, pretpostavljamo

uf =u’ +eul +%u? + 3P+ (8.1.1)

i uvrstavamo u danu varijacijsku zadac¢u. Ono Sto komplicira zapis je ¢injenica da se sada ne radi o
skalarnoj jednadzbi nego o sustavu s tri nepoznate funkcije, ¢injenica da imamo simetrizirani gradijent
koji "mijesa" parcijalne derivacije, te da se razni dijelovi tog simetriziranog gradijenta ve¢ pojavljuju
u tri reda veli¢ine ovisnim o €. Da bi si olaksali postupak, prvo uvodimo pokrate:

E=eu’), Ej=e(u’)+e(u'), Ep=er(u’)+epi(u')+eria(u?), (k>0),
pa mozemo pisati

ef(uf) = e 2ex(u’) + e ler(uf) + Vg

= 672E72 + SilEfl + €0E0 + ElEl 4+ ...

S tim pokratama dobivamo
/ C (6_2E_2 + 6_1E_1 + EOEO + .. )
Q
: (eo('u) +e ey (v) + 57282('0)) dx (8.1.2)
= / f-vdx, YveV.
Q

Sada kreéemo od reda O(e*) s najmanjim k i provodimo zakljucke. Najnizi red je za k = —4.
Clanovi uz O(s%):

/QC(E_2)~eg(v)das _ /Qc (e2()) - ex(w) d = 0. (8.1.3)

0

Kako ova jednakost vrijedi za sve v € V, mozemo uvrstiti v = u”. Kako je C pozitivno definitan

tenzor, zakljuéujemo ey (u’) skoro svuda, odnosno dzuf = 0.
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Clanovi uz O(¢73):

/ C(E_s) - e1(v) da + / C(E_1) - es(v) da
Q Q

= [ ¢ (et + e1(u)) - ex(w) dz 0. (8.1.4)
Q

(kako je E_o = eo(u’) = 0, preostaje samo drugi integral). O njemu éemo modéi reéi nesto vise kada
izracunamo sljedeéi ¢lan u asimptotskom razvoju.

Clanovi uz O(¢72):

/CEQ eo da:+/C 81 da:+/C Eo eg( )d

_/Qc( 2(ul) +er(u?)) - ei(v d:c+/ e2(u?) + er(u)) +en(u?)) - ex(v)dz =0 (8.15)

(prvi integral opet je nula). Sada mozemo dobiti nesto vezano uz E_; = ex(u!) + e;(u’) tako da
u jednadzbu (8.1.4) uvrstimo v = u!, a u (8.1.5) uvrstimo v = u” (propast ¢ée zadnji integral) i
zbrojimo. Iz koercitivnosti C dobivamo

ex(u') + e (u’) =0.

Kako ey i e; imaju netrivijalne elemente na razli¢itim koordinatama, zapravo dobivamo eg(ul) =
e1(u’) = 0. Za u!' slijedi d3ui = 0, dok za u° u kombinaciji s prethodnim zaklju¢kom dobivamo vige.

Lema 8.1.1

Neka v € H'(£;R3) zadovoljava ex(v) = 0 i e;(v) = 0 (u smislu slabih derivacija). Tada
v € Vi, gdje je

Vi ::{v € HY(R?) : 3¢, 6 € HY(w), (3 € H2(w) takvi da
Vo () = (o1, x2) — 300(3(21,22), @ =1,2, wv3(x) = Cg(:cl,:cg)}. (8.1.6)

Dodatno, ako je v = 0 na I'p, tada su (1,(2,(3 i % jednaki nula na vp (projekcija I'p na

srediSnju plohu w); prostor takvih funkcija ¢ oznacavat ¢emo s V[% I

Kratica "KL" dolazi od Kirchhoff-Love teorije ploca koja pretpostavlja da poprec¢ni presjeci
ostaju okomiti (u infinitezimalnom smislu) na sredisnju plohu i nakon deformacije.

Dokaz.

Laksi dio dokaza su algebarski identiteti. 1z ea(v) = 0 odmah imamo 03v3 = 0, odakle v3 ne
ovisi 0 x3, pa zakljucujemo da postoji funkcija (3 : w — R takva da je vs(z1, z2, 3) = (3(x1, 22).
1z e1(v) = 0 na svakoj od koordinata slijedi 93v, = —J,v3. Integriranjem po x3 (ne zaboraviti
integracijsku "konstantu" ¢, ovisnu o z1 i x9) i koristenjem da v3 = (3 ne ovisi o x3 dobivamo

Vo (1,22, 23) = —2300(3 + (a1, 22).

Tezi dio dokaza je pokazati trazene regularnosti za (i, (2, (3, Sto se moze napraviti po definiciji
slabe derivacije, te dokazati da su zadovoljeni rubni uvjeti.
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Zadatak 8.1.2

Dovrsite dokaz leme: dokazite trazene regularnosti: (i,(s € H'(w), (3 € H?(w), i homogene
rubne uvjete za te funkcije.

Jednazdba (8.1.5)) sada postaje
/ CEo - e2(v) dz = 0. (8.1.7)
Q

Lema 8.1.3

Neka za E € L2(Q; R3*3) vrijedi
/ CE-ex(v)dx =0
Q

za sve v € V. Tada je

(CE)(373) =0, te Ez3= (El,l A EQ’Q).

A+ 2u

Dokaz.

Uvijet je ekvivalentan s

/Q(CE)(373)83U3 dx = 0.

Odaberimo proizvoljnu ¢ € C(Q), te definirajmo v3(z1,x2,x3) = fﬁ/z o(x1,x9,5)ds (tako
da je d3v3 = ¢). Osnovnom lemom varijacijskog racuna dobivamo (CE)3) = 0.
Sada prvi put koristimo definiciju tenzora C: CE = 2uE + A tr(E)I. Na poziciji (3,3) imamo

0= (CE)33) = 2uE@33) + AE11) + Eg2) + E33)),

odakle je

E33 =

E Eso).
: /\+2u( 1,1+ E2>)

Nastavljamo dalje s asimptotskim razvojem.

Clanovi uz O(s71):

/C -ep(v da:+/CE0 ) -e1(v) dm+/CE1 ) - ez(v)dx
—/ es(u?) +er(u') +eo(u )) -e1(v) d:n+/QC ex(u )+el(u2)+eg(u1)> ~ez(v)dx =0
(8.1.8)
Uvrstavanjem v takve da je ds3vs = 0 (tj. takve da je ez(v) = 0), dobivamo
/QCEO ce1(v)dz = 0. (8.1.9)
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Lema 8.1.4

Neka za E € L2(Q; R3*3) vrijedi
/ CE-ej(v)dx =0
Q

za sve v € V za koje je Osvs = 0. Tada je

(CE)(a,S) =0, te E(a,g) =0, a=1,2.

Dokaz.

Uvijet je ekvivalentan s

/Q(CE)(173) (837}1 + 81'1}3) + (CE)(2,3)(82U1 + 811)2) + dx = 0.

Odabirom v3 = 0 jednadzbe se separiraju. Svaka od njih istog je oblika kao u dokazu
Leme pa dobivamo (CE)(4,3) = 0. Iz definicije tenzora C slijedi i E(,3) = 0.

Iz Lema i sad vidimo da sve informacije o Eg mozemo zapisati pomocéu elemenata u
gornjem 2 x 2 bloku te matrice, a po definiciji Eg = ea(u?) + e1(u') + eg(u®) (i kako svi eq, e; i
e imaju netrivijalne elemente na razli¢itim koordinatama) vidimo da je to zapravo u terminima u°.
Konkretno, dobivamo

alu(l) %(81u(2) + 82’&?) 0
Eo = |3(01ud + 0oul) dou 0 . (8.1.10)
0 0 >\+2H (alul + 82“2)

Ostali ¢lanovi u (8.1.8) ne sadrze u°, pa nam je slutnja da neée biti bitni u limesnoj jednadzbi.
zato nastavljamo sa zadnjim korakom asimtotskog razvoja.

Clanovi uz O(¢71):

/C(Eo)~e0(v)da:+/ C(El)-el(v)dw—l—/C(Ez)-eg(v)daz
Q
= / e (u?) + e (u') + eo(uo)) -eo(v) dx + / C (eg(u?’) +ep(u?) + eo(ul)) -e1(v)dx
Q
—I—/ es(ut) +ei(u )—1—e0(u2)) -82(’1)>d$:/ f-vdz. (8.1.11)
Q

Ovo je jednadzba u kojoj se pojavljuje sila, pa je logi¢no da to bude zadnja jednadzba iz koje ¢emo
izvuéi model. U prvom sumandu nalazi se u’, kao $to smo rekli, logi¢no je da taj sumand nosi
informaciju o modelu. Takoder, logi¢no je da u modelu test funkcije pripadaju istom prostoru kao i

rjesenje. Zato ovdje uvrstavamo v € V2, (odakle je es(v) = e;(v) = 0, ¢ime propadaju svi sumandi
osim prvog, te dobivamo zadaéu: naéi u’ € V[% 1, takvu da za sve v € VI% 7, vrijedi

/QC(EO)-eo('U)d:c:/Qf-vdx

81u1 %(81118 + 82u(1)) 0
= / (Ol + o) Do) 0 ~eg(v)dx = / f-vde. (8.1.12)
0 /Q\M (81u(1) + 82u8) Q@
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8.2 Svodenje na dvodimenzionalnu domenu

Jednakost limesna je jednadzba za u’, i kao §to ¢emo kasnije vidjeti, zaista na jedinstven
nac¢in odreduje u’. Medutim, koristeéi definiciju od C, te kako je prostor VI% 1, posebnog oblika (zapisiv
pomo¢u funkeija definiranih na w), ovu jednadzbu mozemo zapisati na jednostavniji nacin.

Kao prvo, iz CE - F = 2pE - F + A tr(E) tr(F), imamo

81u(1) %(&ug + 8271?) 0
¢[son o) * oud 0 e
0 0 o (Q1uf + B2uf)
— 2 81u(1) %(alug + agu?) _ vt %(811)2 + 82’()1)
%(&ug + 82u(1)) 82u8 %(81’1}2 + 82’[)1) Oav9
A
+ )\(Olu(l) + 82u8) <1 — P 2M> (81111 + 821)2)

— Ae(u?) - €(v),

gdje je A: My — My, AE = 2uE + A tr(E)I reducirani tenzor elasti¢nosti za plo¢u definiran s

2 1
E=2uE+ ——tr(E)I 8.2.13
o01v1 l(811)2 +82U1) , . , e .
I(a) — 2
a €'(v) L (Byos + Bovr) Dyt (opcenito, apostrof ¢emo koristiti za uobicajene oznake

prilagodene za dvodimenzionalni sluc¢aj). Sada za (8.1.12) imamo jednostavniji zapis: naéi u® € VIO{ I
takvu da za sve v € V2, vrijedi

/QAe’(uO) € (v)dx = /Qf ‘vdx (8.2.14)

Sada iskoristimo posebnu strukturu prostora VI%L- Koriste¢i funkcije ¥, 19, (1,¢2 € H}/D (w), n3, (3 €
H,%D (w), moZemo pisati

u’(@) = (n) (') — 23013 (&), 3 (x') — w300m3 (&), n3(x')), (8.2.15)
= (G (x") — 2301 G3(), o) — w302G3(x"), G3(")),

S
&
|

o1 2(012m3 + 01219)
— e (r0) — 3 2 3 3
() = s (01213 + 01213) Do2ml

=¢e'(n°) — 23V
e'(vo) =e'(¢) — 23€/'(V(3)

i ZNE 5(012G3 + O12C3)
=e(0)—as [%(&2{3 + 012C3) i 0223 1

= €'(¢) —23V%¢
(s V2 oznadili smo Hesseovu matricu). Limesna jednadzba sada postaje
/Q A () = 257%0) - (€/(Q) — 23VGs) da
= /Qfl (Gu(2) — 2301¢3(2")) + foCa(') — 2302C3(x)) + f3(3(2)da. (8.2.16)
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Primijetimo da je sada ovisnost o trecoj varijabli dana eksplicitno u jednadzbi, pa to znaci da mozemo
i eksplicitno integrirati. Za proizvoljnu A € L?(w) koristit éemo identitete

1/2
/A(ml,xg)d:c: (/ A(azl,azg)dm/)/ dl‘gZ/A(l‘l,[L‘Q)dai/;
Q w —-1/2 w

1/2
/A(xl,xg)a:g dx = </ A(ml,:pg)d:c')/ r3drg = 0;
Q w -1/2

1/2 1
/A(xl,xg)a:%da:: </ A(ml,:pg)d:c')/ x%dasg E/A(ﬂil,fbg)dw/.
Q w

-1/2 w

Na desnoj strani x3 se pojavljuje s potencijama 0 i 1. Kako linearni ¢lanovi propadaju, na desnoj
strani preostaje

/wflCl(ﬂU/) + folo(x') + fas(a’) da’ = /wf'Cdel-

Na lijevoj strani imamo ¢lanove reda 0 (kad se mnoze ¢lanovi s €’) i ¢lanove reda 2 (kad se mnoZe
¢lanovi s V?) koji preostaju, te ¢lanovi reda 1 (kad se ti ¢lanovi medusobno mnoze) koji propadaju.
Na lijevoj strani preostaje

1
/ Ae'(n°) - €' (¢) dx’ + — / AV20Y - V3¢ da!
w 12 Ju
Konacno (bez rigoroznog dokaza) zaklju¢ujemo: u” € V limes je rjeSenja (u)e~o C V zadaée (7.2.3)
ako postoji n° € HiD(w) X HiD(w) X HgD(w) takva da vrijedi (8.2.15)) te za svaku ¢ € H} (w) x
H), (w) x H2, (w) vrijedi

/Ae’(no)-e'(C) dw’+112/wAV2n§-V2§3 da:’:/wf-Cdx’. (8.2.17)

Kasnije ¢emo pokazati da zadacéa (8.2.17) jedinstveno definira rjesenje n°.
Primijetimo da se sustav definiran zada¢om (8.2.17) moze separirati, te zapravo imamo dva pro-
blema. To je moguce iskljucivo zato sto je domena ravna. Za prvu zada¢u imamo

/wAe,(WO) -€(() = /wf1<1 + f2lo d’. (8.2.18)

Ova jednadzba govori o tangencijalnim pomacima ploce pod utjecajem tangencijalnih sila. Ovaj
model Cesto se naziva membranskim modelom ploce, jer modelira membranu odnosno membranske
efekte. Primijetimo da se u toj jednadzbi pojavljuje dvodimenzionalna verzija lineariziranog tenzora
naprezanja €'(n%), §to se moze opravdati na intuitivnoj razini. Efekti koji se penaliziraju kada se na
plocu djeluje tangencijalnim silama rastezanja i skupljanja, sto se moze matematicki opravdati kao
lokalna promjena udaljenosti i kutova izmedu deformiranog i nedeformiranog objekta, analogno kao
prilikom "izvoda" trodimenzionalnih jednadzbi.
Druga zadaca

1/Av2n§-v2g3 dm’:/fg-gg dx'. (8.2.19)

12
Ova jednadzba opisuje poprecne pomake ploce pod utjecajem poprecnih sila. Model se ¢esto naziva
fleksijskim modelom ploce, jer modelira fleksiju/savijanje. Linearizirani tenzor naprezanja zami-
jenjen je drugom derivacijom poprecne varijable, Sto opet nije nelogi¢no buduéi da savijanje ovisi o
zakrivljenosti plohe, a zakrivljenost plohe (ili krivulje) u diferencijalnoj geometriji izrazava se pomocéu
njezine druge derivacije.
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U literaturi se cesto moze nadéi jednostavnija verzija ove jednadzbe koja vrijedi samo kada je ploca
pri¢vrséena na cijelom svojem lateralnom rubu (yp = dw). U tom slucaju parcijalnom integracijom
lako je provjeriti da vrijedi

/&ﬁ%@wz/&ﬁ%@mc

pa je moguce pojednostaviti tenzor elasti¢nosti. Konkretno, dobiva se jednadzba

Ap(X+ p)

A+2/A Ada' = [ fa-Gyda

U diferencijalnoj formulaciji, to je

dpAtp) A2

3()\+2M)A 773 =f3 uw,

=0 na ow,
0

%irf =0 na Jdw

tzv. biharmonijska jednadiba (jer je A2 = A(ACQ) = 01111¢+201122€ +02202¢ biharmonijski operator).

U modelu 7) pojavljuje se tenzor A, koji je dvodimenzionalna verzija tenzora C s azuriranom
konstantom \ = X +2 , koju ponekad zovemo reducirani ili efektivni Laméov parametar.

Prlmljetlte da iako se jednadzbe separiraju po 70 i n3, efekti se ne separiraju po vl i us jer se
komponenta 773 pojavljuje i u tangencijalnim pomacima u (vidjeti definiciju prostora Vi ). Ona nam
govori da ¢ak i kod poprecne sile dolazi do pomaka u tangencualnom smjeru, iako je taj efekt manjeg
reda (Sto je malo teze vidjeti nakon Sto smo do u® dosli reskaliranjem koordinata rjesenja u(e)). Taj
pomak dogada se samo s poprec¢nim presjekom ploce, te, kao sto smo ve¢ komentirali, osigurava da i
u deformiranoj ploci poprecni presjek ostaje okomit na deformiranu sredisnju plohu.
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Poglavlje 9

Rigorozan izvod modela linearne
elasticne ploce

Vratamo se na problem : naéi u® €V,
Vi={ve H(Q;R? : v=0naTp}, (9.0.1)
takav da
 (eo(v) + 7 e (v) + e %es(v)) da (9.0.2)

:/f-'vda:, Vv eV.
Q

Dokazimo rigorozno da rjesenje takvih problema konvergiraju ka onom modelu opisanom na kraju
proslog poglavlja. U pravilu u elasti¢nosti rijetko se rade dokazi direktnim opravdavanjem asimptot-
skog razvoja bududi da simetrizirani gradijent komplicira notaciju i korektore. Zato se sjetimo koraka
dokazivanja apriornim ocjenama i slabom konvergencijom:

1. naadi apriorne ocjene;

2. izdvojiti slabo konvergentni podniz;

3. izvesti limesnu jednadzbu za taj slabi limes;

4. dokazati dobru postavljenost limesne jednadzbe;

5. dokazati jaku konvergenciju.

Iako ne dokazujemo opravdavanjem formalnog asimptotskog razvoja, pokazat ¢e se da smo ipak u

proslom poglavlju odradili veliki posao koji ¢ée nam pomocéi u ovom poglavlju.

9.1 Apriorne ocjene na referentnoj domeni

Lema 9.1.1

Neka je za svaki e > 0 u® € V rjeSenje varijacijske zadace (9.0.2)). Tada postoji konstanta C' > 0
neovisna o ¢ takva da za sve ¢ € (0, 1] vrijedi

2
HUEHHl(Q;R3) <C
2

+ Hs_

€\ 12 -1 5 €
leo(u)l[Z2amsxs) + [ 1), o) ©2(U) |, o) <
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Nadalje, postoji podniz (4" ),eny C V, u® € V i E? € L2(Q; R3*3) takvi da

u — u® slabo u H'(Q;R?) ( )

eo(u) + e ey (u") 4+ e 2ey(u") — E slabo u L?(Q; R3*3) (9.1.4)
ey (uf") — 0 jako u L2(€; R3*3) ( )

es(u) — 0 jako u L*(€;R3*3). ( )

Zasad moramo biti oprezni s notacijom. U ovom trenutku koristimo u® kao nulti korektor iz
asimptotskog razvoja i slabi limes podniza (u®"),cn. Ispostavit ¢e se da su to te iste funkcije, no u
ovom trenutku to ne znamo, pa dotad ne¢emo koristiti nijedan zakljucak iz proslog poglavlja.

Dokaz.

Koristimo da je C pozitivno definitan tenzor (jer CE - E > 2u|E[?), da je eg +e; +e2 = e
(dapace, da je taj zbroj "ortogonalan" odnosno da se ne mijesaju koordinate), da je ¢ < 1, a na
kraju Kornovu nejednakost:

/ C (eo(ug) +e ey (uf) + f:’Qez(us))
Q
(eo(ue) +e ey (uf) + 87262(u€)) dx

2
> 24 Heo(ua) +e ey (uf) + e 2ex(ud)

LQ(Q;R3X3)
2

— 2 (leo(w)Faagnesy + [~ er () + | ea(u)

2
L2(R3>3) L2(Q%R3X3)>
2 ] i
> 2 (Heo(ué‘)HLQ(Q;R;«}xB) + ||e1(u5)||L2(Q;R3x3) + ||32(u5)||L2(Q;R3X3))
2
=2y [|e(u®) |72 qmraxs)
2
> 2uCk (HU |’H1(Q;R3)>

Za desnu stranu koristimo samo Cauchy-Schwarzovu nejednakost i definiciju H' norme:
/qus dz < || fllz2rs) [w |5 (:rs)-
Uvrstavanjem v = u® u dobivamo
2uCk (HUEH%P(Q;R?'))

2
< 231 (leo(w) oty + £ te(w)

LQ(Q;RBXEK)

+ H&fzeg(ug)

2
LQ(Q;R3X3))
< / C (eo(ue) + e ey (uf) + 5_2eg(u€))

Q

. (eo(u‘s) +eter(uf) + E_Qeg(ua)) dzx

:/fuad:c
Q
<[ Ffll2r3) v 71 (Qir3)-

Dijeljenjem s [|u®|| g1 (q;r3) 1 prvom i zadnjem izrazu dobivamo da je upravo taj ¢lan uniformno
ogranicen neovisno o €. To znaci da je i zadnji izraz uniformno ogranicen, pa su onda i svi
¢lanovi u lancu nejednakosti uniformno ograniceni. Posebno dobivamo uniformnu ogranice-
nost svih izraza u iskazu leme. Prema Banach—Alaogluovom teoremu dobivamo egzistenciju
podnizova i konvergencije.
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9.2 Identifikacija limesa

Izvucimo dodatne zakljucke o limesima u® i EY. Kako u®" konvergiraju slabo u H', sve parcijalne
derivacije konvergiraju slabo u L2, odakle e/(u®") — €'(u’) slabo u L2. S druge strane iz gornjeg

lijevog 2 x 2 bloka u (9.1.3)) slijedi

81u§” %(8116“ + c‘bui")

e (ufr) =
(u ) %(81?1;" +82ui") 821@"

- E(()1:2,1;2) slabo u LQ(Q;RZM).

Iz jedinstvenosti slabih limesa zaklju¢ujemo
E?1;2,1:2) = ¢/(u’). (9.2.7)

Sliéno tako, iz jedinstvenosti limesa, iz €/ (u") — €/(u’) slabo u L? zajedno sa (9.1.5) i (9.1.6)
zakljucujemo e (u’) = ex(u’) = 0. To znaci da u” zadovoljava uvijete Leme 8.1.1|7 pa postoji n° € Ve,
0¢3

Ve={¢eH (W) x H(w)x H*W) : 1 =C=C= B, — 012D}, (9.2.8)

takva da
u(@) = (n)(2') — wsdrml(@), (&) — wsdan(@'), n)(")). (9.2.9)

Sada je trenutak da pustamo dobivene slabe limese u jednadzbe (9.0.2). Za razliku od Poglavlja
kada smo odmah u prvom koraku pustili test funkciju koja dolazi iz prostora rjesenja, sada to ne
mozemo napraviti jer ée nam ostati ¢lanovi koji mozda divergiraju (jer su reda O(s=2) i O(e71)).
Zato se moramo prvo zabaviti njima. Takoder, u ovom trenutku nismo okarakterizirali cijeli E?, ali
to ¢emo dobiti upravo u tim koracima.

Dakle, prvo biramo proizvoljnu test funkciju oblika 2v € V, uvrstimo je u i pustimo limes.
Desna strana tezi u nulu. U test funkcijama na lijevoj strani prezivjet ¢e samo ¢lan ez (v). U dijelu s u®
znamo da (skalirani) tenzor naprezanja tezi slabo u EY. Sve zajedno za proizvoljnu v € V dobivamo

/ CE - ey(v)dx = 0.
Q

Primije¢ujemo da je to pretpostavka Leme [8.1.3] Pretpostavku druge leme dobit ¢emo u drugom
koraku. Uzmimo proizvoljnu v € V' takvu da je ex(v) = 0 (Sto je ekvivalentno s ds3v3 = 0) i uvrstimo
test funkciju e,v u . Pustanjem limesa, opet na desnoj strani dobivamo nulu, a na lijevoj strani
dobivamo dio s E? za nepoznanicu i e; za test funkciju (es kod test funkcija nestaje jer smo tako
izabrali test funkciju). Dakle, za proizvoljnu v € V uz d3vs dobivamo

/ CEY e (v)dx = 0.
Q
Dakle, E? zadovoljava pretpostavke Leme i Leme sto znac¢i da zadnji stupac i redak

matri¢ne funkcije E? mozemo iskazati pomoéu gornjeg lijevog 2 x 2 bloka. Medutim, taj blok veé¢ smo
indentificirali u (9.2.7). Zaklju¢ujemo:

81u(1) %(&ug + 82’&[1)) 0
E0 = [1(01ud + 9yul) Do) . 0 ) (9.2.10)
0 0 )\_T_TM((%U? + 82718)

(usporediti s (8.1.10)). Tek sada pustamo limes (9.0.2]) s test funkcijom v koja pripada limitnom
prostoru rjesenja. Dakle, odaberimo v € V[% 1,» odnosno odaberimo proizvoljne ¢ € V¢, te

v(z) = (G(z) — 2301G3(x"), Ga(x') — 2302G3(x), (3(x)).
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Takav izbor test funkcije v osigurava ej(v) = ez(v) = 0, pa moZemo pustiti limes na lijevoj strani

(19.0.2)). Dobivamo
B ew)dz= [ f-vda. 921
Q Q

To smo dobili i u proslom poglavlju (vidjeti (8.1.12))), te smo pokazali da je taj problem ekvivalentan
problemu: naéi n° € V, takvu da za svaku ¢ € V,, vrijedi

/Ae’(no)-e’(C) da;’+112/Av2n§-v2<3 da,-/:/f-cda;’. (9.2.12)

Dokazimo da je taj problem dobro postavljen.

Problem (9.2.12) je dobro postavljen, odnosno postoji jedinstveno rjesenje te zadace.

Dokaz.

Malo (iako nepotrebno) pojednostavljenje je gledati separirane probleme zasebno. Prvo doka-
7imo da postoji jedinstveno rjesenje zadace: nadi (n?,n3) € H'(w;R?) uz ) = 1) = 0 takvu
da za sve ((1,(2) € HY(w;R?) uz ¢4 = (3 = 0 vrijedi

/WAe’(nO) e(() = /wflCl + f2lo d’. (9.2.13)

Koercitivnost dobivamo pozitivnom definitnoséu tenzora A te 2d verzijom Kornove nejedna-
kosti, dok ograniCenosti bilinearne i linearne forme slijede trivijalno kao i ina¢e. Nakon toga
treba dokazati da postoji jedinstveno rjesenje zadade: naci ng € H?(w) uz ng = % = 0 takvu
da za sve (3 € H*(w) uz ¥ = % = 0 vrijedi

1
» / AV V2 da’ = / fo- Gy da. (9.2.14)

Dosad nismo promatrali dobru postavljenost zadaca Cetvrtog reda, ali i za njih vrijedi Lax—
Milgramova lema. Za dokaz koercitivnosti potrebna nam je i dvostruka primjena Poincaréove
nejednakosti kako bismo L? normu od V?(3 odozdo ogranié¢ili s H? normom od (3.

Zadatak 9.2.2

Provedite sve detalje gornjeg dokaza, ukljucujuci ograde koercitivnosti i definicije Hilbertovih
prostora nad kojima promatramo zadace.

Klasi¢nim argumentom kao i prije zaklju¢ujemo da kako podniz familije (u®),en konvergira ka
jedinstvenom rjesenju u’ € V2, tada nuzno cijela familija (u),en konvergira ka u® € V2, .

9.3 Jaka konvergencija

Preostalo je dokazati da su slabe konvergencije iz Leme u stvari jake. Taj dio dokaza je slican
onom kako smo izveli u Poglavlju[4] Definiramo

Ale) == /QC (eo(uf) +e e (uf) + e %ey(uf) — EO) . (eo(ua) +e e (uf) + e %ex(uf) — EO) dex.
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Kao prvo, ogranicavanjem odozdo slicnom kao u u dokazu Leme dobivamo

A(e) > 20 [leo() — B 5 1))

2
L2(C;R3%3)
2

L2(Q;R3X3)

-2

2
0
e2(u£) o E(373)‘ L2(Q;R3><3) )

e e 0) = By = B[ g+ |
2

L2(C;R3%3) ’

> 24 Heo(ue) - E?1;2,1:2)‘

Dokazemo li da A(e) — 0, kao prvo, dobit éemo da je konvergencija (9.1.4) u stvari jaka, a kao drugo
dobit ¢emo da e(u)(1:2,1:0) — E(()1:2,1:2) jako u L?(Q;R?*?). Kako prema (9.1.5)) i (9.1.6) imamo jaku
konvergenciju i za preostale komponente od e(u?), prema Kornovoj nejednakosti dobit éemo da i u®
konvergira jako u H'(Q;R3) (odnosno da je konvergencija (9.1.3)) jaka). Preuredivanjem izraza A(e)

i pustanjem poznatih slabih limesa, dobivamo

Ale) = /Q ¢ (eo(u) + e er (u?) + = Zea(w) — E°) - (ep(w) + e er(u) + e 2ea(u”) — B da
_ /Q ¢ (eo(u) + e er(u?) + e Zes(u) ) - (eo(wl) + & e () + e 2en(u)) da
- /Q ¢ (E) - (2(en() + £ er(wf) + = en(u)) — EY) dax
:/Qf-ugdac—/QCEO- (2(eo(w?) + e "er(u) + e 2ep(u)) — EY) da

%/ﬁuodmf/CE“EOdm
JQ Q

00 0
:/f-uodm—/CEO-eo(uO)dm—/CEO. 0 0 0 dz
@ @ Q 00 —2 (81u(f—|—82u8)

A2u

(u zadnjem koraku koristili smo rastav, odnosno relaciju za E° iz ) U zadnjem dobivenom
izrazu prva dva sumanda daju nulu jer je to limesni model (u uvrstimo v = u’), a zadnji
sumand je nula jer kao posljedica Leme vrijedi (CEO)(373) = 0. Dakle, dokazali smo A(e) — 0,
sto uz komentar s pocetka pokazuje jake konvergencije pomaka i tenzora naprezanja.

Konacno, imamo sve elemente dokaza, dakle u ovom poglavlju rigorozno smo dokazali sljedeéi
rezultat.

Teorem 9.3.1

Neka je za svakie > 0 u® € V rjeSenje varijacijske zadace (9.0.2)), nastao reskaliranjem problema
(7.1.1)) linearizirane elasticnosti za tanke ravne ploce u tri dimenzije. Tada familija rjesenja
(uf")pen C V jako konvergira ka funkeiji u® € V2, . Limes u” moZe se okarakterizirati pomodéu

u’(z) = (1] (@) — 23013 ("), 03 (@) — 230am3 ("), 03 (")),

gdje je n° € V;, (V,, definiran u (0.2.8)) jedinstveno rjeSenje problema: nac¢i n° € V,, takvu da
za svaku ¢ € V), vrijedi
1(,,0 / ! 1 2.0 2 / /
/.Ae(n )-€'(¢) dx —l——/AV n3 - V(3 dx :/f-Cdac.
Iy 12 /., w

Dodatno, vrijedi

eo(u") 4+ e ey (u") + e 2ex(u") — E° jako u L2(Q; R3*3), (9.3.15)
gdje je
81u(1’ %(81u8 + 82u[1)) 0
E? = | 1(81ud + 8oul) Bou 0
0 0 o (O1uf + 2uf)
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Poglavlje 10

Dokaz Kornove nejednakosti*

10.1 Dokaz Kornove nejednakosti

U ovom poglavlju pokazat ¢emo dokaz Kornove nejednakosti (Teorem. Za dokaz Kornove nejed-
nakosti potreban nam je prostor H~!(Q). Njegova definicija i karakterizacija dana je u Poglavlju
Kako je to napredniji koncept iz teorije parcijalnih diferencijalnih jednadzbi koji ¢e nam trebati u maloj
mjeri, pokusat éemo ga ovdje uvesti uz minimalno potrebnih informacija.

Na pocetku kolegija uvjerili smo se da pojam derivacije mozemo prosiriti na poveliku familiju
funkcija u L?(£2). Uveli smo pojam slabe derivacije i Soboljevljev prostor H!(Q2) funkcija kao one koje
suu L2() te im je slaba derivacija funkcija u L2(Q). Pokazuje se da se deriviranje moze jo$ vise
poopditi tako da svaka funkcija u L?(£2) ima slabu derivaciju (iako taj objekt vise nije funkcija veé
tzv. distribucija — funkcional koji je definiran na prostoru C2° funkcija).

Kakav god to objekt bio, za svaku funkciju f € L?(Q) postoji d;f (za svei =1,...,n) te pripada
prostoru H~1(Q). Za takve derivacije koristit éemo da generalizira pojam klasi¢ne i jake derivacija,
da i dalje vrijedi Schwarzovo pravilo (09;;f = 0;f), te da vrijedi sljedec¢i teorem.

Lema 10.1.1: Necas—Lionsova lema

Neka je Q@ C R? ograni¢ena domena s Lipschitzovim rubom. Ako je za f € H~1(Q) vrijedi da
jei Vf e HY(Q;R33), tada je f € L?(Q2). Nadalje, postoji konstanta C' > 0 ovisna samo o
domeni 2 takva da vrijedi:

Ifllz2@me) < € (IFla-1@me) + IV Flla-1@moxs)) - (10.1.1)

Tvrdnja vrijedi i za bilo koju drugu dimenziju prostora kojoj pripada domena. Jedna od posljedica
gornje nejednakosti je i da niz funkcija u,, C L?(2;R?) slabo/jako konvergira u L?(Q; R?) ka funkciji
u € L%(Q;R?) ako i samo ako niz (uy,, Vg, )nen slabo/jako konvergira u H~1(Q; R373%3) ka (u, Vu) €
H-1 (Q; R3+3X3).

Ako nam je i dalje nejasan prostor H (), ukratko imamo sljedeée: svaku L?(2) funkciju (ili
konvergencijski identitet) mozemo derivirati, te ¢emo zavrsiti u H~!(2). U tom prostoru mozemo
koristiti Scharzovo pravilo, te se vratiti u L?(£2) samo ako i funkcija i sve njezine derivacije se nalaze
(ili konvergiraju) u H~1(£2).

Dokazimo sada Kornovu nejednakost (Teorem [6.2.3)).

Dokaz.

Postupamo slicno kao u dokazu Poincaré-Wirtingerove nejednakost (Teorem [2.1.20). Pret-
postavimo da ne vrijedi Kornova nejednakost: nakon pretpostavke bez smanjenja opéenitosti,
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postoji niz funkcija (wy)neny C V takav da vrijedi

[u | orsy = 1 lle(u™)|[2rsxs) = 1/n.

Prema Rellich-Kondrasovljevu teoremu i Banach-Alaougluovom teoremu, postoji podniz (prvo
uzmemo jedan podniz iz jednog teorema, pa onda podniz podniza iz drugog) (vF)reny =
(u™)geny C V takvi da vrijedi

vF —~wu slabo u H'(Q;R?), (10.1.2)
vk > u  jako u L2(Q;R?), (10.1.3)
e(v®) = 0 jako u L2(Q;R¥3). (10.1.4)

Prema karakterizaciji slabe konvergencije u H'(Q;R3), iz prve konvergencije slijedi
Vol = Vu  slabo u L*(Q; R?*3). (10.1.5)

Kontradikciju éemo naéi tako $to éemo dokazati da v* — 0 jako u H'(;R3) (jer je to u
kontradikciji da su im norme jednake 1). Konvergenciju (10.1.4)) mozemo raspisati po kompo-
nentama:

O1vf %(8105 + Opvf) %(817)’3“ + 0z0F) 0 0O
e(vh) = . Dovk L(@ovk +0502) — |0 0 0| jako u L?(Q;R3*3
2 2 3 1
033 0 00

(10.1.6)
(tocke oznacavaju podatke koje ne treba ponovno pisati buduéi da je matrica simetricna).
Iz gornjeg raspisa vidimo da dijagonale gradijenta u konvergiraju k nuli. Za ostale
komponente gradijenta v* imamo problem jer se u simetriziranom gradijentu mijesaju. To
¢emo rijesiti prelaskom na prostor H—'. Umjesto da dokazemo da Vo* — % u L2, dokazat
¢emo da Vo* — s« u H~'i VZ0* — x u H™! (druge derivacije). Putem é¢emo dodatno dokazati
da su ti limesi nul-funkcije.

Derivirajuéi (10.1.3]) dobivamo
Vo = Vu  jako u H1(Q;R3*3). (10.1.7)
Za druge derivacije trebamo dokazati da sve derivacije oblika 0;;v;, 0;v; 1 0;5vk (za sve moguce
medusobno razli¢ite indekse 4, j, k € {1,2,3}) konvergiraju jako u H~1(Q).
Radi jednostavnosti (i bez smanjenja opéenitosti), dokazat éemo za konkretne i, 5, k. Za 9y1vF
derivirajmo (1,1) komponentu e(v¥) po prvoj varijabli. Iz (10.1.6) slijedi
Buv’f = (’“)1e(vk)(171) — 0 jakou Hil(Q).

Sada derivirajmo (1,2) komponentu e(v*) po prvoj varijabli i oduzmimo polovicu (1,1) kom-
ponente e(v*) derivirane po drugoj varijabli:

1 1 1 . _
5811’[)]2C = 5(8111)15 + 812v]f - 8121)]16) = 81e(vk)(172) - iale(vk)(lyl) =0 Jako ul 1(9)
Konacno, za zadnji oblik drugih derivacija pogledajmo linearnu kombinaciju sljedec¢eg oblika:

02e(vk)(173) + 836(’016)(1’2) — 81@(’0’6)(273)
1
= 5 (812U§ + 8231){“ + 813125 + 82311’1“ — 812v’§ — 81305)

k
= 6231)1 .
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Zato imamo
Dazvf = 82e(vk)(173) + 539(Uk)(1,2) - 819(1116)(2,3) —0 jakou H™(Q).

Dakle, dobili smo da sve druge derivacije funkcije v* konvergiraju jako k nuli u H—'. Zajedno
s (10.1.7)), primjenom Lionsove leme, mozemo zakljuciti da

Vo = Vu  jako u L2(Q;R3*3). (10.1.8)

Dapace, kako druge derivacije teze k nuli, zaklju¢ujemo da je Vu konstanta. Iz , zajedno
s (10.1.3)) zakljuéujemo da u* — wu jako u H'(£2;R?). Preostalo je dokazati da je u = 0.

Iz jedinstvenosti limesa, kako druge derivacije teze k nuli, zakljucujemo da je w afina funkcija,
odnosno postoji A € R3*3 i ¢ € R? takva da je u(x) = Az + c. Dodatno, iz , dodatno
znamo da je e(u) = 0, Sto uvrStavanjem daje da je A antisimetri¢na matrica, pa postoji
vektor w € R? takav da je u(x) = w x  + ¢. No, u zadovoljava Dirichletov rubni uvjet
na rubu I'p (jer i svi v* zadovoljavaju Dirichletov rubni uvjet, te imamo H' konvergenciju).
Kako je I'p dio ruba pozitivne povrsinske mjere, postoje tri medusobno nekolinearne tocke
M @) xz(3) € I'p. Za svaku od njih vrijedi da je vrijednost od « u njima nula, pa imamo:

0=u(z®) —u@?) =w x (2 —2(2)), 0=u@V)—-u@®)=wx (V) —z(3)).

Vektorski umnozak dvaju vektora je nula samo ako su oni paralelni. Kako su (9 nekolinearne
tocke, nuzno je w = 0, a onda lako vidimo da je i ¢ = 0.

Dakle, dobili smo da v* — 0 jako u H'(; R?), $to je u kontradikciji s HkaHl(Q;Ri’)) =1, ¢ime
je dokaz Kornove nejednakosti gotov.
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