Rubni problem za ODJ
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Rubni problem za ODJ

Diferencijalna jednadzba:

yi(x)=fx,y(x)), v R—=RI f:RxRI =R xeclab].

Inicijalni problem:
y(a) = Yo

Rubni problem:



Primjer

Odredite maksimalnu visinu projektila koji je ispaljen s vrha zgrade

visoke 20 m i koji je pao na zemlju nakon 4 s.

Rjesenje. Iz drugog Newtonovog zakona

(F=a-m=—g-m, g=9.81m/s) slijedi diferencijalna jednadba

y'(t)=-g,

gdje je y(t) visina projektila u trenutku t.

Mogli bismo je rijesSiti ukoliko znamo pocetne uvjete:

y(0) =30, y'(0) = vo.
PocCetna brzina v, je nepoznata.

U zadatku je zadano: y(0) =30, y(4)=0.

— rubni uv'leti!

10. travnja 2025.
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U primjenama se ¢esto javljaju tzv. rubni problemi, gdje uz
diferencijalnu jednadzbu koja definira funkciju na nekoj domeni imamo
i zadano pona$anije rieSenja jednadzbe na rubovima domene.

Takoder, umjesto sustava jednadzbi, najcesce se javlja jednadzba
viSeg reda:

y9O = fxyyy oy,
y:R—R, f:RxRfFSR, xelab].

U okviru kolegija ¢emo promatrati metode za diferencijalne jednadzbe
drugog reda.



Rubni problem za ODJ drugog reda
y'(x) = f(x,y(x),y'(x)), xe[0,1]CR
y(0)=a, y(1)=5

Napomena. BSO, radi jednostavnosti radimo na intervalu [0, 1]
umjesto na [a, b).

Napomena. Mogu se promatrati i opéenitiji rubni uvjeti

Y% Y(0) 4+ y'(0)=a, vy(1)+01y'(1)=25,
1Yol + 1d0] >0, |v1]+ 61| >0
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Egzistencija i jedinstvenost rieSenja rubnog problema je slozeniji
problem nego za inicijalni problem.

Teorem
Pretpostavimo da za rubni problem

y'(x) =1fx,y(x),y'(x)), xe[0,1]CR
y(0)=a, y(1)=25.

za neki M > 0 funkcija f(x, y, z) zadovoljava:

(a) parcijalne derivacije fx, f, i f, su neprekidne;

(b) f,(x,y,2) >0;

(C) |f2()(75/322)| f; AA

zasvex c[0,1]iy,zeR.
Tada za rubni problem postoji jedinstveno rjeSenje y(x).
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Linearni rubni problem za ODJ drugog reda

Ukoliko je f linearna funkcija, tada je rubni problem za ODJ oblika
p(x)y"(x) + qx)y'(x) + r(x)u(x) = f(x), x € [0,1]
y(0)=a, y(1) =3, p(x)>0.

Ova jednadzba se naziva linearni rubni problem za ODJ.

Iz teorema direktno slijedi da je dovoljan uvjet za egzistenciju
jedinstvenog rieSenja: r(x) < 0ip(x) > 0 (ili r(x) > 0i p(x) < 0).

Ako jednadzbu podijelimo s p(x) mozemo promatrati ekvivalentni
problem

Y'(x) + a(x)y'(x) = r(x)u(x) = f(x), r(x) = 0.



Metoda konacnih razlika

Metoda konacnih razlika

Segment [0, 1] diskretiziramo na standardni nacin: odaberemo n € N,

stavimo

h—1

— ;5‘4:‘1’, )O':: i . /7, i = (),. .. 7’7 4‘ 1.

U jednadzbi
Y'(x)+a(x)y'(x) — r(x)u(x) = f(x)

y"iy” zamijenimo s:

i — h) — 2y(x; i+ h h?
Vi) = y(x — h) y/f;)+y(x+ )_y(4)(§i)12_
on . YXith —yi—h) 5 FP
V'(x) = 5F A9k
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Metoda konacnih razlika

Dobijamo
Y(X/71)—2};1(2Xi)+}’(xi+1) +q(x) Y (X1 )2—h}’(Xi71) — r(x)y(x:S) =

— (X)) + YD (&) 5 + yO(() L.

Aproksimacije y; ~ y(x;) ¢emo odrediti tako da zadovoljavaju slicne
jednadzbe i to tako da zanemarimo nepoznati O(h?) Elan i y;
definiramo (uz oznake r; = r(x;), fi = f(x;)) s

Vit —2¥i = Yis1 | Yie1 — Vi1
e LT

_rl'.yl':fh i:17"'7n7

gdie je yo = y(a) = @, Yni1 = y(b) = .

Sve skupa n + 2 linearne jednadzbe s n + 2 nepoznanice
Yo, Vi, Yny1.



Metoda konac¢nih razlika

Zadane rubne vrijednosti mozemo iskoristiti u prvoj i u zadnjoj
jednadzbi. Tako na primjer u prvoj, koja glasi

92 —
Yo }’1+U2+q}’2 Yo

P 1= op V= f
mozemo iskorititi yp = « i dobiti
=21+ Yo Z o

2 +Clﬁ—f1}/1:f h2+q12h

Analogono modificiramo i zadnju jednadzbu.

jednadzbe

Yiet —2¥i = Yirt | Yie1 — Vi
h2 LT

mozemo zapisati kao

—rnyi="f, i=1,....n,

’
= [}/i—1 (1 = qih/2) + yi(=2 — rih?) + i (1 + Cﬁh/z)] =f
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Metoda konacnih razlika Matriéna formulacija

Sustav jednadzbi mozemo zapisati u matricnom obliku kao

1
gdje je
2+f1h2 —1—Q1h/2
—14+qh/2 2+r2h2 —1—qgh/2
2 —14q3h/2 24+rh? —1—gzh/2
1 24 M -1
—1 24+rph?
i fi—alpha/h?+qya/(2h)
Y2 fa
Y3 . f3
y= : i f= )
Yn—1 fn-—1
& fo—B/WP—qun3/(2h)

Da bi aproksimacija bila dobro definirana, trebamo npr. imati osiguranu

regularnost matrice A.



Metoda konacnih razlika Matriéna formulacija

Je li matrica
2+r H 717(71/7/2

—14qh/2 24 h? —1—qgh/2
—1+qzh/2 2+f3h2 —1—qzh/2

—1+qp_1h/2 2+r,_1h? —1—gn_1h/2
—14qnh/2 24k

dijagonalno dominantna?

22| - ’—1 +q,-h‘ - ‘—1 g

>0 ?
2 >

2
Jer je r(x) > 0 vrijedi
’2 + r,-h2’ =2+ kP,



Metoda konacnih razlika Matriéna formulacija

Zah=~0je —-1+qgh/2~-1<0.

Kada je
1j:-<0<:>|-|<1<:>h<i
Dakle, za 5
h< , o= max ,
o |19l maxla(x)
je
h h
‘_1iqi2‘:1:|:(oﬁ2



Metoda konacnih razlika Matriéna formulacija

Zah<2/|ql]e
oot -1+l -1+ adl -
2+ —(1—qgl)— (1+q8) =nrn >0,

jerje q(x) > 0.
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Metoda konacnih razlika Matriéna formulacija

Teorem

Akosur,-zo,i:1,...,n,ih§W,ondajematrica

24+nh? —1-qih/2
—14qh/2 24K —1—qh/2
A —14qzh/2 2+4r3sh2  —1—qgzh/2

*1+Qn—1 h/2 2+I‘,,_1 h2 -1 *Qn—1h/2
71+C]nh/2 2+rnh2

dijagonalno dominantna.

Ukoliko je ri > ryin > 0 tada je

1
—1
147 o <

10. travnja 2025. 15/62



Metoda konacnih razlika Matriéna formulacija

Dijagonalnu dominantnost matrice smo dokazali.

Ocjena za ||A~1|| slijedi iz sljedece leme.

Lema
Neka je A = [aj] dijagonalno dominantna matrica po retcima i neka
postoji ¢ > 0 takav da vrijedi

ail = lagl > ¢, Vi
J#
Tada vrijedi
1
E.

1A o <




Metoda konacnih razlika Matriéna formulacija

Dokaza leme.

1A oo = max_[|Ay]lo

Nekaje y € R”, |||l = 1, proizvoljan.
Oznagimo x = A~y inekaje m, 1 < m < n, takav da je
[Xm| = [[X]loo
(indeks po apsolutnoj vrijednosti najveée komponente vektora x).
Iz Ax = y slijedi da je
amm Xm + Z amj Xj = Ym,
j#m
odnosno
amm Xm = ¥Ym — Z amj Xj.
j#m



Metoda konacnih razlika Matriéna formulacija

Za apsolutne vrijednosti je:

|@mm|[Xm| < |Ym| + Z |am||xj| <

j£m
< Yl + > 1amlXm]
j£m
Sada je
Ym| > ‘ammHXm|_Z\aijXm|:
j#m
= |Xm| \amm‘—Z’amj’ >
j£m
> |xmlc.
Dakle,
Ao = [Xlloe = Xl < 1] < yloe = ~
I Voo = 0o = m—CYm_CyOo—C

|



Metoda konacnih razlika Konvergencija

Teorem
Neka su q, r i f takve da rubni problem

Y'(%) + ax)y'(x) = r(x)u(x) = f(x), y(0)=a, y(1) =7

ima riesenje y € C*[0,1]. Nadalje, neka postoji I, takav da je

r(x) > rmin >0, Vx €[0,1] inekaje hgi

[feljr=n
Tada postoji konstanta C (nezavisna o h) takva da diskretne
aproksimacije ys, . . . , yn dobivene metodom konacnih razlika

zadovoljavaju

y0a) =il < CH (Iylloo + Iy @oc )




Metoda konacnih razlika Konvergencija

Dokaz. Oznac¢imo
. h? h?
e=yx)—yi i 7= y(4)(fi)ﬁ + y(s)(Ci)g-

Oduzimanjem

}/(Xiq)*z};’(zxi)ﬂf(xiﬂ) + q(x;) Y(Xi+1)2*h}/(xif1) — r(x)y(x) =

— f(x)) + YO (&) B + yd () L.

Yie1 = 2Yi = Yir1 | Yir1 = Vi

h2 R Ay —nyi="f, i=1,...,n,

dobijemo

€1 — 26 — €1 +a €i11 — €j_1

2 i oh —riei=71, I=1,...,n,
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Metoda konacnih razlika Konvergencija

odnosno
1
= [e1(1 = ah/2) + e(-2 = ) + &1 (1 + qih/2)| = 7.
UocCimo da je g = e, = 0.
Uz oznaku
e=[er,...en)] i t=[t,...t)"
dobijamo matri¢nu jednadzbu
"Ae—t od = WAt
—ppAe=1 odnosno e=— :
= lleflo < PPIA™ oot oo-
Jer je
1 h?
—1 < i < (3) (4)
1A o < g 1 ltloe < T (1Yl + 1y o)
slijedi tvrdnja teorema uz C = 1/(6rmin), 0



Metoda konacnih razlika Konvergencija

Napomena. Uvjet r(x) > rynin > 0 je prejak.
Tvrdnja vrijedi i za r(x) > 0 jedino je dokaz tehnicki sloZeniji.
Na drugi nacin se ocjenjuje |A~"||w.
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Primjer
u"(x) + (2/x)u (x) = (2/x®)u(x) = 0,
u(1)=>5, wu(2)=3.

Analiticko rjesenje: u(x) = x + 4/(x?).

Primjer
—u"(x) + 400u(x) = —400 cos?(nx) — 2r? cos(27x),
u(0)=0, u(1)=0.

AnalitiCko rjeSenje:

—20
€ 20x 1 _20x

2
=i e® + T e_zoe — cos(mX).

u(x)

Matlab live ...



Metoda konacnih razlika Neumannov rubni uvjet

Neumannov rubni uvjet

Neumannnov rubni uvjet - zadana je derivacija u rubovima:
y'(0)=a iili y'(1)=p5.

Kako diskreditizirati ovaj uvjet?

Neka je sada rubni uvjet u X, = aumjesto u(0) = a dan s ¢/(0) = .

Dakle, up = u(xp) nije zadan rubnim uvjetom, ve¢ je nepoznanica.

Znaci da u jednadzbe

Yirt —2Yi+Yi1 | Yiet — Vit
e T

moramo dodati i jednu jednadzbu za i = 0.

—I’,'U,':f,', i:1,...,n,

Diskretizacija rubnog uvjeta:

Y(rg) = YL I0) D)

nije dobra!



Metoda konacnih razlika Neumannov rubni uvjet

Pogreska diskretizacije je O(h) dok je za ostale jednadzbe ista
pogredka O(h?).

Treba to¢nija aproksimacija. y’(xg) mozemo aproksimirati pomoc¢u
y(x0), y(x1) i y(x2) koriste€i interpolacijske formule. Pogreska je tada
O(h?).

Drugi pristup: koristimo iste formule, ali uvedimo nepostojeci ¢vor x_1:

Xo+h)—v(xo—h ui —y_
Oé:y,(XO)%y( 0 )Zhy( 0 ): 12h}’1

Sada se pojavio y_1. Trebamo jo$ jednu jednadzbu.

Didkretiziramo diferencijalnu jednadzbu u xy:

Y1—2Yo+ Y1

2 + Qo — oo = fo.



Metoda konacnih razlika Neumannov rubni uvjet

Iz
_ -y
- 2h
-2 _
o= AT y2+y L + goa — rolip.
h
slijedi
Y-1=y1 —2ha.

a jednadzba u xg glasi

Yi—2yo+Yyi —2ha
2

+ Qo — hg = Ty

t].
(—roh? — 2)yo + 2y4 = WP fy + a(2h — hPqo)

Uocite da je sustav jednadzbi opet strogo dijagonalno dominantan.

To ne bi vrijedilo da smo ostavili y_1 u sustavu jednadzbi.
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Metoda konacnih razlika Neumannov rubni uvjet

Primjer
u'(x) + (2/x)u (x) = (2/x®)u(x) = 0,
u(1)=-7, u(2)=3.

Analititko riesenje:  u(x) = x +4/(x?).

Vijezba .... live (i/ili za zadacu).



Metoda konacnih elemenata Operatorski pristup

Metoda konacnih elemenata
Operatorski pristup

Promatramo rubni problem u obliku:
~(p(X)U' (X)) + q(x)u(x) = g(x), x € [0,1]
u@@=a, u(b)=4

uz pretpostavke da je

peC'0,1], p(X)> Ppmin >0
qge C[0,1], qg(x)>0
f e C[0,1]
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Ocito je da jednadzbu
—(p(x)u'(x))" + a(x)u(x) = g(x)
mozemo zapisati u obliku
a(x)u"(x) + b(x)u'(x) + c(x)u(x) = f(x).
Vrijedi i obrat:
—(P()U' (X)) +a(x)u(x) = —pu” = p'u' + qu=g;

Trebalo bi biti A
p_»b _ef
b a = p=e

JednadZbu podijelimo s ai pomnozimo s p.

[\ ey
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Metoda konacnih elemenata Operatorski pristup

Uoc¢imo:
C2[0,1] 3 v — L(v) = —(pv') + qv € C[0, 1]

je linearno preslikavanje pa gornju diferencijalnu jednadzbu mozemo
zapisati u obliku L(u) = f.

Da bi L bio dobro definiran, moramo mu specificirati domenu i
kodomenu.



Metoda konacnih elemenata Operatorski pristup

Operatorski pristup - domena i rubni uvijeti
Sada pogledajmo dodatne rubne uvjete. Ako je a = 8 = 0, onda je
D(L) = {v € C?0,1] : v(0)=v(1) =0} c C?[0,1]
vektorski potprostor. Sada L definiramo kao operator
L : C?[0,1] > D(L) — C[0,1].
Polazni problem (1) je ekvivalentan operatorskoj jednadzbi

L(u) = f, u e D(L).

Za ocjenu to¢nosti aproksimacije riesenja i pracenje konvergencije,
trebamo normu. Uvedimo skalarni produkt i pripadnu normu:

b
(v)= [ uGoviod ule = v/(w.0),
a
e 10. travnja 2025. 31/62



L je simetriCan operator

Teorem

Operator L je u skalarnom produktu (-, -) simetrican na D(L): za sve
u,v € D(L) vrijedi (L(u), v) = (u, L(v)).

Dokaz. Provjera direktnim racunom koriste¢i parcijalnu integraciju i
definiciju prostora D(L). Vrijedi

b
(u, L(V))Z/a u(x)[=(p(x)V'(x))" + q(x)v(x)]dx
b

= —u(RCV (IS + [ POV () + glx)ux) V(X))o

a

b
= /a(P(X)V'(X)U'(X)+q(X)U(X)V(X))0'X=(V>L(U))=(L(U),V)a

jer je zadniji izraz simetriCan u ui v; (-, -) je takoder simetrican.
e
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Metoda konacnih elemenata Operatorski pristup

Apsolutno neprekidne funkcije

Iz prethodnog racuna vidimo da je izraz (L(u), v) definiran na vecoj
klasi funkcija — na primjer, za razliku od L(u) uopce ne Koristi drugu
derivaciju.

Definicija

KaZzemo da je f : [a, b] — R apsolutno neprekidna na [a, b] ako za
svaki ¢ > 0 postoji § > 0 tako da za svaki konacan niz podintervala
[ai,bi]sa<ai<bi<a<by<az<---<ap< b, <byvrijedi

Z|b, a,|<6:>2|fb, f(a)| < e.




Metoda konacnih elemenata Operatorski pristup

Ako je f apsolutno neprekidna onda je ona i neprekidna i f'(x) postoji
gotovo svuda.

Vrijedi i f(x) = f(a) + fax f'(t)dt. Ako su f i g apsolutno neprekidne
onda vrijedi formula parcijalne integracije.

Definirajmo prostor funkcija

K™M0,1] = {f:[0,1] = R : ™" aps. neprekidna, f™ e L?[0,1]}.



lu, v] = (L(u), v)
Vidimo da je (L(u), v) dobro definiran i na skupu

D ={ueKk'0,1] : u(0)=u(1) =0}
na kojem mozemo definirati simetriCnu bilinearnu formu

1
[u, v] —/0 (P()U' (X)V'(x) + g(x)u(x)v(x))ax (= (L(u), v))

‘Uoéimo, D> D(L).‘

Teorem (T1)
Postoje pozitivne konstane v > 0 il > 0 tako da za svaki u € D vrijedi

Yluli < fu,ul < TVIZ-

Specijalno je, za svaki u € D(L) \ {0}, [u, u] = (L(u), u) > 0.

v

= = =yt



Metoda konacnih elemenata Operatorski pristup

Primjer primjene teorema T1.

Neka su y1, y» € D(L) dva rijeSenja problema (1), vrijedi

L(y1) = L(y2) = f,

pa je odmah
L(yr —y2) = 0.
Iz teorema je

0=(y1— Yo, L(y1 — ¥2)) > 7llys — ya|% >0,

paje y1 = ye.



Metoda konacnih elemenata Operatorski pristup

Dokaz teorema T1. Uzmimo u € D. Vrijedi

u(x) = u(0)+/oxu/(t)dt:/oxu’(t)dt

U(x)? = (/()X1-u/(t)dt>2§

X X 1
< /12dt/ u’(t)zdt§1-/ U (t)%dt
0 0 0

i zaklju¢ujemo da je

1
lu2, < /0 U(t2dt < |2
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Metoda konacnih elemenata Operatorski pristup

Sada koriste¢i p(x) > pg > 01 g(x) > 0 imamo
1
[y = /0 (PO (X)? + g(x)u(x)?)dx >

1
> po /1 U (x)2dx > pollul..
Takoder,

2 2
1Pllso /][5 + llalloc Ul <
2
1Plloo + lalloo U115

[u, u]

IAINA

pa tvrdnja teorema vrijedi sa

7="Po; T =plloc + [lqllco-

O



Metoda konacnih elemenata Operatorski pristup

Sada definiramo funkcional

F:D—R, F(u)= %[u, u] — (f, u).

Teorem (T2)
Neka je y € D(L) rjeSenje rubnog problema (1). Tada
YueD,u#y = F(u)>F(y).

(F(y) = 0.5(L(y),y) — (L(y).y) = —0.5[y,y])

Dokaz. Jer je y rieSenje, vrijedi f = L(y)! Iz definicije je
(L(y), u) = [y, u]. Uzmimo u € D i racunajmo

Flu) = glut]— (L)) = 5 (.6~ 2ly.ul + Iy, y] - [y y)
= Su—yu—yl -y > vyl = Fly).

1



Minimizacija funkcionala F po D D D(L)

Gornji rezultat daje ideju da rieSenje y pokuSamo dobiti minimizacijom
funkcionala F po D.

Samu minimizaciju éemo provesti aproksimativno, na sljedeci nacin:

Odaberimo n—dimenzionalni potprostor S C D, n < oo, i poku$ajmo
izraCunati

Us = arg Lrlnelg F(u).

Da bi racun bio prakti¢no i konkretno provediv, S zadajemo bazom
Ui, ..., Un, Ukojoj je svaki u € S prikazans u = >, &u;.



Metoda konacnih elemenata Operatorski pristup

Na taj nacin je S ~ R” pa minimiziramo

O(&y,...,8) = F(Z §up) = %[Z &uj, nguk] —(f, nguk)
J=1 j=1 = k=1
= ZZ[UK; Uil + ZEK (f, ug).

j=1 k=1
Uz oznake
3 [ug,ue] -+ [ur, U (f,u1)
x=|:1], A= : : , b= :
&n [un,ug] -+ [un, up) (f, un)

imamo problem minimizacije na R”
1
P(x) = EXTAX — x"b — min



Metoda konacnih elemenata Operatorski pristup

Teorem (T3)
Problem minimizacije

F(u) — min, uesS,
ima jedinstveno rjesenje

n
Us = Z §iuj
i—1

u kojem su koeficijenti x, = (¢1,...,&)" odredeni kao jedinstveno
rjesenje sustava jednadzbi

Ax,. = b.

Ako je y € D(L) rjesenje problema (1), tj. L(y) = f, onda je

[us —y,us — y] = gweig[U—y,U—y]-




Metoda konacnih elemenata Operatorski pristup

Dokaz. Dokaz ide u Getiri koraka:
@ Matrica A = (a;) € R™" je pozitivno definitna.

To vidimo iz
xTAx =[u,u] >0 i R's5x=0su=0¢cS.
@ Vd(x)=Ax —b.
To se lako dobije racunanjem parcijalnih derivacija.
@ Neka je Ax, = bineka je ox € R" proizvoljan, x = x, + dx.

d(x) = %(x* +0x)TA(X + 6x) — (X +6x)Th

= 1x*TAx* + 15xTAx* + I xTAsx + LoxT Aox — xTb—0ox"b
2 2 2 2
= ®(x,)+ %5XTA5X.

Dakle, ako je 6x # 0, ®(x) > d(x,).
e 10. travnja 2025. 43/62



Metoda konacnih elemenata Operatorski pristup

@ | na kraju, primijetimo da vrijedi (uz F(u) = 0.5[u, u] — (f, u))

[u—y,u—y]=2F(u)+[y,y]. (minimum za u = us)



Metoda konacnih elemenata Operatorski pristup

Teorem (T4)
Uz oznake teorema T1, T2 i T3 postoji konstanta C > 0 takva da vrijedi

lus = ¥lloo < ClIU = ¥'||00, U € S proizvoljan.

Dokaz. Koristimo teorem T1.

Postoje pozitivhe konstane v > 0i I' > 0 tako da za svaki u € D vrijedi
Yz < [u, u] < T3

Specijalno je, za svaki u € D(L) \ {0}, [u, u] = (L(u),u) > 0.

Uzmimou e Si
Wus —yl3 <lus—y,us =yl < [u—y,u—yl <T|[u - y'|%,

. [lus = Ylloo < VI/AIU = Y]lco- D
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Primjer prostora S: kubiéni splajnovi
Na segmentu [0, 1] nacinimo podjelu

A: 0=Xg< Xy <Xo<Xzg<:-<Xp_1<Xp=1.
Funkcija s = sa : [0,1] — R je kubi¢ni spline ako je

@ Restrikcija od s na svaki [x;, xj+1), i =0,1,...,n—1, polinom
stupnja najvise tri.

Ukoliko je s € C?[0, 1] tada je s kubi¢ni splajn klase C2.
Za fiksiranu particiju A s Sa ozna&imo prostor splajnova klase C?2.
Je li Sa vektorski prostor?

u, v - splajnovi, u,v € Sa

Dalijeiu+veSa?



Metoda konacnih elemenata Primjer prostora S: kubi¢ni splajnovi

u, v polinomi stupnja (barem) 3 na segmentu [xx_1, Xk]|
= U+ v polinom stupnja 3 na segmentu [xx_1, Xk|

u,veC?0,1) = u+veC?0,1)

Dalijezaa e Riau e SpA?

u polinom stupnja 3 na segmentu [xx_1, Xk]
= au polinom stupnja 3 na segmentu [xx_1, Xk]

ue C?0,1) = aucC?0,1)
Pokazalismo u,veSapn = au+pVveESa.

Sa je vektorski prostor



Metoda konacnih elemenata Primjer prostora S: kubi¢ni splajnovi

Kolika je dimenzija prostora Sa?

Kako izgleda baza prostora Sa?

Iz problema interpolacije (UNM) znamo da je kubi¢ni splajn (klase C?)
jednoznacno odreden interpolacijskim uvjetima

s(x))=f(x;), i=0,....,n i §(0)=f(0), s(1)=~f(1).

n+ 3 (linearna) uvjeta. = dimSa =n+3.(?)



Metoda konacnih elemenata Primjer prostora S: kubi¢ni splajnovi

Baza prostora Sa

B-splajnovi

Odredimo najmaniji moguci k takav da splajn B; € Sa zadovoljava:
B e C*0.1),

Bi(x) = 0 za Xx¢ [XXi«]
B, £ 0.

Rjesenje.

k-intervala — 4 - k koeficijenata

Bic C?(a,b) — 3-(k+1)uvjeta (ux;,..., Xk
4. k—-3-(k+1)=k-3

Bi£0 = k-3>0

Najmanji k: k=4



Metoda konacnih elemenata Primjer prostora S: kubi¢ni splajnovi

B-splajn - splajn s minimalnim kompaktnim nosacem:

B € C*0,1),
Bi(x) = 0 za X ¢ [XjXi4]
B, # 0.

Naziv (engl.): B(asis) spline.
Subdiviziju A segmenta [0, 1]

O=xg<Xx4<...<Xp_q1<Xp=1.
proSirimo s proizvoljnim toCkama
X 3<Xo<X_1<0 i 1<Xpp1<Xpp2 < Xpiz-
Za novu subdiviziju
X_3<X_2<X_1<Xg<Xy<...<Xp_1<Xn<Xpr1<Xpr2<Xni2
promatramo B-splajnove
B 3,B 5, B_1,By,By,...,Bn_4



Metoda konacnih elemenata Primjer prostora S: kubi¢ni splajnovi

To su svi netrivijalni B-splajnovi na (a, b).
Cine bazu prostora Sa

Napomena.
U subdiviziji moZzemo imati i Evorove viSestrukog multipliciteta.
ProSirena subdivizija je

X_3=Xo2=X_1=Xo < X1 <...<Xp_1 < Xp=Xpy1 = Xny2 = Xny2

odnosno

A = {X07X07X07X07X1 g aanthaXn,Xn,Xn} .




Metoda konacnih elemenata Primjer prostora S: kubi¢ni splajnovi

B-splajnovi nisu jedinstveno odredeni: ako je B; B-splajn onda je i aB;
B-splajn (za a # 0).

Normiranje:
> Bi(x)=1 Vxe0,1]
i
-particija jedinice
B-splajn je razli¢it od 0 na (x;, Xj4)
Ako je Bij(x) = 0 za x € (xj, Xj+4) onda B; = 0.



Metoda konacnih elemenata Primjer prostora S: kubi¢ni splajnovi

B-splajnovi reda 4

0.8

04

0.2

0 1 2 3 4 5



Metoda konacnih elemenata Primjer prostora S: kubi¢ni splajnovi

Eksplicitni izraz za B-splajnove

Neka su
1 1
Colt) = & (-F+E-3t+1)= (117,
Ci(t) = ;(3t3—6t2+4>,
Co(t) = %(—3t3+3t2—3t+1),
1 3
(:3(t) — égt .

Za ekvidistantnu particiju A (x;.1 — x; = h), B-splajn je zadan s
Bi(x) = Ci((x — Xiyj)/ ),

Za XE[X/+j,Xi+j+1], i=0,1,2,3, i=0,....,n—4.
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Metoda konacnih elemenata Primjer prostora S: kubi¢ni splajnovi

Rubni B-splajnovi B_3, B_», B_1 i By_3, Bh_2, B,_1 mogu se opisati na
sliéan nagdin.

Eksplicitni izraz nam nije bitan jer se B-splajnovi racunaju na drugaciji
nacin.

U MATLAB-u se definiraju preko particije. Rubni B-splajnovi imaju prvi
(zadniji) ¢vor veée multipliciteta.



Ocjena pogreske
Ocjena pogreske za interpolaciju je dana sljede¢im teoremom.
Teorem (T5)
Neka je f € C*[0,1] i neka je
h= m;ax(xj+1 - X), ka=h/ mjin(xm - X))

Ako je s interpolacijski spline za funkciju f:

s(xj)=f(x;)), i=0,....,n i §'(0)=f(0), s’(1)="F(1),
onda postoje konstante cx < 2 tako da za svaki x € [0, 1] vrijedi

1R (x) — s (x)] < exh* ¥ fY |, k=0,1,2,3

Pritome je co =5/384, ¢y =1/24, ¢, =3/8, c3 = (ka + 1/kn)/2
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Metoda konacnih elemenata Primjer prostora S: kubi¢ni splajnovi

Odaberimo sada
S={seSr : s(0)=s(1) =0},
gdje je Sa prostor splineova. Ocito je S € D(L) C D.

Teorem (T6)
Neka je y egzaktno riesenje problema (1), i y € C*[0,1]. Neka je

S={seS8ar : s5(0)=s(1)=0}

Us = arg umég F(u).

1r
[us = ¥lloo < 24\/;Ily(‘”lloohe’-

Tada je




Metoda konacnih elemenata Primjer prostora S: kubi¢ni splajnovi

Dokaz. Ako odaberemo spline u koji interpolira to¢no rieSenje na
nacin da je
s(x))=f(x;), i=0,....,n i §(0)=f(0), s(1)=~F(1),
onda prvo uotavamo da je takav u € S pa prema Teoremu T5
v =¥ llos < €1h°]ly |-
Teorema T4 kaze da postoji C takav da

lus — ¥|loo < ClIU — ¥'||lco;, U € S proizvoljan.

Sada je

lus = Yllse < CU" = ' lloo < Ceth®|lyY|cc.

Iz teorema T4 je C = /L aizteorema T5 je ¢y = 1/24. O
Y



Algoritam

Za rubni problem
—(P()U' (X)) + a(x)u(x) = g(x), x € [0,1]
u(0)=0, wu(1)=0

Trazimo rjeSenje oblika:

n—1

S = Z Oé,‘B,‘(X).

i=—3
Jer je B_3 jedini B-splajn za koji je B;(0) # 0 a B,_4 jedini za koji je
Bi(1) # 0, slijedi da je

04_3:() i n_1q =0
pa je s oblika
n—-2
S = Z a,-B,-(X).

j=—



Metoda konacnih elemenata Primjer prostora S: kubi¢ni splajnovi

Uz oznake
a_p [B-2,B 2] -+ [B_2,By 2] (f,B_2)
X = , A= . , b=
Qp_p [Bh—2,B_2] --- [Bn_2,Bp_2] (f, Bn-2)

nepoznate koeficijente dobijemo kao rjeSenje sustava
Ax=b.
Zbog Bi(x) = 0 za x & [Xi, Xi14] je
[Bi,B]=0 za [|i—j|>3.

Matrica A je trakasta (7-dijagonalna).



Metoda konacnih elemenata Primjer prostora S: kubi¢ni splajnovi

Zali—jl <3je
1
8181 = | [P)BI(0BIx) + a(Bi(8 )] o ~

_ /Xmin{i,f}+4 |:p(X)B;(X)Bj{(X) + q(X)Bi(X)Bj(X)} ax.

Xmax{i,j}
Sliéno
Xi+4
(f,By) / f(x dx—/ f(x)Bi(x)dx.
Xi

Ne integriramo po cijelom segmentu [0, 1] ve¢ po znatno manjem,
najvisSe po 4 podintervala.



Metoda konacnih elemenata Primjer prostora S: kubi¢ni splajnovi

Kako izracunati
X,'+1
/ g(x) dx?
Xi

Egzaktno? NE.
NumeriCka integracija. Koja?
Pokazali smo da je pogreska metode reda h®.

Pogreska integracijske metode treba biti istog ili veceg reda (ne
previSe veceg).

Izbor: Gaussove integracijske formule u jednoj tocki ili u dvije toCke.
Pogreska metoda je

oo

Ey = ﬂHg oo 1T Eo= m”g

Preporuka je integracija u dvije toCke.
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