Odabrane primjene linearne algebre (2025./2026.) — 2. zadaca

1. Kvadrat je podijeljen na 9 manjih kvadrata, od kojih svaki mozZe biti crne ili bijele boje. Kada se
dotakne neki od manjih kvadrata, mijenja se njegova boja i boja jos nekih od susjednih kvadrata
(crno <> bijelo) kao $to je prikazano na sljede¢im slikama: zaokruZeni broj predstavlja dotaknuti
kvadrat, a boje se mijenjaju na svim kvadratima oznafenim sa *.
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(a) Pretpostavimo da su na pocetku svi kvadrati bili bijeli. DokaZite da moZemo posti¢i da su svi
kvadrati crni, te navedite kako.

(b) Dokazite da moZemo posti¢i da su svi kvadrati crni bez obzira na pocetni raspored boja.

2. Nekajen € N te (x;,y;), i = 1,2,...,n+ 1 uredeni parovi brojeva takvi da su x1,x2,..., X1
medusobno razli¢iti. Neka je p € P, interpolacijski polinom odreden zadanim tockama.

(a) Navedite bazu za P, koju koristimo za prikaz interpolacijskog polinoma u Newtonovom
obliku.

(b) Dokazite da je skup iz (a) zaista baza za P, i navedite neke njene prednosti u odnosu na
kanonsku bazu za P;,.

3. Neka je zadana homogena linearna diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim koefici-
jentima ay” + by’ + cy = 0 te neka je R skup svih njenih rjeenja.

(a) Dokazite da je R vektorski prostor.

(b) Pretpostavimo da je b*> — 4ac < 0. Neka su « =+ i rjeSenja pripadne karakteristi¢ne jednadzbe.
Dokazite da je skup {e** cos(Bx),e** sin(Bx)} baza prostora R.

4. Ovisno o vremenu, dane dijelimo u sun¢ane, obla¢ne i kiSne. Promatranjem promjena vremena iz
dana u dan dosli smo do sljedecih pretpostavki: vjerojatnosti da ¢e nakon sun¢anog dana sljedeci
dan biti sun¢an, oblacan ili kiSan su redom 0.6, 0.3 i 0.1, vjerojatnosti da ¢e nakon obla¢nog dana
sljede¢i dan biti suncan, oblacan ili kisan su redom 0.2, 0.5 i 0.3, a vjerojatnosti da ¢e nakon
kisnog dana sljedeci dan biti suncan, oblacan ili kisan su redom 0.1, 0.4 i 0.5. Neka su sy, 04, kx
redom vjerojatnosti da ¢e n-ti dan (od pocetka promatranja) biti sunc¢an, obla¢an, kisan.

(a) Postavite rekurzivne relacije za opisanu situaciju te ih zapiSite u matri¢cnom obliku.

(b) Kolike su vjerojatnosti da ¢e n-ti dan biti suncan, oblacan i kisan, ako je n veliki broj? Navedite
tvrdnje koje koristite u racunu.



