Nuklearna fizika
- vjezbe -

4. Opca svojstva jezgara




Zadatak 20. Nuklearna energija vezanja moze se priblizno
opisati izrazom:

B, =a,A-a,A”°—a,Zz°A"° —a,(A-2Z)° A
a) promotrite skup izobarnih jezgri te odredite vezu A i Z za
stabilne jezgre:
b) koristeCi model Fermijeva plina, ocijenite vrijednost za a, (uz
pretpostavku A#2Z i R= ryAl/3),

RjesSenje 20.

a) izobarne atomske jezgre imaju isti A, a razlicite Z;
- uvjet stabilnosti: energija vezanja je maksimalna, tj.
derivacija energije vezanja je jednaka nuli:

(%) =—2a,ZA """ +4a,(A-2Z)A™
oL A=const.



RjesSenje 20.
Izjednacimo li taj izraz s nulom, dobivamo:

—2a,ZA " +4a,(A-2Z)A " =0 >

A

7 =
a, 2/
2+2—a4A

3

Uzimajuéi eksperimentalno odredene vrijednosti: a;= 0.714
MeV i a,= 23.20 MeV, dobiva se:

7

2.4+0.0154A°"

b) Pri 7=0, Fermijev plin ima energiju:
N 4z pq

E—
h° 5 2m




RjeSenje 20.

Pri 7=0, za broj Cestica vrijedi (uzimajuéi da svaku faznu Celiju
mogu zauzeti dva nukleona - proton i neutron):

a pripadna energija:

2/3 , 2
E, ZE(EJ h_V—2/3N5/3
40\



RjeSenje 20.

Pretpostavimo da se neutroni i protoni ponasaju kao neovisni
plinovi u volumenu V; energija najnizeg stanja je:

E_E(EJZ/B h2 N5/3+ZS/3
40\ 7 m y?3
Uz: 4 3 4 3

V="Rr="r Arx
3 3

dobivamo: 2/3
i ijzls h2 3 N5/3 N Z5/3
T




RjeSenje 20.

5/3 5/3
e-N_*2 317 Mev

2/3
A

Za stabilne jezgre vrijedi: A=N+Z i N=Z.

Dakle, moze se pretpostaviti:

N=5@+ﬁj i z=A[1_%
27 A 27 A

gdje je /A znatno manje od 1 i veCe od O (s=N-Zl).
Tada vrijedi:

5/3 2
N5/3+Z5/3z(§j (1+§5+ 10¢ +1_§5+ 1052j




RjeSenje 20.

Slijedi: N5/3 753
E = - 317 MeV =

2/3
A

2
= 225—A/3£1+ S%] 317 MeV =

2
~272P A 317 MeV+ 25— 317 MeV

27 9A
Usporedbom sa semiempirijskom formulom mase:

Ep =...—a,(A—2Z)°A™




RjeSenje 20.

slijedi:
5

- 22/39

- 317 MeV =11 MeV

ay

Vrijednost dobivena prilagodbom parametra semiempirijske
formule eksperimentalno odredenim masama je a,* 23.20 MeV
- faktor 2 razlika posljedica je prepojednostavljenog modela.



Zadatak 21.

a) Odredite elektrostatsku energiju naboja Q jednoliko
raspodjeljenog po kugli polumjera R

b) Buduéi da su ?7Si i 27Al zrcalne atomske jezgre, njihova
osnovna stanja su identicna do na naboj. Znajuéi da je razlika
njihovih masa jednaka 6 MeV-a, odredite njihove polumjere
zanemarujuci razliku u masi izmedu protona i neutrona.

RjeSenje 21.
a) elektricno polje ravnomjerno nabijene kugle polumjera R dano
je s (izvod: Gaussov zakon):

Q_g  r<R
E(I’):<F({2

> r>R

i



RjeSenje 21.

Elektrostatska energija dana je s:

W=
87 ¢

drE* =

R
jdr47z rz(
0

2

(1 1)
_I_
\9R R

r
Rr®

2 o 1
j +Idr47zr2(
R




RjeSenje 21.

b) Pripise li se razlika u masi u potpunosti razlici u
elektrostatskoj energiji, dobiva se (uz Q=Ze):
aw = E (22 -22)
5R

U konkretnom slucaju imamo: Z,=14, Z,=13.
Slijedi: 302

R = AW (14 —-13 )

_ 37ic [ez J(]Az _132):
AW | 7ic

~3.88-10 "
=3.88 fm




Zadatak 22. Energija vezanja °°Zr (Z=40) je 783.916 MeV.
Energija vezanja *°Y (Z=39) je 782.410 MeV. Odredite energiju
pobudenja najnizeg izospinskog stanja s T=6 u °°Zr.

RjeSenje 22.

Razlika u energi Ji dva ¢lana izospinskog multipleta je odredena
kulonskom energijom i razlikom u masi izmedu protona i
neutrona. Prema prethodnom zadatku, imamo:

AE =E(A,Z+1)-E(A/Z) =
= AE, —(m, —mp)c:2 =

3e

~ 5R
- 3(2z +1)
- 5R

= (2Z +1)-1.29 MeV =

cha—-1.29 MeV =...




RjeSenje 22.

AE =...=
=11.89 MeV

pri cemu je koriSteno R= 1.2A1/3 fm.
Prema tome, energija pobudenja najnizeg stanja s T=6 u °Zr
je:
E, =B(*°zr,T=5-B(""zr,T =6) =
—B(*zr, T =5-BC"Y, T=6)+B(C°Y, T=6)-B(*’zr,T =6) =
— 783.916—782.410+11.89 MeV =
~13.40 MeV



Zadatak 23. Mase skupa izobara koji su ¢lanovi istog izospinskog
multipleta mogu se napisati kao ocekivane vrijednosti opearatora
mase sljedeéeg oblika:

M =a+bT, +cT/

gdje su a, b 7/ ¢ konstante, a T, operator koji odgovara z-
komponenti izotopnog spina.

a) Izvedite navedeni oblik za operator mase.

b) Koliko mora biti izospin da ga mozemo provjeriti eksperimentalno?

Rjesenje 23.

a) Clanovi istog izospinskog multipleta imaju isti paritet i spin
zbog sliénosti u strukturi. Njihova je razlika u masi odredena
kulonskom energijom i razlikom u masi izmedu protona i
neutrona. Vrijedi:

A=N+Z=2Z—(Z-N)=2Z-2T,
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RjeSenje 23.

Procjena elektrostatske energije jednoliko nabijene kugle daje:

3e°Z°
M= - —(m, —m )T, + M, =
e 2
SR(2+T) — (M, —my)T, + M, =
2
L N L —m )T, + Mg =
5R 4 5R 5R
2 a2 2
= I\/I0+3e A + giA—mn+mp T, +3iT
5R 4 5R 5R

Linearni clanovi posljedica su razlike u masi protona i neutrona i
kulonske energije, dok kvadraticni clanovi dolaze uglavnom od
kulonske interakcije



RjeSenje 23.

b) Buduéi da imamo tri nepoznanice u izrazu za masu, trebamo
tri linearne jednadzbe da bi rjesenje bilo posve odredeno.

Kako u multipletu s T imamo 2T+1 izotopa, da bismo

eksperimentalno provjerili formulu za izospin mora vrijediti
T21.



Zadatak 24. Jedini sistem dva nukleona u prirodi koji posjeduje
vezano stanje je deuteron. To stanje ima J=1 i energiju vezanja
2.22 MeV.

a) Koristeéi samo navedene Cinjenice, pokazite da sila izmedu
neutrona i protona mora biti ovisna o spinu;

b) Napisite moguéa stanja momenta impulsa deuterona u LS-vezanju
te objasnite koje su linearne kombinacije tih stanja moguce:

c) Koja stanja mozemo u prikazu izostaviti ukoliko deuteron
posjeduje kvadrupolni moment, a koja mozemo odbaciti ukoliko
znamo da je deuteron u Cistom stanju s T=0;

d) Odrdite magnetski moment deuterona u svakom od navedenih
stanja i usporedite ga s eksperimentalnom vrijednosS¢u: p = 0.857

HN-




Zadatak 24. Potrebno znati:

l'l‘pz 2.793 UN

l’l‘nz ‘1.913 LN
(212-1]11)=+/3/5
(2110[1 1) = —/3/10
(2101[11) =1/10



RjeSenje 24.

a) Kako vrijedi:

slijedi:
5,+5,/=1 = 1=012 = °s,°R,"D,

_ _ 1
‘sp+sn:0 = |=1 = "R

Kako nema stabilnog singletnog stanja (3S,), gdje neutron i
proton imaju antiparalelne spinove i =0, to znaci da je pri
formiranju stanja sa S=0 i S=1, jedno od njih stabilno, a
jedno ne, Sto pak potvrduje spinsku ovisnost nuklearne sile...

b) U LS-vezanju moguce konfiguracije su 3S, i 3D, pozitivnog i
1P, i 3P; negativnog pariteta.



RjeSenje 24.

Buduéi da deuteron ima dobro definiran paritet, mozemo
kombinirati samo stanja istog pariteta.

a 381 +b 3D1

Y(n, p) =+
\03I31+d R,

c) I=1 u P-stanju odgovara pomaku centra mase sistema i ne
doprinosi kvadrupolnom momentu. To znaci da otpada
kombinacija P-stanja iz prethodne tocke jer deuteron IMA
kvadrupolni moment. Takoder, u skladu s Paulijevim principom,
ukupni vektor stanja (koji ima prostornu, spinsku i izospinsku
komponentu) mora biti antisimetrican na izmjenu jednocesticnih
koordinata. Kako je T=0 za deuteron, prostorni i spinski dio
moraju zadovoljavati:

I=1 & S=0 ili 1=0,2 &> S=1



RjeSenje 24.

Ovo definitivno uklanja moguénost doprinosa stanja 3P; , samo
S/D kombinacija dolazi u obzir.

d) Za stanje 3S, vrijedi 1=0, tako da orbitalni dio ne doprinosi
magnetskom momentu (spinski, naravno, doprinosi). Kako je
S=1, neutron i proton imaju paralelne spinove, pa vrijedi:

3
p("S1) = pp + pn =0.88uy

Za stanje 3D, vrijedi m=1, pa projekcija magnetskog momenta na
z-os daje doprinos magnetskom momentu. Razvijajuéi ukupni
moment impulsa preko D-stanja, imamo:

11) = /3/5|221-1)~+/3/10|2110) ++/1/10|2 011)



RjeSenje 24.

Doprinos D-stanja je prema tome:

3

D) =
w(Dy) E
[ 1(3

Koristeno je:

B lzap

= Ozan

pa je za sistem:
O =05

3

5.5857zap
—3.8261zan

Os

gs =0.88

3 3 1
—(9|m|1 + gsmsl)+5(glmlz + gsmsz)+5(9|m|3 + gsmSS)

=|—| =My +—m +im +0.88 Em +im +im
25I1 10 12 10 13 - 551 10 s2 s3_

HN

HN



RjeSenje 24.

Eksperimentalno odredena vrijednost je:

Mg =0.857 uy

tako da je razumno pretpostaviti da je u pitanju mjesano stanje
S i D. Neka je s x dan udio D-stanja, tada imamo:

0.88(1-x)+0.31x=0.85/ = x=0.04

Mozemo zakljuciti da je deuteron mjesano stanje koje se sastoji
od 96% 35S, i 3D,



Zadatak 25. Treéi nacin odredivanja polumjera atomskih jezgara
je putem preciznog proucavanja atomskih prijelaza. Izvedite
izraz za razliku atomskih energija K-prijelaza (elektronskih
prijelaza sa 2p—~>1s) izmedu dvije susjedne jezgre ("izotopni
pomak”). Pokazite kako se iz eksperimentalno odredenog
izotopnog pomaka moze odrediti polumjer jezgre.




Zadatak 25. Treéi nacin odredivanja polumjera atomskih jezgara
je putem preciznog proucavanja atomskih prijelaza. Izvedite
izraz za razliku atomskih energija K-prijelaza (elektronskih
prijelaza sa 2p—~>1s) izmedu dvije susjedne jezgre ("izotopni
pomak”). Pokazite kako se iz eksperimentalno odredenog
izotopnog pomaka moze odrediti polumjer jezgre.

Rjesenje 25.

Pri rjesavanju Schrodingerove jednadzbe za atom vodika u prvoj
se aproksimaciji pretpostavlja da se elektron giba u kulonskom
potencijalu tockastog naboja. No, jezgra nije tockasta - dio
vremena koje elektron provodi unutar jezgre direktno ovisi o
njenoj velicini.

Unutar jezgre potencijal je dan s:

V'(r):_ Zez g_i(sz
4moR| 2 2\R




Rjesenje 25.
Ocekivana vrijednost potencijalne energije dana je s:

V)= [waVndy

Elektronska valna funkcija nije bitnije promijenjena - razlika u
energiji posljedica je razlike u potencijalu:

<V '> = WV 'y ndv+ WiV yndv
r<R r>R
Upotrebom vodikove 1s-valne funkcije:
3/2 2
-~ 4
R(r) = 2[5) Sk gdje je: ag= 7@0;1
dp me

dobivamo:

AE=E-E~(V)—(V)=...



Rjesenje 25.

AE =..
4 R [ 2 |
4z 2Zriay,| 1 3 1r | 2
Ie ———+——=|r"dr
Buduéi je: _
y R<<ap tj.: e 2ariag za rizmedu O i R

integral se moze pojednostaviti:

2 4 R 2
N j{zi%r_g}zdr




Rjesenje 25.
Dobiveni izraz je razlika izmedu energija atomskog 1s-stanja za
“tockastu” i realnu jezgru; ne moze se mjeritil

Korak dalje: usporedivanje energija K-prijelaza (2p>1s)u
bliskim izotopima s masom A4 i A). Valna funkcija p-elektrona
nestaje za =0 pa se moze zanemariti taj utjecaj na razliku:

Ex (A)—Ex (A) =Ezp (A)—Es(A) —Epp (A) + Eis(A) =
= —E15(A) + Eg5(A)

Vrijedi:
Eps = Egoe. +AE

Za izotope istog elementa, £, : je istil

Ex (A)—Ex (A) == 15

4 2
2Z¢ 1 2(A2/3_A.2/3)

0
Ova veli¢ina se naziva izotopni pomak.



Rjesenje 25.
Mjerenjem izotopnih pomaka za vise razliCitih izotopa nekog
elementa moguée je dobiti r,!

Za dobivanje tocnih vrijednosti potrebno je citav racun ponoviti
relativisticki, te uzimajucu u obzir utjecaj elektrona...

Vrijednosti koje se tada dobivaju su u dobrom slaganju s
vrijednostima koje se dobivaju elektronskim rasprsenjem ili
usporedbom zrcalnih jezgara...

Za unutarnje atomske |juske K-prijelazi su u podrucju X-zraka i
efekt promjene energije prijelaza je reda 10-4.

Modernim tehnikama laserske interferometrije moguce je mjeriti
i vrlo male (reda 10-°) izotopne pomake za opticke prijelaze
(dakle, za vanjske elektronske |juske) koji ukljucuju s-stanja...



Zadatak 26. Cetvrta metoda odredivanja polumjera atomskih
jezgara je putem proucavanja “muonskih atoma”. Procijenite
koliko ¢e puta efekt izotopnog pomaka biti veéi za muonski u
odnosu na obic¢an atom.

RjeSenje 26.
Muon je Cestica koja je u svim svojim svojstvima identicna
elektronu, osim po masi koja joj je 207 puta veéa.

Buduéi da je Bohrov polumjer obrnuto proporcionalan masi,
polumjer muonskog atoma je 207 puta manji od obicnog.

Za teske jezgre muonska 1s-orbita lezi unutar jezgre!
Efekt promjene energije prijelaza je reda R/a,’, Sto je u slucaju

jezgara oko olova 2 (5-6 redova velicine viSe nego za obicne
atome)!
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Zadatak 27. Jezgre '2C i 1*N imaju T=0 u osnovnom stanju.
Najnize stanje s T=1 nalazi se na £,= 2.3 MeV za “N i na £,=
15.0 MeV za !2C. Objasnite tako veliku razliku. Treba znati:
M-A= 0 MeV (za 12C), 13.37 MeV (za °B), 2.86 MeV (za “N) i
3.02 MeV (za 140).

Rjesenje 27.
Usporedujemo izospinski triplete s A=12 i 14. Energijska razlika
medu susjednim clanovima multipleta dana je s (vidi zadatak 22):

2
JE =2 (27 +1)-1.20 MeV =
5R
_ 086324 fé ~1.29 MeV
roA

Uz r,= 1.2 fm dobivamo:
M(14N, T=1)-M(4C, T=1)= 2.6 MeV
M(12C, T=1)-M(12B, T=1)= 2.2 MeV



Rjesenje 27.
Dalje imamo:
M(*N, T=1)-M(*“N, T=0)=
M(1N, T=1)-M(}4C, T=1)+M(14C, T=1)-M(!*N, T=0)=
2.6 + 3.02 - 2.86 MeV~
2.7 MeV

Q 0 0N

M(12C, T=1)-M(12C, T=0)=

M(12C, T=1)-M(12B, T=1)+M(12B, T=1)-M(12C, T=0)=
2.2 + 13.37 - O MeV=

15.6 MeV

Q NN

Jednostava teorija u slaganju je s podacima. Jezgra !2C posebno
je stabilna u osnovnom stanju zbog zatvaranja subljuske p;, .

(model |jusaka), odnosno zbog vrlo stabilne alfa-klasterske
strukture (klasterski modeli).



Zadatak 28. Broj protona i neutrona podjednak je za lake
jezgre, dok teze jezgre imaju vise neutrona. Nadalje, energije
potrebna za odvajanje neutrona ili protona podjednake su za lake
jezgre, dok je za teze energija odvajanja protona puno veca.
Objasnite ove pojave na temelju semi-empirijske formule masa.

Rjesenje 28.
Energija potrebna za odvajanje jednog protona iz jezgre AZ dana
je s: s, =B("z)-B("*z-1)

Za neutrone vrijedi: A At
S, =B("2)-B(" "2)

Koristeéi semi-empirijsku formulu masa:

2/3

B=Eg=a,A-aA’?—a.z’A 3 _a (A-22)°A7"



RjeSenje 28.

dobivamo: _ _
Sy =Sy ——ag 2271 | 4g, A2
3a-1 A-1
Za stabilne jezgre vrijedi (vidi zadatak 20):
/ = A ~ é 1_i A2/3
i AZ/3 2 4a,
Dobiva se:
B % 5/3 ac
aC(A 4aa 1) 4aa 23 A
Sp —Sn = + a _
3a—1 A1

da

__% { 3_(A-1)53 4 4ac A5/3(A—1)2/3}



RjeSenje 28.

Za teske se jezgre (A>>1) dobiva:

B p4/3
4a,

Sy —Sp =

Dakle, S,-S, raste s Al



