Kako je al-KaSi raCunao m?
Petra Perisa

Metoda kojom je al-Kashi aproksimirao broj it s precizno$¢u od 16 decimalnih mjesta temelji
se na aproksimaciji kruznice upisanim (podbacuju aproksimaciju) i opisanim (prebacuju
aprosimaciju) poligonima. Napomenimo da je originalna ideja izlozena koristenjem
seksagezimalne aritmetike i kruZnice polumjera 60, umjesto jedini¢ne.

Osnovna ideja, je aproksimirati kruZnicu njoj upisanim mnogokutima. (Slika 1) Dakle,
promatramo kruznicu radijusa 1, Ciji je opseg jednak 2. Ako moZiemo pronaci nacin da
odredimo opseg tih mnogokuta, uz odabran mnogokut sa zadovoljavajuéim brojem stranica,

imat ¢emo procjenu za vrijednost 27t.

SLIKA 1

Po¢nimo sa pravilnim Sesterokutom jer ga mozemo podijeliti na Sest sukladnih
jednakostraniénih trokuta, pa je duljina stranice Sesterokuta jednaka radijusu kruznice, to jest
jednaka 1. Oznacimo to sa a;. MnoZenjem sa 6, dobijemo da je opseg Sesterokuta jednak 6,
$to nam aproksimira broj 2m, pa dijeljenjem s 2 dobijemo da je T = 3. (Slika 2)
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SLIKA 2

Sljedeci korak je udvostruciti broj stranica mnogokuta sa 6 na 12. No sada je pitanje: Kako
odrediti duljine stranica pravilnog dvanaesterokuta a,? Promatramo gornju polovinu kruznice



u koju su upisani pravilni Sesterokut i pravilni dvanaesterokut. Sada spojimo lijevu tocku
kruznice s prvim vrhom svakog mnogokuta iznad krajnje desne tocke na kruznici. (Slika 3)

SLIKA 3

Uz oznake kao na slici (Slika 4), uo¢imo da spustanjem okomice na AB iz to¢ke D (neka je tocka
Z noziste okomice) te okomice na AG iz to¢ke H (neka je tocka J noZiste okomice) dobivamo
sliéne trokute DAZ i ADB jer su im odgovarajuci kutovi sukladni. Zbog sli¢nosti trokuta DAZ i

ADB slijedi 4B/, = %/ 1z tolest ¢ = [AB| - [AZ| = 2(1 + [HZ) ()

jerje |AZ| = |AH| + |HZ| = 1 + |HZ|. Da bismo odredili |HZ| uo¢imo da prema Euklidovom
teoremu vrijedi £BAG = 1/2 £BHG = £BHD, pa slijedi 2ZAH] = 2£DHZ , a onda zbog
sukladnosti odgovarajuéih kutova slijedi da su trokuti AHJ i DHZ sli¢ni. Stovide, trokuti AHJ i
DHZ su sukladni jer su im hipotenuze duljine radijusa kruznice. Dakle W = |4]| = 1/2 Cq.

Supstitucijom ovoga u jednadzbu (1) za c, i pojednostavljivanjem dobit éemo c5 = 2 + ¢;.

Uocimo da je promjer kruga duljine 2 zapravo hipotenuza pravokutnog trokuta sa stranicama
a, i ¢;, pa koristeéi Pitagorin teorem imamo ¢; = /22 —a? = V3 = 1.73205, a onda iz
formule slijedi ¢, = /2 + ¢; = 1.93185. Sada ¢emo odrediti aproksimaciju broja m pomodu

opsega dvanaesterokuta, pa koriste¢i ponovno Pitagorin teorem imamo a, = /22 — c3 $to je
jednako 0.51763 . Mnozenjem s 12 dobivamo opseg dvanaesterokuta, a djeljenjem s
2 dobivamo aproksimaciju broja  jednaku 3.10582.

SLIKA 4

Kako bismo poboljsali aproksimaciju, udvostrucit ¢emo broj stranica mnogokuta na 24 i
raCunati az, no primijetimo da formule koje koristimo funkcioniraju za bilo koji mnogokut
dobiven udvostrucenjem broja stranica prethodnog mnogokuta. Analogno udvostrucujemo
broj stranica mnogokuta dok ne dobijemo zadovoljavajucu aproksimaciju broja m.
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