Parcijalne diferencijalne jednadzbe 1
Kolokvij 3.2.2021.

1. (6) Metodom karakteristika rijesite zadacéu

TUy +uy = 3T — u,
u(z,0) = 1.

Rjesenge. 1z zadatka ¢itamo a(z,y,z) = Zl = T , b(z,y,2) =3x—2, S =
2
{(5,0) : s € R}. Kako je a(s,0,1) - n(s) = (s,1) - (0,1) # 0, karakteristi¢nih

tocaka nema. Karakteristicni sustav je dan s

(de
dt
dy _
o = 1
dz __ _
T =3r—=z
z(0,5) = s

y(0,5) =0
(2(0,5) =1

=T

Iz prve dvije jednadzbe i odgovarajucih pocetnih uvjeta slijedi

z(t,s) = se', y(t,s) =t.
Uvrstavanjem x(t, s) u treéu dobivamo

2+ z = 3se.

Ovo je linearna jednadzba prvog reda s konstantnim koeficijentima, te je rjeSenje
dano s 5
Neka je (z.y) € R? proizvoljna. Lako vidimo da je tada inverz dan s

t(z,y) =y, s(z,y) = xe V.
Uvrstavanjem u izraz za z konac¢no dobivamo

3
u(z,y) = z(t,s) = 5:1;(1 — efzy) +e ¥



2. (3+4)

(a) Konstruirajte Greenovu funkciju za podrucje Q = Qy N Qy, gdje je Oy prvi
kvadrant te Q9 = K(0,1).

(b) Pretpostavimo da je u € C%(Q2) N C(Q) rjesenje rubne zadaée

Au=0, uf,
u =g, na 0,

pri ¢emu je g(z1,72) = x17x2. Dokazite da je 0 < u(zy,x2) < % za sve
(%1,1’2) € ﬁ

Rjesenje. (a)

Gruba skica tocaka koje ¢e ¢initi zatvoren sustav refleksija je gore. Pritom
je o’ oznaka za refleksiju s obzirom na x-o0s, T za refleksiju obzirom na y-os,
te & za sfernu inverziju. Greenova funkcija je dana s

Glz,y) =0y —z) - Py —2') —d(y —7) + (y — T')
— O(|z|(y — 7)) + &(|2|(y — ') + &(|2|(y — 7)) — B(|z|(y — T)).

(b) Kako je u harmonijska funkcija na ogranicenom podruéju, vrijede principi
minimuma i maksimuma, te je dovoljno pokazati ograde na rubu, odnosno
na funkciju g. Kako je na dijelovima koordinatnih osi ¢ = 0, te na luku
kruznice u prvom kvadrantu je g > 0, zakljucujemo 0 < u. S druge strane,
za (r1,22) € 02N S(0,1) je

2 2
i+ 1
T1x2 < 12 2257

pa slijedi i druga tvrdnja.



3. (5) Izvedite formulu za rjesenje pocetne zadace
u; — Au = f, na R? x (0, 00)
u(-,0) =g, naR?x {t =0},

gdje je f(z1,20,t) =11 g(z1,72) = sin® z; cos? x;.

2 1

Rjesenge. Tmamo g(r1,2) = sin® xy cos® 1y = i sin® 2x; = %(1 — cos4xy). Dalje

ide koristedi se istim postupkom kao u zadacima s vjezbi. RjeSenje je
1
u(wy, xe,t) = g(l — e M cosday) +t.

4. (3+3) Pretpostavimo da u € C*(R?x R, ) rjeSava jednadzbu provodenja topline.

(a) Neka je ¢ : R — R konveksna funkcija klase C'*°. Dokazite da za funkciju
v := @ owu vrijedi
v, —Av <0, naR?xR,.

(b) Dokazite da funkcija w := u? + |Vu|? zadovoljava
w; —Aw <0, naR?xR,.
Rjesenje. (a) Imamo
Ve = 90, CU Vg = 90, “Uzyy Vg = 90” ’ u?x, + @luxixi’

pa je
d d
v — Av =" -u — Z(p"uii — ¢ Au= ¢ (uy — Au) — " Zui <0,
i=1 i=1

gdje smo koristili ¢injenicu da je u rjesenje jednadzbe provodenja i konvek-
snost funkcije ¢ (odnosno ¢” > 0).

(b) Kako je funkcija u klase C*°, ona zadovoljava uvjete Schwarzovog teorema,
te su tada i njene parcijalne derivacije takoder rjesenja jednadzbe provodenja.
Funkcija ¢(z) = 22 je konveksna funkcija, pa iz (a) dijela slijedi da je

(u); — Au?) <0,  (ul); — A(ui) <0, i=1,...,d,

Ty

odakle sumiranjem slijedi tvrdnja.

5. (6) Izvedite formulu za rjesenje pocetno-rubne zadace

Uy — Ugy = 0, na Ry x R,

u(0,-) =1, na {z =0} x R}
u(+,0) = cos(mx), naR, x {t =0}
u(+,0) =1, na R, x {t =0}.

Je li dobiveno rjesenje klase C? na R x R ?



Rjesenje. Prvo prilagodimo uvjet na t-osi, a zatim prosirimo funkciju po neparnosti
na cijeli R x R;. Stavimo

(2.1) u(z,t) — 1, x>0
w(z,t) =
—u(—z,t)+1, z<0.

Funkciju w tada trazimo kao rjesenje zadace

Wyt — Weg = 0

w(-,0) = cos(mz) —1, x>0
1 —cos(mz), =<0

’U)t(',O) =1

Rjesenje je dano D’Alembertovom formulom, pa ocitavamo onaj slucaj koji nas zanima,
za x,t > 0:

2 r—t

1—cos(m(z— cos(m(x -1 t+x
(m( t))-QF (m(z+t)) +%f 1zdy7 O<a<t

cos(m(z—t))—1+4cos(m(z+t))+1 1 rz+t d r>1t>0
w(x,t) = { ol dy
t_

cosmrcosmt+t—1, x>t>0
—sinmxsinwt + x, O<zx<t

Vracanjem u(z,t) = w(x,t) + 1 za © > 0 dobivamo formulu za rjesenje. Dobiveno
rjeSenje nije klase C? zbog ponasanja na pravcu z = ¢; primjerice, uy; = —72 cos(mx) cos(mt)
za x > t, dok je uy = 7 sin(mx) sin(nt) za x < t. ]



