Parcijalne diferencijalne jednadzbe 1
Prvi ispitni rok 6.2.2024.

1. (8 bodova) Rijesite zadaé¢u
Uy + 2uy = 27U,
{u\s = o,

ako je

(a) S={(,0):z € R}iug(x,0)=2a?

(b) 5 ={(0,y) :y € R} i u(0,9) = y*.
2. (a) (3 boda) Pretpostavimo da je u € C?*(R) harmonicka funkcija takva da je i u? har-

monicka te neka je u(0) = 0. Dokazite da je u = 0.

(b) (3 boda) Neka je Q2 C R? otvoren, ogranicen i povezan skup. Neka su u,v € C?(Q)
harmonicke funkcije takve da je 0%u(xg) = 9%v(xo) za neki xp € Qi sve a € Nd.
Dokazite da je u = v.

Uputa: Promotrite skup
F={z¢cQ:0(x)=0"(r) za sve a € Ni}
i pokazite da je F' = ().
3. (a) (b bodova) Rijesite pocetnu zadacu
u— Au+c-Vu=0 naR?x (0,00)
u(-,0) =g na R? x {t = 0},
gdje je ¢ = (—1,1) i g(x1, m5) = e 17272,
(b) (3 boda) Neka je @ = K(0,1) € R? te T > 1. Odredite sve u € C?(Qr) koje
zadovoljavaju
uy — Au =0 na Qrp,
u < 2024 na ['p,
u(0,0,1) = 2024,
pri cemu je Qr = Q x (0,T]i T = Qp \ Qr.

4. (a) (5 bodova) Rijesite pocetnu zadac¢u

Upp — Upy = LE7 na R x R,
u(z,0) =1 na R x {t = 0},
u(z,0) = \/1i7 na R x {t = 0}.

(b) (3 boda) Dana je zadaca
g — Au+u; =0  na R? x (0,00),
u(-,0)=g na R¢ x {t = 0},
u(-,0) =h na R? x {t = 0},
gdje su g, h € C°(R?) zadane. Definiramo energiju

1
B(r) = /Rd(uf + V) de.

Pretpostavimo da je u € C?(R? x [0,00)) rjeSenje dane zadace te da za svaki t > 0
funkcija x — u(z,t) ima kompaktan nosac. Pokazite da je F(t) nerastuca funkcija.



Rjesenja

1. Kakojea(z,y,2) = (1,2), anormale na S sudane s n(s) = (0,1) u (a) dijelu, odnosno n(s) =
(1,0) u (b) dijelu, vidimo da karakteristi¢nih tocaka nema u oba slucaja. Karakteristicni

sustav je u oba slucaja dan s
(

2(t) =1,
y'(t) =2,
| Z/(t) = 222,
uz pocetne uvjete
(2(0;5) = s,
q u(0;s) =0,
(2(0;5) = 57
u (a) dijelu, odnosno
(2(0;5) =0,
y(0;5) =5,
(2(0;5) = 57

u (b) dijelu. Rjesenje sustava ODJ je dano s

w(ts)=t+s, ylts) =2 2(ts) = e

I

odnosno
2
w(t,s)=t, ylt,s)=2t+s, =zt s)=s".

Vidimo da se (¢, s) — (z,y) moZze invertirati za sve (z,y) € R?, pa je rjeSenje na cijelom R?
dano s

1
u(w,y) = (2 = Sy)*er W),

odnosno
2
u(z,y) = (y — 2x)%e" .

2. (a) Iz uvjeta Au = 0 imamo

0=Au=2(uAu +|Vu|*) = Vu=0 = u = const,
=0

pa kako je u(0) = 0 slijedi u = 0.

(b) Pokazimo da je F' i relativno otvoren i zatvoren u 2. Za pocetak, F' mozemo zapisati
kao

F = Moy (9 (u = )) 7 (0),

pa je zbog neprekidnosti derivacija od u i v F' presjek zatvorenih skupova, pa je i sam
zatvoren. S druge strane, ako je x € F, tada zbog analiti¢nosti harmonickih funkcija
slijedi da postoji kugla K (x,r) takva da se u i v mogu razviti u Taylorov red oko x na
toj kugli. No tada je K(x,r)NQ C F, pa zakljucujemo da je F' i relativno otvoren u
Q). Kako je F' neprazan zbog xy € F, a () povezan, slijedi da mora biti F' = €2, pa je
posebno i u = v.



3. (a) (a) Uvodimo pomoénu funkciju oblika v(z,t) = e**+Ply(x,t), gdje éemo a € R? i
B € R odrediti tako da vrijedi

0= vy — Av = 6a~x+5t(ut —Au—2ax - Vu— (|a2| — ﬁ)u)

Odavde vidimo da mozemo staviti o = %(1, -1), 8= %, pa je v rjeSenje

vy — Av =0,
v(x1, T, 0) = e*%g(x) = e~ 21,
Ostatak ide standardnim uvrstavanjem u formulu i kona¢no vra¢anjem
u(z,t) = e > Ply(a,t).

(b) Iz uvjeta na u slijedi da je u rjeSenje jednadzbe provodenja koje svoj maksimum postize
u interioru Q7. Prema jakom principu maksimuma je tada u = 2024 jedino rjesenje.

4.
(b) Deriviranjem energije E(t) (smijemo derivirati pod znakom integrala zbog uvjeta zadatka)

slijedi
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