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Kolokvij 11.2.2022.

1. (6 bodova) Metodom karakteristika rijesite zadac¢u

Uy + YUy = T,
u(z, 1) = 2z.

Za koje je sve tocke to rjesenje dobro definirano?

Rjesenje. Ocitavamo

a(x,y,z) = (;) : b(x,y,z2) =, S={(s,1):s € R}, up(s) = 2s.
Kako je
a(s,1,2s)-n(s) =1#0,
zakljucujemo da karakteristicnih tocaka nema. Karakteristi¢ni sustav je dan s

dx

i,
& =Y,
dz
a b
uz pocetne uvjete
z(0) = s,
y(0) =1,
2(0) = 2s.

Rjesenje sustava dano je s
1 t —t t 1 t —t
x(t; s) = 5(336 —se '), y(t;s) = e, z(t;s) = 5(386 + se™").

Trazimo za koje (x,y) € R? postoje projicirane karakteristike koje ih sadrze. Iz
y(t,s) = €' vidimo da mora biti y > 0. UvrStavanjem u izraz za z slijedi za

VE

2z
s = T
Konacno, vracanjem u izraz za z i sredivanjem dobivamo
1 3zy? + x
y) = 2(t,8) = =(3se’ =2 "
u(z,y) = 2(t,s) 2( se' +se) 371
Ovo rjesenje nije dobro definirano za y = i\%. |

2. (444=8 bodova)



a) Odredite rjesenje zadace
{Au:(), na K(0,1),

u(zy,v9) = 22 + 2%, mna S(0,1).

b) Neka je (u,), niz harmonickih funkcija na omedenom otvorenom skupu
Q C R? te neka je u takva da niz u, konvergira k u uniformno na €.
Dokazite ili opovrgnite: tada je i v harmonicka funkcija na €.

Rjesenje.  a) Primijetimo kako je rubmi uvjet zapravo u|gp.) = 1. Kako je
u = 1 takoder i harmonicka funkcija, to je ujedno i rjeSenje ove zadace.

b) Pokazat ¢emo da u zadovoljava svojstvo srednje vrijednosti. Neka je z € Q
te r > 0 takav da je K(x,r) C Q. Tada je

u(z) = lim un(z) = lim / wn(y)dy = / u(y)dy,
n n K(z,r) K(

x77")

gdje smo u posljednjoj jednakosti koristili uniformnu konvergenciju u,, prema
u, odnosno

/ [un(y) — u(y)|dy < e|K(x,7)|, za dovoljno veliki n.
K(z,r)

3. (4+4=8 bodova)
a) Odredite rjesenje zadace

u, — Au = tet, na R* x R,
u(xy, 22,0) = sin(z; + 22), na R? x {t =0}.

b) Izvedite formulu za rjesenje zadace

U + Uy, — Au=0, naR?®xR,,
u(-,0) =g, na R? x {t = 0},

gdje je g € C*(R) zadana.

RjeSenje. a) Rac¢unamo prvo

t t t
/ / O(x—y,t—s)se’dyds = / se’ds = ses|g —/ e*ds = (t—1)e' + 1.
0 JRr2 0 0

Za drugi integral prvo zapiSemo funkciju g(z1, 22) = sin(z14x2) kao g(x1, 22) =
sin x1 cos £y + cos 1 sin zo. Oba pribrojnika su sada ista kao u primjeru s
vjezbi (do na zamjenu uloge 1 i x3), te je pripadni integral jednak

/ O(x —y,t)g(y)dy = e *(cos z1 sin o + sinxy cos 29) = e~ * sin(wy + x).
R2

Konaé¢no rjesenje je dano s

w(zy, 9,1) = e 2 sin(wy + x9) + (¢ — 1)e + 1.



b) Neka je u rjesenje zadace. Uvodimo pomoénu funkciju (do koeficijenata uz
t i z; dolazimo postavljajuéi prvo v(x,t) = e+ te odredivanjem koefici-
jenata a i b tako da namjestimo izraz kao u jednadzbi)

= le)u(l‘h X2, t)a

v(xy, e, t) = eil
koja sada rjesava zadacéu
{vt — Av = ea22) (yy 4y, — Au) =0,
v(x1,19,0) = e’%xlg(xl,xg).

Formula za rjesenje je tada dana s

u(wy, Ta,t) = €732y (g 3y 1) = 7w 20) / O(z — y,t)e 2" g(y)dy.
R2

. (4+4=8 bodova)

a) Odredite rjesenje zadace
Utt—AU:O, na RZ X R+,
u(wy,22,0) =0, na R? x {t = 0},
ui(z1,79,0) =23, naR? x {t =0}.

b) Pretpostavimo da je u rjeSenje zadace

uy — Au =0, naR3xR,,
u(-,0) =0, na R3 x {t = 0}
uy(+,0) = h, na R3 x {t = 0},

gdje je h € C*°(R?) zadana funkcija Dokazite da u zadovoljava ocjenu
[l )] oo ) < —||Vh||L1 (®s) + —||h||L1 (R9)-

Rjesenje.  a) Koristimo formulu za rjesenje:

u(zx,t) = ! to%
’ 2rt? — |y — x|?
v
_ // $1+7“cos ) - dddr
= — 27rx%/ S —
27T 0 \/t2 — ’]"2

t 27,,2 27

+ /0 \/ﬁ /0 COS ﬁdﬁ
t 7'3 27

+ / ﬁ / cos? 19d19

1
=5 (27rx1t+0+7r/ R )

L3
—x1t+3t



gdje posljednji integral mozemo izracunati npr. na sljedec¢i nacin
' d P.I 0 !

/ r?. d—(—\/t2 —r2)dr = 2V — 2| + / 2rv/t2 — r2dr
0 T t 0

t
= / d (—gth — r23)dr = ;t?’.

Imamo

u(z,t) = th(y)do(y)

47Tt2 S(x,t)
1
= h(y)do(y)
4t S(w,t)
1
4t S(x,t)
1
47Tt K(:I?,t)

hw)* | - L= da(y)

div (h(y)y - x)dy

1 -
Vh(y) - =

1 y—zr 3
Vh(y) - ===+ Thly)dy,

y—x

+ h(y) div dy

B 47t K(z,t)

n 4t K(x,t)
Slijedi

1 3 1 1
] < — Vh —|h(y)|dy < =||Vh —||h :
e 01 < g [ I9R)+ R)Idy  FIITH e+ e



