Parcijalne diferencijalne jednadzbe 2
Pismeni ispit 16.6.2025.

1. (8 bodova)

(a) PokaZite daje f € .7/(R), gdje je f(x) = \/L}H(x).
(b) Pokazite da g ¢ 2'(R), gdje je g(x) = #H(x)

(c) Pokazite da je s

r.0)i= tim ([ % ar-202)

.. .. . 1
dana distribucijana R te da je [ = —5T.

2. (7 bodova) Neka je f(x) = 1, }(x).

L
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(a) Odredite fx f.
(b) Izracunajte
/ (smx) i
—e \ X
3. (8 bodova) Neka je (u,) C .7 (R9). Dokazite ili opovrgnite kontraprimjerom:
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(a) unio = unL—>O,
®) u, 20 — i, L0,

Hl 7!
(C) ul’l >O:\/ un—>0
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4. (7 bodova) Neka je Q C R? otvoren i ograniten te A = [3 e Na H}(Q) dana je

bilinearna forma
b(u,v):/(AVu(x),Vu(x))dx,
Q

gdje je s (-,-) oznalen standardni skalarni produkt na R?.

(a) Pokazite da je b neprekidna i koercitivna.

(b) Navedite kako bi glasila slaba formulacija zadace na
—div(AVu) = f
M|BQ = 07

gdje je f € L?(Q), te pokazite da postoji jedinstveno slabo rjesenje.



1. (a) Kako su funkcije oblika x — x® integrabilne na (0, 1) ako i samo ako je o > —1,
vidimo daje f € L'(0,1), pajeza ¢ € .7
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(7.0 < [ F@lo@lds+ [ f6)lo@ar< (Iflyon +Dl@lo+ o
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(b) Kako g ¢ L}OC(R), mozemo vidjeti testiranjem na funkciji 0 < y < 1 takvoj da
je v = 1na [0, 1] da ovo nije distribucija.

(c) Dovoljno je pokazati da vrijedi f' = —1T’; tada posebno slijedi i daje T € 2'(R).
Neka je ¢ € Z(R). Tada je

0 e—0tJe
PI. .. 1 [~ o(x) p(€)
2L Yim (- PEY
et ( 2] 32 dx+ NG

Preostaje zapisati
oe) _ 0(0) , o(e)—(0)
Ve e ve

te primijetiti da drugi ¢lan ide u 0 zbog |@(&) — @(0)| < &[|@’||1=(0,0)

2. (a) Dobije se

=l K<z

(f+ f)(x) =

0, inace

(b) Oznatimo s g(x) = % Tada je g = 7f, pa je traZeni integral jednak
» £ 2
167122 = w1213 = 7 7= FIF = 7t = £l = 5.

3. (a) Tvrdnja ne vrijedi: ako uzmemo p € Z(R?) i definiramo u,(x) = p(x — ney),

. 7! ..
tada imamo da u, — 0, ali je [|up||; 2(gay = 1 za sve n.

(b) Konvergencija u & povlaci konvergenciju u ., pa kako je Fourierova transfor-

macija izomorfizam na . slijedi tvrdnja.
1 2 !
(c¢) Kako u, L) posebno povlaci uy, L, 0, iz ovoga slijedi u,, Z%0.

4. (a) Kako je A pozitivno definitna, to je 0(A) = {Amin, Amax} C (0,00), te je |AE] <
Amax|E| 1 (AE,E) > Apin|E|? za svaki € € R?. Sada je

C—S naR?
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b, ) = /Q (AVi, Vid) > Donin /Q VP 2 Chonin ]
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(a) Mnozenjem jednadzbe s v € C°(Q2) te parcijalnom integracijom dolazimo do

integralne jednadzbe

(1) /Q<AVu,Vv>:/va,

pa je slaba formulacija: “pronadi u € H takav da vrijedi (1) za sve v € H}(Q)”.
Kako je f € L?(Q), desna strana je neprekidan funkcional na H}(Q), pa iz (a)

dijela primjenom Lax-Milgramove leme slijedi tvrdnja.



